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Tamén tutkielman tarkoituksena on perehdyttédé lukija sijoittajan valintaongelmien
taustalla vaikuttavaan matematiikkaan sekd auttaa hahmottamaan, kuinka sijoitta-
jan suhtautuminen riskiin nékyy salkun valinnassa. Tutkielman ymmértaminen edel-
lyttaa lukijalta todennékoisyyslaskennan ja stokastisten prosessien seké tilastotieteen
perusteiden tuntemista. Oletamme sijoittajan pyrkivéin sijoituspadtoksilladn maksi-
moimaan odotetun hyotynsé. Sijoittajan kokema hyoty puolestaan liittyy oleellisesti
h&nen riskinsietokykyynsé, jonka perusteella hénet voidaan luokitella riskihakuisek-
si, riskineutraaliksi tai riskid kahitavaksi. Riskihakuinen sijoittaja edellyttdd mata-
lariskisiltd sijoitusvaihtoehdoilta suurempaa odotettua tuottoa kuin korkeariskisilté.
Riskineutraali sijoittaja voi valita minké tahansa sijoitusvaihtoehdon, mikéli niiden
odotetut tuotut ovat yhtésuuria. Riski ei vaikuta tuolloin péitoksentekoon. Riskid
kaihtava sijoittaja valitsisi samassa tilanteessa riskittomimman vaihtoehdon. Sijoit-
tajien preferenssit voidaan ilmaista hyotyfunktion avulla. Suhtautuminen riskiin vai-
kuttaa sijoittajan hyodtyfunktion muotoon. Riskihakuisen sijoittajan hyotyfunktio on
konveksi, riskineutraalin lineaarinen ja riskinkaihtajan konkaavi.

Jotta riskid kaihtava sijoittaja padtyisi riskittomimmaén sijoitusvaihtoehdon sijasta
korkeamman riskin omaavaan vaihtoehtoon, tulisi téstd vaihtoehdosta tarjota kom-
pensaationa parempi tuotto. Téhén riskinkaihtajan edellyttdméan kompensaation suu-
ruuteen vaikuttaa sijoittajan riskinkaihtamisen aste, jota mitataan riskinkaihtamisen
kertoimella. Téssé tutkielmassa tarkastellaan Arrowin ja Prattin absoluuttisen riskin
kaihtamisen kerrointa ja suhteellisen riskin kaihtamisen kerrointa, jotka generoivat
neljé hyotyfunktioiden péailuokkaa.

Riskinsietokyvyn liséiksi sijoittajan tekemiin sijoituspéddtoksiin ja sitd kautta salkun
valintaan vaikuttaa sijoittajan budjettirajoite. Kun sijoittajan tulot vastaavat salkun
hintaa, hén pyrkii valitsemaan salkkunsa siten, ettd hénen odotettu hyotynsa maksi-
moituu.
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Johdanto

1700-luvulla vaikuttanut sveitsildinen matemaatikko ja fyysikko Daniel Bernoulli ke-
hitti uuden tavan mitata riskié analysoidessaan aikansa suosittua ajanvietetté, arpa-
jaisia. Hén esitti teoriansa vuonna 1738 julkaisussaan Specimen T'heoriae Novae de
Mensura Sortis [1]. Bernoulli pohti seuraavaa ongelmaa: jos vihévarainen mies sat-
tuu loytamédn arpajaislipukkeen, jolla voi yhtd todennékoisesti voittaa 20000 du-
kaattia kuin 0 dukaattia, kannattaako hénen myyda lipuke 9000 dukaatilla? Enté
kannattaako varakkaan miehen ostaa tuo kuponki 9000 dukaatin hintaan? Bernoullin
mielestd vastaus molempiin kysymyksiin on "kylld”. Bernoulli esitti, ettei hyddykkeen
arvon tulisi perustua sen hintaan vaan sen tuomaan hyotyyn. Hyoty puolestaan on
subjektiivinen késite ja se madraytyy kullekin ihmiselle tdmén omista lahtokohdista.
Bernoullin keskeinen havainto oli, ettd vidhavarainen kokee suuremman hyodyn yhdes-
td dukaatista kuin varakas ja ettd ihmisen paatoksenteko arpajaisongelmassa ei perus-
tu odotusarvoon vaan odotettuun hyotyyn. Lisédksi jokainen saatu dukaatti tuottaa
saajalleen pienemmén hyodyn kuin sitéd edeltdnyt dukaatti, mikéd tunnetaan nykyisin
vahenevan rajahyodyn lakina. Bernoullista tuli analyysinsd myotd nykyaikaisen ta-
loustieteen pioneeri ja hénen tyonsa kehittdminen johti muun muassa 1944 Von Neu-
manin ja Morgensternin julkaisuun T'heory of Games and Economic Behavior (2], jo-
ka loi perustan peliteorialle. [3].

Téassé tutkielmassa keskitytddn Bernoullin havaintojen taustalla vaikuttavaan ma-
tematiikkaan ja sitd kautta sijoittajan kohtaamien valintaongelmien ratkaisemiseen.
Ensimmaisessé luvussa kertaamme stokastiikan peruskisitteité ja esittelemme hyoty-
funktion ja rajahyodyn. Kdymme lédpi lemmoja, jotka auttavat meitd hyotyfunktion
maksimoinnissa ja kertaamme hyotyfunktioon oleellisesti liittyvit konkaavin ja kon-
veksin funktion késitteet. Sijoittaja pyrkii odotetun hyodyn maksimointiin ja sijoit-
tajan odotettuun hyotyyn vaikuttaa hédnen suhtautumisensa riskinottoon. Esimerkit
auttavat hahmottamaan eroja riskinkaihtajan, riskinottajan ja riskineutraalin sijoit-
tajan valilla. Tarkastelemme niiden kautta hyotyfunktion konkaaviuden ja konvek-
sisuuden vaikutusta sijoittajan riskin kaihtamiseen ja sitd kautta odotettuun hyo-
tyyn. Riskid kaihtava sijoittaja edellyttédéd saavansa riskin ottamisesta kompensaa-
tiota. Tétd kompensaatiota kutsumme tutkielmassa preemioksi. Vaadittava pree-
mio riippuu oleellisesti siité, kuinka paljon sijoittaja kaihtaa riskid. Luvussa 1.4 esit-
telemme riskin kaihtamisen mittareina tunnetut Arrowin ja Prattin absoluuttisen
riskin kaihtamisen kertoimen ja suhteellisen riskin kathtamisen kertoimen seké

médrittelemme preemion additiivisen ja multiplikatiivisen riskin tapauksessa. Liséksi
esittelemme nelja hyotyfunktioiden péédluokkaa, jotka edelld mainitut riskin kaihta-
misen kertoimet generoivat. Luvun lopuksi tarkastelemme riskid kaihtavan sijoittajan
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paatoksentekoa vakuuttamiseen liittyen. Selvitdmme yksinkertaisen esimerkin kautta,
mikd on odotetun hyodyn kannalta vakuutuksen optimaalisin korvaussumma sijoit-
tajalle.

Toisessa luvussa keskitymme arvopapereiden hinnoitteluun ja arbitraasimahdollisuu-
teen, joka tarkoittaa sijoitusmahdollisuutta, jossa sijoittaja voi saada tuottoa ilman
varsinaista nettoinvestointia. Luvun keskeisené siséltoné esitimme arbitraasivapaiden
markkinoiden maéritelmén. Kolmannessa luvussa késittelemme optimaalista sijoitus-
salkun valintaa. Huomioimme téssé budjettirajoitteen, jonka mukaan sijoittajan tu-
lojen on oltava vihintdédn yhtéd suuren kuin sijoitussalkun hinnan. Sijoittaja pyrkii siis
valitsemaan budjettirajoitteensa puitteissa salkun siten, ettd hdnen odotettu hyotyn-
si maksimoituu. Esittelemme salkun valinnan lauseen ja hinnoitteluyhtélén. Sovel-
lamme luvun lopuksi teoriaa kdytdannon esimerkkeihin, joissa ratkaisemme sijoittajan
salkun optimaalisen hajautuksen eri sijoituskohteiden vililla hyodyntden Lagrangen
funktiota. Neljannessé luvussa esittelemme edellisen luvun hinnoittelukaavan sovel-
luksen logaritmiselle hyotyfunktiolle.

Viidennessd luvussa keskitymme riskid kaihtavan sijoittajan péédtoksentekoon tilan-
teessa, jossa sijoittajan sijoitushorisontti on kahden periodin mittainen. Ensimmaéi-
selld periodilla sijoittaja kuluttaa osan tuloistaan ja sijoittaa loput riskittoméan si-
joituskohteeseen. Toisella periodilla sijoittaja kuluttaa seké toisen periodin tulot etta
ensimmaéisen periodin sijoituksensa tuottoineen. Selvitdmme, kuinka suuri on sijoit-
tajan ensimméisen ja toisen periodin optimaalinen kulutus, jolla sijoittaja maksimoi
odotetun hyotynsé. Késittelemme erikseen tilanteen, jossa sijoittaja tietdd etukéteen
toisen periodin tulonsa ja tilanteen, jossa toisen periodin tuloon liittyy epavarmuutta.
Esittelemme optimointiongelman kannalta tarkeind késitteind samahyotykayran ja
budjettisuoran sekéd havainnollistamme optimaalisen kulutusparin valintaa kuvaajien
ja esimerkin avulla. Késittelemme sijoittajan sijoitusstrategian valintaa myos tilan-
teessa, jossa hénelld on kaytossdén vain sithen hetkeen mennessid kertyneet tiedot.
Esittelemme tdhén liittyen filtraation késitteen, jonka avulla méadrittelemme tdméan
uuden hinnoittelukaavan. Lopuksi johdamme kaksi keskeistéd hinnoittelukaavan impli-
kaatiota. Tutkielma perustuu Luis Alvarezin ja Lasse Koskisen Rahoituksen teoriaa ja
sovelluksia aktuaareille- kirjan ensimmaéiseen lukuun [4].



LUKU 1

Staattiset valintaongelmat

1.1. Todennikoisyysteoriaa

Kaésittelemme téssa tutkielmassa satunnaismuuttujia ja odotusarvoja, joten kertaam-
me aluksi sigma-algebran, todennékéisyysmitan, todenndkoisyysavaruuden ja odo-
tusarvon kéasitteen.

MAARITELMA 1.1. Olkoon € epétyhji joukko. Joukon 2 osajoukkojen kokoelma F
on sigma-algebra joukolle €2, mikéli seuraavat ehdot tayttyvét:

(i) 0 e FjaQeF,
(ii) jos A € F, niin A° € F ja
(iii) jos A; € F kaikilla j € J, missd J on numeroituva joukko, niin U Aje F.
jed
MAARITELMA 1.2. Olkoon F sigma-algebra joukossa . Kuvaus P : F — [0, 1] on
mitta-avaruuden (€2, F) todennékdoisyysmitta, mikéli seuraavat ehdot tayttyvat:

(i) P(@) =0 jaP(2) =1 ja
(ii) kaikilla erillisilld joukoilla A; € F, j € J, missd J on numeroituva joukko,
patee, ettd P (U Aj) = ZIP’(AJ-) :
jed j€d
MAARITELMA 1.3. Olkoon €2 epityhja joukko ja F sigma-algebra joukossa (). Ol-

koon liséksi kuvaus P : F — [0, 1] todennékoisyysmitta. Talloin kolmikkoa (€2, F, P)
kutsutaan todennékoisyysavaruudeksi.

Lisétietoa ja esimerkkejé aiheeseen liittyen 16ytyy esimerkiksi Werner Linden kir-
jasta Probability Theory: A First Course in Probability Theory and Statistics [5].
Tutkielmassa esiintyvien satunnaismuuttujien oletetaan olevan méaritelty todenné-
koisyysavaruudella (€2, F,P). Reaalilukuarvoisen satunnaismuuttujan x odotusarvoa
merkitdan E|[x].

MAARITELMA 1.4. Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja ja olkoon sen arvojoukko
{171, 9, } C R. Mikali

B[ X)) =) |a| P{X = 2} < o0,
j=1
niin satunnaismuuttujan X odotusarvo on olemassa ja se on muotoa
EX] =) 2P{X =u;}.
j=1

3
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MAARITELMA 1.5. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja ja olkoon sen tiheysfunktio
p. Mikali

Ewmyz/mum@Mx<w,

oo

niin satunnaismuuttujan X odotusarvo on olemassa ja se on muotoa

E[X] = / " ap(a)de.

—00

1.2. Hyoétyfunktio

Jos eri sijoitusvaihtoehtojen tarjoamat tuotot olisivat etukiateen varmuudella tiedossa,
sijoittaja valitsisi aina sen sijoitusvaihtoehdon, joka toisi hénelle korkeimman varalli-
suuden tason. Tosiasiassa sijoitusten tuottoon liittyy kuitenkin usein epavarmuutta ja
sijoittajat eroavat toisistaan riskipreferenssien suhteen. Siind missé yksi suosii riskin-
ottoa, toinen voi karttaa riskid. Tama vaikuttaa siihen, kuinka suuren hyodyn kukin
sijoittaja odottaa eri sijoitusvaihtoehdoista saavansa. Tarvitsemmekin apuvélineeksi
hyotyfunktion, joka arvottaa ja arvostaa eri satunnaisia varallisuuden tasoja odote-
tun hyodyn periaatteella. Hyotyfunktio on miké tahansa tarkasteltavan taloudellisen
suureen madrittelyjoukossa Z C R™ mééritelty, jatkuva ja kaikissa koordinaateissa
monotonisesti kasvava funktio U : Z — R. Kun n = 1 ja hyotyfunktio on differen-
tioituva, kuvausta U’ kutsutaan rajahyodyksi. Sijoittajan toimintaa tarkasteltaessa
rajahyoty kertoo, kuinka paljon yhden yksikon lisdys kasvattaa sijoittajan sijoitus-
paatoksestd saamaa hyotyd. Kun kuvaus U’ on vihenevé, voimassa on vihenevin
rajahyodyn lakt. Tama tarkoittaa, ettd jokainen lisdyksikko kasvattaa hyotyd vé-
hemmaén kuin edellinen. Perehtyiksemme tarkemmin hyotyfunktion ominaisuuksiin,
esittelemme seuraavaksi konveksin joukon ja konkaavin funktion méa#ritelméan. Kos-
ka sijoittaja pyrkii maksimoimaan oman hyotynsé, tarkastelemme lisdksi konkaavin
funktion ensimmaéistd derivaattaa ja etsimme hyotyfunktion suurinta arvoa lemmojen
1.8 ja 1.9 avulla. Lemman 1.10 avulla késittelemme toisistaan taloudellisesti riippuvia
suureita aidosti konkaavin hyotyfunktion ndkokulmasta. Lopuksi kdiymme lépi erilai-
sia sijoittajan valintaongelmia, joiden ratkaisemisessa hyédynnetdéin odotetun hyodyn
maksimointia.

1.2.1. Konveksi joukko ja konkaavi funktio.

MAARITELMA 1.6. Joukko A C R™ on konveksi joukko, mikali (1 — N)a + b € A
kaikilla a,b € A ja A € (0,1).

MAARITELMA 1.7. Olkoon joukko A C R"™ konveksi. Talloin funktio f: A — R on
konkaavi, mikéli kaikilla a,b € A ja kaikilla A € (0,1) pétee, ettd

F((1 = Na+ ) = (1N f(a) + Af(b)
Funktio f on aidosti konkaavi, mikéli edelld péatee aito epayhtalo.
Lisédtietoa konvekseista joukoista seké konkaaveista funktioista 16ytyy esimerkiksi R.

Tyrrell Rockafellarin kirjasta Convex Analysis [6]. Seuraava lemman nojalla hyoty-
funktio U on konkaavi jos ja vain jos vihenevén rajahyodyn laki toteutuu.
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LEMMA 1.8. Olkoon f jatkuvasti differentioituva funktio konveksissa mdadrittelyjou-
kossa T C R. Tdlloin funktio f on konkaavi joukossa I jos ja vain jos sen ensimmdi-
nen derivaatta ' on vihenevd. Funktio f on aidosti konkaavi joukossa I jos ja vain
jos sen ensimmdinen deriwaatta [’ on aidosti vihenevd.

TobisTus. Osoitamme lemman ensimmaéisen osion. Jéalkimméinen osion todista-
minen tapahtuu vastaavalla tavalla. Inspiraatiota todistukseen on saatu Yungin jul-
kaisusta [7].

(i) Osoitamme ensin, etté jos jatkuvasti differentioituvan funktion f ensimmaéinen de-
rivaatta on viahenevé, niin funktio on konkaavi. Olkoon a, b, ¢ € T siten ettid a < b < c.
Funktio f on jatkuvasti differentioituva funktio maérittelyjoukossaan Z C R. Télloin
differentiaalilaskennan viliarvolauseen nojalla on olemassa = € (a,b) ja y € (b,c)

siten, ettd

Py =101
ja

pip = 1010

Koska f’ on vihenevé ja z < y, niin f'(x) > f'(y). Toisin sanoen,

F) = fla) () = ()

(L.1) b—a — c—b
jolloin
c—a B c—b+b—a
Ay T R Oy ey
(e
(1.2) zgfl+gfz,

missi viimeinen epayhtélo seuraa epayhtélosta (1.1). Epayhtéalon (1.2) avulla puoles-
taan saamme

b=t b-ae-b,
1) > =0+ e e @
=720 + S0 4
el )
(1.3) :(1—2:2)f@y+z:2ﬂ@.

Olkoon A € (0,1) jab=c—A(c—a) = Aa+(1—-A)c € (a,c). Talléin A = (¢—b)/(c—a)
ja saamme yht#lon (1.3) muotoon

fQa+ (1 =A)e) = (1 =A)f(c) +Af(a),

mikd magritelmén 1.7 nojalla merkitsee, ettd f on konkaavi.



6 1. STAATTISET VALINTAONGELMAT

(ii) Seuraavaksi osoitamme, ettd mikéli jatkuvasti differentioituva funktio f on kon-
kaavi, niin sen ensimméinen derivaatta f’ on vidheneva. Olkoon r,s,t,u € (a,b) C T
siten, ettd r < s < t < u. Funktio f on jatkuvasti differentioituva funktio méarittely-
joukossaan Z C R, joten

(14) Fir) = tim 20
ja
(15) () = tim TS0

Olkoon A = (t —s)/(t —r). Télloin A € (0,1) jas = Ar+ (1 =Nt =t — At —r).
Funktion f konkaavisuuden nojalla

fOr+ @ =X0t) 2 Af(r) + (L= A)f(t),

mika tarkoittaa sité, etta

1) 2 2 f ) + =2 g
t—s s—r
= )+ 2=
Kertomalla epayhtélon puolittain tekijalla ¢ — r» saamme
(1.6) (t—=r)f(s) = {E—=s)f(r)+(s—r)f(t).

Yhtalosta (1.6) saamme
(t=r)f(s) =t —s+r—r)f(r)+(s=7)f()
=t =r)f(r) = (s =r)f(r) + (s =) f (1),
jolloin
(t=r)(f(s) = f(r)) = (s =) (f () = f(r)).
Kertomalla epayhtélo puolittain tekijalla 1/(¢t — r)(s — r) saamme
>

fs) = flr) S f(8) = £(r)

s—r t—r

(1.7)

Yhtélostd (1.6) saamme myos
(t=r)f(s) = ({E=s)f(r)+(s—r+t—1)f()
=t =s)fr)+@E—r)f@)—C—95)f(1),
jolloin
(t—=s)(f(t) = f(r)) > (t =r)(f(t) — f(s)).
Kertomalla epayhtélo puolittain tekijalla 1/(t — s)(t — r) saamme
£~ F0)  f0)~ f(s)

1.8
( ) t—r - t—s
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Olkoon nyt A = (u—t)/(u—s). Talloin A € (0,1) jat = As+ (1 —Nu=u—A(u—2s).
Funktion f konkaavisuuden nojalla saamme kuten edella

ft) > flu).
Sieventamaélla tatd yhtidloa kuten edelld, saamme

f) = f(s) o fluw) = f(5)

u—t t—s

fs) +

u—=s u—=S

(1.9)

t—s - U— S
ja
(L.10) SR ORI (0}

Epéayhtéloiden (1.7), (1.8), (1.9) ja (1.10) nojalla konkaaville funktiolle f pétee
Fl8) = £r) _ £ = F(s) _ fl)— f(0)

S—r - t—s - u—t

Niin ollen, kun s — r* ja t — «~, niin yhtéloiden (1.4) ja (1.5) nojalla f'(r) > f'(u)
kaikilla r < u, r,u € (a,b) C Z. Koska funktion f derivaatta on oletuksen nojalla
jatkuva, viite pitee myos vélin [a, b] padtepisteille. O

LEMMA 1.9. Olkoon I C R konveksi vili ja olkoon f :Z — R jatkuvasti differentioi-
tuva konkaavi funktio. Oletetaan, etti f'(c) = 0 jollakin ¢ € Z. Talldin funktio f saa
suuTimman arvonsa pisteessd c.

TobpisTUS. Lemman 1.8 nojalla funktion ensimméinen derivaatta on viheneva.
Talloin f'(z) > 0 Vo < cja f'(x) < 0 Vax > c. Toisin sanoen f(z) < f(c)Vz € Z,
joten funktio f saa suurimman arvonsa pisteessa c. 0

LEMMA 1.10. Olkoon hyétyfunktio U : R? — R aidosti konkaavi funktio ja olkoon
a,b € R. Tdlloin funktio f(x) := U(z,a+ bx) on aidosti konkaav.

TobisTus. Funktion f médritelméin nojalla kaikilla A € (0, 1) pétee
fOAr+(1=Ny)=UXrz+ (1 = Ny,a+bAx+ (1 = N)y))
— Uz + (1= Ny, Aa+ (1 — Na + Moz + (1 — \by))
= UMz, a+bx)+ (1 =) (y,a+by)),

missé hyodynsimme toisella rivilld lauseketta a = Aa + (1 — A)a. Oletuksen nojalla
hyotyfunktio U on aidosti konkaavi, jolloin mééritelmén 1.7 mukaisesti

UNz,a+bz)+ (1 = XN)(y,a+by)) > AU(x,a+bx)+ (1 — X\)U(y,a + by) .
Télloin funktiolle f pétee
fOz+ (1 —=Ny) =U\(z,a+bx)+ (1= N)(y,a+ by))
> ANU(z,a+bx)+ (1 —NU(y,a+ by)
= Af(2)+ 1 =2f(y)

ja madritelmén 1.7 nojalla funktio f on aidosti konkaavi. U
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1.2.2. Hydotyfunktiot sijoittajan valintaongelmissa. Seuraavaksi tarkastelemme si-
joittajan valintaongelmia hydtyfunktion avulla. Sijoittaja valitsee eri sijoitusvaihtoeh-
doista sen, joka tarjoaa hénelle suurimman odotetun hytdyn. Koska haluamme saada
tietoon, kumpi kahdesta satunnaisesta sijoitusvaihtoehdosta z ja y on sijoittajalle
mieluisempi, meidén tulee selvittaa

max{E[U(x)], E[U(y)]},

missd x ja y kuvastavat sijoitusvaihtoehtojen tuomaa varallisuutta. Tuleva varallisuus
ei ole ennalta tiedossa, joten x ja y ovat satunnaismuuttujia. Odotettavissa olevat
hy6dyt saadaan siis ottamalla odotusarvot E[U(x)] ja E[U(y)].

ESIMERKKI 1.11. Sijoittajalla on kaksi satunnaista sijoitusvaihtoehtoa x ja y, joiden
tuomat varallisuudet ovat Log-normaalijakautuneita joukolle (0,00). Toisin sanoen
Inz ~ N(pg,02) jalny ~ N (,uy,af/). Voidaksemme vertailla sijoitusvaihtoehtoja
niiden tarjoaman odotetun hyodyn suhteen, selvitimme odotetut hyodyt E[U(x)] ja
E[U(y)]. Kun z ~ N (u,0%), missi ¢ > 0, niin normaalijakauman tiheysfunktio on
muotoa

jolloin satunnaismuuttujalle z péitee

bz

27?0

20 by—(y—)?

T 202 dy

27Ta

202by—y?+2yu—p?

e 202 dy

—oo V21O

g

1 7y2—2yb02;2yu+u2

e 20 dy

-9
)

88

_ 2 —2y(bo 24+ (00?2 +1) 2~ (bo?+ )24+ 42
e 202 Y

88

HQ
)

_ (=% 4u)?  (bo? )2y
e 202 e 202 dy

(ba +u)2 l M)
dy

27T0'

I
\NN\\\

ﬁ

m

204 42002t p?—p?
= 6 202

(1.11) = 2V b

71(y*(b02+u)>2 7;(y*<b02+u)>2
missé [° e’ 7 dy = 1, silli ﬁe : 7 on normaalijakauman

27r0'
N (bo? + p,0?) tiheysfunktio. T&ll6in

E[e?] = e2¥0"+2

— €2U2+2“
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ja
Var[e®] = Ele* — E[e”])?
= E[e”] — (B[e))*

o202 _ ( o )

620 +2u 2+2u

(1.12) — oo+ ( . 1)

Olkoon hy&tyfunktio nyt muotoa U(z) = 2°, missd b > 0 on tunnettu vakio. Tilléin

InU(z) = Inz® = blnz. Esimerkin alussa mirittelimme, ettd Inz ~ N(u,,o?).
T&lloin pétee

E[blnz| = bE[In z]
ja
Var[bInz] = E[(bInz)?] — (E[bIn z])?

= E[p*(Inz)?] — (bE[Inx])?
= 0*(E[(In2)*] — (E[Inz])?)
= b*Var[ln z]

o2,

joten Inz® = bInz ~ N(bu,, b*0}). Vastaavasti Iny® = blny ~ N(bu,, bc;). Saamme
nyt yhtdlon (1.11) avulla, ettd kaikille Inv ~ N(ju,, 0?) pitee

BV ()] = Bl

= E[("")"

— E[¢?1n7]
(1.13) N
Sijoittajan valintaongelma sijoitusvaihtoehtojen x ja y vililla tulee siis muotoon

max{B[U(2)}, E[U (y)]} = max {4002 chtitie |

(1.14) — el max {1, e”<uy—uz>+%b2<af,—az>} _
Mikali olisi yt, = p,y, niin saisimme yhtélon (1.14) muotoon

max{E[U(z)], E[U(y)]} = €= *2"°% max {176%1)2(05*0%)}'

Koska e > 0, niin sijoittaja valitsee sijoitusvaihtoehdon y, kun e300 > 1 = ¢
eli kun %62(02 — 02) > 0. Toisin sanoen, jos odotusarvot p, ja p, ovat yhtd suu-
ret, sijoittaja valitsee sijoitusvaihtoehdon y, kun o, > o, ja sijoitusvaihtoehdon z,
kun o, > o,. Hén siis péddtyy siithen sijoitusvaihtoehtoon, jonka logaritmisen arvon
keskihajonta o on suurin. Se ei kuitenkaan valttamatta tarkoita, ettd hén valitsisi ris-

killisimmén vaihtoehdon. Tam4 siksi, ettd yhtdloiden (1.11) ja (1.12) nojalla muutos
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parametrissa 0 muuttaa sekd odotusarvoa ettéd varianssia. Yleensé riskid kuitenkin
mitataan pelkéstddn keskihajonnan avulla. Madrittelemmekin seuraavaksi jakaumal-
le parametrin «, jonka muutos vaikuttaa vain varianssiin, ei odotusarvoon. Olkoon
o = p+ 302 Tallsin yhtélsiden (1.11), (1.12) ja (1.13) avulla saadaan

E[z] = E[e"?] = ett27" = ¢,

Var|z] = Var[e?] = e2#t° <e"2 - 1) = 2@ <e"2 - 1),

_ eab-&—%oQb(b—l).

E[Zb] — ebu—&-%anQ — ebu—l—%anQ—&-%oQb—%aQb — e(u—&—%og)b—s—%oQb(b—l)

Néiden tietojen seké yhtélon (1.14) avulla saamme sijoittajan valintaongelman muo-

toon
2

— b IJ’_lbzag b —Hx +lb2 0'2—0'1
max{E[U(z)], E[U(y)]} = "2 max { 1, "W ra) T3t (oy—oz)
1 1 1
= eaxb-&-%aib(b—l) max {17 eayb-&—%agb(b—l)—axb—%aib(b—l)}

1.2 1 2 2
_ pQabt3o2b(b=1) o {17 6(ay—az)b+§(0y—am)b(b—l)} _

Mikali o, = ay, niin
(1.15) max{E[U(z)], E[U(y)]} = et 37201 pax {1, e%<0§—03>b<b—1>} .

Tarkastellessamme yhtéloa (1.15) vakion b > 0 eri arvoilla huomaamme, kuinka hyo-
tykuvauksen muoto vaikuttaa sijoittajan sijoituskohteen valintaan. Kun b = 1, niin
hystyfunktio U(z) = 2° = z, jolloin rajahyoty U'(x) = 1 on vakio. Lisiiksi b(b—1) = 0,
joten yhtélosté (1.15) saadaan

max{E[U(z)], E[U(y)]} = e = ™.

Tamaé tarkoittaa, ettd rajahyodyn ollessa vakio sijoittaja voi valita kumman tahansa
sijoitusvaihtoehdon, silld ne tarjoavat yhté suuren odotetun hyodyn. T&lloin sijoitta-
jan sanotaan olevan riskineutraali. Kun b > 1, niin rajahyoty U’(z) = bz®~* on kas-
vava. Yhtalon (1.15) nojalla sijoittaja valitsee vaihtoehdon y, jos e2(oy=oDb(-1) 5 1
eli o, > o0,. Vastaavasti sijoittaja valitsee vaihtoehdon z, mikili o, > o,. Tami
tarkoittaa, ettd kasvavan rajahyddyn tapauksessa sijoittaja valitsee volatiliteetiltaan
korkeimman vaihtoehdon, eli vaihtoehdon, jonka keskihajonta on max{o,,o,}. Sijoit-
taja on siis riskinottaja. Kun 0 < b < 1, niin rajahyoty U’(z) on véheneva. Yhtélon
(1.15) nojalla sijoittajan valitsevan vaihtoehdon y, jos 3(oz — 02)b(b — 1) > 0, eli
o, < 0,. Vastaavasti sijoittaja valitsee vaihtoehdon x, mikdli o, < o,. Tama tar-
koittaa, ettd viahenevén rajahyodyn tapauksessa sijoittaja valitsee volatiliteetiltaan
matalimman vaihtoehdon, eli vaihtoehdon, jonka keskihajonta on min{o,, o, }. Sijoit-

taja on siis riskinkaihtaja.
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Esimerkissd 1.11 vdhenevan rajahyodyn lain toteuttava hyotykuvaus johtaa riskin
kaihdantaan. Néin ei kuitenkaan vélttamatta ole sellaisissa malleissa, joissa pa&tos-
ten intertemporaalisuus huomioidaan. Intertemporaalisuudella tarkoitamme sité, etté
padtosten kustannukset ja hyodyt jakautuvat yli ajan. Pyrimme havainnollistamaan
tata seuraavalla esimerkilla.

ESIMERKKI 1.12. Olkoon sijoittajan hystyfunktio muotoa U(x) = /z. Sijoittajan on
tehtava valinta kahden sijoitusvaihtoehdon vélilla. Ensimméinen vaihtoehto x on si-
joittaa valtion obligaatioihin. Tdmé& tuottaa varmuudella 6 miljoonan varallisuuden.
Toinen sijoitusvaihtoehto y tarjoaa 10 miljoonan, 5 miljoonan tai 4 miljoonan varal-
lisuuden todennékoisyyksilla i, % ja }L, riippuen maailmantilasta.

Vaihtoehtojen tarjoamat varallisuuden odotusarvot ovat E[z] = 6 - 10° ja Ely] =
10206 + 5'1206 + 4'106 = 6-10° = E[z]. Sijoitusvaihtoehtojen odotetut tuotot ovat siis
yhté suuret. Tarkastelemme seuraavaksi sijoitusvaihtoehtoja odotetun hyédyn néko-
kulmasta. Sijoittajan valintaongelma on muotoa

max{E[U ()], E[U(y)]} = max{E[vz], E[/y]}

10 - 108 106 /4108
—max{m,“4 LI +“40}

= max{2449.489...,2408.603...}

= 2449.489...

=E[U(x)].
Sijoittaja siis valitsee vaihtoehdon z, eli sijoittaa valtion obligaatioihin. Tarkastelem-
me seuraavaksi, kuinka suuri preemio m > 0, eli kompensaatio riskin otosta tulisi

sijoitusvaihtoehdon y hyvissd maailmantilassa tarjota, jotta sijoittaja olisi riskineut-
raali sijoitusvaihtoehtojen x ja y vélilla. Nyt vaihtoehdolle y pétee

10-10° + 7, todennikoisyydelld i
y=1<5-10°, todennéksisyydelld 5
4109, todennékdisyydelld 1.
Tarkastelemalla odotusarvoja E[z] ja E[y] huomaamme, etti
E[z] =6-10°
<6-1004+ 2

4
~10-10°+7 | 5-10°  4-10°
B 4 T
= E[y].
Sijoitusvaihtoehdon y odotettu tuotto on siis téssa tapauksessa suurempi kuin vaih-

toehdon x. Jotta sijoittaja olisi sijoitusvaihtoehtojen suhteen riskineutraali, taytyy
péted E[U(z)] = E[U(y)], eli on oltava

10 - 106 5-106 4106
VasTRAUEUES RGNS AIES
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Y114 olevasta yhtélostd saamme ratkaistua kompensaation 7

7= (4V6-10° — 2v/5-10° - V- 106)2 —10-10°
= 1.06109... - 10°
~ 1.0611 - 10°.
Toisaalta tiedamme, ettd E[z] < E[y| kaikilla 7 > 0, joten riskineutraali sijoittaja
valitsee sijoitusvaihtoehdon y.

ESIMERKKI 1.13. Oletetaan, ettd varallisuustasoille X ja Y pétevit seuraavat ehdot

P Eat todennakoisyydelld p
]z, todenniksisyydelld 1 —p

jaY = pri+(1—p)axs = zo+p(x1 —22) = E[X] todennékaisyydelld 1, missd p € (0,1)
ja r1,x9 € Ry siten, ettd x; > x,. Lisdksi oletetaan, ettd sijoittajan hydtykuvaus
U :R,; — R on aidosti konkaavi. Hyotyfunktion konkaavisuudesta seuraa

U(E[X]) =U(Y)
=U(pr1 + (1 — p)xs)
> pU(x1) + (1 — p)U(z2)
=E[U(X)],
joten sijoittaja valitsee aina riskittomimmaéan vaihtoehdon. Seuraavaksi tarkastelemme

varallisuuden tasoa Z = X + 7, missd m > 0 on tunnettu preemzo, eli kompensaatio
riskin ottamiselle. Olkoon kuvaus f : R, — R muotoa

f(m) =E[U(Z)] - U(Y)
— E[U(X + )] - U(Y)
=pU(r1 +7) + (1 = p)U(zz +7) — U(pr1 + (1 — p)az) .

Talloin f on hyotyfunktion U tavoin jatkuva, aidosti konkaavi ja monotonisesti kas-
vava. Lisdksi

1(0) = B[U(X)] - U(Y) <0,

silla hyotyfunktion konkaavisuudesta johtuen U(Y) > E[U(X)], kuten edelld todet-
tiin. Olkoon nyt p(z; — z5) = 7 > 0, jolloin

fp(x1 = 22)) = pU(z1 + p(z1 — 32)) + (1 = p)U (22 + p(@1 — 22))
— U(pz1 + (1 — p)a2)
= pU(z1 + p(z1 — x2)) + U(px1 + 22 — pxo) — pU (P21 + T2 — P3)
— U(pxy + w2 — p2)
= plU(x1 + p(x1 — x3)) — U(px1 + 22 — p2)]
= plU(x1 + pry — pry) — U2y + pry — pa)]
>0,
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missa U(z1+pxry —prs) > U(xe+pr —prs), silld hyStyfunktio U(x) on monotonisesti
kasvava ja tiedon x; > x5 nojalla xy 4+ pri — pro > 29 + pr1 — pro. Olemme siis
osoittaneet, ettd funktiolle f pétee f(0) < 0 ja f(p(z; — x2)) > 0. Funktio f on
jatkuva ja monotoninen, joten Bolzanon lauseen nojalla on olemassa yksikésitteinen
7 € (0,p(x; — 2)) siten, ettd f(7*) = 0. Saamme siis

f(7*) =E[UX +7")]-UY) =0,
jolloin
EUX + 7)) =pU(x; +7°)+ (1 — p)U(xg + 1)
= U(px; + (1 — p)xg)
=U(Y).

Tamaé tarkoittaa, etté sijoittaja on indifferentti riskillisen ja riskittémén kohteen vé-
lilld aina kun riskin oton kompensaatio on preemio 7*.

Vakion lisddminen hyotyfunktioon tai hyotyfunktion kertominen positiivisella vakiolla
eivit muuta sijoitusvaihtoehtojen paremmuusjérjestysté, silla hyotyfunktiot U(z) ja
V(z) = aU(x)+b,a > 0, b € R tuottavat saman paremmuusjarjestyksen. TAma seuraa
odotusarvon lineaarisuudesta; E[V (z)] = a«E[U(z)] + b. Hyotyfunktioita, jotka tuot-
tavat identtiset paremmuusjérjestykset eri vaihtoehdoille, kutsutaan ekvivalenteikst
hydty funktioiksi. Esimerkiksi V (z) = Incx®, a,c > 0 ja U(x) = lnx ovat ekvivalent-
teja hyotyfunktioita, silla

V(z)=lnex* =lna*+Inc=alnz +Inc=alU(x) + Inc.
1.3. Riskin kaihtaminen

Tarkastelemme tilannetta, jossa sijoittaja voi vapaasti valita kahden sijoitusvaihtoeh-
don, z ja y, valiltd. Vaihtoehto x tuottaa varmuudella tuoton pz; + (1 — p)z,. Vaih-
toehto y puolestaan tuottaa tuoton x; todennéakdisyydella p ja tuoton zs todennékoi-
syydelld 1 — p, p € [0, 1].

Sijoitusvaihtoehtojen odotetuille tuotoille patee E[z] = 1 px; + (1 — p)xs = pxy +
(1 — p)zy = E[y]. Sijoittajan valintaongelma on siis muotoa

max{E[U(z)], E[U(y)]} = max{l - U(pz: + (1 — p)x2),pU(z1) + (1 = p)U(z2)}
= max{U(z2 + p(x1 — x2)), U(x2) + p(U(x1) — U(x2))},
jolloin

E[U(x)|, jos U aidosti konkaavi
mas (B[ ()] BIU ()]} = oo 0% U aicosti honkaay
E[U(y)], jos U aidosti konveksi ,

silld konkaaville hyotyfunktiolle U(pzy + (1 — p)ae) > pU(z1) + (1 — p)U(z5). Té-
mé tarkoittaa, ettd konkaavin hyotyfunktion tapauksessa sijoittaja valitsee varman
sijoituskohteen z, vaikka epdvarma sijoituskohde y tarjoaa saman odotetun tuoton.
Talloin sijoittaja on riskid kaihtava. Mikéli E[U(z)] = E[U(y)], on sijoittaja riski-
neutraali kyseisten sijoituskohteiden vélilla.
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ESIMERKKI 1.14. Sijoittajan taytyy valita satunnaisten varallisuuden tasojen x ja y
valilta, kun néiille patee

xr1, todennidkoisyydelld p
xr =
Zo, todennidkdisyydelld 1 —p

jay = pr1+ (1 —p)re = 2o+ p(x1 — 22) = Elx] todennéksisyydelld 1, missa p € [0, 1]
ja xy, 19 € T C R. Mikiili sijoittajan hydtyfunktio on muotoa U(z) = 2% ja Z = R,
niin

E[U(y)] —E[U(z)] = 1-U(pry + (1 — p)xa) — pU(z1) — (1 — p)U(22)
= (pr1+ (1 — p)a2)® — pat — (1 — p)a3
= p*af + 2pxy (1 — p)ay + (1 — p)’a3 — pai — x5 + paj
2.2 2 2 2 2 2 2 2 2
= p ] + 2pr1wy — 2170 + X5 — 2px5 + PTX5 — pr] — X5 + PI3
(]0951 + 22119 — 2pT1 X0 — :U2 + pr — x%)
[p(fl - I2) (xl - $2)2]

=p(p—1)(21 — $2)2
<0,

Vp € (0,1), jolloin E[U(y)] < E[U(z)]. Kun p = 0 tai p = 1, niin E[U(y)] = E[U(x)]
ja sijoittaja on sijoitusvaihtoehtojen suhteen riskineutraali. Toisin sanoen konveksin
hyotyfunktion U(z) = 2% tapauksessa sijoittaja valitsee aina riskillisemmén vaihtoeh-
don, eli varallisuustason .

1.4. Riskin kaihtamisen mittareita

Kuten olemme jo huomanneet, hyttyfunktion kaarevuus vaikuttaa riskin kaihtami-
seen. Mitd voimakkaammin hyotyfunktio on konkaavi, sitd suurempi ero on var-
man ja odotetun hyodyn odotetulla varallisuustasolla eli sitd suurempi on erotus
uw(Z) — E[u(z)], missd T = E[z]. Riskid kaihtavalle on tarjottava hyvitysté riskin otta-
misesta. Tdméa kompensaatiota kutsutaan preemioksi w. Taméa voidaan tehdé lisdé-
malld preemio epavarmuutta siséltdvéan vaihtoehdon arvoon. Toinen tapa on alentaa
varman vaihtoehdon arvoa preemion verran. Keskitymme seuraavaksi tdhén jalkimai-
seen tapaan ja pyrimme méadrittdmédn sen preemion 7, jolle yhtalo

(1.16) Elu(z)] = w(T — 7)

toteutuu ainakin osalle riskeistd odotetun varallisuustason T < oo ollessa tunnettu.
Kutsumme yhtéloa (1.16) jatkossa tasapainoehdoksi. Oletamme jatkossa, ettd ris-
ki kaihtavan paattdjan hyotykuvaus on monotonisesti kasvava, aidosti konkaavi seké
kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva.
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1.4.1. Additiivisen riskin tapaus.

MAARITELMA 1.15. Satunnaismuuttuja z = T + ¢ on muuttujan T additiivinen
satunnaisperturbaatio, missé € on satunnaisesta varallisuuden tasosta z riippuma-
ton satunnaismuuttuja, pieniadditiivinen kohina, joka toteuttaa ehdot Elg] = 0,
Varle] = 02 ja Ele*] ~ 0 kaikilla k > 3.

ESIMERKKI 1.16. Olkoon satunnaismuuttuja e tasaisesti jakautunut vélille (—L i),

2n’ 2n
n € N. Osoitamme seuraavaksi, ettd sen keskusmomentit toteuttavat pienen sa-
tunnaisperturbaation ehdot kaikilla £ > 3. Koska ¢ on tasaisesti jakautunut vélille

( L1 ), sen tiheysfunktio on muotoa

T 2n0 2n
0, kune < —= taie > -
— 1 1 1
—ﬁi(iﬁ):n, kun—%gsﬁﬁ,

jolloin kaikille £ € N saadaan

- () e

Huomaamme, ettd kun k on pariton, niin [1 — (—1)’”1} = 0 ja vastaavasti kun k on
parillinen, niin [1 — (—1)¥"] = 2, joten

k k .
Bk — " 1\~ k] k:+r1 (55)", kunk € Non parillinen
["] o (=1) .
kE+1 0, kun k£ € N on pariton.

2n

N&amé ovat satunnaismuuttujan € keskusmomentteja. Huomaamme, ettd kun n on
suuri, niin kyseiset keskusmomentit kaikille £ > 3 ovat pienié, joten keskusmomentit
toteuttavat pienen satunnaisperturbaation ehdot.

MAARITELMA 1.17 (Momentit generoiva funktio). Olkoon X satunnaismuuttuja to-
denniksisyysavaruudessa (2, F, P) ja olkoon odotusarvo E[e*¥| olemassa jossakin nol-
lan ympéristossa ja olkoon s € (—sg, o), Sop > 0. Télloin funktio

M(s) = E[e*¥]

on satunnaismuuttujan X momentit generoiva funktio [8].
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LEMMA 1.18. Olkoon satunnaismuuttujan X momentit generoiva funktio M(s) ole-
massa, kun s € (—sg,S0), so > 0. Talloin kaikki momentit generoivan funktion k.
kertaluvun derivaatat ovat olemassa ja

M®(0) = E[e"],
missd k on posititvinen kokonaisluku, [8].

ESIMERKKI 1.19. Olkoon satunnaismuuttuja e normaalisti jakautunut siten, etta
e = 0ja o, = % Talloin méaéritelmén 1.17 nojalla satunnaismuuttujan € momen-

§2
tit generoiva funktio on M(s) = E[e*] = e27 kaikilla s € R. Lemman 1.18 nojalla
E[e*] = M®(0), joten derivoimalla momentit generoivaa funktiota saamme satun-
naismuuttujan € keskusmomenteille arvoja seuraavan taulukon mukaisesti.

k M®)(s) M®(0)
1ls
1 Se2n? 0
n 2
1
2 w48’ o202 4
37; 2y 1 s2 "
) GO P 0
n
2
4 3n4+6n8232+s4€%:72 %
n n
4 2.2, .4y 152
5 s(15n +ib(1]g 8°+s )652—2 0

TAULUKKO 1. Satunnaismuuttujan € keskusmomentteja sekd sen mo-
mentit generoivan funktion k. kertaluvun derivaattoja, kun k =
{1,2,3,4,5}.

Keskusmomenteille siis pétee

1 3
k _
(Bl .o = (0.75.0.25.0)

Toisin sanoen parittomat keskusmomentit havidvét ja parilliset suppenevat kohti nol-
laa nopeammin kuin kuvaus ——, siis E[¢2**!] = 0 kaikille k € N ja E[¢**] = 0 (=3 )

kaikille k& > 2.

Riskipreemiolla on suora riippuvuus keskituotosta ¥ ja epésuora riippuvuus kohinater-
mista €. Merkitsemmekin riskipreemiota jatkossa merkinnalld 7. (7). Madrittadksem-
me riskipreemion lausekkeen, sovellamme seuraavaksi Taylorin kehitelméa kuvauksiin
u(z) ja u(T — m.(T)), jolloin

' (7) u"(T)

u(z) o (z—72)° + T (z—2)' + (z —7)°
(1.17) = u(T) +u'(T)e + %u"(E)EZ
ja
u( —7.(2) ~ Dz - @) -7 + (7 m() -7

(1.18) = u(@) — ' (@)7.(T),
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silld oletimme kohinan e ja siten preemion m.(%) pieniksi. Ottamalla odotusarvon
puolittain yhtalosta (1.17) saamme

E[u(z)] = E [u(Z) + v/ (T)e + tu"(T)e?]
= u(T) + ' (T)E[e] + $u"(T)E[e?]

(1.19) = u(T) + yu" (7)o,
misséi satunnaismuuttujan e mééiritelmin mukaisesti E[e] = 0 ja E[¢?] = Varle] —
(E[e])? = Vare] = 0.2 Jotta tasapainoehto E[u(z)] = u(T — 7) olisi voimassa, tulee
lausekkeiden (1.18) ja (1.19) nojalla péted

1

u(T) + §u"(f)052 = u(T) — ' (T)7(T).
Toisin sanoen, preemiolle tulee patea
- 1 ,u"(T)
”4@‘*_§%lw@)’

kun «/(Z) # 0. Preemiossa esiintyvad tekijaa

wi@ __d nu' (T
u'(T) dfl ()

A@) = —

kutsutaan Arrowin ja Prattin absoluuttiseksiriskin kaihtamisen kertoimeksi. Se on
samalla rajahyddyn logaritmisen derivaatan kaénteisluku, eli prosentuaalisen rajahyo-
dyn muutoksen kaanteisluku. Liséksi A(Z) on riippumaton hystykuvauksen kasvavis-
ta lineaarimuunnoksista. Toisin sanoen, A(Z) sdilyy muuttumattomana ekvivalenteille
hyotykuvauksille. Tamé tekee siité riskin kaihtamisen mittana luotettavamman, kuin

esimerkiksi hy6tyfunktion toinen derivaatta u”(x) tai hyotyfunktion kuperuusmitta
u//(:r)
1+ (2))2] 2

1.4.2. Multiplikatiivisen riskin tapaus.

MAARITELMA 1.20. Satunnaismuuttuja z = Z(1 + €) on muuttujan T multiplikatii-
vinen satunnaisperturbaatio, missi € on satunnaisesta varallisuuden tasosta x riip-
pumaton satunnaismuuttuja, pieni multiplikatiivinen kohina, joka toteuttaa ehdot

Ele] = 0, Var[e] = 02 ja E["] ~ 0 kaikilla k > 3.

Merkitdén tdméan tapauksen riskipreemiota merkinnéalla 7.. Madrittdadksemme ris-
kipreemion lausekkeen, sovellamme seuraavaksi Taylorin kehitelmad kuvauksiin u(z)
ja u(T — 7.(T), jolloin

(1.20) = u(T) + u'(ZT)Te + ;u (7)7%e?
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ja
u(z 7.2 ~ Dz - @) -7 + L () -
(1.21) = u(T) — ' (T)T7.(T),

silld oletimme kohinan e ja siten preemion 7.(Z) pieniksi. Ottamalla odotusarvon
puolittain yhtilostd (1.20) saamme
E[u(z)] ~ E [u(Z) + v/ (T)Te + tu"(7)7°€’]
= u(@) + v/ (7)7E[e] + ju"(T)7°E[e”]
(1.22) =u(T) + " (T)T 052.

Jotta tasapainoehto E[u(z)] = u(Z — m) olisi voimassa, tulee lausekkeiden (1.21) ja
(1.22) nojalla péted

u(T) + ;u (7)0.27* = u(T) — /' (7)7.(7)7.

Toisin sanoen, preemiolle 7.(Z) tulee péted

() = =50 u'(7)
Preemiossa esiintyvéaa tekijaa
zu"(T)
R(z) = — =TA(T
(®) =~y = TA®)

kutsutaan suhteelliseksiriskin kaihtamisen kertoimeksi. Kuten kerroin A(T), myo6s
R(7) sdilyy muuttumattomana ekvivalenteille hyotykuvauksille. Naméa molemmat lo-
kaalit riskinkaihtamisen kertoimet nousevat ldhes poikkeuksetta esille tutkittaessa
optimaalista paatoksentekoa riskinkaihdannan vallitessa. Ne nimittédin generoivat nel-
ja hyotyfunktioiden pailuokkaa, CARA (Constant Absolute Risk Aversion), HARA
(Hyberbolic Absolute Risk Aversion), CRRA (Constant Relative Risk Aversion) ja
HRRA (Hyberbolic Relative Risk Aversion). Tutustumme néihin esimerkissa 1.22.

HuomauTuUs 1.21. Edelld mainitut additiivinen ja multiplikatiivinen satunnaisper-
turbaatio T + ¢ ja T(1 + ¢) ovat keskeisid analysoitaessa eri riskillisten tuottovirto-
jen arvostusta riskin kaihtamisen vallitessa. Olkoon sijoituksen tuotto x satunnainen,
T, = x+¢€ ja x, = x(1+¢). Olkoon liséksi € tuotosta x riippumaton satunnaismuut-
tuja, joka toteuttaa ehdot E[e] = 0, Var[e] = o2. T#ll6in

Ta = E[z,] =E[z] + E[e] =T
ja riippumattomuuden nojalla E[ze] = E[z|E¢], joten

ZTm = E[z,,] = Elz| + E[ze] = E[z] + E[z|Ele] =T =7,
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siis odotetut tuotot ovat yhtéa suuret. Toisaalta
Var|z,] = E[z,%] — (E[z,])?
=E|[(z +¢)*] -7
= E[2%] + 2E[z]E[¢] + E[¢*] — 7°
= E[2°] + E[¢*] - 7°
= Var[z]| + Varle]
=02+ 0.2

2
> 0y

ja

]
[
= 0352 + 052 (0:,;2 + 52)

2
>0,

joten huomaamme, ettéd x, ja x,, antavat saman keskituoton =, mutta keskihajonnal-
la mitattuna korkeammalla riskilld. Témén tyyppisid satunnaisperturbaatioita kutsu-
taan satunnaismuuttujan x keskiarvon sailyttaviksi levitykstksi. Taman luokan per-
turbaatiot eivit valttamétta aina ole additiivisia tai multiplikatiivisia, vaan mikéa ta-
hansa muunnos, joka séilyttéé keskituoton muuttumattomana kasvattaen samalla ris-
ki kelpaa. Tarkastellaan esimerkiksi lineaarista kuvausta f(z) = ax + b, missi x on
satunnainen ja a,b € R tunnettuja parametreja. Talloin E[f(x)] = aT + b ja

Var[f(z)] = E[f(2)’] — (E[f(2)])*
= a’E[7?] + 2abE[z] + V* — a*(E[x])? — 2abE[z] — b
a’E[2?] — o*(E[x])?

alo,? .

ESIMERKKI 1.22. Seuraavaksi méérittelemme absoluuttisen ja suhteellisen riskin kaih-
tamisen kertoimia seké niiden derivaattoja eri tyyppisille hyotyfunktioille.

(A) Olkoon a > 0 ja x deterministinen muuttuja. Eksponentiaalinen CARA-hy6ty-

funktio on muotoa U(z) = —e~** [9]. Sen absoluuttisen riskinkaihtamisen kertoimeksi
saamme . ) da? ,
d“(—e ) /dx —a‘e "
A = — = —-——
(z) d(—e=) /dx ae—o “

jolloin A’(z) = 0. Hyotyfunktion suhteellinen riskinkaihtamisen kerroin taas on R(z) =
rA(z) = ax, jolloin R'(z) = a.
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(B) Logaritminen CRRA-hy6tyfunktio on muotoa U(xz) = Inx [9]. Sen absoluutti-
sen riskinkaihtamisen kertoimeksi saamme
d*(Inz)/dz? —1/z* 1

A=y = e a0

jolloin A'(z) = —1/z%. Hyotyfunktion suhteellinen riskinkaihtamisen kerroin taas on

R(z) = zA(x) = 1, jolloin R'(x) = 0.

(C) Kvadraattinen HRRA-hytyfunktio on muotoa U(z) = z — bz?, missi b > 0,
1 —2bx # 0 [9]. Sen absoluuttisen riskinkaihtamisen kertoimeksi saamme

20 pr2) /2 _
A(x):—d@ bx?)/dx _—2 2 |
d(x — bz?)/dx 1—2bx 1-—2bx
jolloin
_ 2
Alr) = — 2b d(1—2bx)) _ W .
(1 —2bx)? dx (1 — 2bx)?

Hyotyfunktion suhteellinen riskinkaihtamisen kerroin taas on R(z) = zA(z) = 2bx/(1—
2bx), jolloin

Ry = A/ o d(1/(1 — 2b))

1 —2bz dx
2b 2bx(—2b)

T 12 —(1—2be)
~20(1 — 2bx) + 2bx2b
B (1 — 2bx)?
2b(1 — 2bx + 2bx)

(1 —2bx)?

2b
(1 —2bx)?"

(D) HARA-hyotyfunktio on muotoa U(z) = (1 — v)/v - [(ax/(1 — ) + b7, missa
v # 0, v # 1 [10]. Sen absoluuttisen riskinkaihtamisen kertoimen mééritysta varten
méadritdmme ensin seuraavat derivaatat

_ 1=y dl(az)/(1 =) + ]
v dx

:<1—m( ax M)H a
Y I—7 I—7

v—1
:a( @ —l—b)
-7

U'(x)
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ja
dl(az)/(1 —~) + 0"
dx

U'(x) =a

Talloin saamme absoluuttisen riskinkaihtamisen kertoimeksi
—a’(ax/(1 —~) 4+ )

A = = /=) F oy
~ (az +0(1 =)/ —7)
_a(l—v)
S ar+b(1—7)’
jolloin

dx
a’(1—7)
(az +b(1 —7))*
Hyotyfunktion suhteellinen riskinkaihtamisen kerroin taas on R(z) = zA(x) = ax(1—
v)/lax 4+ b(1 — )], jolloin

, 1— d(ax d|1/(ax + b(1 —
P JE T B 1 GRS T
__a(l—9) a’z(1 —7)
ar +b(1—7) B (ax + b(1 —7))?
_a’z(l—9) +ab(l —v)* —a’z(l — )
B (az +b(1 —7))?
o ab(l—n)?
(azx +b(1 —7))*
ESIMERKKI 1.23. Olkoon pééttajan eksponentiaalinen hyotyfunktio u(x) = —e™ %,

a > 0 ja sijoituksen tuotto normaalisti jakautunut jakaumaan N (u,0?), toisin sa-
noen, z ~ N(u,c?). Pyrimme méirittiméién sen preemion 7 > 0, jolla tasapainoehto
Elu(z)] = u(p — ) toteutuu.

Yhtélon (1.11) nojalla E[u(z)] = E[—e™9%] = —e +39%" Lisiiksi tiedimme, etti
u(p — ) = —e~H=™)_ T4llsin tasapainoehto toteutuu, mikili
Ly o

—au+§a0 =—a(p—m),

joten saamme
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1.5. Riskin kaihdanta ja vakuutus

Seuraavaksi tarkastelemme taloudellista riskiteoriaa yksinkertaisen esimerkin avul-
la. Oletamme, ettd padttdja kohtaa vakuutettavissa olevan riskin. Mikéli tamé riski
toteutuisi, eli realisoituisi, alenisi padttdjan hyvinvointi L yksikkod. Olkoon riskin
realisoitumistodennékoisyys « ja paattdjan varallisuus W muotoa

(1.23)

W(z) = w—qz, todennékoisyydellal — &
w— L+ z—qz, todenndkdisyydella k,

missé w on paattdjan perusvarallisuus, w > L, g € (0, 1) on vakuutuksen hinnan suhde
korvauksen médraén ja z on summa, jonka vakuutus korvaa. Télloin W = w—qz kuvaa
paattajan varallisuutta tilanteessa, jossa riski ei ole realisoitunut ja W = w—L+2—qz
tilanteessa, jossa riski realisoituu. Oletamme vield, ettd padttajan hyotyfunktio v on
kaksi kertaa jatkuvasti differentoituva, monotonisesti kasvava ja aidosti konkaavi. Toi-
sin sanoen péattaja on riskinkarttaja. Pyrimme nyt selvittaméin, mikd on optimaa-
lisin arvo vakuutuksen korvaussummalle z, jolla padttaji saa varallisuudestaan W (z)
suurimman odotetun hyodyn. Odotetun hydédyn maksimointiongelma on télléin muo-
toa

sup[E[u(W (2))] = sup[(1 — k)u(w — ¢z) + ku(w — L + z — gz)] .

z€R zeR
Osoitamme ensin, ettd E[u(W(z))] on aidosti konkaavi. Maarittelemme funkiton f(z) =
E[u(W(2))]. Oletuksen nojalla hy6tyfunktio u on aidosti konkaavi, jolloin lemman 1.8
nojalla sen ensimmaéinen derivaatta v’ on aidosti vahenevéi, mikd on ekvivalenttia sen
kanssa, ettd u” < 0. Funtiota f(z) derivoimalla saamme

f'(z) = %[(1 — r)u(w — qz) + ku(w — L+ z — qz)]

=—(1—kr)qu'(w—qz) + k(1 —Qu'(w— L+ 2z — qz)

ja
£1(2) = 5 [=(1 = mau'(w = g2) + (1 = lw — L+ 2 = g2)
= (1 - r)*u" (w—qz) + k(1 — ¢)*u"(w — L + 2z — qz)
<0.

Talloin f'(z) on aidosti vihenevi ja lemman 1.8 nojalla funktio f(z) = E[u(W(z))]
on aidosti konkaavi. Lemman 1.9 nojalla aidosti konkaavi funktio f(z) saa ddriarvonsa
derivaatan nollakohdassa, mikéli derivaatalla on nollakohta. Ratkaisemme seuraavaksi
arvon z* funktion f(z) derivaatan mahdollisessa nollakohdassa. Saamme

f(z) = (1= K)qu'(w — ¢2") + £(1 = Qu'(w = L + 2" — ¢z7)
=0 ,
jos
(1—r)qu'(w—qz") = k(1 — @Qu'(w— L+ 2" — qz%).
Téata kutsutaan ensimmaisen kertaluvun optimaalisuusehdokst. Jotta vakuutus oli-

si oikeudenmukainen, tulee vakuutuksen yksikkohinnan yhtyéa riskin toteutumistoden-
nakoisyyteen. Téaytyy siis olla ¢ = x. Ensimmaéisen kertaluvun optimaalisuusehto tulee
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muotoon

(1 —r)ku'(w—k2*) = k(1 — K)u'(w— L+ 2" — k2",
mistd saadaan jakamalla puolittain tekijalla (1 — k)k
(1.24) u(w—k2*) =u'(w— L+ 2" —Kz").
Koska «' on aidosti vihenevi, yhtdlo (1.24) pétee vain, mikali

w—kz=w—L+2z"— k2",
jolloin
2" =1L

ja sanomme, ettd pasdttdjan kannalta tdysi vakuutus on optimaalinen.

ESIMERKKI 1.24. Olkoon paattajan hyotyfunktio logaritmista muotoa u(z) = Inz ja
olkoon w > ¢L. Pééttéjan varallisuuden W (z) méérittelemme kuten yhtélossé (1.23).
Télloin funktio

fG)=1—-rk)In(w—qz)+kIn(w— L+ z—qz)

kuvaa p#dttajan varallisuudestaan saamaa odotettua hyotya E[u(W(z))] ja kuten
edellé osoitimme, kuvaus on aidosti konkaavi. Haluamme ratkaista optimaalisen arvon
vakuutuksen korvaussummalle z*. Funktion f(z) esimméisen kertaluvun derivaataksi
saamme

(1—r)q k(1 —q)
+ .
w—qz w—L+z—qz

fle)=-

Koska funktio f(z) saa lemman 1.9 nojalla #ériarvonsa ensimmaéisen kertaluvun de-
rivaatan nollakohdassa, saamme arvon z* ratkaistua yhtéalosta

(1—r)q k(1 —q)

w—qz*  w— L+ 2 —qz*’
jolloin kertomalla yht&lo puolittain tekijoilld w — ¢z* ja w — L + (1 — ¢)z* saamme
(I1—kr)qw—(1—=kr)gL+ (1 —kK)q(1 —q)z" = k(1 — ¢)w — k(1 — q)gz",
mistd voimme ratkaista, ettd optimaalinen méaéra vakuutusta on
ol —qguw—(1—-r)gw+(1— k)L
 (=r)g(l—q) +k(1-q)q

_ w(k — gk — g+ Kq) (1 = x)qL
(1-qq(l—r+r) (1-qq(l—r+k)
S B

q(1—q) 1—gq

Pyrimme seuraavaksi yleistimééan ongelman. Tétd varten meiddn on oletettava, et-
ta paattdja voi omilla toimillaan tai kidytoksellddn vaikuttaa riskin realisoitumiseen
valitsemalla rahayksikoissa ilmaistun henkilokohtaisen suojauksen . Riskin realisoi-
tumistodennékoisyys on siis jatkossa muotoa x(x). Oletamme, ettd x(x) on viheneva,
eli suurempi suojaus johtaa pienempéén riskin realisoitumistodennéakoisyyteen. Lisédk-
si oletamme, ettd x(x) derivoituva, ettd vakuutusyhtio kykenee havaitsemaan riskin
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realisoitumistodennékoisyyden ja ettd vakuutus on oikeudenmukainen eli ¢ = x(x).
Talloin péaattajan varallisuus tulee muotoon

(1.25) W, z) = w—x — Kk(x)z, todenn:ﬁtk??syydellé 1 — k(z)

w—L—x+2z—k(x)z, todennikéisyydelld r(z).
Haluamme ratkaista optimaalisen arvo vakuutuksen korvaussummalle z*. Odotetun
hyédyn maksimointiongelma on nyt muotoa

sup [E[u(W(z,z)]

z€R,zeR

= ze?RufeR[[l — k(@) u(w — z — k(x)2) + K(x)uw(w — L —x + z — k(x)z2)].

Ensimméisen kertaluvun optimaalisuusehdot saamme, kun otamme odotusarvosta
E[u(W (z,z))] osittaisderivaatat sekd muuttujan z ettd muuttujan = suhteen ja mer-
kitsemme ne yhtédsuuriksi kuin nolla, silld odotusarvo saa suurimman arvonsa derivaa-
tan nollakohdassa. Téssa yhteydessa esittelemme laskujen selkeyttdmiseksi merkinnét
wy =wi(z,0) =w—L—x+2—k(x)z ja wy = we(2,2) = w—1x—k(z)z. Ensimméisen
kertaluvun optimaalisuusehdoiksi saadaan

82* (Blu(W(z",2")]) = [1 = w(2")][—r(z")]u' (w — 2" — r(27)z")
+ k()1 — k()] (w — L — 2% + 2% — k(z¥)2")
= [1 = s(@")]r(z")[u' (w]) — u'(w))]
(1.26) =0,

ja muuttujan x suhteen

(E[u(W(z*,2%)]) = —r'(z")u(w — z — K(z*)2*)
+ (1 = k(z") (-1 — ()" (w — 2% — K(x¥)2")
+ K (2 u(w — L — 2% + 2* — k(2")2")
+ k(x*) (=1 — K/ (2) ") (w — L — 2" + 2* — K(z*)2")

= —'(z")u (w3) — (1 = k(")) (1 + &' (2)2")u (w3)
+ K (a*)u(wy) — k() (1 + ' (x)2")u' (wy)
(") [u' (wy) — o' (w3)]

— (L4 #(27)2")[(1 = w(2"))u'(w3) + k(z")u' (w])]
(1.27) ~0.

Mikédli k(z) € (0,1), optimaalisuusehdosta (1.26) saadaan u'(w;) = u/(we). Koska
hyotyfunktio u on aidosti konkaavi, niin lemman 1.8 nojalla v’ on aidosti vihenevé,
jolloin on oltava w; = ws. Toisin sanoen,

*

w—L—a"+z2"— k(") =w—a" — k(z")2",
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jolloin 2z* = L. Tamé tarkoittaa, ettd vakuuttaminen on optimaalista, kun x(x) €
(0,1). Koska v/ (wy) = v/ (wy), saadaan optimaalisuusehto (1.27) muotoon

— (1+#'(2")2")[(1 = (@)’ (wi) + K(a")u (w])]

= —(1+#/(z")2")u (w))

=0 ,
jolloin 1 + w'(z*)z* = 0. Mikéli x(z) on aidosti vdhenevi, niin £'(z) < 0. Jos li-
siksi on olemassa x* siten, ettd x'(z) = —1/L, niin 1 — 2*/L = 0 ja optimi 16ytyy

pisteesta (2*,2*) = (L,2*). On térkedd huomata, ettd tulos muuttuu paljon, mikali
todennékoisyyden x(x) havainnointi epdonnistuu, eli mikali ¢ # x(x).



LUKU 2

Lineaarinen hinnoittelu ja arbitraasi

Pyrimme seuraavaksi kehittdméén yleisen hinnoitteluteorian arbitraasivapauden val-
litessa (Médritelméa 2.3). Tatd varten tarkastelemme tilannetta, jossa taloudessa on
n arvopaperia ja epavarmuus esitetéén s vaihtoehtoisen tilan avulla. Arvopapereiden
vaihtoehtoisia tuottoja kuvataan tuottomatriisilla D € R™**, joka on muotoa

dll d12 s dls
D d21 d22 .. dgs 7
dnl an cee dns

missd d;, kuvaa jnnen arvopaperin arvoa tilassa k. Tuottomatriisin D rivi D; =
(dj1djz ...djs) on jmnen arvopaperin vaihtoehtoisten tuottojen generoima vektori.
Arvopaperisalkku, eli sijoitusportfolio on vektori § = (6;,62,...,6,) € R, missé 6;
kuvaa arvopaperin j méardd salkussa #. Mikéli arvopapereiden hinnat ovat P =
(Py, Ps, ..., P,) € R", missé P; on arvopaperin j hinta, niin salkun 6 hinta on

(2.1) P-0=>Y P
j=1
ja vaihtoehtoisiin tiloihin ehdollistettu satunnainen tuotto on
dip dyy ... dnm 01 22:1 d;10;
(2.2) pro_ | Mz 2o e b | _ Zj:l, O
dys dos ... dps 0, Z?:1 d;s0;

Seuraavaksi tarvitsemme lineaarialgebrasta tuttua méaéritelmas.

MAARITELMA 2.1. Vektoriavaruuden R” luonnollinen kanta L(ey, ..., e,) koostuu vek-
toreista e, = (01, ..., Onk ), Missd

S — 1, kaikillaj =k
700, kaikillaj # k.

Esimerkiksi reaaliavaruuden R? luonnollinen kanta L(e;,es, e3) koostuu vektoreista
e; = (011,091,031) = (1,0,0), eo = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Taytyy kuitenkin muistaa,
ettei vektoriavaruuden kanta ole yksikésitteisesti mééaritelty, vaan avaruuden R™ vi-
rittdmiseen riittdd mikéd tahansa kokoelma L(Xy, ..., X,,) lineaarisesti riippumattomia
vektoreita X; € R, j =1,...,n.

26
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Rahoituksen teoriassa tuottoavaruuden R® kannan vektoreita ey, £ = 1,...,s < n
kutsutaan alkeistila — arvopapereikst, silld ne generoivat tuoton, joka realisoituu
vain yhdessi tilassa. Maaritelmén (2.1) nojalla sijoitusportfolio # = e, = (01, .-, Onk)
tarkoittaa portfoliota, joka sisiltdd yhden kappaleen arvopaperia k, eiké lainkaan
muita arvopapereita. Toisin sanoen dy; = 1 ja d;, = 0 kaikilla 7 # k, j = 1,...,n.
Portfolion 6 = e tuotoksi saadaan yhtdlon (2.2) avulla

i1 A i1 O di
DT, — Ejzl‘dﬂéjk _ dk2'5kk _ d]'QQ _ ot
Z?:l djsOji dsOkk ds

ja hinnaksi yhtélon (2.1)

n

j=1
Téamé tulos voidaan tulkita siten, ettd tuoton D; hinta on kuvaus p : R® — R, jolle
pitee p(D;) = P;. Huomaamme liséksi, ettd arvopaperin j vaihtoehtoisten tuotto-
jen generoima vektori D; voidaan esittédéd tuottoavaruuden R® luonnollisen kannan
L(ey, ..., e5) avulla muodossa

Dj = (djb dj27 P djs) = jlel + djgez + ...+ djses = i djkek .
k=1
Talloin portfolion # = e; hinnalle ja tuoton D; hinnalle p(D;) pétee
P.e; =P =p(D;) =p <Zdjkek> :
k=1
Mikéli ns. yhden hinnan laki pétee, eli mikéali hinnoittelu on lineaarinen operaatio

(eli tuottojen summan arvo on tuottojen arvojen summa) niin edellinen yhtélo saa-
daan muotoon

p. €j = Pj :p<Dj> =p (Z djkek> = Zdjkp(ek) 7=1..n.
k=1 k=1

Tama voidaan esittdéd yhtapitavésti vektorimuodossa

Py ZZ=1 dlkp(ek) din dig ... dig P(e1)
Py 22:1 d2kp(ek) dyy dyy ... das p(eg)

P = . = : - : S : : = Dp,
Pn 22:1 dnkp(ek’) dnl an ce dns p(es)

missi p? = (p(ey), ..., p(e,)) on alkeistila-arvopapereiden hintojen muodostama vek-
tori. Néiden tietojen avulla voimme esittdd seuraavan magritelman.

MAARITELMA 2.2. Arbitraasimahdollisuus on sijoitusportfolio # € R", jolle péteviit
joko ehdot

~P-0>0 ja (D)= dub;>0, jollakin k=1, ..s
j=1
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tal ehdot

~P-0>0 ja (D"0), =) dyb; >0, jollakin k=1, ..s.

=1

Markkinat ovat arbitraasivapaat, mikéili arbitraasimahdollisuuksia ei ole. Arbitraasi
voidaan siis tulkita sijoitusmahdollisuudeksi, jossa sijoittaja voi saada tuottoa ilman
todellista nettoinvestointia. Seuraavaksi esittelemme tilahintavektorin ¢ € R%, jolle
pétee ehto P = D1. Télloin saamme ensimméisen paatuloksemme

LAUSE 2.3. Markkinat ovat arbitraasivapaat, jos ja vain jos on olemassa tilahinta-
vektori [11].

Taméa on sopimusten hinnoittelun kannalta hyvin térked tulos, silli sen mukaan
markkinoiden arbitraasivapauden varmistamiseksi riittdé positiivisen tilahintavekto-
rin identifiointi. Valitsemalla tilahintavektoriksi alkeistilahintojen vektorin, saamme
seuraavan tuloksen.

SEURAUS 2.4. Jos yhden hinnan laki on voimassa ja alkeishinnat ovat positiivisia,
nitn markkinat ovat arbitraasivapaat.

Lauseen 2.3 avulla voimme my6s johtaa seuraavan riskineutraalia arvottamista kos-
kevan tuloksen.

SEURAUS 2.5. Jos ¢ € R% on tilahintavektori ja 1o = Y, _, x, nitn yhtdsuuruudesta
P = Dv seuraa, ettd

mistd seuraa, etti P; = 1oE°[D;]. Tdssi E° viittaa odotusarvoon, joka on middritelty
“synteettisten” markkinatodenndkdisyyksien 1y /1o suhteen. Ndilld todenndkdisyyksilld
ei ole mitdadn tekemistd objektiivisten kanssa.

Lisdksi huomataan, ettd mikéli markkinat ovat arbitraasivapaat ja on olemassa si-
joitusportfolio 6, € R™, jolle pitee ehto DT, = 1 € R, niin silloin tilahinnan
médritelmén nojalla

P -0y = (D) -0 = (D) 0 = ¢"D 0y = "1 =4~ 1= 4y = g

k=1

Tamén valossa 1y voidaan siis tulkita riskittoméaksi diskonttaustekijéksi. Seuraavaksi
maéadrittelemme, millaiset vaihtoehtoisiin tiloihin ehdollistetut tuotot ovat saavutet-
tavissa jollakin mahdollisella sijoitusportfoliolla. Téta varten tarvitsemme seuraavan
madritelmén.

MAARITELMA 2.6. Ehdollistettu tuotto y € R?® on toistettavissa eli suojattavissa
tai saavutettavissa, jos on olemassa sijoitusportfolio § € R” siten, etti DT = y.
Markkinat ovat taydelliset, jos mielivaltainen ehdollistettu tuotto y € R® on toistet-
tavissa.



2. LINEAARINEN HINNOITTELU JA ARBITRAASI 29

Markkinoiden taydellisyys ja arbitraasivapaus eivit ole keskenéén ekvivalentteja méaa-
ritelmiéd. Arbitraasivapailla markkinoilla ei ole mahdollista muodostaa tuottoisaa si-
joitusstrategiaa ilman todellista nettoinvestointia. Arbitraasivapaus liittyy oleellisesti
sithen, millaisia hintoja markkinoilla voi vallita. Sen sijaan markkinoiden taydelli-
syys edellyttdd, ettd mielivaltainen ehdollistettu tuotto tédytyy olla saavutettavissa.
Markkinoiden téaydellisyys siis liittyy oleellisesti vektoriavaruuksien kannan kisittee-
seen seké sijoitusstrategioiden hintojen ja tuottojen esityksiin nédiden kanta-alkioiden
avulla. Selvennykseksi, oletamme, ettid vaihtoehtoisia tuottoja kuvaavien vektoreiden
DjT joukosta l16ytyy s kappaletta toisistaan lineaarisesti riippumatonta tuottovektoria
jan > s. Merkitsemme néiden toisistaan lineaarisesti riippumattomien vektoreiden
muodostamaa s X s- matriisia merkinnilld D. Talloin mielivaltainen vaihtoehtoinen
tuotto y € R® voidaan saavuttaa portfoliolla § = (D7')Ty € R® joka lineaarisen
riippumattomuuden nojalla on yhtiloryhmén D70 = y yksikisitteinen ratkaisu.

HuomAuTus 2.7. Oletamme, ettd L(Xq, ..., X) on mielivaltainen tuottoavaruuden
R? ortonormaali kanta. Toisin sanoen Xj - X; = 0 kaikilla £ # [ ja X - X =
|| Xk|[*> = 1, k,1 = 1,...,s. Téllin mielivaltainen tuottovektori DI € R® voidaan
esittdd kantavektoreiden avulla muodossa D} = >";_ (D] - X)X. Erityisesti siis

P =p(D]') = > (D] - Xp)p(Xy).



LUKU 3

Optimaalinen salkun valinta

Seuraavaksi tarkastelemme tapausta, jossa sijoittaja hyodyntdd optimaalisen sijoi-
tussalkun valitaongelmassa odotetun hyodyn periaatetta. Optimointiongelma on nyt
muotoa
gré%i({E[U(x)]:x:dﬂZO ja P-o<W},

missd d = (dy, ..., d,) kuvaa arvopapereiden satunnaisia tuottoja, 8 = (6, ...,6,) ku-
vaa arvopaperisalkkua, d - 0 = x on sijoituksen kokonaistuotto ja P -6 < W on
budjettirajoite, jonka mukaan sijoittajan tulot W > 0 ovat vdhintddn yhtd suuret
kuin salkun hinta. Rajoite x > 0 tarkoittaa, etté sijoittaja tekee sijoituskohteiden
valinnan vain niiden kohteiden joukosta, jotka takaavat vahintdan nollatuoton. Sijoit-
tajan tavoitteena on valita budjettirajoitteensa puitteissa salkku # € R"™ siten, etté
hénen odotettu hyotynsd maksimoituu.

LAUSE 3.1 (Salkun valinnan lause). Olkoon U(x) jatkuva, kasvava ja derivoituva hyd-
tyfunktio, joka toteuttaa ehdot lim, ., U(x) = oo ja U' > 0. Olkoon lisiksi olemassa
salkku 6y € R™ siten, ettd Z?Zl H?dj > 0. Tdlloin optimisalkun ongelmalle loytyy
ratkaisu jos ja vain j0s markkinat ovat arbitraasivapaat.

Seuraavaksi tarkastelemme optimisalkkua 6* € R™, kun budjettirajoite on pureva,
eli kun 0* - P = W, ja optimaalisen sijoituksen kokonaistuotto on positiivinen, eli se
toteuttaa epdyhtalon x* = Z;L=1 0rd; > 0. T&lloin pétee seuraava lause.

LAusE 3.2 (Hinnoitteluyhtilo). Jos 0* - P =W ja x* = Y77, 05d; > 0 on salkun 0
optimointiongelman ratkaisu, niin

(3.1) P, =
kaikille k =1,...,n.

Jos on olemassa riskiton sijoituskohde, jonka tuotto on vy, niin
_ E[U'(z")dy]

~ E[U/(a)]ry

kaikille k = 1, ...,n. Erityisesti sits huomataan, ettd jos on olemassa riskiton sijoitus-
kohde, jonka tuotto on vy, niin

(3.2) P,

(3.3) =

Todistaaksemme lauseen 3.2 tarvitsemme seuraavaa lemmaa [12].

30



3. OPTIMAALINEN SALKUN VALINTA 31

LEMMA 3.3. Olkoon (X, M,u) mitta-avaruus ja f : X >< [a bl — R funktio, jol-
le f(-,t) € L' ) kaikilla t € [a,b]. Olkoon lisiksi F(t) = [y f(z,t)du(x). Mi-

kali osittaisderivaatta Opf = a - Ja funktio g € Ll(,u) ovat olemassa siten, ettd
|0:f(x,t)| < g(z) kaikilla z,t, mm F on differentioituva ja F'(t) = [ Oy f (z,t)dp(x).

TopisTus. Koska f(-,t) € L' (u) kaikilla t € [a, b], niin f integroituvana funktiona
on mitallinen. Olkoon ¢, — to. Téalloin my6s funktio

ho(z) = f(z, t:Z : {O(x’ to)

on mitallinen, misté seuraa, ettd raja-arvo

lim A, (z) = lim f(@,t) = f(2, to) = ZZACHY = 0if(z,t0)
tn—rto t, — to 0,

on mitallinen. T&lloin véliarvolauseen nojalla

|hn(z)| < sup M

t€la,b] 3

‘ < g(z).
Téastéd seuraa dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

t}lligo/f(x’tzz:f(xyt())d/v‘(x) :/ lim f<x’t")_f(x’t0)d,u(x),

to tn—o t, — to
jolloin
F —F
F/(t[)) — lim (I’,tn) (l’,to)
tn—to t, — to
i 4@ te)dp@) = [ f (2, to)du(z)
tnﬁto t, — to
:nm/f(“ 200) ()
tn—to t, — to
tn—to tn - to

LAUSEEN 3.2 TODISTUS. Sijoittajan optimointiongelma on nyt muotoa

U (Z@-@) : P-ezw}
j=1

missd 6-d = x. Optimointiongelman rajoite-ehto P -6 = W on yhtédlomuotoinen, joten
ratkaisemme optimointiongelman Lagrangen funktion avulla. Lagrangen funktio on

tassa tapauksessa muotoa
n
U (Z ejdj>
j=1

max{E[U(0-d)], P-0 =W} = max {E

fcR™ OcRn

L0, ... 00, ) =

fwSor)

J=1
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Ratkaistaksemme optimointiongelman méiritdmme seuraavaksi Lagrangen funktion
osittaisderivaattojen nollakohdat muuttujien 6y, ..., 8,,, A suhteen. Lemman 3.3 nojalla

OL(0y, ..., 00, ) O (E [U (23;1 Wa’ﬂ +A (W — 2 9#’1’))
00; N 00;

[oU (22;1 ejdj) N OA (W — 2 GJPJ-)
00; 00,

—E|U (Z ejdj> d;
L j=1

missd ¢ = 1,...,n. Saamme siis

_/\P’L7

J=1"J

(28 — B0 (S5 05d;) di| = AP =0

VL0, .. 00, \) =

o) n * %

=BV (250 ) 4] =3P =0
0 n *

\a—£=W—Zj:19ij=0,

jolloin

E [U/(l’*)dl] = >\*P1 y

E[U'(x*)d,] = \*P,,

W= ie;Pj.
j=1

Néin ollen saamme optimaalisuusehdoiksi

(3.4) E[U'(z*)d] = \'P,

(3.5) W=0"-P.

Toisin sanoen, jokaiselle arvopaperille k = 1, ..., n pétee

(3.6) E[U'(z")dy] = \* Py .

Kertomalla optimaalisuusehdon (3.4) puolittain vektorilla 6* saamme
E[U'(z*)d- 6] = NP - 6%,

jolloin purevan budjettirajoitteen P - = W ja ehdon z* = d - 6* nojalla saamme

(3.7) E[U'(z%)2"] = MW .
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Télloin yhtéloiden (3.6) ja (3.7) nojalla
E [U'(x*)dy]
)\*
_ E[U'(z")dy) E[U'(z")2"]
A E[U'(z*)x*]
E[U’(2")dy)]
- E[U/(z%)ar]
joten olemme todistaneet lauseen 3.2 yhtalon (3.1). Oletamme nyt lisdksi, ettd mark-

kinoilta 16ytyy riskiton sijoituskohde, jonka tuotto ry > 0 ja hinta on 1. T&lloin
optimaalisuusehdon (3.4) nojalla

N =E[U (z")ry]
(33) B0y
> 0.
Saamme yhtélsiden (3.6) ja (3.8) avulla
E[U'(x*)dg] = \* Py
=E[U'(«)|r; Py,

P, =

jolloin

E[U'(z”)dy]

E[07(@)]r;

joten olemme todistaneet lauseen 3.2 yhtdlon (3.2). Lopuksi saamme vield yhtaloiden

(3.2), (3.6) ja (3.7) nojalla

P, =

1, EU()]
ry CE[U(2%)dy]

E[U'(2*)d)] E[U'(z")]

X E[U(a*)dy]
_ B[/ @)W
E[U(z*)a]’

joten olemme todistaneet lauseen 3.2 yhtélon (3.3). O

Seuraavaksi sovellamme edell esiteltyé teoriaa kdytdnnon esimerkkiin.
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ESIMERKKI 3.4. Tarkastelemme taulukon mukaista tilannetta.
Oletamme, etté sijoittaja on riskiad kaihtava ja ettd hinelld on kéytettavissdan paa-

Talousnidkymé& | Tuotto | Todennékoisyys
Erinomainen dyq P1
Keskinkertainen ds Do
Surkea ds D3
Riskiton sijoitus | 1y 1

TAULUKKO 1. Sijoituksen tuotot seké tuottojen todennékoisyydet eri
talousnékymien suhteen. Téssa py + po + ps = 1.

oma W. Taulukon 1 mukaisesti sijoittajan salkku eli sijoitusportfolio on muotoa 6 =
(01, 605) € R? missi 0; kuvaa riskitonti sijoituskohdetta ja 0y riskipitoista sijoituskoh-
detta. Riskipitoisen sijoituksen tuottoa kuvaa satunnaismuuttuja Y, joka voi saada ar-
voja dy, ds, d3. Riskipitoisen salkun tuoton odotusarvo on siis E[Y| = dyp;+dapa+dsps.
Sijoittajan salkun kokonaistuotto on x = 6,7+ 6,Y . Olkoon riskittémén sijoituskoh-
teen hinta 1. Riskipitoisen sijoituskohteen hinta olkoon Z. Oletamme budjettirajoit-
teen purevaksi, jolloin W =P -0 =1-6, + Z6, = 0, + Z0,. Sijoittajan optimointion-
gelma on nyt siis muotoa

max{[E[U(z)]} = max{[E[U(0,r; + 62Y)]}

OcR2 0eR?

ja rajoite W = 6, + Z6, on yhtalomuotoinen, joten ratkaisemme optimointiongelman
Lagrangen funktion avulla. Lagrangen funktio on téssé tapauksessa muotoa

L(@l, 92, /\) = E[U(eﬂ“f + HQY)] + /\(W — 01 - ZHQ>
= plU(Hlfrf + 92d1) + pQU(Ql'r’f -+ szg) + ng(@le -+ 92d3>
FAW — 0, — Z0,).

Maéaritamme seuraavaksi Lagrangen funktion osittaisderivaattojen nollakohdat muut-
tujien 61, 6, ja \ suhteen. Ndin saamme optimaalisuusehdoiksi

oL

50 pir U (07 + 05dy) + par U (071 + 05ds) + psreU' (071 + 03d3) — N =0,
1

8£ * * * * * * *

80* = pldlU/(ele -+ 92d1) +p2d2U/( 1’/"f + 92d2) +p3d3U/(917’f + 92d3) —\N'Z = 0,
2

oL

Sy = W =0 =205 =0.
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Oletamme, etté sijoittajan hyotyfunktio on logaritminen. Toisin sanoen, U(z) = Inz,
jolloin U'(x) = 1/z ja saamme optimaalisuusehdot muotoon

(3 9) piry DPaTy p3ry — )\
’ QTTf + egdl 81(7"]0 + dig QTTf + g;dg ’
d d d
(3.10) p1ay D202 Psads N7,
QTTf + 0>2kd1 ngf -+ QSdQ QTTf + 9§d3
(3.11) W = 0% + 263
Yhtélon (3.11) nojalla
o Wb
Z 7
ja yhtéloiden (3.9) ja (3.10) nojalla
A* piry Pal'y P3ry

T O+ 03d; | Oprp+03dy | Oirp + O3ds
_ n(di/2) pa2(da/Z) p3(ds/2)
Oiry +03d; — Ofry +03dy  Ofrp + 05ds

Liséksi merkitsemme Ay =1y — dy/Z ja oy, = di/Z, k = 1,2, 3, jolloin saamme

O:pl(rf_dl/Z> pa(ry —do/Z)  ps(ry—ds/Z)

GTTf + 8;611 QTT’f + Hgdg QTTf + 9§d3
_ p1i P2 p3A3
% 0* % 0* % 9*
oirs+ (% —F) e o+ (% -F) o i+ (% -%)ds
_ p1ly i JZIAY 4 P33
o d W * d daW * d dzW
i (rp—F)+9 00— 2)+9% 0i(r—2)+%
p1ly JZIAV YAV

- QTAI + a1W GTAQ + OéQW GIAg + CYgW .

Kertomalla yhtdlon puolittain tekijalla (07A1 + a1 W) (07 As + ceW)(07As + azV)
saamme
0 =p1A1(0]Ag + W) (07 Az + asW) + pa Ao (07 A1 + a; W) (07 Az + azV)
+ p3Az(07 A + an W) (07 Ag 4+ a W)
= A7) D25 + prA0T AW + pr AT Ascs W + prAsanas W2
+ p229(07)° A1 A3 4 paAobf ArasW + pa Aol Ason W + paNgonasW?
+ p3A3(07)° A1 A0 4 psAshi AvasW + psAsli Agon W + psAsanan W2
= (QI)2A1A2A3(p1 + P2+ p3) + W (p1A1Asas + prA1Azay + peAsAjas
+ p2Dolsan + psAsAiay + psAalocy) + W2 (p1Arasas + paloanas + psAgarag)
= (07)°A12505 4+ ;W ((p1 + p2) A1 Aga + (1 + p3) A1 Asan + (p2 + ps) A Agor)
+ W2 (p1Araoas + palsanas + psAsanas)
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missd hyodynsimme tietoa p; +ps+ps = 1. Jakamalla puolittain kertoimella A; Ay Ag,
saamme

0= (9;)2 + QTW ((pl +p2)A1A2013 + (p1 +p3)A1A3a2 + (p2 +p3)AzA20q)

A1 A A3
LW (plAlOéQOé3 + paAgaias + p3A3a1a2)
ASPAVIA! ’
jolloin optimaalinen sijoitustrategia 0] saadaan yhtalosté
(3.12) 0= (07)2+ (p1 + p2)as n (p1 + p3)as n (p2 + p3)ay oW
Aj AV Aq

P1aCvs  payii3 - P30 Qi 2
+ + + W=.
< AyAs AjAg A1A, )

Tama yhtalo voidaan toisen asteen polynomina ratkaista toisen asteen yhtélon rat-
kaisumenetelmié kdyttden, mikéli ratkaisu on olemassa.

ESIMERKKI 3.5. Pankkiiriliike Marcellus W. & Zed harkitsee sijoittamista Quentin
Teen, Samuel Jiin ja Harvey Koon uuden elokuvan tuotanto-oikeuksiin. Pankkiiri-
liikkkeen péadanalyytikko Vincent V. on havainnut, etté sijoitus on hyvin riskipitoinen
ja ettd vaihtoehtoja elokuvan menestykselle on kolme. Vaihtoehtojen tuotot ja toden-
nékoisyydet on esitetty seuraavassa taulukossa. Elokuvaan sijoittamisesta saatavaa

Elokuvan menestys | Kokonaistuotto | Todennékoisyys
Erinomainen 300% 50%
Keskinkertainen 100% 10%
Surkea 0% 40%
Riskiton sijoitus 125% 100%

TAULUKKO 2. Elokuvan tuotanto-oikeuksien tarjoamat vaihtoehtoiset
tuotot ja niiden todennidkdisyydet, sekéd riskittomén sijoituskohteen
tuotto.

kokonaistuottoa kuvaa satunnaismuuttuja Y, joka voi saada arvoja d; = 3, dy = 1 ja
ds = 0 riippuen elokuvan menestyksesté. Riskittomén sijoituskohteen tuottoa merkit-
semme 7. Elokuvan tuotanto-oikeuksiin sijoittamisen odotettu kokonaistuotto on
E[Y] = dip1 + daps + dsps

=3-050+1-0.10+0-0.40

= 1.60

= 160%

> 125%

=7,

joten odotetun kokonaistuoton valossa elokuvan tuotanto-oikeuksiin sijoittaminen oli-
si riskitonté sijoituskodetta parempi vaihtoehto. Pankkiiriliikkeen tulee kuitenkin myds
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arvioida tilannetta sijoitusvaihtoehdoista saamansa odotetun hyodyn perusteella. Ole-
tamme pankkiiriliikkeen hyotyfunktion logaritmiseksi, toisin sanoen U(z) = Inz . Li-
siksi oletamme, ettd hinnalle patee P = 1, mika tarkoittaa, ettd seké riskittoméan
ettéd riskipitoisen sijoituskohteen hinta on 1. Haluamme selvittda, kuinka suuri osa
varallisuudestaan W pankkiiriliikkeen kannattaisi sijoittaa riskittomaan sijoituskoh-
teeseen ja kuinka suuri osa elokuvan tuotanto-oikeuksiin. Hyodynndmme téssé esi-
merkin 3.4 yhtéloitd. Merkitsemme pankkiiriliikkeen sijoitusportfoliota merkinnélld
0 = (0,0,) € R?, missi 6; kuvaa riskitonti sijoituskohdetta ja 6, elokuvan tuotanto-
oikeuksia. Oletamme budjettirajoitteen purevaksi, jolloin

W=P-0=0,+0,,
mistd saamme
(3.13) =W —06,.
Esimerkissé 3.4 maarittelemamme Ay ja ag, k = 1,2, 3 saamme nyt muotoon
Ap=r;—di/1=1r;—dy
ja
ap =di/1 =dy.

Néiden tietojen sekd yhtdlon (3.12) avulla saamme riskittomén sijoituskohteen opti-
maaliselle arvolle 07 yhtélon

(2 (p1+p2)as  (p1+p3)ae (P2 +ps)ar .
0=(67) +—< A, + A, + A oW

P10tz pPatipi3 P30 9
+ + + w

JAVYAN JANPAY JANPAY: )

+p2)ds | (p1+p3)dy | (p2+p3)ds
<1)+< Tf—dg + ’l“f—dz + Tf—dl 1
prdads podids p3dids ) 2 -

+ W* missiads =0

(ry —do)(ry —d3) ~ (rp—di)(ry—d3) (ry—di)(ry —da) ’

0.50 + 0.40  (0.10 + 0.40)3 0.40-3 -1
= (67)? oW
<)_%(125—1'+ 1253 > W s —3) (125 = 1)

1.20 1.20
— 0*2 f* _ 2
“)+0mm1 0.4375

mistd saamme ratkaistua optimaalisen riskittomén sijoituskohteen osuuden 67 toi-
sen asteen yhtalon ratkaisukaavan avulla. Merkitsemélld a = (1.20/0.4375) saamme
ratkaisukaavan muotoon

W2

—aW £ /(aW)? — 4(—a)W?2 - 1
2-1
—a+Va? +4aW
5 :

0; =
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Koska 67 > 0, niin on oltava

—a + va? +4aW

0; = 5
~ —(1.20/0.4375) 4+ 1/(1.20/0.4375)% + 4(1.20/0.4375)W
B 2
= 0.7788443111..W
~ 0.7788W

jolloin yhtélon (3.13) nojalla
0y =W —0;
=W —0.7788443111..W
= 0.2211556889...W
~ 0.2212V .
Pankkiiriliikkeen sijoitusportfolio on siis muotoa 6 = (6, 65) = (0.7788W, 0.2212W) ja

se maksimoi hyotynsi sijoittamalla varallisuudestaan W noin 22.12% uuden elokuvan
tuotanto-oikeuksiin ja 77.88% riskittoméin sijoituskohteeseen.

ESIMERKKI 3.6. Taméa esimerkki on jatkoa esimerkille 3.5. Oletamme, ettd pankkii-
rilitke voi sijoittaa riskittomén kohteen ja uuden elokuvan tuotanto-oikeuksien liséksi
uuden elokuvan levitysoikeuksiin. Uuden elokuvan levitysoikeuksien antama kokonais-
tuotto elokuvan menestyksesté riippuen on annettu alla olevassa taulukossa. Eloku-

Elokuvan menestys | Kokonaistuotto | Todennéakoisyys
Erinomainen 600% 50%
Keskinkertainen 0% 10%
Surkea 0% 40%

TAULUKKO 3. Elokuvan levitysoikeuksien tarjoamat vaihtoehtoiset
tuotot ja niiden todennikdisyydet.

van tuotanto-oikeuksien seké riskittomén sijoituskohteen tarjoamat tuotot ja niiden
todennékoisyydet 16ytyvét puolestaan esimerkin 3.5 taulukosta 2. Pankkiiriliikkeen
sijoitusportfolio on nyt muotoa 6 = (61, 0,,65) € R3, missd 6; kuvaa riskiténti sijoi-
tuskohdetta, 65 elokuvaa ja 03 elokuvan levitysoikeuksia. Oletamme, ettd pankkiiri-
liikkkeen hyotyfunktio on muotoa U(x) = Inz. Liséksi oletamme, ettd hinnalle péatee
P =1 ja ettd budjettirajoite on pureva. Talloin on oltava W = P - 0 = 6, 4 05 + 03,
missd W on pankkiiriliikkeen varallisuus. Haluamme selvittéé, kuinka suuri osa varal-
lisuudestaan W pankkiiriliikkeen kannattaisi sijoittaa riskittoméén sijoituskohteeseen,
kuinka suuri osa elokuvan tuotanto-oikeuksiin ja kuinka suuri osa elokuvan levitysoi-
keuksiin. Taulukoiden 2 ja 3 avulla saamme tuottomatriisiksi

dir dip dis 125 125 1.25
D=\ dn dy dys |=( 3 1 0 [,
d31 d32 d33 6 O 0
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missé rivit D; = (1.25,1.25,1.25), Dy = (3,1,0) ja D3 = (6,0,0) ovat riskittomén
sijoitusvaihtoehdon, elokuvan tuotanto-oikeuksien ja elokuvan levitysoikeuksien vaih-
toehtoisten tuottojen generoimia vektoreita. Todenndkdisyydet generoiva vektori on
puolestaan muotoa (p1, p2, p3) = (0.50,0.10,0.40). Pankkiirilitkkeen optimointiongel-
ma on siis muotoa
gé%%([E[U(I)] = reré%%([pl In (91d11 -+ 92d21 + egdgl) + D2 In (91d12 + 92d22 + 93d32)
+ p3In (01d13 + Oadas + Osds3)]

missd tuottomatriisin nojalla dez = d3s = d3zz3 = 0. Saamme optimointiongelman
muotoon
maX[E[U(x)] = max[p1 In (91d11 + (92d21 + 93d31) + P2 In (616112 + 92d22)
eR3 OER3
+ P3 ln (eldlg)] .

Budjettirajoite W = 614054053 on yhtdlomuotoinen, joten ratkaisemme optimointion-
gelman Lagrangen funktion avulla. Lagrangen funktio on téssi tapauksessa muotoa

L(61,0,03,\) = E[U(z)] + N(W — 6, — 0 — 03)
= E[ln (61dy; + O2d2; + 03d3;) + A(W — 61 — 05 — 65)
= p1In (01diy + Oadar + O3d31) + poIn (01d1z + Oadaa) + p3In (61d13)]
+ AW — 601 — 05 — 05)
= 0.501n (1.250; + 305 + 665) + 0.10In (1.250; + 65) + 0.40 In (1.256, )]
+ AW —0; — 6, — 0s).

Maarittamalld Lagrangen funktion osittaisderivaattojen nollakohtien yhtéalot muut-
tujien 61, 65, 03 ja A suhteen saamme optimaalisuusedoiksi

(3.14) oL 0.50-1.25 L 010-1.25 040-125 |,
' 007 1.2507 + 305 + 605 1.250; + 03 1.250% -

oL 0.50 - 3 0.10

(3.15) 005 12507 1305 1 60; | 1.250; + 03 !

(3.16) oL _ 0.50 - 6 Cx—o,
005 1.250% + 303 + 603
oL

(3.17) =W —0;—0;—03=0.

ON*
Optimaalisuusehdon (3.16) nojalla
N*(1.250% + 305 + 602) = 0.50 - 6
(3.18) =3
ja optimaalisuusehdon (3.15) nojalla
1.50(1.2507 + 65) + 0.10(1.2567 + 305 + 665) — \*(1.2507 + 305 + 66%)(1.2507 + 63)
(1.2507 + 305 + 605)(1.250; + 03)
Kertomalla puolittain nimitt&jalla sekd hyodyntamalla vélitulosta (3.18) saamme

1.50(1.250; + 63) + 0.10(1.250; + 363 + 663) — 3(1.250; + 03) =0,

=0.
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jolloin
(3.19) 1.250% + 305 + 605 = 15(1.250" + 05) .
Optimaalisuusehdon (3.14) avulla saamme
0 = 0.625(1.2507 + 63)1.2567 + 0.125(1.2567 + 363 + 663)1.256;
+ 0.50(1.2507 + 365 + 665)(1.2507 + 63) — X" (1.2507 + 365 + 663)(1.250; + 63)1.2507
ja sijoittamalla tdhan vélitulokset (3.18) ja (3.19) saamme
0 = 0.625(1.25607 + 63)1.2567 + 0.125 - 15(1.256; + 65)1.256;
+0.50 - 15(1.250% + 03)(1.2507 + 63) — 3(1.2507 + 03)1.250;
= 7.50(1.250; + 03)2 + (0.625 + 1.875 — 3)1.2507 (1.250; + 63)
= 7.50(1.250; + 03)* — 0.62507(1.250; + 63) ,
jolloin
7.50(1.250% + 03) — 062507 = 0,

mista saamme

.. 0625
ja
0.625 — 7.50 - 1.25
0 = 07
2 7.50 1
8.75
3.21 = ———07.
(3:21) 7.50 1

Sijoittamalla vélituloksen (3.20) vélitulokseen (3.19) saamme
1.2507 + 3605 + 665 = 15(1.2567 + 6)

0.625
= 15——¢*
7.50 1
=1.256"
jolloin
1
03 —_— _592
_ 1873,
2\ 750!
8.75
(3.22) = 1—591 .

Nyt voimme sijoittaa vélitulokset (3.21) ja (3.22) optimaalisuusehtoon (3.17), jolloin
saamme

8.75 8.75
0 — =W — 0+~ — 2
W=0r=0; =03 =W =01 + o500 = ===0h

2
= _QQI

15
=0,
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jolloin
- %W = 24W
ja vélitulosten (3.21) ja (3.22) nojalla
1. O TV
0; = Si—?-%wz 1.4W .

Pankkiiriliikkeen optimaalinen sijoitusportfolio on siis muotoa 6

41

(07,03,05) =

(2.4W, —2.8W, 1.4W). Tama tarkoittaa, ettd pankkiiriliikkeen tulisi sijoittaa riskitto-
méan sijoituskohteeseen 2.4-kertaisesti ja elokuvan tuotanto-oikeuksiin 1.4-kertaisesti
oman varallisuutensa verran sekéd myydé elokuvan tuotanto-oikeuksia lyhyeksi 2.8-
kertaisesti oman varallisuutensa verran. Lyhyeksi myynnilla tarkoitamme, etta sijoit-
taja myy arvopaperin, jota ei vield omista. Hian olettaa arvopaperin arvon putoavan,
jolloin hén voi ostaa arvopaperin myyntihintaa edullisemmin. Sijoittajan voitto muo-

dostuu myynti- ja ostohinnan erosta.



LUKU 4

Log-optimaalinen hinnoittelu

Hyodynndmme lauseen 3.2 yhtéloitd (3.1) ja (3.2) seuraavan hinnoittelukaavan sovel-
luksen méadrittdmiseen.

LAUSE 4.1. Olkoon hydétyfunktio logaritminen, U(x) = Inx, ja varallisuus W = 1.
Talloin minkd tahansa tuoton dy antavan sijoituskohteen hinta on

d
(4.1) P, =E {—’f} ,
x*
kaikilla k = 1,...,n missd x* = Z?Zl 0:d; > 0 on log-optimaalisen salkun tuotto.
Erityisesti, mikdli tuotto d on deterministinen, sen hinta on
d d
(4.2) P.=E [_’f} —_—
x* Ty

katkilla k =1, ..., n.

TobisTus. Oletusten U(xz) = Inz ja W = 1 nojalla lauseen 3.2 yhtélolle (3.1)
patee

P =FE

kaikilla £ = 1,...,n. Kun on olemassa riskiton sijoituskohde, jonka tuotto d = r; on
deterministinen, niin saamme lauseen 3.2 yhtélolle (3.2)
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LUKU 5

Dynaamisesta hyotyteoriasta

5.1. Investointipdatinti ja riskin kaihtaminen

Tarkastelemme seuraavaksi Fisherin saastamisongelmaa, jossa sijoittajan sijoitus-
horisontti on kahden periodin mittainen. Periodit voivat olla esimerkiksi nykyisyys ja
tulevaisuus. Ensimmaéisellé periodilla sijoittaja hankkii tulon y; > 0 ja sijoittaa tésté
summan s; > 0 riskittoméén sijoituskohteeseen, joka tarjoaa hénelle varman tuoton
ry > 0. Loput tulonsa sijoittaja kuluttaa. Toisella periodilla sijoittaja hankkii tulon
yo > 0 ja kuluttaa sekd tdmén ettd ensimmaéisen periodin sijoituksensa tuottoineen.
Sijoittajan ensimmaéisen ja toisen periodin kulutukselle ¢;, i = 1,2 pétee siis

(5.1) {01 =Y — S

co=y+(L+rp)si =9+ +r)(y—a).

Jalkimmaéisessd yhtalossd hyodynndmme ensimméisesté yhtélostd saatua tulosta s; =
y; — c1. Sijoittajan on valittava, kuinka suuren summan hén ensimmaéiselld periodilla
kuluttaa. Oletamme sijoittajan pyrkivén valitsemaan kulutuksensa siten, ettd hin saa
kulutusparista (cy, cz) suurimman mahdollisen hyddyn. Tavoitteenamme on méérit-
ti4 tuo optimaalinen kulutuspari (¢}, ¢;). Olkoon sijoittajan hydtyfunktio U : R? — R
kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva ja aidosti konkaavi. Sijoittajan ensimmaéisen
periodin tulo y; tunnetaan. Mikéli my0Os toisen periodin tulo y, tunnetaan, voimme
ratkaista optimaalisen kulutusparin hyotyfunktion suurimman arvon avulla. Mikali
taas sijoittajan toisen periodin tulo on satunnainen, ratkaisemme optimaalisen kulu-
tusparin hyotyfunktion odotusarvon maksimin perusteella. Seuraavaksi késittelemme
molemmat tapaukset erikseen.

5.1.1. Sijoittajan toisen periodin tulot tunnetaan. Sijoittajan toisen periodin tu-
lon y, ollessa tunnettu saamme yhtélon (5.1) avulla optimointiongelman muotoon

max [E[U(cy, )] = max [Ule, )]

(Cl,Cg)GA (Cl,CQ)EA
= max[U(cy,yo + (1 +75)(y1 — 1))l

c1<y1
missid joukko A koostuu kaikista yhtélon (5.1) toteuttavista ensimmaéisen ja toisen
periodin kulutusvaihtoehdoista ¢; ja c¢o. Toisen periodin kulutuspéitos co méaritel-
laan yhtélon (5.1) nojalla ensimméisen periodin kulutuspéditoksen c; avulla. Lisdksi
tieddmme, ettd hyotyfunktio on aidosti konkaavi ja kaksi kertaa jatkuvasti differen-
tioituva. Madrittelemme funktion f : R — R, f(c1) = Uler,y2 + (1 +174) (11 — 1)),
missé yo + (14 177)(y1 — ¢1) = ¢o. Lemman 1.10 nojalla f on aidosti konkaavi. Télloin
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f saa lemman 1.9 nojalla suurimman arvonsa sen ensimmaéisen derivaatan nollakoh-
dassa. Derivoimalla saamme

oU(e1, ) | O(U(e1,65)) O

/ * —= 1 -
f <Cl) aCT 66; aCT (y2 + ( + rf)(yl Cl))
= Ui (c1, 63) = (14 1r)Ue(cl, ¢3)
-0,
misséd kdytimme osittaisderivaatoille merkintad o(U(cy,c3))/0c; = Ues(ci,c3), @ =

1,2. Ensimmaisen kertaluvun optimaalisuusehto kulutusparille (¢, ¢3) on siis
Uei(c1,¢3) = (14 7p)Uss(er, ¢3) -
Yhtélon (5.1) avulla ehto saa muodon
Ui (1o + (LA rp) (1 — 1)) = (L4 7)Us (e, 90 + (L+77) (91 — 1)) -

Lemman 1.8 nojalla funktion f ensimméinen derivaatta on aidosti viahenevi. Télloin
sen toiselle derivaatalle taytyy péteé

F(er) = 63 (Un(e1,02) — (14 1)Uy (e1. ¢2))

0 0
+ 5 (Us(er,e2) = (L4 7p)Ucy (1, ¢2)) 5= (y2 + (L4 77) (41 — 1))
802 aCl
. 82(U(61,C2)) 82(U(Cl,62)) 82<U(Cl,62))
N (961861 - (1 + Tf) 802(901 B (1 + Tf) 861802
0*(U(er, c2))
2 9
+(1+Tf) 802802

= Ueye,(c1,62)) = (1+7)Usye (€1, ¢2)) — (1 +75)Ueres (c7, c2))
+ (1 + Tf)2U0202 (Ch 62))
< 0.

Edelld kéytimme merkintédé 9%(U(c1, c2))/(0ci0c¢;) = Ueye,, 1,5 = 1,2. Mikali ristide-
rivaatat Uge: (c], ¢3)) ja Uesez(cf, ¢5)) ovat yhtd suuret, saamme hy6tyfunktion toisen
kertaluvun optimaalisuusehdoksi

Uerer (1, 63)) = 2(1 + 1)) Ueser (1, ¢3)) + (1 + 15) Uz (¢1, ¢3)) < 0.

Sijoittajan optimaalisen kulutusparin on siis toteutettava ensimméisen ja toisen ker-
taluvun ehdot. Seuraavaksi perehdymme hyotyfunktion sekd optimaalisen kulutus-
parin geometriseen havannoillistamiseen. T&td varten esittelemme tasa-arvokéyran
madritelmén.

MAARITELMA 5.1. Olkoon A C R% ja f : A — R. Talléin joukko K = {z € A :
f(z) = k}, K # 0, on funktion f tasa — arvokayra, eli kaikkien niiden pisteiden
x € A joukko, joilla f saa arvon k.

Joukko {(c1,c2) : Ul(cr,c2) = m} siséltdd kaikki ne sijoittajan kulutuspéditokset
(c1,c2), jotka tuottavat sijoittajalle hyodyn m, missd m € R. Oletamme tdméin epé-
tyhjéksi joukoksi. Médritelmén 5.1 nojalla kyseessa on télloin tasa-arvokéyra. Hyoty-
funktion tapauksessa tasa-arvokéyrid U(cy, co) = m kutsutaan samahydtykayriksi.
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LAUSE 5.2. Konkaavin hydtyfunktion samahyotykdyrdt ovat konvekseja.

TopisTus. Olkoon funktio U : A — R konkaavi, A C R”. Téll6in kaikille (a,b) €
{r € A:U(x) > m} pétee
U(ha + (1= \)b) > AU(a) + (1 — \U(b)
> m+(1—X)m
=m,
jolloin Aa + (1 = A\)b € {z € A: U(x) > m}. Madritelmén 1.6 nojalla joukko {z €

A : U(z) > m} on konveksi, jolloin my6s samahyotykiayrd {x € A : U(z) = m} on
konveksi. O

Hyotyfunktio U(cy, c2) on aidosti konkaavi ja jatkuvasti derivoituva sekéd kulutuksen
¢1 ettd kulutuksen ¢y suhteen. Lisdksi oletamme, ettd U(cy,cy) on aidosti kasvava
molemmissa koordinaateissa. Talloin muuttujan c¢; ollessa kiinnitetty johonkin tiet-
tyyn arvoon, yhtélo U(cy,ca) = m voi toteutua vain yksiselitteiselld muuttujan co
arvolla. Néiden tietojen nojalla voimme suorittaa implisiittidifferentioinnin yhtélolle
U(cy,c2) —m = 0 muuttujan ¢; suhteen [13]. Saamme

dea
o =
Koska U(cy,co) on aidosti kasvava molemmissa koordinaateissa, samahyotykédyrian
kulmakertoimelle pétee

U (c1,¢2) + Usylcy, c2) 0.

dez _ _Ualoned)

d01 UC2 (Cl, 02)
Toisin sanoen samahyotykayrét ovat vihenevié (c;, ¢2)-tasossa. Kuten kuvassa 5.1, sa-
mahyotykéyrat sijaitsevat (cq, co)-koordinaatistossa sitd ylempéné, mitd suurempi on
arvo m. Tamé& on seurausta siitéd, ettd hyotyfunktio on aidosti kasvava. Maaritelméan
5.1 nojalla samahyotykéayréit eivéit koskaan leikkaa toisiaan.

C2

0 i 2 3
U] ((,’17 Cz) =1

Kuva 5.1. Hydtyfunktion U(cy,co) = ¢ + ¢ samahyotykéyrit
U(ci,c2) =m, kun m = 1,2, 3.
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Kutsumme jatkossa toisen periodin kulutusta co = yo + (1 + r¢)(y1 — ¢1) budjetti-
suoraksi. Se méérittelee kaikki sijoittajan valittavissa olevat kulutusparit (ci,co).
Budjettisuoran kulmakerroin on

des  d(y2 + (1L +714)(y1 — 1))
(5.2) € e, =—1+ry).
Sijoittaja haluaa maksimoida kulutuspéaitoksestd saamansa hyodyn, joten han pyrkii
valitsemaan kulutusparin (cy, ¢2) mahdollisimman korkealta samahyotykédyraltd. Bud-
jettisuora kuitenkin rajoittaa hénen valintaansa. Sijoittajan optimaalisin kulutuspari
onkin se (c1, c2)-tason piste (cf, c3), jossa budjettisuora sivuaa korkeinta sijottajalle

mahdollista samahyotykayrad, kuten kuvassa 5.2.

C2

c

c; U, Budjettisuora | Us;

Kuva 5.2. Sijoittajan optimaalisin kulutuspari (cj, ¢3).

5.1.2. Sijoittajan toisen periodin tulo on satunnainen. Sijoittajan toisen perio-
din tulon y, ollessa satunnainen saamme optimointiongelman yhtélén (5.1) avulla
muotoon

max {[E[U(cr, ¢2)]} = max{E[U(er,y2 + (1 +77) (51 — c))l}-
1

(c1,c2)ER?
Koska hyotyfunktio on konkaavi, niin Jensenin epéayhtédlén nojalla
E[U(c1,y2 + (147 (s — )] < U(Eler, g2 + (1+74) (1 — 1))
= Ulcr, Efya] + (1 +75)(y1 — 1))
=Uler, o+ (L +75) (1 — 1)),

missd 7, kuvaa sijoittajan toisen periodin tulojen keskimé&aréista tilaa. Huomaamme
siis, etté sijoittajan odotettu hyoty on alhaisempi kuin hyoty, jonka sijoittaja saisi
varmuuden vallitessa, eli silloin, kun toisen periodin tulot olisivat tiedossa. Yhta-
16n (5.1) nojalla toisen periodin kulutusp#étos ¢, mééritelladn ensimmaéisen periodin
kulutuspéédtoksen ¢ avulla. Liséksi tieddmme, ettd hyotyfunktio on aidosti konkaa-
vi ja kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva. Maarittelemme funktion ¢ : R — R,
g(c1) =E[U(c1,y2+ (1 +7f)(y1 —1))], missé yo + (1 +7)(y1 — 1) = ¢o. Lemman 1.10
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nojalla g on aidosti konkaavi. Télloin lemman 1.9 nojalla g saa suurimman arvonsa
sen ensimmaéisen derivaatan nollakohdassa tai méarittelyvilin padtepisteessé, mikali
se ylipdatdaan saa suurimman arvon. Derivoimalla saamme lemman 3.3 nojalla

)

/ * a >k
g'(ci) = @(E[U(Clvyz + (L +7rp)(y —
1

= KB g [0 4y 4 1t o)
— [ g [T (1) - )
= BlU (5,9 — (14 7 BlU (e )

=0.
Saamme nyt ensimmaéisen kertaluvun optimaalisuusehdon muotoon
E[U;(c1,&3)l = (1 +rp)E[Uq (e, ¢3)]
toisin sanoen
E[Ue (i, 2+ (1 +rp) (i — )l = (L +rp)E[Ug(c], 42 + (L +75) (11 — 61))] -

Haluamme selvittdd, kuinka suureksi optimaalinen kulutus muodostuu epavarmuuden
vallitessa suhteessa varmaan tilaan. Ennen tédta havainnollistamme tilannetta graafi-
sesti. Joukko {(c1,¢q) @ E[U(cy, c2)] = m} sisdltdéd kaikki ne sijoittajan kulutuspad-
tokset (c1,cz), jotka tuottavat sijoittajalle hyodyn m, missd m € R. Joukon ollessa
epatyhjé, on kyseessd mééritelmén 5.1 nojalla tasa-arvokéyrd. Kutsumme tétd sama-
hy6tykéyréksi. Suorittamalla implisiittidifferentioinnin yhtélolle E[U(¢y, c2)] —m = 0
saamme
dCQ
E[Ucl(Cl,Cg)] +E[UC2(01702)]d c1 =0.

Koska U(cy,co) on aidosti kasvava molemmissa koordinaateissa, samahyotykédyrian
kulmakertoimelle pétee

@ _ _E[Uel (Cl’CQ)] <0

dCl :E[U'c2 (Cl, CQ)] ’
Toisin sanoen samahyotykédyriat ovat viahenevid (¢, ¢)-tasossa. Lauseen 5.2 nojalla
samahyotykéayriat ovat konvekseja. Kuten edellisessé luvussa totesimme, sijoittajan
optimaalisin kulutus on se (¢, ¢y)-tason piste (¢, ¢b), jossa budjettisuora sivuaa kor-

keinta sijottajalle mahdollista samahyotykéayraé.

Tarkastelemme seuraavaksi sijoittajan tuloihin liittyvén riskin ja kulutuksen vélis-
td suhdetta. Hyodynnadmme edellisesséd luvussa méaarittelemaamme aidosti konkaavia
funktiota f : R = R, f(c1) = U(cr,y2+(1+7rf)(y1 —c1)), missa yo+ (14+74) (11 — 1) =
co. Koska {(c1,¢2) : E[U(c1,¢2)] > m} C {(c1,¢2) : U(er, E[ea])] > m}, niin sama-
hyotykéayrat ovat epdvarmuuden vallitessa korkeammalla kuin varmuuden vallitessa.
Olkoon ¢; kulutus, joka maksimoi sijoittajan hyodyn varmuuden vallitessa ja ¢} ku-
lutus, joka maksimoi sijoittajan hyddyn epdvarmuuden vallitessa. Télloin on oltava
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¢; > ¢;. Lemman 1.8 nojalla f’ on aidosti vihenevé, joten on oltava f'(c}) < f'(é1).
Talléin
E[(f'(&1) = f/(c]))(ér — )] <0,
mistd saamme sieventadmalla
E[f'(é1)(é1 — )] < E[f(c)) (& — )]

= (&1 = E[f'(c])]

=0 )
missé lemman 3.3 ja ensimmaéisen kertaluvun optimaalisuusehdon nojalla E[f'(¢})] =
dE[f(c})]) = dE[U(c,y2 + (1 +71¢)(y1 — ¢}))]) = 0. Olemme siis osoittaneet, ettd
E[f'(¢1)(¢1 — ¢})] < 0. Tdm& ei kuitenkaan vield riitd osoittamaan, ettd sijoittajan
tuloihin liittyvéan riskin ja kulutuksen vélinen suhde olisi negatiivinen. Tarvitsemme

sitd varten seuraavan lauseen. Se kertoo meille, ettéd kasvava tuloriski kasvattaa riskié
kaihtavan sijoittajan turvaavan sddstdmisen intensiteettia.

LAUSE 5.3. Olkoon hyétyfunktio U : R? — R kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva
ja aidosti konkaavi. Jos kuvaus
U0162 (Clv CQ) — (1 + Tf)Uczcz (Cb 62)

UC2 (Cl7 CQ)

on vdhenevd, niin kasvanut epdvarmuus pienentdd sijoittajan ensimmdisen periodin
kulutusta ja siten kasvattaa sijoittajan ensimmdisen periodin sddstdmaistd.

A(Cl,02> =

Lause 5.3 siis osoittaa, ettd kuvauksen A(cy, c2) ollessa vihenevi on sijoittajan opti-
maalinen ensimméisen periodin kulutus tuloriskin véheneva funktio ja siten ensim-
méisen periodin sddstamispadtos on tuloriskin kasvava funktio. Sivuutamme tdméan
lauseen todistuksen. Sen sijaan seuraavan lauseen tulemme todistamaan. Kyseessid on
lauseen 5.3 erikoistapaus separoituvalle hyotyfunktiolle.

LAUSE 5.4. Olkoon hyotyfunktio U : R — R kaksi kertaa jatkuvast: differentioituva,
aidosti konkaavi ja separoituva, eli muotoa U(cy,co) = Uy(cr) 4+ Us(ca), missd Uy, Uy :
R — R ovat monotonisesti kasvavia ja aidosti konkaaveja. Olkoon toisen periodin hyd-
tyfunktion Us(co) absoluuttisen riskinkathtamisen kerroin As(co) = —UY(co)/Us(c2)
vihenevd. Tdalloin kuvaus

UC1C2 (01, 62) - (1 + Tf)chcz (Ch 02)
UCQ (Cl7 02)
rippun vain jalkimmdisesta koordinaatista ja on siind vihenevd ja kasvanut epdvar-

muus pienentdd sijoittajan ensimmdisen periodin kulutusta ja siten kasvattaa sijoit-
tajan enstmmdisen periodin Sddstamaista.

A(Ch CQ) -

LAUSEEN 5.4 TODISTUS. Todistus etenee neljdssd vaiheessa. Ensimméisenéd niy-
tamme, ettd A(cy,cy) on vihenevd. Tamén jilkeen esitdimme toisen periodin tulon
muodossa Yo = a+ 3, missi df/da = —E[i5] ja ndytamme, ettd parametrin o kasvu
kasvattaa vain varianssia siilyttden odotusarvon muuttumattomana. Koska varians-
si kuvaa tésséd tapauksessa riskiéd ja parametrin « kasvu kasvattaa varianssia, muttei
muuta odotusarvoa, tiedimme, ettd kasvanut riski pienentéé sijoittajan ensimmaéisen
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periodin kulutusta, mikéli Oc;/0a < 0. Seuraavassa vaiheessa muodostamme lausek-
keen osittaisderivaatalle dcj/Oa. Viimeisené osoitamme, ettd kuvauksen A(cy, cq) vé-
henevyydesta seuraa, ettd dc/0da < 0.

1) Osoitamme, ettd A(cq, c2) on vihenevi. Tieddmme, ettd OUs(by)/0by = 0, OU;(by)/0bs =
0 ja OU{ (b1)/0bs = 0 ja

Uy, (b1,02) — (1 + 75)Upyp, (b1, bo)

A(by,by) =
(b1, ) Upy (b1, bo)
) 2 (a(Ul(blgliUz(bm) — (14 rp) s (a(UmblgbZUz(bz)))
o (U1 (b1)+Uz(b2))
Oba
_ o Ut(b1) — (14 75) 52 Us (b2)
Uy (b2)
U”(bQ)
= —(147r,)=2 ,
TS
joten
UI/
(5.3) Aler, o) = —(1+1y) 2 (c2) = (1+7p)As(ca) .

Us(c2)

Oletuksen mukaan toisen periodin hyotyfunktion Us(cs) absoluuttisen riskinkaihtami-
sen kerroin As(cy) on vdhenevé, joten yhtdlon (5.3) nojalla myos A(ey, c2) on vihe-
neva.

2) Koska haluamme tarkastella kasvavan epdvarmuuden vaikutusta ensimmaéisen pe-
riodin optimaaliseen kulutukseen, esitdmme jatkossa toisen periodin tulot muodossa
Yo = aya + [, jossa parametreille « ja  péitee df/da = —E[y]. Talloin

2 Biy) = (0Bl + 5) = Bl — Bfp) = 0
ja
a%Var[yQ] = %Var[ay} + /]
= 2 (Bl(asp + )] - (Blaga + 5]
= 2 (Bla®? + 208 + 7°) — (oB{) + 5"
= (0Bl + 205Bl] + 5 — (0*(BIR)? + 200B[] + )
= 0Bl - (Blja)))

P ~ _
- %[oﬂ\/ar[yz]] = 2a/Var(ys] ,
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miké tarkoittaa, ettd parametrin o kasvu kasvattaa vain varianssia siilyttden odo-
tusarvon muuttumattomana.

3) Haluamme osoittaa, ettd kasvanut riski pienentdé ensimmaéisen periodin optimaa-
lista kulutusta cj. Koska varianssi kuvaa riskid ja parametrin « kasvu kasvattaa vain
varianssia sdilyttden odotusarvon muuttumattomana, riittdda meiddn osoittaa, etté
dci/0a < 0. Muodostamme ensin lausekkeen osittaisderivaatalle Ocj/0a. Saamme
esityksen y, = ayp + [ avulla ensimmaisen kertaluvun optimaalisuusehdon muotoon

afl ~(BU(, 0 + (1471 = )))
_ %*@[Ul(c;) + Va2 + (14 17)(1 = &)))

OUL(cf) , OUs(age + B+ (1 +rp)( — i)
Ocy* Ocy*

= E[Ui(c]) — (L +7r)Us(age + B+ (L +714)(y1 — 1))]

=Ui(c}) — (A +7p)E[Us(ag + B+ (1 +75)(y1 — 7))]

=0,

=E

toisin sanoen
(5.4) Ui(cr) = (1 + ) E[Us(age + 8+ (1 +75)(y1 — 1)) -

Derivoimalla ensimmiisen kertaluvun optimaalisuusehdon (5.4) puolittain muuttujan
« suhteen huomaamme, etta

D Ui(e1) = (14 7Bl gk + B+ (14 0) (o — b))

— (U )B |  (Uhladi + B+ (14 77) — )]

missd viimeinen yhtésuuruus seuraa lemmasta 3.3. Sieventdmélld yhtdlon molempia
puolia edelleen, saamme

*
oc;
(e

UL G = (L ) |UY(65) g e+ 54 (14 ) — D)

' o) oy oc;
— (1+r))E UQ’@;)( (§§)+£+<1+rf) (%-%)ﬂ

=(1+7rp)E :Uél(CZ) (y~2 — E[gp] — (1 + rf)?‘g)}

*
»0c]

o

= (L +7p)E[U3 () (52 — Eli])] — (1 +77)" 5~ E[U5 ()],

jolloin

U1 25 4 (14 g SRR ()] = (1 -+ r)BIUS () — Bl
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mista saamme osittaisderivaatalle dcj/0da lausekkeen
o\, ) B30 ~ Eli)
da PUT(D) + (1 + 7 PEUZ ()]

E[U5(¢3) (g2 — Elya])]
E[U7(e]) + (14723 (c3)]

(5.5) = (1+7)

4) Tieddmme, ettd ensimméisen ja toisen periodin hyotyfunktiot U ja Us ovat aidosti
konkaaveja. Talloin U] ja Uj ovat aidosti véhenevid, joten Uy, UY < 0. Téstéd seuraa
yhtélon (5.5) nimittéjélle, ettd E[U(c}) + (1 4+ r;)?U5(c5)] < 0. Lisdksi tieddmme,
ettd kerroin 1+ 7, on aidosti positiivinen. Osoittaaksemme, ettd dcj/da < 0 meidén
riittad siis nayttad, ettd lausekkeen (5.5) osoittajalle patee E[UY (c3)(v2 — E[ya])] > 0.
Tiedamme, ettd toisen periodin realisaatiolle pétee joko g > E[ys] tai go < E[ys].
Osoitamme ensin, ettd E[U; (c5)(v2 — El1])1in>gmp] > 0. Kun g > Efy), pitee

o=+ (1+re)(yr —c1)
> Efga] + (1 +77)(y1 — 1)
(5.6) = E[cy] .
Koska sijoittajan on riskinkaihtaja, tdytyy toisen periodin hyotyfunktion absoluutti-

nelle riskinkaihtamisen kertoimelle pated A(ce) > 0. Liséiksi oletuksen nojalla kyseinen
kerroin on véhenevé, joten saamme yhtdlon (5.6) avulla

0 < Alez) < A(E[ca]),
miké tarkoittaa absoluuttisen riskinkaihtamisen kertoimen mééritelmén nojalla, etté
Uy(cs) _ U3(Bles)
Us(c2) = Us(Elea])

Hyotyfunktion Us(c2) aidosta konkaavisuudesta seuraa, ettd U (cy) < 0, jolloin yhté-
16n (5.7) nojalla on oltava Uj(cz) > 0. Oletuksen 35 > E[ys] nojalla saamme télloin,
etta

(5.7) 0<—

(5'8) Uﬁ(Cz)(?/E - E[@/E]) >0.

Toisaalta hyotyfunktion Us(ce) aidosta konkaavisuudesta seuraa myos, ettd Ul on ai-
dosti viaheneva. Talloin yhtdlon (5.6) nojalla Uj(ca) < US(Elcs]). Tésté seké oletuk-
sesta g > E[ys] seuraa

Us(c2) (92 — Elg]) < Us(Elca]) (92 — E1]) -
Ottamalla yhtélostd odotusarvon molemmin puolin, saamme
E[U3(c2) (12 — E[g2]) 1ig>rmp] < E[US(E[c2]) (12 — El2]) Lg>Epm)]

= Uy(Elea])(E[g2] — E[12]1(5>E10))
(5.9) =0.
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Yhtélon (5.8) nojalla Uj(c2)(y2 — E[ga]) > 0, joten kertomalla yhtdlon (5.7) puolittain
tekijalla Uj(c2)(y2 — E[ga]) saamme

- - Uy (Elc,)) . -
~ul -E < -2 =y —E[]).
Uy (e2) (g2 — Efga]) < U(Elcy) Us(c2) (92 — Elga])
Otamme yhtélostd odotusarvon molemmin puolin, jolloin
Uy (Elcs))

—E[U5 (c2) (92 — E[t2])11j>Em)] < — U3(Elcy)) E[Us(c2) (%2 — E[t2]) 1 p>mim)]

missé yhtalon (5.7) nojalla —UJ (E[c,]) /U5 (E[cs]) > 0 ja yhtélon (5.9) nojalla E[US(cs) (72—
E[])115>Ep)3) < 0. Néiden tietojen nojalla saamme
—E[U;(c2) (92 — E[f2]) Lg>Emy] <0,

jolloin olemme osoittaneet, etté

E[U3 (c2)(42 — E[y2]) 1g>Emny] > 0.
Osoitamme seuraavaksi, ettd E[Uy(c3)(72 — E[2])1ip>Ep)y] > 0. Kun 1 < Eg],
niin
2=+ (L+71)(y1 — 1)
< Efg] + (1 +7p)(y1 — 1)
= E[co]

jolloin véhenevin toisen periodin hyotyfunktion absoluuttisen riskinkaihtamisen ker-
toimen mééritelmén nojalla

Uy (Elea]) _  Uj(e)
(5.10) 0=- Uj(Elcs)) Us(cz)

mistd tiedon U} (cy) < 0 nojalla saamme, ettd Ul(cy) > 0. Téstéd sekd oletuksesta
vo < E[ys] seuraa

(5-11) Uﬁ(Cz)(?/E - E[@/E]) <0.

Koska U} on aidosti viheneva ja ¢y < E[cs], niin Uj(c2) > US(E[cs]) ja kun g < Elys],
patee

S_

Us(c2) (9o — El]) < Us(E[ca]) (g2 — E[g2]) -
Ottamalla epéayhtélostd odotusarvon molemmin puolin, saamme
E[U3(c2) (92 — E[2]) 1z>wmp] <0,

kuten epayhtilossd (5.9). Seuraavaksi kerromme yhtélon (5.10) puolittain tekijalla
Ul(c2) (g2 — E[y2]). Saamme yhtdlon (5.11) nojalla talloin

- - Uy (E[co]) - -
-uy —E < -2y —E .
Uy (c2) (92 — Efg]) < U (El) Us(c2) (92 — Elg])
Ottamalla yhtalostéd odotusarvon molemmin puolin, saamme
Uy (E[co])

—E[U3 (c2)(92 — E[t2]) 1 {jpzEpmn] < —WE[UQ(@)(?% — E[2]) Lm0

<0,
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missd viimeinen epdyhtélo seuraa yhtalsistd (5.10) ja (5.9). Talloin E[UY (co)(y2 —
E[2])115>E4)3) > 0. Olemme siis osoittaneet, ettd E[Uy(c2) (2 — Ef2])] > 0, jol-
loin kuvauksen A(cy, o) vihenevyydesta seuraa lausekkeen (5.5) ja hyotyfunktioiden
Uy, Uy aidon konkaavisuuden nojalla, ettd dci/0a < 0. O

ESIMERKKI 5.5. Olkoon hy6tyfunktio muotoa U(cy, o) = —e™ %2 missd co = yo +
(1+74)(y1 — 1) jaya ~ N (Yy,0%), 0 > 0 on tunnettu. Talldin

E[U(cy,¢0)] = E[—e™ ]
— _E[6—01(y2+(1+7’f)(y1—01))]

_ /‘X’ €_c1(y+(1+rf)(y1—cl))Lefé(y;@)zdy

oo V2ro

2
e (y+(1+rf)(yrc1)+7‘y2f5§ )
= — e 1= Jdy
—oo V21O
201 02 2 N2 o 2
00 1 - c1o”y+2c107(1+rf)(y1 —c1)+y" —2yy2+75
€1 26102
=— e dy
oo V2mo

00 1 92—2y(§2—6102)+§§+2C162(1+Tf)(y1—61)
— A 20102 d
- e Yy,
oo V2mo

missé

v’ = 2y(Us — 10%) + 75 + 2c10° (1 +7) (11 — 1)
= = 2(Yy — 10°) + T3 — 210°7y + (c10°)* + 21077, — (c10°)°
+2¢10%(1 + ) (Y1 — 1)
=y* = 2y(Yy, — 10”) + (o — 10%)* + 2107, — (c107)? + 2c10° (L + 1) (1 — 1)
= (y — (Uy — c10°))* + 21077, — (c10%)* + 2c10%(1 + i)y —a),

jolloin
00 1 c ((y—(?2—Cl0‘2))2+2010‘2§2—(610‘2)2+2010‘2(1+Tf)(y1—Cl))
- 2¢i02
E[U(¢1,¢2)] = —/ e ‘1 dy
—s0 V210
T 22 60'27780'22 co‘2 T —c
o0 1 —e (y*(y22*812ff ) A} (e );212 (1+7¢)(y1—c1)
= — e €19 e c1o dy
—s0 V27O
o0 1(yv=@ 2 2
_1(y=tya=cio )
_ _601(y250102+(1+Tf)(y161))/ 1 e 2( i ) dy
)
—o0 V2mOo
missa

2
00 1 1 y=(Fa—c102)
/ e 2( 7 ) dy=1,
oo V21O

silld kyseessd on parametrein ((7,—c10?), 0?) normaalisti jakautuneen satunnaismuut-
tujan tiheysfunktion integraali vélilla | — oo, oco[. Toisin sanoen,

E[U(Cl, (32)] — _6—01(?2—%c1a2+(1+7"f)(y1—01)) .
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Optimaalinen kulutus ¢} (o) saadaan derivaatan nollakohdassa. Toisin sanoen

d(E[U(CT, C;)]) = d(_e—CT(?2—%c{g2+(1+rf)(yl_c*f)))

= d(_e_cwﬁ%(CT)Q(’LCTM(1+T‘f)+(c*{)2(1+rf))

= —e—CT(?2—%0“{02+(1+rf)(y1—6’{))<_@2 + cTU2 —yi(L+7p) +2c¢1(1+7ry))

=0,
jolloin pétee

—Ys + CTO'Z — y1(1 + Tf) + 2@{(1 + Tf) =0,
mista saadaan
Y 1

(5.12) (o) = Yo +y1(1+7y)

2(1+7rf) + 0%
Saamme yhtélon (5.12) avulla toisen periodin optimaalisen kulutuksen muotoon

cy =yo+ (L+rs)(yr — )
_ @2‘*‘3/1(1"‘77)
= 1 —
Zas +Tf)(y1 2(1+r7) + 0
Y121 +rp) +0%) =Gy — (1 +1y)
2(1+7ry) +0?

g+ ()

1 7"f 2 _
1+ +0°) —
2(1 + Tf) + o2 (yl( "f ) yQ)

1+7y (2(1+7"f)+02

=Yg +

ot yi(l+ry+07) — @2)

2(1+7ryp) + 02 1+ry
147y 9 1+rp+0%_
— 1 ST
2(1+7ryp) + 02 (( o+ 1+ry Y2

1+ 2
= i ((1+7“f+0'2)y1+ <1+ ’ )@2) :

2(1+7ry) + o2 1+ry
Koska y ~ N (75, 0?), niin

*( — ) N 1 Ty (1 2) 1 o’ — 2
ColO ~ +rr+o + + o .
2 7y2 2<1 Tf) 2 f yl 1 ’r‘f y2 )

Toisen kertaluvun optimaalisuusehdoksi saadaan

d*(E[U(c], ¢3)]) <0,
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jolloin on oltava

(e d <§2+yl(1+7”f))

VO =g 2ar o

1 d

- 2(14ry) + 02%<g2 +yi(1+7p) + Fp + (1 +71y))

(04 o))
= @t (L) (201 4+ 75) +0%))
2@t n )

0+ ) + o2
<0.

Lisdksi on tdarkedd huomata, ettd optimaalinen ensimmaéisen periodin kulutus on alhai-
sempaa epavarmuuden kuin varmuuden vallitessa. Vastaavasti ensimméisen periodin
sddstdminen on alhaisempaa varmuuden kuin epdvarmuuden vallitessa.

5.2. Riskin kaihdanta ja deflaattorit

Oletamme jatkossa, ettd sijoittaja hyodyntédd valitessaan sijoitustrategiaa hetkelld ¢
vain niité tietoja, joita hénelle on kertynyt hetkeen ¢ mennessd. Tahén oletukseen
liittyen maéarittelemme seuraavaksi filtraation késitteen.

MAARITELMA 5.6. Olkoon (2, F,PP) todenndkoisyysavaruus ja Z C R,. Télloin
sigma-algebrojen kokoelmaa (F;)ic7 kutsutaan filtraatioksi, jos F, C F; C F kai-
killa 0 < s <t s,t €T [14].

Voimme nyt ajatella, ettd F; pitdd sisdlladn kaiken hetkeen ¢ mennessd kertyneen
sijoitustrategian valintaan liittyvén tiedon. Sijoittaja haluaa valita hetkelld ¢ sen si-
joitusstrategian 6%, joka maksimoi hdnen odotetun hyotynséa. Sijoittajan hyotyfunktio
U : R?> = R on monotonisesti kasvava, aidosti konkaavi, kaksi kertaa jatkuvasti dif-
ferentioituva, separoituva, sekd muotoa U(ct, ciy1) = Ui(cr) + BsUpsi(cir1). Téssa fg
on subjektiivinen diskonttaustekijé, eli tunnettu intertemporaalista riskinkaihtamis-
ta mittaava vakio. Oletamme, etté sijoittajan kulutusyksikoissd mitatut periodikoh-
taiset alkuvarallisuudet ovat e; ja e;; ;. Lisdksi oletamme, ettd periodilla ¢ sijoittaja
kuluttaa osan periodikohtaisesta alkuvarallisuudestaan ja sijoittaa loput ja periodilla
t 4+ 1 sijoittaja ainoastaan kuluttaa. Sijoittajan hankkimien arvopapereiden maaraa
eli sijoitusstrategiaa kuvaa 6. Mikéli sijoittajalla on mahdollisuus hankkia periodilla
t yksikkohinnalla p; arvopaperia, joka takaa tulevana periodilla hénelle epdvarman
tuoton X;,q, niin sijoittajan kulutus periodeilla ¢ ja t + 1 on muotoa

(513) Ct = €t — th
ja

(514) Cii1 = €441 + QXt+1 .
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Haluamme nyt 16ytaa sijoitusstrategian 6*, joka maksimoi sijoittajan odotetun hyo-
dyn. Saamme optimointiongelman yhtéloiden (5.13) ja (5.14) avulla muotoon

sup  E[U(c,cih1) | Fe) = sup E[Ui(c) + BsUpra (i) | Fi

(ct,ce41)ER2 ct,ce+1€R

= supU(e; — Opy) + BE[Uir1(egr + X)) | Fo,
R
missé ehdollisuus nojaa hetkellé t kiytettavissa olevaan tietoon. Optimin ensimmaéisen
kertaluvun ehtoa muodostaessamme kédytdmme toisessa yhtdsuuruudessa lemmaa 3.3
ja saamme ehdon muotoon

d
10 (Ui(er — Opt) + BsE[Ura(err1 + 0Xe1a) | Fi)
d d
= %Ut(et — Opy) + ﬁs%E[Ut+l(et+1 + 60X, 1) | F
d

d
= %Ut(Et - ept) + ﬁsE %Uﬂrl(efﬂ»l —+ 9Xt+1) ‘ -Ft

= —pUi(er — Opy) + BE[Xi 1 U/ (er1 +0X141) | Fi
= —pU(cr) + 53E[Xt+1U£+1(Ct+1) | Fi]

Y

toisin sanoen

(5.15) pUi(cr) = BE[Xi Ul (o) | F -

Ensiméisen kertaluvun optimaalisuusehdosta (5.15) saamme muodostettua hinnoit-
telukaavan

_ 53E[Xt+1Ut,+1(Ct+1) | Fi]
Ui(ct)

ﬁsUt,H (cit1)
—E| X, ety
t+1 Ut/(Ct)

(5.16) = E[Ximen |

Dt

| Fi

misséd myy1 = BsUp,1(cie1)/U/(c;) on niin sanottu deflaattori, eli stokastinen dis-
konttaustekiji. Seuraavassa esimerkissi esittelemme hinnoittelukaavan (5.16) kaksi
keskeistd implikaatiota.

ESIMERKKI 5.7. Osoitamme seuraavaksi, ettd hinnoittelukaavan (5.16) kaksi keskeista
implikaatiota ovat

(5.17) 1 =E[(1 4+ rep)men | F
missé r;11 on arvopaperin tuottovauhti ja

1
5.18 E Fi| = ,
(5.18) [ | Fi L+r)

missd 1/(1 + r¢) on tavanomainen diskonttaustekija.
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1) Oletamme, ettd sijoittaja ostaa hetkelld ¢ yksikkohinnalla p; arvopaperin, joka
maksaa hetkelld ¢ + 1 osingon d;, . Liséksi oletamme, etta sijoittaja myy arvopaperin
hetkelld ¢ + 1. Sijoittajan sijoituksesta saama tuotto on

Xiy1 = pry1 + dig
miké voidaan myos ilmoittaa arvopaperin ostohinnan p; avulla muodossa
(5.19) Xiv1 = pe(1L+141)
misséd arvopaperin tuottovauhti on

P+ din D1 T i — Py
rp=————1= :

Pt Dt

Tarkastelemme nyt arvopaperia, joka generoi tuoton X;.; = 1+ ;. Téllaisen arvo-
paperin yksikkohinta p; on yhtélon (5.19) nojalla

X LA
1+Tt+1 1+Tt+1

Dt

jolloin hinnoittelukaava (5.16) tulee muotoon
1 =E[(1+re)men | 7,

miké vastaa implikaatiota (5.17).

2) Oletamme, ettd markkinoilla on my®s riskiton sijoituskohde, arvopaperi, joka takaa
tuoton X, = 1+ ry. Tdmén arvopaperin yksikkohinta p, on tilloin 1, kuten edell.
Hinnoittelukaavan nojalla saamme

L=E[1+rp)m | Fi] = (1 +rp)Elmeg | F,

jolloin
1
1+7r f

E[mt—i-l | ‘Ft} =

miké vastaa implikaatiota (5.18).

Osoitamme lopuksi, ettd lausekkeiden (5.17) ja (5.18) kaksi keskeistd implikaatiota
ovat

E[X; 1 | F
5.20 =
( ) Dbr 1+,

+ COV[mt+1, Xt+1 | ft]
ja

(5.21) Elrig | B =rp— (14 7rp)Covimugr, rigq | Fil -
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1) Hinnoittelukaavan (5.16) seké lausekkeen (5.18) avulla saamme
pe = E[my 1 Xep | F]
= E[Xen | FlE[men | B+ Elmea Xen | Fi] — E[X | FlE[me | F

1
= E[Xt+1 | ft] 1+, + E[mt+1Xt+1 | ft] - E[Xt+1 | ‘E]E[mt-l'l | ft]

_ElXun | A
1 —|— Tf
—E[X 1 | FlEmy | B +Elmg | RE[X g | F
E[Xi 1 | A

R v + E[mt+1Xt+1 — i E[ X | B — Xen Elmyg | F

+ E[mp | FE[X 1 | A ]:t}

_ EXn | A
1 + T’f

_ EXn | A
1+ Ty

miké vastaa implikaatiota (5.20).

+ E[mq1 X | ] — E[my | AE[X 0 | F

+ E[(th —Emy | F) (X — B[ X | B | F

+ Covmyt1, Xev1 | Fi,

2) Lausekkeen (5.18) avulla saamme

Elrig | Rl =rf—1—r+ 1+ E[r4 | F

1
:rf—(1+rf)+(1+rf)1 p” + Elre | F

=71y = (L +rp) + A+ rp)Eme | B+ Elre | F
=rf = (4751 = Elme | F]) + Elrea | F.
Sieventamalld lauseketta (5.17) saamme
1=E[(1 + re)mus | Fe] = Elmeg | B + Elmgarea | A,

jolloin 1 — E[myyq | F| = E[myirir | Fi]. Tamén sekd lausekkeen (5.18) avulla
saamme

1
Elrp [ Al =1 — QT +rp)Emgare | B+ 1+ Tf)l s Elry | Fi
f

( )
=1y — (L+rp)Emearea | B+ (1 +rp)Elmea | FE[rga | F
(L +rp)(Blmaren | F] = Elme | BB | F)
=71 — (L+rp)Elmepreg — meaElrga | F] — rgaElmega | F
+ E[mu | FE[rea | ] | F
=1y — (L+rp)E[(mi1 — Elmea | ) (reen — Elren | F) | F

=Tf— (1+ Tf)COV[th”f’tH | Fi],

miké vastaa implikaatiota (5.21).
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