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Tassd matematiikan pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan kompleksianalyysin kei-
noin polynomikasvuisia kokonaisia funktioita. Polynomikasvuisuus voidaan muotoilla
tarkastelemalla funktion f modulia eli itseisarvoa. Jos funktion f modulia voidaan
arvioida ylhaélta |f(z)] < C|z|", missd C' < oo kaikilla |z| > 1, niin t&lléin poly-
nomi C'|z|™ rajoittaa funktion f modulia, joten funktio f on vilttdmétta enintddn
n-asteinen polynomi.

Funktion f sanotaan olevan kokonainen, jos se on analyyttinen koko komplek-
sitasossa. Funktion f analyyttisyys voidaan késittdd suppenavana potenssisarjana,
jossa ei ole negatiivisia potensseja, avoimessa kiekossa B(zp;7) pisteen zy suhteen.
Kokonaisen analyyttisen funktion f potenssisarjan suppenemisside on dareton.

Tutkielman viisikohtainen péédlause pohjautuu algebran peruslauseeseen, josta jo-
kainen pédlauseen todistettava kohta on johdettavissa. Padlauseen todistuksissa néy-
tetdan ensin, ettd kokonainen analyyttinen funktio f on polynomi, minka jalkeen
muut todistettavat ominaisuudet johdetaan. Algebran peruslause antaa keinon méé-
rittdd n-asteisen polynomin nollakohtien lukumééréin, joka saadaan suoraan poly-
nomin asteluvusta. Tama yksinkertaiselta kuulostava polynomien ominaisuus tuotti
entisaikojen matemaatikoille harmaita hiuksia, kunnes Carl Friedrich Gauss todisti
algebran peruslauseen viitoskirjassaan vuonna 1799. Nykyédan todistuksia algebran
peruslauseelle on useita. Erés erittédin lyhyt todistus pohjautuu Liouvillen lauseeseen,
joka on tdméan tutkielman péa#lauseen erdén kohdan erikoistapaus.

Péélauseen todistuksissa usein tarkastellaan muunnosta g(z) = f(1/z), joka an-
taa keinon tarkastella muunnoksen g napoja. Napa voidaan méiéritelld analyyttisen
funktion potenssisarjan avulla. Navan méaritelman mukaan potenssisarjassa on dérel-
linen madra negatiivisia potensseja. Jos pystytdin ndyttadméén, ettd muunnoksella g
on napa, niin télléin funktio f on polynomi. Tutkielman péédlause siis antaa erilaisia
karakterisaatioita polynomeille.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on laajentaa kirjoittajan ymmaérrystda polyno-
mikasvuisista kokonaisista funktioista ja todistaa viisikohtainen lause, jonka yhten&
erityistapauksena on Liouvillen lause. Polynomikasvuisuus voidaan maéaritelld siten,
ettd tarkastellaan kompleksilukujen jonoa aq, as, as, .... Jono kasvaa polynomisesti jos
ja vain jos on olemassa vakiot C' > 0 ja N € N siten, ettd

la,| < cn,

kaikille n.

Liouvillen lause sanoo, etté jos kokonainen funktio f(z) on rajoitettu, toisin sanoen
on olemassa jokin direllinen vakio M, siten ettd |f(z)| < M kaikilla arvoilla z # oo,
niin funktio f supistuu vakioksi. Tamén lauseen avulla voidaan muun muassa todistaa
tarkeéd algebran peruslause, joka voidaan muotoilla siten, etta n-asteisella polynomilla
on n-kappaletta nollakohtia.

Tutkielmassa todistettavan lauseen ldhtokohtana on algebran peruslause, josta
tutkielman todistettavat lauseet ovat muun muassa johdettavissa. Lauseiden todistuk-
sissa korostuu kompleksiarvoisen kokonaisen funktion f muunnoksen g(z) = f(1/z)
navan tarkastelu origossa, jolloin padstdan ndyttaméan, ettd alkuperiiselld funktiolla
f on potenssisarja, jossa ei ole negatiivisia potensseja lainkaan ja etté positiivisia po-
tensseja on &érellinen méird. Toinen korostuva teema on Cauchyn integraalikaavan
ja Cauchyn estimaatin soveltaminen, kun funktion f modulia arvioidaan ylospéin.
Tutkielman péédlause antaa erilaisia karakterisaatioita kompleksisille polynomeille.

Kompleksiarvoista funktiota f kutsutaan kokonaiseksi, jos se on analyyttinen ko-
ko kompleksitasossa. Analyyttinen funktio on kompleksisesti differentioituva jokaises-
sa kompleksitason C pisteen zg ympéristossa. Lisiaksi kokonainen funktio f voidaan
kirjoittaa suppenevana potenssisarjana pisteen z; suhteen

f(z) = Z%(Z — 2)".

n=0

o, tri-
n=0
gonometriset funktiot sini f(z) = sin(z) = > %22"“ ja kosini f(z) = cos(z) =
n=0
> ((;711))7 22" hyperboliset funktiot f(z) = sinh(z) = > % ja f(z) = cosh(z) =
n=0 n=0

%, kokonaisten funktioiden derivaatat ja integraalit ja Gaussin virhefunktio
. n)!

n=

1



2 JOHDANTO

erfz = Z (n,l(;nzﬂ sekd polynomit f(z) = Z a,z", joita téssd tutkielmas-
sa erltylsestl tarkastellaan Lisdksi muita kokonalsla funktlolta ovat esimerkiksi ko-
konaisten funktioden summat, tulot ja yhdisteet. Tutkielmassa sivutaan muunnok-
sen ¢g(z) = f(1/z) myotd myos meromorfisia funktiota, jotka ovat holomorfisia koko
kompleksitasossa paitsi funktion erikoispisteissé eli navoissa.

Tutkielman alussa taustoitetaan aihetta tarkastelemalla kompleksianalyysin histo-
riaa, jonka jilkeen asetetaan tarvittavat méaaritelmét ja apulauseet ennen varsinaisen
pédlauseen todistamista. Historiaosio perustuu lan Stewartin ja David Tallin teokseen
Complex Analysis (2018). Padlahteiné tutkielmassa kdytettiin teoksia Rolf Busam ja
Eberhard Freitag Complex Analysis (2009), Rolf Nevanlinna ja Veikko Paatero Funk-
tioteoria (1971) ja Lars V. Ahlfors Complex Analysis: An Introduction to the Theory
of Analytic Functions of One Complex Variable (1979). Muut l&hteet tukevat mééri-
telmien ja apulauseiden asettamista seké pédlauseen todistamista.



Kompleksianalyysin historiaa

Kompleksiluvut ovat yksi ihmiskuntaa kiinnostavista matemaattisista aihealueis-
ta. Vuosien ajan kompleksiluvut ovat ihmetyttdneet matemaatikkoja ja filosofeja.
Kompleksiluvut esiintyiviat ensimmaistd kertaa Girolamo Cardanon Ars Magna -
teoksessa. Vasta 300 vuotta myohemmin kompleksiluvut olivat saaneet formaalin
muotoilun, joka tayttdd nykyaikaiset tdsmélliset matemaattiset vaatimukset. Carda-
noa ihmetytti yhtéléryhman

r+y=10
xy =40
eréds ratkaisu
r=5+v—-15
y=>5—+v—15,
silld hén ei osannut tulkita negatiivisen luvun neliGjuurta. Hén havaitsi, ettd tdmén
tyyppiset ratkaisut noudattavat tavallisia algebrallisia laskusdantojé, koska ratkaisu
on helposti tarkastettavissa nédita laskusadntoja kayttden. Cardano kuitenkin suhtau-
tui havaintoonsa vahéttelevasti.

Vaikka kompleksilukujen tdsmélliseen muotoiluun meni kolme vuosisataa, komplek-
sianalyysin raamit saatiin aikaiseksi muutamissa vuosikymmenissa.

Jos kompleksiluvut nousivat historiallisissa teoksissa esiin siella ta#lld, kuten Ars
Magna -teoksessa tai René Descartesin teoksessa La Géometrie, kompleksianalyysin
kehitys on ollut suoraviivaisempaa. Kun kompleksiluvut saatiin muotoiltua tasmaélli-
sesti, tuon aikakauden matemaatikot etsivét kompleksianalyysiin tarkoituksella analo-
gioita reaalianalyysista. Matemaatikot siis olettivat, etté kaikki reaalianalyysin tulok-

set péteviat myos kompleksianalyysissa, joten tarkediksi kysymykseksi muodostuikin
se, miten kompleksiset versiot kdyttaytyvéit ja toimivat. Esimerkiksi integraalin

/ dx
ar?+bxr +c

osamurtokehitelmén tarkastelu johti logaritmin log(—x) tarkasteluun, miké aiheutti
kiistaa John Bernoullin ja Gottfried Leibnizin vililld vuonna 1712. Leibniz vaitti, etta
negatiivisen luvun logaritmi on kompleksinen, kun taas Bernoulli oli varma siité, etté
logaritmi on reaalinen. Leonhard Euler ratkaisi kiistan Leibnizin hyvéksi vasta vuonna
1749 osoittamalla, ettd negatiivisten lukujen logaritmi on kompleksinen. Bernoullin
ja Leibnizin kiistaan liittyen vuonna 1748 Euler johti kuuluisan kaavan

e = cos(f) + isin(f)

ja asettamalla § = 7 saadaan
e = —1
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4 KOMPLEKSIANALYYSIN HISTORIAA

jota pidetddn tyylikkddna yhtalona, jossa térkedt matemaattiset symbolit e, i ja m
sekoittuvat yllattavilla tavalla. Vaikka tdamé kaava kantaakin Eulerin nimeé, Roger
Cotes johti vastaavan kaavan jo vuonna 1714.

Pikkuhiljaa 1700-luvun loppupuolelta alkaen matemaatikot alkoivat ymméartaé
kompleksilukuja ja palaset alkoivat loksahdella kohdilleen. Kompleksilukujen teoria
lumosikin monia matemaatikkoja, mutta ainut mika puuttui, oli tulkinta, joka t&smél-
leen selittéisi nditd kompleksisia kokonaisuuksia. 1797 Caspar Wessel julkaisi tanskak-
si kirjoitelman, jossa hén esitti kompleksiluvut tason pisteind. Tamaé tutkielma pysyi
ldhes sata vuotta matemaattisen yleison tavoittamattomissa kielellisten ongelmien ta-
kia, kunnes tutkielma kaénnettiin ranskaksi. Jean-Robert Argand kirjoitti komplek-
siluvuista tason pisteind itsendisesti vuonna 1806, joten hén onkin saanut kunnian
tastéa esitystavasta. Argandin kirjoitelman ajoista alkaen téaté geometrista esitystapaa
onkin kutsuttu Argandin diagrammiksi.

Eras tédrked kompleksianalyysin pioneeri oli Carl Friedrich Gauss, joka kuuluisas-
sa véitoskirjassaan vuonna 1799 ratkaisi ongelman, joka oli tuottanut matemaati-
koille 1700-luvun alkupuolelta asti harmaita hiuksia. Alun alkaen uskottiin laajalti,
ettd reaalikertoimisen toisen asteen yhtalon ratkaisut johtaisivat uusiin "kompleksi-
lukuihin”, jolloin kompleksisen toisen asteen yhtélon ratkaisut johdattaisivat vield
tuntemattomien lukujen &érelle. Jean d’Alembert viitti, ettd kompleksilukukertoi-
misen yhtalon ratkaisut ovat kompleksisia ja Gauss vahvisti tdmén véitteen todis-
tamalla algebran peruslauseen. Ensin Gauss todisti sen reaalisessa muodossa, mutta
myShemmin hén todisti myds yleisen tapauksen kompleksisille luvuille. Vuonna 1811
Gauss esitti Friedrich Besselille kompleksiluvut tason pisteiné ja vuonna 1831 julkaisi
kompleksiluvuista yksityiskohtaisen teoksen, joka saavutti suuren suosion.

Lihes kolme vuosisataa myhemmin Cardanon kompleksilukujen ensihavainnois-
ta vuonna 1837 William Rowan Hamilton julkaisi mé&&ritelmén kompleksiluvuista
jérjestettyné pisteparina, jolle pétee tietyt laskusddnnot. Viimeistddn taméan jalkeen
kompleksiluvut vakiinnuttivat paikkansa matematiikan tutkimuksessa.

Vaikka kompleksilukujen konsepti vakiintui hitaasti, kompleksianalyysin kehitys
niyttéad olevan suoraviivainen tulos matemaatikkojen halusta yleistaé teorioita. Ana-
logioita haettiin kiivaasti reaalianalyysin puolelta ja uskottiin, ettd kaikki reaaliana-
lyysin tulokset toimisivat automaattisesti kompleksisina versioina. Kiistojakin syntyi,
kuten Bernoullin ja Leibnizin tapaus log(—x) osoittaa. Jélkikédteen katsottuna Ber-
noulli, Leibniz, Euler ja muut tuon aikakauden matemaatikot jattivat jalkia komplek-
sianalyysiin.

Vuonna 1811 Besselille ldhettdmaéssé kirjeessddn Gauss osoitti, ettd hén tiesi teo-
rian kompleksisesta integroinnista, jonka pohjalta kompleksianalyysi on pitkalti ra-
kennettu. Reaalisessa tapauksessa, kun integroidaan funktiota f yli vélin [a, b] saa-
daan yksikasitteinen integraali. Kompleksisessa tapauksessa luvut a ja b ovat komplek-
sitason pisteitd, joten on valttaméatonta madrittad tdsméllinen polku pisteestd a pis-
teeseen b ja integroida pitkin tétéd polkua. Téstd matemaatikkojen keskuudessa nousi-
kin esiin kysymys: riippuuko integraalin arvo valitusta polusta? Gaussin kerrotaan
sanoneen:

Vakuutan, etti integraalilla [ f(x)dx on vain yksi arvo riippumatta polusta, silli
edellytykselld, etta funktio ei tule ddrettomdksi suljetulla polulla. Tdmd on erittdin
kaunis lause, jonka todistuksen annan sopivalla hetkelld.”
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Tata hetked ei koskaan tullut. Kuitenkin vuonna 1825 muuan Augustin-Louis
Cauchy julkaisi todistuksen télle Gaussin asettamalle viitteelle, jolle hdn sai nime&dén
kantavan lauseen, jota kutsutaan Cauchyn integraalikaavaksi. Tamén jalkeen Cauchy
saikin paljon huomiota ja kompleksianalyysin voidaan katsoa alkaneen. Cauchyn an-
siosta kompleksianalyysin perusideoita putkahteli esiin jatkuvasti. Esimerkiksi jotta
kompleksinen funktio f olisi differentioituva, funktion f(x 4+ iy) reaaliosan u(zx,y) ja
imaginaariosan iv(x,y) tdytyy toteuttaa Cauchy-Riemannin yhtalot

(9u_(%
dr  dy
8u7 ov
dy Oz

Cauchy naytti myos muita differentioituvan funktion kéyraintegraalien ominai-
suuksia. Jos funktiolle lasketaan kayrdintegraali sellaisen pisteen ympéri, jossa funk-
tiota ei ole madritelty, niin Cauchy naytti, miten téllaisen funktion integraali laske-
taan. Tata tapaa kutsutaan Residy-lauseeksi. Integraalin laskeminen Residy-lauseella
vaatii ainoastaan funktion residyn jokaisessa erikoispisteesséd ja tiedon siité, kuinka
monta kertaa polku pyorahtad tdmén erikoispisteen ympéri.

Potenssisarjoista tuli tdrkeéd osa kompleksianalyysin teoriaa. Pierre-Alphonse Lau-
rent esitti vuonna 1843 Laurentin-sarjan, jossa on mukana negatiivisia potensseja.
Funktion f Laurentin-sarja voidaan ilmaista erikoispisteen z; suhteen kehitettyna
kahden potenssisarjan summana

f(z)=ap+a1(z—2)+ ... +an(z—20)"+ ...+ bi(z—20) + ... +b(2—20)"+ ...

Funktion f residy pisteessd z = 2y on ylld olevan esityksen vakio b;. Residy-lauseen
kehittdminen on mahdollistanut monien hankalienkin integraalien laskemisen.

Cauchyn méadritelmét esimerkiksi jatkuvuudelle, raja-arvolle ja derivaatalle perus-
tuivat infinitesimaaleihin, miké tarkoittaa niin pientéd yksikkod, ettéd sitéd ei kaytéan-
nossé voi mitata. Vaikka Cauchyn infinitesimaaleihin pohjautuvat teoriat joutuivat
huonoon maineeseen epamadraisyyksienséa takia 1800-luvun loppupuolella, niin ny-
kya#dn uusia teorioita nousee infinitesimaalien pohjalta. Puolestaan tdsmaélliset méaa-
ritelmét muun muassa jatkuvuudelle, raja-arvolle ja derivaatalle antoi Karl Weier-
strass. Hén perusti ndkokulmansa potenssisarjoille. Weierstrass kaytti méaaritelmis-
sdan epsilon-delta-menetelméé, mutta hénelld oli julkaisuissaan geometrisia puuttei-
ta. Taméan puutteen korvasi Bernhard Riemann vuonna 1851 Riemannin pinnoilla,
jotka esittdvat moniarvoisen funktion jakamalla kompleksitason moniin kerroksiin,
joissa funktion on yksiarvoinen.

Kompleksianalyysia on kehitetty Riemannin ajoista ldhtien ja monia kauaskantai-
sia ideoita ja teorioita luodaan edelleen. Cauchyn fundamentaalit ajatukset komplek-
sianalyysista ovat séilyneet ja jalostuneet, mitd hienoimmiksi teorioiksi ja kdyténnon
sovellutuksiksi. Cardanon ajoista, jolloin kompleksilukujen kuvailu oli vaikeaa, ol-
laan péésty erilaisiin sovellutuksiin aerodynamiikan, virtausmekaniikan, elekroniikan
ja monilla muilla aloilla. Kompleksianalyysin saralla on monia mielenkiintoisia tut-
kimuskohteita, kuten moduuliset funktiot, kompleksiset monistot, edelleen ratkaise-
maton Riemannin hypoteesi ja esimerkiksi kompleksiset dynaamiset systeemit, mista
padstddn merkittavien fraktaalien, kuten Julian ja Mandelbrotin joukkojen tarkaste-
luun.






LUKU 1
Miaritelmia

1.1. Kompleksitaso

Kompleksitaso C voidaan ajatella karteesisena koordinaatistona, miké koostuu
kompleksiluvuista z. Ne voidaan mééritelld jarjestettyind pistepareina z = (z,y). Re-
aaliluvut R sijaitsevat x-akselilla ja y-akseli eli imaginaariakseli koostuu imaginaari-
luvuista. Toisin sanoen jokainen kompleksiluku z voidaan esittdd muodossa

z=x+1y,

missd ¢ on imaginaariyksikko.

Kompleksiluvun reaaliosaa merkitddn Re(z) = x ja imaginaariosaa Im(z) = y.
Esimerkiksi luvut z = 1 = (1,0) ja z = i = (0, 1) voidaan esittédé kompleksitason C
pisteind

0.0+ - e - Re

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

Kompleksiluvulla z = x + iy on olemassa kompleksikonjugaatti, joka on luku
z = x — 1y. Kompleksikonjugaatti voidaan ajatella pisteen z peilikuvana x-akselin
suhteen.

Kompleksiluvun z = = + iy moduli eli itseisarvo on luku |z| = y/22 + y2. Moduli
vastaa siis vektorin (z,y) euklidista normia. Moduli |z| kertoo pisteen z etdisyyden
origosta. Esimerkiksi kompleksitason C yksikkoympyrdd merkitddn |z| = 1.

Kompleksiluvuille z ja w pétee reaalianalyysista tuttu kolmioepayhtilo

|2+ w] < 2] + |w].
7



8 1. MAARITELMIA

Lisdksi kompleksilukujen joukko C muodostaa kunnan eli kompleksilukujen las-
kutoimitukset ovat kommutatiivisia, assosiatiivisia ja distributiivisia sekd kompleksi-
luvuilla on olemassa yhteen- ja vdhennyslaskun neutraalialkiot sekéd vasta- ja kain-
teisluvut.

1.2. Kompleksinen derivaatta

Olkoot funktio f: G — C annettu funktio, missé G on avoin ja zg € C. Funktion
f sanotaan olevan kompleksisesti differentioituva pisteessa 2y, jos raja-arvo

1o 1) = 1(z0)
220 zZ— 20

on olemassa.
Holomorfiset funktiot mééaritelldadn kompleksisen derivaatan avulla.

1.3. Holomorfinen funktio

Funktiota f kutsutaan holomorfiseksi, jos funktiolla f on kompleksinen derivaatta
avoimen joukon G jokaisessa pisteessi.

Kirjallisuudessa holomorfisuus ja seuraavaksi médariteltdva analyyttisyys asetetaan
usein tarkoittamaan samaa asiaa.

1.4. Analyyttinen funktio

Olkoot G C C avoin ja funktio f: G — C. Funktio f on analyyttinen, jos jokaiselle
2o € G on olemassa r > 0 siten, ettd B(zo;7) C G ja funktiolla f on esitys kiekossa
B(zp; ) suppenevana potenssisarjana

f(z) = iak(z — 20)F, missi ay, = %.

Lokaalisti avoimessa joukossa B holomorfisuus ja analyyttisyys tarkoittavat samaa
asiaa. Toisin sanoen ne toteuttavat Cauchy-Riemannin yhtalét, mika on ehto komplek-
siselle differentioituvuudelle.

1.5. Cauchy-Riemannin yht#lot
Olkoot funktio f differentioituva pisteessi z = x + iy ja f(z) = f(x +iy) =
u(z,y)+iv(z,y), missd z, y, u(z,y) ja v(z,y) ovat reaalisia. Talloin osittaisderivaatat
ou Ov Ou ., Ov
oz’ oz’ 6_y Ja 8_y’
ovat olemassa pisteessd z ja
ou Ov Ju ov
or —0x’dy Oy
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1.6. Kokonainen funktio

Funktion f sanotaan olevan kokonainen, jos se on analyyttinen koko kompleksi-
tasossa.

Kokonaisen funktion f potenssisarjaesityksessé ei siis ole yhtddn negatiivista potens-
sia. Kuitenkin todistuksia helpottamaan tarvitaan sarjoja, joissa néitd negatiivisia
potensseja esiintyy.

1.7. Laurentin sarja

Laurentin sarja on pisteen zy suhteen on muotoa

o0
E an2"”

n=—oo

oleva kaksoissarja.

Laurentin sarjassa voi negatiivisia potensseja esiintyd kolmella eri tavalla: niita ei
ole ollenkaan, niitd on ddrellinen tai ddreton mééra. Negatiivisia potensseja tarkaste-
lemalla voidaan tutkia analyyttisen funktion f erikoispisteité.

1.8. Erikoispisteet

Olkoon G C C avoin joukko ja f : G — C analyyttinen funktio. Olkoon z; pis-
te, jolle on voimassa zy ¢ G, mutta jollekin r > 0 punkteerattu kiekko B*(zg;7) =
B(zo;7) \ {20} C G. Tallaista pistettd zo kutsutaan funktion f eristetyksi erikoispis-
teeksi.

Lisiksi sanotaan, etté funktio f on analyyttinen joukossa G’ := GUFE lukuunotta-
matta eristettyja erikoispisteité, jos eristettyjen erikoispisteiden joukolla E ei ole ka-
sautumispistettd zy € C siten, ettd jollekin » > 0 on B*(2;7) = B(z0;7) \ {20} C G.
Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste zy. Valitaan r > 0 siten, ettd funktio f on
analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zo; 7). Funktiolla f on esitys punkteeratussa
kiekossa B*(zp;r) suppenevana Laurentin sarjana

[e.o]

f(z) = Z an(z — z0)".

n=-—o00
Erikoispisteet voidaan luokitella Laurentin sarjan avulla: Piste z5 on funktion f

e poistuva erikoispiste, jos a, = 0 kaikille n < 0
e napa, jos a, # 0 vain darellisen monelle n < 0 ja jokin a, # 0,n <0
e oleellinen erikoispiste, jos a, # 0 ddrettoméan monelle n < 0.

Tamén tutkielman pé#lauseen todistuksissa usein tarkastellaan funktioiden napoja.

Esimerkiksi funktiolla f(z) = ' on kaksi yksinkertaista napaa pisteissi z = i ja

z = —i. Navat on merkitty alla olevaan kuvaan punaisilla rasteilla.
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Im(z)

10w

1.0%
Funktion f navalla voi olla monikerta. Esimerkiksi funktiolla f(z) = % on kol-
minkertainen napa origossa.

1.9. Navan kertaluku

Olkoon zg funktion f napa ja

o0

f) =3 auz— o)

n=—oo

funktion f esitys Laurentin sarjana pisteen z; suhteen.
Talloin luku

k:=—min{n € Z | a, # 0}
on navan z, kertaluku.
Paidlauseen todistuksissa tarkastellaan monesti muunnoksen ¢g(z) = f(1/z) napo-

ja. Tastd saadaan mielenkiintoinen yhteys analyyttisen funktion f nollakohtien ja
muunnoksen g napojen vilille.

1.10. Analyyttisen funktion nollakohdan kertaluku

Olkoot funktio f analyyttinen avoimessa joukossa G ja zgp € G. Jos f(zy) = 0 ja
f(2) =0, jossakin pisteen zy, ymparistossi, luku

k:=min{k € N: f®(z) # 0}

on nollakohdan zy kertaluku.
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1.11. Ké&yridintegraali

Olkoot G C C avoin, f: G — C jatkuva funktio ja «a: [a,b] — C jatkuvasti
differentioituva kayré, jolle péatee a([a, b)) C G. Talloin integraalia

# 16 dz—/f

kutsutaan funktion f kéyraintegraaliksi pitkin kdyraé a.
Huom. Kéyriintegraalin arvo ei riipu kidyrdn parametrisaatiosta. Analyyttisen
funktion kéyréintegraali pitkin suljettua kayraéd on 0.

Seuraavasta méaritelméstéd saadaan holomorfisen funktion Laurentin sarjalle tdsmél-
lisempi médritelmé renkaassa a < |z — zp| < b, missd 0 < a < b < 0.

1.12. Holomorfisen funktion esitys Laurentin sarjana
Oletetaan, ettd 0 < a < b < co. Olkoon funktio f holomorfinen renkaassa
D := A(zp;a,b) ={z € C:a < |z — 2| < b}.
Talloin on olemassa holomorfiset funktiot
g: B(0;0) — C ja h: B(0; %) —C
siten, ettd h(0) =0 ja

f(z)=g(z—2) + h(;) kaikille z € C.

(z — 20)
Funktiolla f on Laurentin sarja
f(2) =Y anlz—2)",
missa .
S S S (S R
2mi J (¢ — zp)"t!

ja at) =2+ re, kun t € [0,27] ja a < r < b.






LUKU 2

Apulauseet

2.1. Riemannin jatkolause

Bernhard Riemannin mukaan nimetty jatkolause yhdistda funktion f poistuvan
erikoispisteen ja funktion rajoittuneisuuteen punkteeratussa kiekossa B*(zg; 1) erikois-
pisteen zq ldheisyydesséd. Tata tietoa tarvitaan, kun tarkastellaan funktion f napaa
pisteessa zg.

Olkoon zy funktion f eristetty erikoispiste. Télloin seuraavat ehdot ovat kesken&dén
yhtéapitavia:

e Piste zy on poistuva erikoispiste.

e On olemassa r > 0 s.e. f on rajoitettu punkteeratussa kiekossa B*(zo; ).

e On voimassa lim,,, (2 — 2) f(2) = 0.

TODISTUS. Katso todistus (Rudin, 210). Todistus pohjautuu vastaoletukseen, etta

funktio f ei ole rajoitettu sekéd apufunktion g(z) = m tarkasteluun punkteeratus-

sa kiekossa B*(zo; 7).

Kuten edellinen lause, Riemannin jatkolause 2.1, seuraavaakin lausetta tarvitsemme
funktion f navan etsimiseen.

2.2. Analyyttisyys punkteeratussa kiekossa

Olkoot k € Z, ja [ analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zq;r). Télloin zg
on funktion f kertalukua k oleva napa, jos ja vain jos on olemassa kiekossa B(z;r)
analyyttinen funktio g siten, etta

kaikille z € B*(20;7), ja g(20) # 0.

TODISTUS. Olkoon z; funktion f kertalukua % oleva napa. T&ll6in funktion f Lau-
rentin sarja pisteen zp ympéaristossa on muotoa

[e.9]

fz)=) anlz —z)",

n=—~k

missd a_j # 0. Asetetaan
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Koska funktion f Laurentin sarja pisteen z, suhteen suppenee kaikille z € B*(zg;7),
suppenee funktion g méarittelemé sarja kaikille z € B(zp;r). Funktiolle f saadaan
nyt vaadittu esitys, silld g(z9) = a_x # 0 ja

f(z) = Z an(z—20)" = (2 — 20)~ Z k(z—20) = (2 — 20)9(2).

Oletetaan nyt, ettd funktiolla f on esitys f (z) = (Zg_(jg)k, missd g(zg) # 0. Koska

funktio ¢ on analyyttinen kiekossa B(zg;r), on

= Z bn(z — zo)"
n=0

Pisteessd zg funktio g saa arvon

0) = an(zo - Zo)n = by 7é 0,
n=0
joten

f(z) =(z—2) kZb (z — 2)" an+kz—zo

n=—k
Saatu sarja on Laurentin sarja plsteen 2o suhteen. Navan mééritelmén 1.9 mukaan
piste zy on funktion f kertalukua k oleva napa.

Padlauseen ensimmaéisessi kohdassa (i) tarkastellaan muunnoksen g(z) = f(1/2) na-
paa origossa. Seuraava lause antaa keinon navan méarittdmiseen pisteessi zg.

2.3. Napa pisteessi z,
Olkoon zy funktion f eristetty erikoispiste. Jos lim |f(z)| = oo, on piste z, funk-
Z—20

tion f napa.

TODISTUS. Asetetaan h(z) = f( -

B(zo;7), joten Riemannin jatkolauseen 2.1 nojalla piste zy on funktiolle h poistuva
erikoispiste. Liséksi |h(z9)| = lim |h(z)| = 0. Funktio ei voi hévitd, joten jos sen
Z—rZ0

Télloin funktio h on rajoitettu jossain kiekossa

Taylorin sarja pisteen zy suhteen on

= Z bn(z — 20)",
n=0

on by = 0, mutta jokin b, # 0. Olkoot k = min{n € Z, | b, # 0} ja
1
9(2) = == 2
> im0 bjsk(z — 20)7

Télloin g(zo) = i # 0 ja
o Lo 1 __9(?)
I = e = e S bl — )~ (2~ )"

Talloin lauseen 2.2 nojalla piste zp on funktion f kertalukua k oleva napa.
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Kokonaisella funktiolla on mukavia ominaisuuksia, kuten seuraava lause osoittaa.

2.4. Oleellinen erikoispiste tai polynomi

Olkoon f : C — C kokonainen funktio. T&lloin funktiolla

g9(z) == f (%)

on origossa oleellinen erikoispiste tai f on polynomi.

TODISTUS. Oletetaan, ettd funktio f ei ole polynomi. Télloin funktion f Taylo-
rin sarja origon suhteen on muotoa

) =Y an

missi a, # 0 ddrettéméan monelle n € N. Télloin funktiolla g on Laurentin sarja

g(z) = bz ",
n=0

missd b_,, = a,. Koska b_, # 0 ddrettomédn monelle n € N, on origo oleellinen
erikoispiste.

2.5. Avoimen kuvauksen lause
Jos funktio f on ei-vakio analyyttinen funktio avoimessa joukossa D, niin f(D)

on avoin.

TODISTUS. Katso todistus (Busam & Freitag, 128), joka perustuu kiinnitetyn pis-
teen a € D ja muunnoksen f(z) = z"h(z) n. juuren tarkasteluun.

Maksimiperiaate ja sen seuraus mahdollistavat funktion f modulin tutkimisen ha-
lutussa joukossa.

2.6. Maksimiperiaate

Olkoot D C C alue ja funktio f: D — C holomorfinen. Jos on olemassa zy € D
siten, ettd |f(2)| < |f(20)] = M kaikille z € D, niin f on vakio.

TODISTUS. Lauseesta 2.5 saadaan, ettd piste f(a) on alueen f(D) sisépiste jos
funktio f on ei-vakio. Talloin jokaisessa pisteen f(a) ympéristossi on pisteitd f(z),
kun z € D, mille |f(2)] > |f(a)].

2.7. Seuraus maksimiperiaatteesta

Olkoot D C C rajoitettu joukko ja f: E_—) C jatkuva funktio, joka on holomorfi-
nen joukossa D. Télloin on olemassa zy € D siten, ettd |f(z)| < |f(z20)] = M kaikille
D.

TODISTUS. Joukon D ollessa kompakti ja epityhjd jatkuva funktio | f(2)| saavuttaa
maksiminsa jossain joukon D pisteesséi zg. Jos piste 2y ei ole joukon D reunalla, t&lloin
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lauseen 2.6 mukaan funktio f on vakio, joten |f(z)| saavuttaa maksiminsa jokaisessa
joukon D pisteessa.

Fubinin lause antaa keinon palauttaa kaksiulotteinen integraali yksiulotteisen inte-
graalin laskemiseksi. Lisdksi Fubinin lause mahdollistaa integrointijarjestyksen vaih-
tamisen.

2.8. Fubinin lause

Jos funktio f: [a, [c,d] — C on jatkuva funktio, niin
// fxydxdy—/ /fxydydx

TODISTUS. Katso todistuksen tarkemmat yksityiskohdat (Rudin, 164). Todistus
perustuu mittateoriaan.

Picardin suuri lause on nimetty ranskalaisen Emile Picardin mukaan. Picardin suuren
lauseen erikoistapaus on Picardin pieni lause, jonka mukaan jos funktio f on ei-vakio
ja kokonainen, niin funktio f saavuttaa kaikki arvot mahdollisesti yhta poikkeusta
lukuunottamatta.

2.9. Picardin suuri lause

Olkoon funktio f: D(a,r)\ {a} — C holomorfinen ja piste a oleellinen erikoispis-
te. Télloin funktio f saa kaikki &érelliset arvot yhtéd poikkeusta lukuunottamatta.

TODISTUS. Katso todistuksen yksityiskohdat (Ahlfors, 307). Todistus perustuu mo-
dulaarisiin funktioihin.

Augustin-Louis Cauchyn nimeé kantava integraalikaava on yksi tdrkeimmistd komplek-
sianalyysin kaavoista. Sen avulla voidaan laskea erilaisia kompleksifunktioden inte-
graaleja.

2.10. Cauchyn integraalikaava
Olkoon funktio f
f: D— C,D c C avoin,

analyyttinen funktio. Oletetaan, etti suljettu kiekko B(zo;7), missd r > 0, sisiltyy
kokonaisuudessaan alueeseen D. Tilloin jokaiselle pisteelle z € B(zo;r) pétee

" omi W C—2 7
missd « on suljettu kédyra

aft) = zp+re™, 0 <t < 2m.
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TODISTUS. Katso todistuksen yksityiskohdat (Busam & Freitag, 94). Todistus pe-

rustuu joukon B kompaktiuteen ja Cauchyn integraalilauseeseen tahtiméisille alueille.
Lause kertoo erityisesti sen, ettd kiekon B sisélla olevat funktion f arvot médri-

tellddn kiekon B reunalla. Seuraava lause on yleistys Cauchyn integraalikaavalle.

2.11. Cauchyn integraalikaava derivaatoille
Olkoot oletukset kuten Cauchyn integraalikaavassa ylla 2.10, ja lisdksi £k € N.
Talloin

f®(2) = Qk_W'z f{ %d{, kaikille z € B.

TODISTUS. Voidaan todistaa induktiolla (Busam & Freitag, 96).
Cauchyn estimaatin avulla voidaan helposti arvioida holomorfista funktiota.

2.12. Cauchyn estimaatti

Olkoon funktio f holomorfinen kiekossa B := B(zp;r). Jos |f(z)] < M kaikille
z € B, on

kM
FP ) < =5 kaikille k € Zy.

TODISTUS. Cauchyn integraalikaavasta derivaatoille 2.11 saadaan

1961 =g § L | < o] f [y | €

RO

= 2n P e 2y
k! M

<& § i
BOM KM

T okl = rk

0O

Algebran peruslause antaa keinon tarkastella yhtdlon P(z) = 0 juurien lukumé&&réa.
Sille on annettu monia erilaisia todistuksia, mutta yksinkertaisin lienee Liouvillen
lauseeseen pohjautuva.

2.13. Algebran peruslause
Jokaisella n-asteisella polynomilla
P(z) = ap+ a1z + az* + -+ + a,2" (a, #0)

on vahintdan yksi nollakohta. T&ll6in on olemassa vahintédédn yksi piste zq siten, etta
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TODISTUS. Katso tarkempi Liouvillen lauseeseen pohjautuva todistus (Brown &
Churchill, 166). Idea on tarkastella muunnosta

p(2) =ag+arz+ ... +ap2" < 27"p(2) = ap + ... F a1z Fagz ™,
kun |z| — oc.

lakohtia on kertaluku huomioiden tasan n-kappaletta (Brown & Churchill, 167).



LUKU 3

Kompleksiset polynomit

Tamén tutkielman pédlause antaa karakterisaatioita kompleksisille polynomeille.
Kompleksiset polynomit ovat analyyttisia eli niilld on olemassa suppeneva potens-
sisarjaesitys koko kompleksitasossa. Paddlauseen todistuksissa nédytetddn usein ensin,
ettd kokonainen analyyttinen funktio f on polynomi, mistéd pédlauseen kohdat seuraa-
vat. Tama todistustapa onkin kiintoisa valinta, kun halutaan nédyttéaé, ettd komplek-
sisella polynomifunktiolla f todellakin on kohtien (i)-(iv) ominaisuudet. Muotoillaan
tutkielman péailause seuraavasti ja todistetaan kohdat (i)-(v):

Olkoon funktio f kokonainen analyyttinen funktio. T&lloin seuraavat ehdot ovat yh-
tapitavia:
() lim [£(2)] = o0
(ii) Loytyy C < oo ja k € N siten, etta
|£(2)] < C|z|* kaikille z, joille |2| > 1

(iii) Loytyy m € N ja M < oo siten, ettd
/ |f'(2)|[dA < Mr™ kaikille r > 1
B(0,r)
(iv) Loytyy N € N siten, ettd jokaiselle w € C yhtalolla f(z) = w on enintdén N
ratkaisua
(v) f on polynomi.

TODISTUS.

Kohta (v)—(i). Kokonaisen analyyttisen funktion ollessa N-asteinen polynomi,
voidaan funktio f kirjoittaa origokeskisené potenssisarjana

N
(31) f(Z) = Zanzn = CLOZN+CL12N_1+"'+CLN7
n=0
missd kertoimet ag, aq,... , ay ovat kompleksilukuja, N € N ja lisdksi ag # 0.

Tutkitaan seuraavaksi funktion f kiyttaytymistéd, kun |z| — oo. Edellisen kohdan
(3.1) lauseke voidaan kirjoittaa muodossa

a an
f2)=2"(ao+— ++ ).

19
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Kun otetaan itseisarvot molemmin puolin lauseketta, saadaan
a an
£ =120+ 2 4o S

Nyt, kun |z| = oo jalkimmaéinen termi |(ag+ %+ - -+ 4)| ldhestyy arvoa aq ja termi
|2V | kasvaa rajatta, saadaan raja-arvoksi lim |f(z)| = oo.
Z—00

Jatkohuomiona kohdasta (3.1) saadaan

lim ‘Lﬁ) =ag # 0,
z—00 | Z

miké tarkoittaa sité, ettd funktiolla f on ddrettomyydessd N-kertainen dédrettomyys-
kohta eli N:nnen kertaluvun napa lauseen 2.3 mukaan. Tamé tarkoittaa sitd, ettd
funktio f saa arvon oo N kertaa.

Kohta (i)—(v)—(ii). Naytetddn ensin kohta (i)—(v), ettd kun
lim [f(2)] = oo

on funktio f polynomi. Tarkastellaan muunnosta g(z) = f(1). Télloin lauseen 2.3
mukaan funktiolla g on napa pisteessd z = 0. Tama tarkoittaa sitd, ettd funktion g
muodostamassa sarjassa kertoimia a, on vain &ddrellinen ma#ra. Toisin sanoen sar-
jassa g(z) = Zgz_n apz* on direllinen miiri termeji, joten myos funktiolla f(2)
on a#rellinen méara termejéa. Talloin funktio f on polynomi, joka voidaan kirjoittaa
sarjana

k
f(z) = Z a,z", missi a, # 0.

n=0

Téstéd paastiadn todistamaan kohta (v)—(ii). Tarkastellaan normia | f(z)[, kun |z| > 1.
Kolmioepéayhtédlon nojalla

k

E an2"

n=0

k

<2 lan"|
n=0

= laol + laallz] + ... + lall2l"

< ao||2|" + |a1||2|* + ... + |ax||2|"
= |2l*(Jao| + laa| + ... + |ax])

= Cl2[",

1f(2)| =

joten 16ydettiin luvut C' < oo ja k € N siten, ettd
f(2)] < Clz]".
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Kohta (ii)—(v)—(iii). Néytetaéin ensin kohta (ii)—(v) eli, ettd kokonainen funk-
tio f on kohdan (ii) mukaan polynomi.

Funktio f on kokonainen, joten silla on olemassa origokeskinen suppeneva potens-
sisarja

(3.2) f(z) = Zakzk.

Oletuksesta |f(z)| < C|z|™, kun |z| > 1, saadaan Cauchyn estimaatille 2.12 ar-
vioksi

EIC|z|™
fO() < ——.
r
Jos asetetaan |z| = r, K > n ja r — oo, saadaan Cauchyn estimaatille 2.12
arvoksi |f¥)(z)| = 0. Tami tarkoittaa siti, ettd kaikki derivaatat, joiden kertaluku

on suurempaa kuin n, havidvit. Talloin sarjassa 3.2 on enintddn n termii, joten
funktio f on enintddn n-asteinen polynomi.

Todistetaan sitten kohta (v)—(iii). Tarkastellaan polynomin f derivaattaa, kun
|z| > 1:

/(=) =

% Zakzk =

k=0

n
5 kayz"1
k=0

ja otetaan téstd integraali pinta-alan suhteen:

27 r
/ |f'(2)|dA < / Coalz|" A = C, 4 / / |se®|" L sdsdf
B(0,r) B(0,r) 0 0

27 r
=Ch1 / / |s|"dsdb
o Jo

2m
= C"_l/ r"ttde
0

n
< Z |kak2k_1| < Cn—1|Z’n_17
k=0

n+1
— Cn—l ) 27Trn+1
n+1
Kun asetetaan C"n*—if” = M jan+ 1= m saadaan

/ |/ (2)|dA < Mr™ kun r > 1.
B(0,r)

Kohta (iii)—(v)—(iv). Néytetddn ensin, ettd kokonainen funktio f on polynomi,
kohta (iii)—(v), arvioimalla asetusta |g(z)| = | f'(z)| Cauchyn integraalikaavalla 2.10.
Olkoon lisiiksi o umpinainen origokeskinen tie a(t) = Re®, missi 0 < t < 27 ja
R > 1. Kéyriintegraalin mééritelmén 1.11 nojalla saadaan
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1 [ t
_/ g(af ))a,(t)dt‘
0

9(2) | _
l9(2)] = 27m/ z dz‘ | 2mi a(t)
gl i o
<5 [ Eainetin< [ laa()a

Integroidaan saatu arvio molemmilta puolilta sidteen r suhteen yli vélin s < r < 2s

2s 2s 2w
/ z)|dr < / / t))|dtdr ,jolloin
slg(2)| < / / t))|dtdr.

Fubinin lauseen 2.8 nojalla oikealla puolella on integraali pinta-alan suhteen, joten
funktiolla g eli funktion f derivaatalla on sama kasvunopeus kuin kohdassa (iii)

s|f(2)] < Ms™.
Jos asetetaan s = |z|, saadaan ylla olevasta
(3:3) 21 ()] < Mz[™

Integroimalla epayhtélod 3.3 molemmilta puolilta muuttujan z suhteen, saadaan funk-
tion f kasvunopeudeksi

|f(2)| < Clzl",

joten kohdan (ii) nojalla funktio f on polynomi.

Néytetaén sitten kohta (v)—(iv). Tarkastellaan nyt yhtdlod f(z) = w. Merkitéén
h(z) = f(z) — w, missd funktio A on n-asteinen polynomi, kuten funktio f. Funktion
h nollakohdissa siis pétee f(z) = w. Algebran peruslauseen 2.13 mukaan polynomilla
h on n nollakohtaa, joten yhtalolld f(z) = w on n ratkaisua.

Kohta (iv)—(v). Oletetaan, ettd yhtdlolla f(z) = w on N ratkaisua. Oletetaan
lisiiksi, etté funktio f ei ole polynomi. Tarkastellaan muunnosta g(z) = f(2). Muun-
noksella g on lauseen 2.4 mukaan origossa oleellinen erikoispiste. Talloin Picardin
suuren lauseen 2.9 mukaan muunnos g saa origon ympéristossi kaikki dérelliset d&-
rettoméan monta kertaa yhtéd pistettd lukuunottamatta. Toisin sanoen jokainen arvo
f(z) = w saavutetaan yhtd poikkeusta lukuunottamatta dérettomén monta kertaa.
Oletuksessa oli kuitenkin maininta, ettd jokaisella w € C on enintdéin N € N ratkai-
sua, joten funktio f on oltava polynomi.
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3.1. Seuraus

Todistetusta lauseesta saadaan seuraavanlainen seuraus:
Jos f: C — Q on konformikuvaus, niin Q2 = C ja f(z) = az + b, joillekin a,b € C.

TODISTUS. Funktion f ollessa konformikuvaus ja kokonainen, péddlauseen kohdasta
(iv) ehdolla N = 1 saadaan, ettd funktio f on polynomi. Talloin © = C. Yhtélolla
f(2) = w on siis yksi ratkaisu. Tarkastellaan polynomin h(z) = f(z) — w nollakohtia.
Koska luku N = 1, polynomilla A on yksi nollakohta algebran peruslauseen mukaan,
missd f(z) = w. Talloin funktio f on ensimméisen asteen polynomi, joten se voidaan
kirjoittaa muodossa f(z) = az + b, missd a # 0 ja b € C.
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