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1. JOHDANTO

Diskreetin matematiikan tuloksista Kuratowskin lause on vahva tyokalu luoda ja tar-
kastella tasoverkkoja ja niiden osia. Lauseen yksinkertaisuudessa piilee kuitenkin hanka-
la todistus, jonka toteutukseen tarvitaan tarkat méaritelmét ja apulauseet. Todistuk-
sen ensimmadisessd suunnassa tarkastellaan Kuratowskin verkkoja K33 ja K5 Eulerin
kaavan avulla ja todetaan, ettd kumpikaan verkoista ei ole tasoverkko. Toista suuntaa
todistettaessa méaaritelmia ja lauseita tarvitaan enemmén. Kuratowskin lauseen tarkka
késittely vaatii melko paljon esitietoja verkkoteorian perusteista. Kuratowskin lauseen
madrittelyyn vaadittavat esitiedot kdydéadn lapi tutkielman luvuissa 2—4. Luvut 5 ja
6 késittelevit tarkempia tuloksia ja tekniikoita. Aloitetaan verkkojen ja niiden ominai-
suuksien madgritelemisella.

2. VERKOT

Diskreetisséd matematiikassa verkoksi kutsutaan kérjistd ja niiden vélisistd sivuista
muodostuvia joukkoja. Verkon tasoesitykseksi kutsutaan verkon esittdmista piirtamaélla
sen kérjet ja sivut tasoon. Luku pohjautuu luentomonisteeseen [2].

Maéaritelmé 2.1 (Verkko). Olkoon V' epétyhja dérellinen joukko ja E kokoelma joukon
V' alkiopareja. Télloin paria

G=(V,E)
kutsutaan wverkoks: tai graafiksi. Joukon V' alkioita kutsutaan kdrjiksi ja joukon E

alkioita kutsutaan sivuiksi. Jos sama sivu ei sisélly verkkoon useamman kerran, eiki
verkossa esiinny silmukoita eli muotoa

{v,v} € E, jollekin v eV,
olevia sivuja, niin verkkoa kutsutaan yksinkertaiseksi.

Maaritelméa 2.2 (Aliverkot). Verkko Gy = (V4, Ey) on verkon G = (V, E), aliverkko
josViCcVijaFEk CFE

Verkon kévelyksi kutsutaan sellaista kérjistd muodostuvaa jonoa, jossa perikkiisten
kérkien vélilla on sivu. Polku on sellainen kévely, joka siséltdé jokaisen kévelyn kéarjen
tasan yhden kerran.

Maaritelméa 2.3 (Kévelyt ja polut). Verkon G = (V, E) kdvely on sellainen jono

(Uinviz? s 7Uim)
verkon G kérkié, jossa perdakkéisten kéirkien valilta 16ytyy sivu. Kévelyéa kutsutaan
(1) suljetuksi, jos sen ensimmaéinen kirki on sama kuin sen viimeinen kérki.

(2) poluksi, jos sen jokainen kérki esiintyy kavelyssd yhden kerran. Polkua kérjesté
v kdrkeen w merkitdan jatkossa v — w.

(3) triviaaliksi, jos se sisiltdd vain yhden kérjen.
Karkien ug ja u, vélisen kdvelyn K = (uq, u1, us, . .., u,) pituus on

O(ug, Uy, ug, . .., Uy) = n.



3

Yhteniisen verkon kahden kérjen v ja v vélinen lyhin mahdollinen etéisyys méaritellaan
asettamalla
d(v,w) =min{l¢(P),Pon v —w polku}

Maéritelméa 2.4 (Alikdvely). Verkon G kévelyn

(UZ’I,’UZ'Q, e 7Uin)

alikdvelylli tarkoitetaan kévelya

('Uik,’UikJrl, Ce ,'Ul'm),

missd 1 < k <m <n.

Maaritelma 2.5 (Kierros). Suljettu kévely on kierros, jos sen ensimméinen ja viimei-
nen kéarki ovat sama kérki ja sen kaikki muut kérjet esiintyvit kévelyssd yhden kerran.
Kierros on triviaali, jos se sisdltda tasan kaksi kdrked. Kierros on epdtriviaali, jos se ei
ole triviaali.

Verkko on yhtenéinen, jos verkolta voidaan valita kaksi mielivaltaista kérkeé ja niiden
vilille 16ydetddan aina kévely. Kaikki verkot eivit ole yhtenéisid. Verkko voi siséltéda
kérkié ja sivuja, jotka eivét ole yhdistettavissa keskenaén. Télldisia erillisia kérkien ja
sivujen kokonaisuuksia kutsutaan verkon komponenteiksi.

Maaritelma 2.6 (Yhtendisyys). Verkkoa G = (V, E) kutsutaan yhtendgiseksi, jos jo-
kaisen kahden kérjen u € V' jav € V vilille 16ytyy kévely. Verkko on epdyhtendindinen,
jos se ei ole yhtendinen.

Maédritelméa 2.7 (Kérjen tai sivun poistaminen verkolta). Verkolta G voidaan poistaa
karki v, jolloin jaljelle jaavaa verkkoa merkitdan G — v. Kérjen poisto poistaa myos
sithen yhdistyvét sivut verkolta. Jos verkolta G poistetaan jokin sivu {v, u}, niin jéljelle
jadvaa verkkoa merkitaan G —{v, u}. Sivun poistaminen ei poista siihen liittyvia karkia.

Maaritelma 2.8 (2-yhtenéisyys). Yhtendista verkkoa
G=(V,E)
kutsutaan 2-yhtendiseksi, jos verkko G — v on edelleen yhteindinen jokaiselle v € V.

Madritelmé 2.9 (Verkon komponentti). Olkoon verkko G = (V, E) sellainen, etté se
muodostuu erillisisté aliverkoista K; seuraavasti:

G:K1UK2UUK,“ Kz: (‘/Z,EZ) KJ = (V},E]), JOllle
VinV; =0 kaikilla i # j.
Talloin aliverkkoja K; kutsutaan verkon G komponenteiksi.
3. Puur

Yhtendistd ja yksinkertaista verkkoa, joka ei sisélld yhtddn epétriviaalia kierrosta,
kutsutaan puuksi. Puilla on tiettyjd ominaisuuksia, jotka eivit pade yleisimmille ver-
koille. Kappalleessa kédytetdin pohjamateriaalina Markku Vilppolaisen johdatus dis-
kreettiin matematiikkaan luentomonistetta [3].
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Maiaritelma 3.1 (Puut). Yksinkertaista yhtendista verkkoa kutsutaan puuksi, jos se
ei sisélla yhtddn epatriviaalia kierrosta.

Lemma 3.2. Mielivaltaiselle puulle
P=(V,FE)
on voimassa seuraavat ominaisuudet:
(i) Jokaista puun P kahta kirked yhdistid tasan yksi polku
(ii) Minkd tahansa sivun poistaminen jakaa puun P tdasmdlleen kahdeksi puuksi.
(iii) Puun P kdrjille ja sivuille on voimassa |E| = |V| — 1.
Todistus.
(i) Oletetaan, etté kiirjestd v € V kérkeen z € V' 16ydetaén kaksi erillistd polkua
P = (wo,wy,...,wg) ja Po= (ug,u1,...,u;).
Télloin siis
Z=wE=u; ja v=uy= Wp.
Asetetaan liséksi
Jo=min{j | w; #w;} ja Jji =min{j | w; = uy, jollakin k > jo}.
Valitaan indeksi n siten, ettd u; = w,. Talloin kévely
K = (wjy—1,Ujg, - -, Ujy = Wpy W1, - - ., Wig, Wio—1 = Ujo—1)
on kierros, koska indeksin j; valinnalle pétee
uj # Wy, kun me{jo+1,jo+2,...,n—1} ja jo<j<n.

Téastéd saadaan ristiriita, silld puilla ei ole epétriviaaleja kierroksia. Téastéd seuraa P =
Py, eli jokaista kérked yhdistdd tasan yksi polku.

(ii) Olkoon
P=(V,E)

puu. Poistetaan puusta nyt yksi sivu {v, w}. Talloin syntyy uusi verkko
P =P —{v,w},

josta on poistettu sivu {v, w}. Kohdasta (i) seuraa, ettd saatu verkko P on epéyhteniinen,
silld poistettu sivu on polulla, joka yhdistaé kérjet v ja w. Nimetdédn yhtendiset kompo-
nentit nimilla P, ja P, siten, ettd karki v kuuluu komponenttiin P, ja vastaavasti kérki
w komponenttiin P,,. Koska alkuperiisessd puussa P ei ole epétriviaaleja kierroksia,
sen mikéan aliverkko ei sisélla epétriviaaleja kierroksia. Komponentit P, ja P, eivét
siis sisélla epétriviaaleja kierroksia, eli ne ovat puita.

Tarkastellaan vield, ovatko P, ja P, verkon ainoat komponentit. Olkoon z € V ja
olkoon K se yksikésitteinen polku, joka yhdistdd karjet z ja v. Nyt jos sivu {v,w} ei
kuulu polkuun K, niin kérki z on osa samaa komponenttia kuin kérki v. Jos sivu kuuluu
polkuun K sen tdytyy olla polun viimeinen sivu, eli

K= (z,...,w,v).
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Tillsin kérki 2 kuuluu samaan komponenttiin kiirjen w kanssa ja titen P = P, U P,,.

(iii) Olkoon P on puu, jolla on |V kiirked. Todistetaan viite induktiolla.
1. Alkuaskel: Jos |V| =1 niin |E| = 0, joten viite pitee.
2. Induktio-oletus: Oletetaan, etta viite patee, kun |V| = n.
3. Induktioaskel: Olkoon |V| = n+ 1. Poistetaan yksi sivu puusta P, jolloin kohdan
(77) nojalla jiljelle jaa tdsméilleen kaksi puuta, eli
Pr=(Vi,E1) ja Py=(Va Ey).

Puut P, ja P, sisdltdviat nyt enintddn n kappaletta kérkié, joten induktio-oletuksen
nojalla

Bl = [Er| + | B[ +1 = (Vi =) + (Vo] = 1) + 1= V| -1,

misté véite seuraa.

4. TASOVERKOT

Tésséa kappaleessa késitellddn tasoverkkoja, jotka tullaan myohemmin karakterisoi-
maan Kuratowskin lauseella. Verkko on abstrakti joukko karkia ja niiden vélisiéd sivu-
ja. Verkkoja voidaan havainnollistaa piirtdmalld kérjet tasoon ja yhdistdmaélla halutut
kérjet toisiinsa sivuja vastaavilla poluilla. Tata verkon havainnollistamista kutsutaan
verkon tasoesitykseksi. Tasoverkko on sellainen verkko, jolle 16ydetéén tasoesitys siten,
ettd sen sivut eivit risted keskendédn. Tasoverkon tasoesityksen sivujen rajaamia yh-
tendisiad alueita kutsutaan verkon tahkoiksi. Tasoverkon kérkien, sivujen ja tahkojen
vélilla on algebrallinen riippuussuhde, jota kutsutaan Eulerin kaavaksi. Kappale poh-
jautuu Ville Tengvallin johdatus diskreettiin matematiikkaan luentomonisteeseen [2].

Maaritelméa 4.1 (Yksinkertaisten verkkojen isomorfisuus). Yksinkertaiset verkot
Gi=(V1i,E1) Gy = (Va, Es)
ovat isomorfiset keskendin, jos on olemassa bijektio
fVi=V,
siten, ettd
{f(v), f(w)} € Ey, josjavain jos {v,w} € Ej.
Y114 olevaa kuvausta f kutsutaan isomorfismiksi verkolta G verkolle G,.
Lemma 4.2. Olkoot verkot
Gi= V1, B1), Ga=(Va,Ea) ja Gz=(V3, E3)
yksinkertaisia verkkoja, joiden vdilille on olemassa isomorfismit
f=Vi=Va ja g:Vo— Vs

Talléin on olemassa isomorfismi h verkolta Gy verkolle Gj.
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Todistus. Olkoot f ja g lemman mukaisia isomorfismeja ja méaéritellaéan
h:Vi—=V;, h=golf.
Koska f ja g ovat bijektioita, my6s niiden yhdistetty kuvaus h on bijektio. Lisdksi péatee
{h(v), h(w)} € B5, <= {g(f(v)),9(f(w))} € E3

=  {f(v),f(w)} € E,

— {v,w} € E,
mikd todistaa véitteen. 0J
Maédritelma 4.3 (Yksinkertaisen verkon tasoesitys). Olkoon verkko

G=(V,E)

yksinkertainen. Yksinkertaiselle verkolle voidaan luoda havannollistus tasossa esittamalla
sen kirjet tason R? pisteini

v=(z,y) €R?} wveV,
ja sen sivut injektiivisind polkuina
v ]0,1[= R?  joille ~(]0,1))Nv =0 kaikilla v €V,
missd merkinnalla
(10, 1))

tarkoitetaan polun jilked tasossa. Téta esitystd kutsutaan verkon tasoesitykseksi. Ver-
kon tasoesitys on isomorfinen alkuperiisen verkon kanssa.

Maiaritelmi 4.4 (Tasoverkko). yksinkertaista verkkoa
G=(V,E)
kutsutaan tasoverkoksi, jos sille 16ytyy tasoesitys siten, etta
71(J0, 1)) N 12(]0,1[) = 0, kaikille ~q,72 € E.

Tasoverkko jakaa tason yhtenéisiin alueisiin, joita kutsutaan tahkoiksi. Tasoverkon si-
vujen ulkopuolelle jaava tyhja tason osa on myos yksi verkon tahkoista, jota kutsutaan
jatkossa verkon ulkopuoliseksi tahkoksi. Jatkossa merkitdéan

R(G) = "verkon G tahkojen lukuméara”.

Lemma 4.5. Jos verkko G ei ole tasoverkko ja se on isomorfinen jonkin verkon F
kanssa, mydskidn verkko F' ei ole tasoverkko.

Todistus. Oletetaan, ettd verkko G ei ole tasoverkko ja olkoon verkko F' isomorfinen
verkon G kanssa. Olkoon F”’ verkon F' kanssa isomorfinen verkko. Isomorfisuuden tran-
sitiivisuudesta seuraa ettd verkko F’ ja G ovat isomorfiset keskenédn. Talloin verkko
F' el myoskéédn ole tasoverkko. Talloin verkon F’ mielivaltaisesta valinnasta seuraa,
ettd verkko F' ei ole tasoverkko, silld muuten verkoksi F” oltaisiin voitu valita verkon F’
sellainen tasoesitys, jonka sivut eivit risted keskenédén. 0
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Lause 4.6 (Eulerin kaava). Yhtendiselle tasoverkolle G = (V, E) pitee seuraava iden-
titeetts

VI+ R(G) - [E] =2

Todistus. Jos verkosta G 10ytyy epétriviaali kierros, poistetaan verkon epétriviaalilta
kierrokselta yksi sivu siten, etta jaljelle jadva verkko on edelleen yhtenéinen tasoverkko.
Olkoon

Gi =1, Er)

niin saatu tasoverkko. T&lloin voidaan todeta, etté:
Vil + R(G1) — |Ex| = [V + (R(G) — 1) = (IE] = 1) = [V[+ R(G) — |E].

Jatketaan sivujen poistamista, kunnes kaikki epétriviaalit kierrokset on poistettu ja
paadytadn verkkoon

G, = Vo, En),
joka on nyt puu, jolle on edelleen voimassa
Vol + R(Gh) — |En| = [V + R(G) — | E].
Sovelletaan nyt lemmaa 3.2 seké tietoa, ettéd puilla on tdsmaélleen yksi tahko, ja saadaan
VI + R(G) = |E| = [Va| + R(Grn) = [En] = [Val + 1= ([Va] = 1) =2.

OJ

Seuraus 4.7. Olkoon

G=(V,E) (jolle |V]>3)

yhtendinen, yksinkertainen tasoverkko. Tdlloin

|E| < 3|V]—6.
Jos G ei lisiksi sisdlld kierroksia, joiden sivujen lukumddrd on 3, niin saadaan
B <2[V]-4.

Todistus. Aloitetaan todistamalla |E| < 3|V|—6. Voidaan olettaa, ettd |E| > 3. Télloin
jokaiselle tahkolle 16ytyy vidhintédn kolme rajoittavaa sivua ja jokaista sivua vastaa ta-
san kaksi tahkoa. Téstd saadaan

(4.1) 3R(G) < Z |{e € E : e rajoittaa tahkoa T'}| = 2|E|.
T tahko
Toisaalta Eulerin kaavalla saadaan
3|V + 3R(G) — 3|E| =6,
eli toisin sanoen

(4.2) 3R(G) = 3|E| — 3|V| +6.
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Kéaytetadn nyt tietoa (4.1) ja yhtdlod (4.2) saadaan
3|E| - 3|V]+6 < 2/E|,

eli
|E| < 3|V]—6.

Tama todistaa ensimmaisen véitteen.

Todistetaan tilanne, jossa kierrosten sivujen lukuméérd on aina suurempi kuin kolme,
eli

1R(G) < Z |{e € E : e rajoittaa tahkoa T'}| = 2|E|.
T tahko

Taméa estimaatti voidaan kirjoittaa muodossa
(4.3) 2R(G) < |E|.
Toisaalta Eulerin kaavan nojalla
2R(G) =2|E| — 2|V |+ 4.
Muokkaamalla edellistéd yhtélod ja kdyttamalla tietoa (4.3) saadaan
2B~ 2|V|+4 < | .

Tasté seuraa, ettd

|E| <2|V] -4,

mikéa todistaa toisen vaitteen. ]

Lause 4.8. Verkko G on tasoverkko, jos ja vain jos sen jokainen aliverkko on tasoverk-
ko.

Todistus.

7=": Olkoon verkko G = (V| E) tasoverkko ja olkoon G, = (V,, E,) sen mielival-
tainen aliverkko. Olkoon G verkon G sellainen tasoesitys, jonka sivut eivit risted kes-
ken#in tasossa. Valitaan nyt tasoesitykseltéi G sellainen aliverkko G, = (‘ZL, Ea), joka
on isomorfinen verkon G, kanssa. Tilloin verkko éa muodostaa verkon G, tasoesityk-
sen, jonka sivut eivit risted kesken&én.

"<«": Verkon G kaikki aliverkot ovat tasoverkkoja ja koska verkko GG on itsensé ali-
verkko, niin my6s verkko GG on tasoverkko. 0

5. LEIKKAUSKARKIA JA BLOKKEJA

Verkkojen leikkauskérjet madritetdan tarkastelemalla, miten eri kéirkien poistaminen
vaikuttaa verkon komponenttien lukuméériaén. Jos kérjen poistaminen kasvattaa ver-
kon komponenttien lukuméaréad, sanotaan kirkeéd verkon leikkauskdrjeksi. Vastaavasti,
jos jonkin sivun poistaminen kasvattaa verkon komponenttien lukumééridé, sanotaan
kyseistd sivua verkon sillaksi. Kappale pohjautuu lihteeseen [1, 26-116].
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Maaritelmé 5.1 (Leikkauskérki). Verkon G kérked v kutsutaan leikkauskarjeksi, jos
sen poistaminen verkolta lisda verkon komponenttien lukumééras.

Maéritelmé 5.2 (Separoituvuus). Yhtendista verkkoa G kutsutaan separoituvaksi, jos
se sisdltda jonkin leikkauskérjen v. Yhtendistéa verkkoa kutsutaan separoitumattomaksi,
jos se ei sisdlla yhtdan leikkauskéarked.

Madritelmé 5.3 (Yksinkertaisten verkkojen suuruus). Olkoon verkko G yksinkertai-
nen. Verkon G separoitumaton aliverkko G5 on suurempi kuin verkon GG separoitumaton
aliverkko (G, jos aliverkko GGy on aliverkon G5 aliverkko. Télloin merkitaan

G < Gs.

Relaatio < méérittelee annetun verkon G separoitumattomille aliverkoille osittaisen
jarjestyksen. Separoitumatonta aliverkkoa (G5 kutsutaan maksimaaliseksi, jos sille ei
16ydy suurempaa separoitumatonta aliverkkoa verkolta G.

Maédritelmé 5.4 (Blokki). Verkon G maksimaalisia separoitumattomia aliverkkoja
kutsutaan verkon blokeiksi. Verkkoa G kutsutaan itsessdén blokiksi, jos se on yh-
tendinen, eiké se sisdlla yhtéadn leikkauskarkea.

=
=

Kuva 1. Verkon blokit

Annetaan seuraavaksi verkon leikkauskarjille ja blokeille kdyttokelpoiset karakteri-
soinnit. Naitéd karakterisointeja tullaan tarvitsemaan Kuratowskin lauseen todistukses-
sa.

Lause 5.5. Olkoon v jokin kdrk:, joka sijaitsee yhtendiselld verkolla
G=(V,E).
Talloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitivia:
(i) Karki v on verkon G leikkauskdrksi.

(ii) On olemassa kirjet u # v ja w # v siten, ettd leikkauskdrki v loytyy jokaiselta
polulta u — w.

(i) On olemassa kirkien V —uv ositus alijoukkoihin U ja W siten, etti mille tahansa
kdrjille w € U ja w € W, letkkauskdrk: v loytyy jokaiselta polulta v — w.
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Todistus.

(i) = (iii): Olkoon v on verkon G leikkauskérki. Talloin verkko G — v siséltdd
vahintdén kaksi komponenttia. Muodostetaan kirkien V' — v ositus siten, ettd U muo-
dostuu yhden komponentin karjistd ja W kaikkien muiden komponettien kérjista. Nyt
mitké tahansa kaksi kirked u € U ja w € W ovat osa verkon GG — v eri komponentteja,
eli niiden vilille ei 16ydetd mitdéan polkua. Téastéd seuraa, ettéd kaikki polut jotka kulke-
vat kérkien u ja w valilla verkolla G siséltavit aina leikkauskéarjen v.

(iii) = (ii): Tamé& seuraa suoraan kohdasta (iii), silld kohta (ii) on yksittdinen
kérkipari kaikista kirkien osituksista U ja W.

(ii) = (i): Jos kédrki v on jokaisella polulla u — w, ei ole olemassa polkua, joka
yvhdistda kérjet u ja w verkolla G — v. Verkko G — v on nyt epéyhtenéinen eli kirki v
on verkon G leikkauskérki. OJ

Lause 5.6. Olkoon
G=WV,E) ([V[=3)
yhtendinen verkko. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitivia:
(i) Verkko G on blokki.

(i) Verkon G mielivaltaiset kirjet w ja v sisdiltyvit molemmat verkon johonkin
epdatriviaaliin kierrokseen.

Todistus.

(i) = (ii): Olkoon verkko G blokki ja olkoon u verkon jokin kérki. Olkoon U sellainen
joukko kérkia, joka ei sisdlla kirked w ja jonka kérjet ovat osa samaa epétriviaalia
kierrosta kérjen u kanssa. Verkko G siséltdd vdhintddn kolme kérked, eiké silld ole
leikkauskérkida. Télloin verkolla G ei ole myoskédn siltoja. Kaikki kérjen u viereiset
karjet siis sisdltyvit joukkoon U, eli joukko ei ole tyhjéi joukko. Olkoon v # w kérki,
joka ei sisélly joukkoon U. Olkoon w sellainen kérki joukosta U, jolle etdisyys

d(w,v) = min{{(P),Pon w—wv polku}

on lyhin mahdollinen. Kiinnitetdén lisdksi mielivaltaisesti valittu kierros Y, joka sisaltda
kérjet u ja w. Olkoon polku

Py = (w,...,v)
lyhin mahdollinen w — v polku. Olkoot liséksi polut P, ja P, kérkien u ja w véilisen
kierroksen Y alipolut, siten etté

Y = (P, P).
Kérki w ei ole leikkauskérki, eli on olemassa polku
P=(u,...,v),

joka ei sisillid kérkedi w. Olkoon kirki @ osa polkuja P ja Py ja liséiksi sellainen, etti
se on kirked u ldhinpani oleva kérki etdisyyden d(.. ., ...) suhteen. Karki w 16ydetdén
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polulta Fy, silld polujen P ja P, leikkaus on epétyhji. Olkoon kirki @ taas viimeinen po-

lun P alipolun u—w kérki, joka on osa joko polkua P tai P,. Télldinen kérki loydetdan
alipolulta u — w, silla kéarki v kuuluu kaikkiin edelld mainituista poluista.

P

Kuva 2. Blokin polut

Oletetaan ensin, ettd karki @ on osa polkua P;. Olkoon
Ql = (u> ﬂa 'LD)

polku kérkien u ja w valilld, joka koostuu polun P; alipolusta u—wu ja polun P alipolusta
% — w. Olkoon

Q2 = (u, w, )

polku kérkien v ja w vililld, joka koostuu polusta P; ja polun F, alipolusta w — w.
Polut @ ja @) ovat erilliset ja muodostavat yhdessid kierroksen joihin kérjet u ja w
kuuluvat. Kérki w kuuluu siis joukkoon U. Kérki w on osa lyhintéd polkua w — v, joten
selvisti

d(w,v) < d(w,v),

mistd seuraa ristiriita, silla karki w valittiin kérjen v lahimmaksi kérjeksi. Kérjen @ ol-
lessa osa polkua P, tehdddn sama pééttely eri alipoluilla, joten véite on todistettu.

(ii) = (i): Tiedetédén, ettd verkon G kaksi mitd tahansa pistettd ovat samalla
epétriviaalilla kierroksella. Todistetaan viite epdsuoralla paittelylld, eli oletetaan ettéa
verkko G ei ole blokki. Verkolta G 16ytyy nyt leikkauskérki v. Téalloin lauseen 5.5 nojalla
loydetasan karjet u ja w siten, ettéa

uFv ja wFo

ja karki v 1oytyy jokaiselta polulta u — w. Tdmé on kuitenkin ristiriita oletuksen (ii)
kanssa sillé, jos jokainen polku u — w siséltda kérjen v ei ole olemassa kierrosta kérkien
u ja w valilla. 0
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6. YKSINKERTAISTEN VERKKOJEN YHDENMUOTOISUUS

Tasoverkkojen tasoesitykset voidaan esittdd monilla eri tavoilla siten, etta niiden sivut
eivit risted keskend#n. Erityisesti jokaiselle tasoverkolle 16ytyy tasoesitys, jossa verkon
mielivalaltainen tahko voidaan esittdd verkon ulkopuolisena tahkona. Taméa tullaan
nikemadn lauseessa 6.1. Lisdksi luvussa késitelldédn verkkojen homeomorfisuutta, joka
on isomorfisuutta vahvempi ominaisuus. Kappale pohjautuu ldhteeseen [1, 26-116].

Lause 6.1. Jokaiselle yhtendiselle tasoverkolle G loydetddin tasoesitys siten, ettd sen
mikd tahansa tahko f on verkon ulkopuolinen tahko.

Todistus. Olkoon verkko
G=(V,E)
yhtenniinen tasoverkko ja olkoon G verkon G sellainen tasoesitys, jonka sivut eivét
risted keskend#n. Olkoon f sellainen tasoesityksen G tahko, joka ei ole sen ulkopuolinen
tahko ja olkoon a tahkon f méadrdémaén tason rajoitetun alueen jokin piste. Télloin
g:R*\{a} = R*\ {0}, g(2)= T

x — al|?

Tr—a

médrittai homeomorfismin ja tuottaa uuden verkon Gy, joka on isomorfinen verkon G
kanssa. Uudesta verkosta huomataan, ettd tahko g(f) rajoittaa nyt verkon ulkopuolista
tahkoa. ]

Seuraus 6.2. Jokaiselle yhtendiselle tasoverkolle l6ydetdin tasoesitys siten, ettd mikd
tahansa verkon sivu on osa sen ulkopuolista tahkoa.

Maaritelméa 6.3 (Kaksiasteisten apukérkien lisddminen). Verkon
G=(V,E)

vierekkéisten kérkien vilisille sivuille voidaan lisdté kaksiasteisia apukéarkia. Merkitdan
verkon kahden vierekkéisen kérjen médradmaa sivua {v, u}. Lisdtédén nyt tdhén sivaun
uusi kérki w jolloin sivu {v, u} korvataan sivuilla {v, w} ja {w,u}. Uusi verkko sisaltaa
uuden kirjen w seké kaksi sivua {v, w} ja {w,u}, jotka korvaavat sivun {v,u}. Néin
saatu uusi verkko on muotoa

G = W, Ey),
missé

Vi= (VU Aw}) ja Er=(E\{v,u})U{{v,w}, {w,u}}.

Maaritelmé 6.4 (Yksinkertaisten verkkojen homeomorfisuus). Verkko G on homeo-
morfinen verkon F' kanssa, jos on olemassa verkko D, jolle pétee seuraavat ominaisuu-
det:

(i) Lisdamalld verkkoon D kaksiasteisia apukérkid saadaan verkko G’; joka on iso-
morfinen verkon GG kanssa.

(ii) Lisaamalld verkkoon D kaksiasteisia apukérkia saadaan verkko F”, joka on iso-
morfinen verkon /' kanssa.

Lause 6.5. Jos verkko G ei ole tasoverkko ja se on homeomorfinen jonkin verkon F
kanssa, mydskddn verkko F' ei ole tasoverkko.
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Todistus. Tehdaan antiteesi olettamalla, ettd on olemassa jokin tasoverkko F joka on
homeomorfinen verkon G kanssa. Téll6in on olemassa verkko D siten etté

(i) Lisdamalld verkkoon D kaksiasteisia apukérkid saadaan verkko G’; joka on iso-
morfinen verkon G kanssa.

(ii) Lisaamalld verkkoon D kaksiasteisia apukérkia saadaan verkko F”, joka on iso-
morfinen verkon F' kanssa.

Talloin myds verkko D on tasoverkko. Olkoon D verkon D sellainen tasoesitys, jonka
sivut eiviit ristedi keskendéin. Lisitdin apukérjet tasoesitykseen D siten ettd saadaan
verkon G’ kanssa isomorfinen tasoesitys G/ ja huomataan ettd sen sivut eivit risted
keskendéan. Verkko G’ on isomorfinen verkon G kanssa, joten niiden tasoesitykset ovat
isomorfisia keskendin. Tistd seuraa ristiriita silli verkolle G 15ydetidn tasoesitys G,
jonka sivut eivét risted kesken&dn. 0

7. KURATOWSKIN LAUSE

Kuratowskin lauseella saadaan karakterisoitua kaikki olemassa olevat tasoverkot.
Lauseen mukaan sellaiset verkot, jotka eivét ole tasoverkkoja, ovat hyvin samankaltaisia
keskenédn, silla jokainen niisté siséltdd aliverkon joka on homeomorfinen Kuratowskin
verkon K33 tai K5 kanssa. Kappaleessa esiintyvd Kuratowskin lauseen todistus poh-
jautuu ldhteeseen [1, 26-116]. Kdyd&én seuraavaksi ldpi lauseen todistuksen molemmat
suunnat.

Lause 7.1 (Kuratowskin lause). Verkko G on tasoverkko, jos ja vain jos se ei sisdlld
aliverkkonaan verkkoa, joka on homeomorfinen verkon Kss tai K5 kanssa.

Kuratowskin lauseessa on kaksi suuntaa, jotka tullaan todistamaan seuraavaksi. Aloi-
tetaan helpommasta suunnasta toteamalla, etté jos verkolla G on aliverkkonaan verkko,
joka on homeomorfinen joko Kuratowskin verkon K3 3 tai K5 kanssa, niin silloin verkko
G ei ole tasoverkko. Toisessa suunnassa todistetaan, etté jos verkko G ei ole tasoverkko,
niin se sisaltad aliverkkonaan homeomorfisen verkon Kuratowskin verkon K33 tai Kj
kanssa.

7.1. Lauseen helpompi suunta.

Lause 7.2 (Kuratowskin lause oikealta vasemmalle). Verkko G on tasoverkko vain jos
se et sisdlld aliverkkonaan verkkoa, joka on homeomorfinen verkon Ks 3 tai K5 kanssa.

Todistus. Olkoon G tasoverkko. Tehdéin antiteesi olettamalla, ettd G sisdltaé aliverk-
konaan verkon, joka on homeomorfinen verkon Kj3 tai K5 kanssa. Késitellddn ndméa
tapaukset erikseen.

Tapaus 1: Oletetaan ensin, ettd verkolla G' on olemassa aliverkko, joka on homeomor-
finen yhtenéisen ja yksinkertaisen verkon

K33 = (V. E)
kanssa. Oletetaan, ettd kyseinen aliverkko on myo6s tasoverkko, sillda muuten G ei voisi
olla tasoverkko lauseen 4.8 nojalla. T&lloin seurauksen 4.7 nojalla pitéisi olla voimassa

|E| <2|V|-4 <= 9<2:6—-4 <<= 9<§,
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mistd seuraa ristiriita. Téten verkko K33 ei voi olla tasoverkko ja lauseen 6.5 nojalla
myoskéddn mikéddn sen kanssa homeomorfinen verkko ei ole tasoverkko. Télléin G ei ole
tasoverkko.

Tapaus 2: Oletetaan seuraavaksi, ettd verkolla G on olemassa aliverkko, joka on ho-
meomorfinen yhtendisen ja yksinkertaisen verkon

K5 = (Va E)

kanssa. Oletetaan lisdksi, ettd K5 on tasoverkko. Télloin seurauksen 4.7 nojalla sille
pitéisi olla voimassa

|E|<3|V]|-6 <«<—= 10<3:-5—-6 <= 10<09,

mistéd seuraa ristiriita. Téten verkko K5 ei voi olla tasoverkko ja lauseen 6.5 nojalla
myoskéadn mikéddn sen kanssa homeomorfinen verkko ei ole tasoverkko. Télléin G ei ole
tasoverkko. O

7.2. Lauseen vaikeampi suunta. Lauseen toinen suunta vaittdd, etta kaikki verkot,
jotka eivét ole tasoverkkoja siséltédvit aliverkkonaan verkon, joka on homeomorfinen
K5 tai K33 kanssa. Oletetaan, ettd on olemassa verkko

G = (V. E),

joka on lauseen vastainen. Oletetaan lisdksi, ettd verkolla G on niin vdhén sivuja
kuin mahdollista. Tamé oletus tehddén, jotta voidaan tarkastella pienimpid mahdol-
lisia lauseen vastaisia aliverkkoja. Talloin verkon G on oltava blokki, jonka sivujen
lukuméérille on voimassa |E| > 3. Jos verkko G ei olisi blokki, olisi olemassa leik-
kauskérki w, jossa vahintdan kaksi blokkia yhdistyisiviat keskenddn. Huomataan kui-
tenkin, ettd ndméa blokit olisivat molemmat tasoverkkoja verkon G minimaalisuuden
nojalla ja niiden yhdistdminen leikkauskérjesséd w ei riko verkon G tasoverkko oletusta.
Olkoon

zo = {uo, vo}
jokin verkon G sivu. Télloin verkon G minimaalisuuden nojalla verkko

on tasoverkko. Jatkossa oletetaan, ettd verkko [F' vastaa edellamainitun verkon tasoe-
sitystéd, jonka sivut eivét leikkaa toisiaan. Jatketaan tarkentamalla verkon F' ominai-
suuksia seuraavan lemman avulla.

Lemma 7.3. Edelli mdaritellylld verkkolla F = G — zy on olemassa kierros Z, joka
kulkee kirkien ug ja v kautta.

Todistus. Oletetaan, ettd télldistd kierrosta Z ei ole olemassa. Talloin ug ja vy eivét
voi olla osa samaa verkon F' blokkia lauseen 5.6 mukaan. Verkolla F' on siis vahintadn
kaksi erillistéd blokkia. Verkko G on blokki, joten kérkien wug ja vy vélille 16ytyy kierros
verkolla GG. Tésté seuraa, ettd on olemassa verkon F' leikkauskérki w, jolle patee lauseen
5.5 nojalla, etté se sijaitsee verkon F' jokaisella polulla (u, . .., vp), silla kirkien ug ja vg
oletettiin kuuluvan eri blokkeihin verkolla F'. Muodostetaan nyt verkko F{ lisddmalla
verkkoon F' sivut {w,ug} ja {w,vp}, jos ne eivit ole jo osa verkkoa F. Kutsutaan
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blokkeja, joihin sivut on lisdtty nimilla By ja Bs. Nailld blokeilla on yhteinen kérki
w. Nyt molemmilla blokeilla on enintdén sama lukumééra sivuja kuin verkolla F'; silla
uudessa verkossa F{ on enintdédn kaksi uutta sivua. Blokki B; saadaan poistamalla
blokin B, sivut ja kaikki muut kérjet lukuunottamatta kéarked w. Té&lloin blokilla By
on enintddn sama lukumééré sivuja kuin verkolla F'. Téstd seuraa, ettd blokki B; on
tasoverkko. Sama paéattely patee blokille Bs.

Seurauksen 6.2 mukaan blokki B; voidaan piirtdé nyt tasoon siten, etté sivu {w, ug}
on osa sen ulkopuolista tahkoa. Tehdéddn sama padttely myos blokille By ja sivulle
{w,vp}. Olkoon F verkon Fj se tasoesitys, missi blokit By ja By on esitetty edelld
mainutulla tavalla ja ne yhdistyvat leikkauskérjessd w. Verkkolle Fj 16ytyy siis tasoesi-
tys siten, ettd sivut {w,ug} ja {w,vo} ovat osa verkon Fy ulkopuolista tahkoa. Talloin
lisdttéessd sivu xp verkolle Fy ja huomataan, ettd sivu xzo = {ug,vo} voidaan lisita
ilman, ettd se leikkaa mitédén verkon Fjy sivua, jolloin verkko Fj + z¢ on edelleen ta-
soverkko. Tésté seuraa ristiriita, silld verkko G' on tasoverkon F{ + xq aliverkko, joten
lauseen 4.8 nojalla myds G on tasoverkko.

O

Maéritellddn seuraavaksi ominaisuuksia verkolle F' ja lemman 7.3 mukaiselle kierrok-
selle Z. Tarkein tulos seuraavista tulee olemaan lemma 7.11.

Maaritelma 7.4. Olkoon verkko
F=G- o

kohdassa (7.1) méaéritelty verkko ja kierros Z lemman 7.3 mukainen kierros, joka kulkee
kiarkien ug ja vy kautta. Kierroksen Z ulkopuolella tarkoitetaan jatkossa aliverkkoa
verkosta F, jonka virittavét sivut ja kérjet, jotka jadvat kierroksen Z ulkopuolelle, katso
huomautus 7.6. Kierroksen Z sisépuolella tarkoitetaan vastaavasti aliverkkoa verkosta
F, jonka virittavat sivut ja kérjet, jotka jaavét kierroksen Z sisédpuolelle.

Maéaritelma 7.5. Olkoon verkko
F=G- Zo

kohdassa (7.1) mééritelty verkko ja kierros Z lemman 7.3 mukainen kierros. Kierroksen
7 ulkopalalla tarkoitetaan jatkossa yhtenéista aliverkkoa verkosta F', joka muodostuu
vahintadn yhdestéd karjestd kierroksen Z ulkopuolella, katso huomautus 7.6. Ulkopa-
la voi myds muodostua yhdestéd sivusta, joka kiinnittyy kierrokseen Z kahdessa sen
kérjessd, sekd jaa kierroksen Z ulkopuolelle. Kierroksen Z sisépalalla tarkoitetaan vas-
taavasti yhtenéista aliverkkoa verkosta F', joka muodostuu védhintddan yhdesta kérjesta
kierroksen Z sisdpuolella. Sisédpala voi myds muodostua yhdesté sivusta, joka kiinnittyy
kierrokseen Z kahdessa sen kérjessa, seké jaa kierroksen Z sisédpuolelle.

Huomautus 7.6. Ulko- ja sisdpuoleen kuuluvat myos kierroksen Z ne kirjet, jois-
sa ulko- tai sisdpala yhdistyy kierrokseen Z. Sama pitee myos kierroksen Z ulko- ja
sisépaloille.

Maaritelma 7.7. Olkoon verkko
F=G- o
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kohdassa (7.1) méadritelty verkko ja kierros Z lemman 7.3 mukainen kierros. Olkoon kier-
ros Z liséksi sellainen, ettd sen sisdpuolelle jaa mahdollisimman monta tahkoa. Jatkossa
merkinnalla Z[ug, vo] tarkoitetaan alipolkua, joka kulkee kierrosta Z pitkin kérjelta ug
kéirkeen vy. Merkinnélla Z (ug, vy) tarkoitetaan alipolkua, joka kulkee kierrosta Z pitkin
kérjeltd ug kdrkeen vy ja josta on poistettu padtekérjet ug ja vg. Vastaavasti kuljettaessa
kérjestd vy kirkeen ug voidaan médritelladn merkinnat Z[vg, uo] ja Z(vo, uo).

Mairitelma 7.8. Olkoon verkko
F=G- o

kohdassa (7.1) méaéritelty verkko ja kierros Z lemman 7.3 mukainen kierros, joka kulkee
kédrkien ug ja vy kautta. Kierroksen Z ulko- tai siséipalaa kutsutaan jatkossa (ug-vg)-
separoituvaksi, jos se yhdistyy seké alipolkuun Z(ug,vy), ettd alipolkuun Z(vg,uo).
Huomatuksena, etté sisd- tai ulkopala ei voi olla (ug-vg) separoituva, jos ug ja vy ovat
naapureita kierroksella Z.

Lemma 7.9. Olkoon verkko F' kohdassa (7.1) mddritelty verkko. Verkon F kaikki ul-
kopalat ovat kiinni kierroksessa Z tasan kahdella karjelld ja ovat (ug-vo)-separoituvia.

Todistus. Koska F' on yhtendinen verkko, jokaisen ulkopalan on yhdistyttava kierrok-
seen Z. Verkolla F' ei ole leikkauskérkié, joten jokaisen ulkopalan on yhdistyttava kier-
rokseen Z vahintdin kahdessa kérjesséd. Ulkopalat eivit voi myoskddan yhdistyé alipol-
kuihin Z(ug,vo) ja Z(vo, up) useammalla kuin yhdelld kérjelld, sillda muuten olisi ole-
massa kierros, joka sisaltdd karjet ug seké v siten, etté talla kierroksella olisi enemmén
tahkoja sen sisdpuolella kuin kierroksella Z. Téstéd seuraisi ristiriita, silla kierros Z
médriteltiin siten, ettd sen sisdpuolella on suurin mahdollinen mééard tahkoja. Samal-
la péaattelylla mikadn ulkopala ei voi olla kiinni kérjissd ug tai vg. Téstéd seuraa, etta
jokainen ulkopala on kiinni kierroksessa Z tasan kahdessa kérjessa ja kaikki ulkopalat
ovat (ug-vp)-separoituvia. O

Huomautus 7.10. Verkolta F' on poistettu sivu zg, joka yhdistdd kérjet ug ja wvp.
Jarjestetdan verkko F' siten, etté silld on mahdollisimman monta tahkoa sen sisédpuolella,
joten jos sivu xg lisdttéisiin takaisin verkkoon F' sen taytyy leikata verkon jotain toista
sivua, jotta verkko G = F' + xg ei ole tasoverkko. Tamaé sivu on siis vélttaméatta osa
verkon jotain sisdpalaa.

Lemma 7.11. Olkoon O kohdassa (7.1) mddritellyn verkon
F=G- Zo
(uo-vo)-separoituva ulkopala, joka yhdistyy alipolkuun Z(ug,vo) kdrjessi uy sekd ali-

polkuun Z(vy,uo) kdrjessi vy. Tdlloin on olemassa sisipala, joka on seki (ug-v)-
separoituva ettd (uy-vy)-separoituva.

Todistus.

Kiinnitetddn ulkopala O. Télloin lemman 7.9 nojalla ulkopala O on (ug-vg)-separoituva
ulkopala, jolla on tasan kaksi yhteista kérked kierroksen Z kanssa. Ulkopala O yhdistyy
alipolkuun Z(ug, vo) kérjessd u; seké alipolkuun Z (v, ug) kérjessd vy. Oletetaan lem-
man véitteen vastaisesti, ettd ei ole olemassa sisdpalaa, joka on seké (ug-vg)-separoituva
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ettd (ui-vq)-separoituva. Jokaisen sisépélan tulee yhdistyé kierokseen Z molemmilla ali-
poluilla Z(ug, v) ja Z(vg, up) vahintdan yhdelld kérjelld, silla muuten sivu xy voitaisiin
lisata verkkoon F' siten, ettid verkko G olisi tasoverkko.

Sisdpalojen nimedminen. Verkolla F' on vahintaéin yksi (ug-vg)-separoituva sisépala.
Sisdpaloja voi olla my6s useampi joten luodaan niille seuraava jarjestys: Kierrettéiessé
alipolkua Z(ug, vy) myttapéivaan 16ydetédédn aluksi kirki w1, joka on ldhinnd kérked
kérked v ja joka kuuluu johonkin sisdpalaan. Olkoon I; kérjen u, ; sisdltavé sisdpala.
Jatketaan tdmén jélkeen kierroksen Z kulkemistd myotapéaivadan kunnes saavutaan vii-
meiseen sisipalan I; sisdltdmédn kirkeen wu; o alipolulla Z(ug,vp). Kierretdén seuraa-
vaksi kierrosta Z vastapdivddn kunnes kohdataan ensimméinen kérki v, ;, joka kuu-
luu sisdpalaan I. Jatketaan kiertdmistd vastapéiviadn kunnes saavutaan sisdpalan [y
sisdltdmédn viimeiseen kirkeen vy o.

Nimetéédn sisdpala [ kiertdmalld alipolkua Z(ug,vy) myotdpaivadn karjestd wug o
lahtien, kunnes saavutaan ensimmaéiseen kérkeen us ;, joka kuuluu sisédpalaan I,. Jatke-
taan myotapadivadn kulkemista, kunnes saavutaan kérkeen us o, joka on sisépalan I vii-
meinen kérki alipolulla Z (ug, vg). Kierretéiéin seuraavaksi kierrosta Z vastapaivaan, kun-
nes kohdataan ensimméinen kérki v, 1, joka kuuluu sisépalaan I,. Jatketaan kiertdmista
vastapdivédn, kunnes saavutaan sisdpalan [, sisdltdméaén viimeiseen kdrkeen vgo. Jat-
ketaan sisdpalojen nimeédmistéd vastaavaan tapaan, kunnes on nimetty kaikki sisépalat
L, I, ... 1,.

Kuva 3. Antiteesin vastaiset (u;-v;)-separoituvat ulkopalat
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Ulkopalan kirkien paikat. Olkoon I; edelld méiritelty ensimméinen (ug-vg)-separoituva
sisdpala, joka yhdistyy kierrokseen Z kérjissa ui 1, w12, 01,1 ja v1,2. Molempien ulkopalan

O kérkien uy ja v on nyt oltava joko alipolulla Z(vq1,u4 1) tai alipolulla Z(uy2,v;2).
Jos néin ei olisi, niin yhden seuraavista tapauksista tulisi olla voimassa:

(1) (S Z(UO,U,Ll) ja V1 € Z(’Uo,vl’g)

(2) uy € Z(ug,u11) ja vy € Z(v12,01,1)
(3) w1 € Z(uy1,u12) ja vy € Z(v11,up)
(4) uy € Z(uy2,v0) ja vy € Z(v11,up)
(5) uy € Z(u11,u12) ja vy € Z(vg,v12)
(6) w1 € Z(uy1,u12) ja vy € Z(v19,011)

(7) up € Z(ULQ,U()) ja S Z(’ULQ,ULl)

Jokaisessa edelld mainitussa tapauksessa sisipala [; olisi (ug-vp)-separoituva seké
(u1-v1)-separoituva, mikd nihddén kuvasta 3. Jatketaan olettamalla, ettd jokainen yk-
sittédinen ulkopala yhdistyy molemmilla kérjilldén alipolkuun Z(ug 2, v12) tai alipolkuun

Z(vl,la Ul,l)-

Kuva 4. Sisédpalojen siirtdminen kierroksen Z ulkopuolelle
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Sisdpalojen siirtdminen kierroksen Z ulkopuolelle. Olkoot Iy, 15, ..., I, edelld
madritellyt siséipalat. Aloitetaan sisdpalojen siirtaminen kierroksen Z ulkopuolelle aloit-
taen sisdpalasta ;. Kierroksen Z ulkopuolelle voidaan lisdta kayrd C', joka yhdistéda
kérjet vy sekd uy ; siten, ettd kdyra ei leikkaa mitddn verkon F' sivua. Néin saatu verk-
ko on edelleen tasoverkko. Sisdpalan I; voi nyt siirtdd kdyrdn C' ulkopuolelle ilman,
ettéd se leikkaa mitddn verkon F' sivua tai kayrdd C, kuten kuvassa 4. Tehdéddn sama
siirto kaikille (ug-vg)-separoituville sisdpaloille jarjestyksessé I, Io, . . ., I,,. Talla tavalla
paadytaan verkkoon F7i, joka on edelleen tasoverkko.

Lisdamallé sivu xy verkkoon I} saadaan verkko G; = F| +x¢. Verkko Gy on tasoverk-
ko, sillé sivua z( aikaisemmin leikkaavat sisédpalat saatiin kaikki siirrettyé kierroksen 2
ulkopuolelle. Verkko GG on isomorfinen jonkin verkon (G; aliverkon kanssa, jolloin verkko
G on myos valttamatta tasoverkko lauseen 4.8. Tésté seuraa ristiriita, silla verkko G ei
ole madritelmén mukaan tasoverkko. 0

Lemmat 7.3 ja 7.11 kertovat millainen antiteesin mukaisen verkon G' = F + xq taytyy
olla. Aloitetaan tarkastelemalla verkon G = F' + zy kaikkia mahdollisia variaatioita
ndiden lemmojen valossa. Néin tekemadlld tullaan huomaamaan, ettd jokainen néista
variaatioista siséltéé aliverkon, joka on homeomorfinen joko verkon K33 tai K5 kanssa.

Lause 7.12 (Kuratowskin lause vasemalta oikealle). Olkoon G verkko, joka ei sisdlld
aliverkkonaan verkkoa, joka on homeomorfinen verkon Kss tai Ks kanssa. Tdlldin G
on tasoverkko.

Todistus. Olkoon G verkko, joka ei sisdlla aliverkkonaan verkkoa, joka on homeomorfi-
nen verkon K33 tai K5 kanssa. Jos G olisi tasoverkko, viite olisi todistettu. Oletetaan
siis, ettd G ei ole tasoverkko. Olkoon verkko

F:G—xo

kohdan (7.1) médrdamé verkko. Verkolta F' 16ytyy lemman 7.3 mukainen kierros Z,
joka kulkee kérkien ug ja vy kautta. Olkoon I lemman 7.11 mukainen verkon F' sisédpala
joka on seké (ug-vg)-separoituva etté (u;-vp)-separoituva. Kierrokselta Z 16ydetééan nyt
kérjet

wWo € Z(UO,’U()), ’U}é € Z(Uo,uO>, wy € Z(ul,vl) ja 'll)/l S Z(Ul,’ul),

joissa sisdpala I yhdistyy alipolkuihin Z(ug, vg), Z(vo, wg), Z(u1,v1), Z(v1,u;). Kdydaan
lapi kaikki mahdolliset kérkien wy, wy, wy ja w) paikat. Lopuksi lisdtdén sivu xg, jol-
loin saadun verkon ei pitéisi olla homeomorfinen verkon K33 tai K5 kanssa. Piirretdan
selkeyden vuoksi kuva kaikista kérkien paikoista. Kuvassa kdytetddn punaisia ja si-
nisié pisteitd havainnollistamaan verkon K33 kanssa homeomorfisia aliverkkoja. Vih-
reilld karjilla tarkoitetaan kérkié, jotka poistaessa verkolta saadaan aliverkko, joka on
homeomorfinen verkon K33 kanssa. Vastaavasti vihredlld merkityt sivut poistettaessa
saadaan aliverkko joka on homeomorfinen verkon K3 3 kanssa. Vihreélld merkityt kérjet
voidaan poistaa sivujen jélkeen, silld poistaessa kirki saadaan homeomorfinen verkko
alkuperéisen verkon kanssa.
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Kuva 5. Antiteesin kaikki mahdolliset aliverkot

Tapaus 1:
(a) Olkoot
wy € Z(ug,vp) ja wi € Z(vg,up) tai wy € Z(vg,ug) ja wi € Z(ug,vo).

Riittda tarkastella vaihtoehdoista ensimmaisté, silla vastaavalla péadttelylld saadaan
myos toinen tapaus. Téssé erikoistapauksessa lisdttdessd sivu xg = {ug,vo} huoma-
taan, ettd verkko G on homeomorfinen verkon K33 kanssa.

Tapaus 2:
Jos on voimassa
wy € Z(ug,v9) ja wy € Z(ug,vg) tai wy € Z(vg,ug) ja wi € Z(vg,up),

niin riittaa jélleen tarkastella ensimmaisté tapausta, silld toinen tapaus saadaan vas-
taavalla padttelylld. Tarkastellaan miten kérjet wy ja wy voidaan asettaa kierrokselle Z.

(b) Jos wj, € Z(uy,v1), niin verkko on homeomorfinen verkon Kj 3 kanssa.
(c) Jos wjy € Z(vy,uy), niin verkko on homeomorfinen verkon K3 3 kanssa.

(d) Jos wy = vy, niin sisdpalan I téytyy sisiltdéd kérki r, joka ei kuulu kierrokseen Z.
Jos kérked 7 ei olisi olemassa niin sisépala I ei olisi (u;-vy)-separoituva. Télle kérjelle
r 16ydetédédn erilliset polut kérkiin wq, w] ja vy, silld muuten sisépala I ei olisi (ui-v;)
-separoituva. Téssd tapauksessa GG on homeomorfinen verkon K33 kanssa.

Tapaus 3:
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Oletetaan seuraavaksi, etté
wy =1y ja w;Fuy tali w; vy ja wy = ug.

Riittéé tarkastella vain tapaus wy = vy ja w) # uo, silld toinen tapaus saadaan samalla
paattelylla. Voidaan olettaa, ettd w) € Z(uo, vp), silld muuten kérjelle wy) ei olisi yhtaan
mahdollista paikkaa. Saadaan kaksi vaihtoehtoa kérjen wy sijaintia suhteen.

(e): Oletetaan ensin, ettd wy € Z (v, v1). Talloin joko w| € Z(ug, uy) tai w) € Z(vy, ug).
Voidaan olettaa, ettd w] € Z(ug,uq), silla toinen tapaus menee lihes vastaavaan ta-
paan. Téssé erikoistapauksessa verkko G on homeomorfinen verkon K33 kanssa.

(f) Oletetaan, ettd wy € Z(ug, uy). Télloin joko w| € Z(ug,uq) tai wi € Z(uy,ug). Voi-
daan olettaa, ettd w| € Z(up,u;). Talloin saadun verkon taytyy siséiltaa karki r, joka
yhdistéé kérjet wi, wy ja wy = vo. Télloin 16ydetddn verkon Kj 3 kanssa homeomorfi-

nen aliverkko. Myos toisessa tapauksessa 16ydetéddan aliverkko, joka on homeomorfinen
verkon K33 kanssa, mutta pééttely ei ole aivan identtinen.

Tapaus 4:
Viimeisessd tapauksessa tarkastellaan tilannetta jossa

wy =y ja w;= ug.
Voidaan olettaa, etté

wo=1u; ja wy= vy,
silld kaikki muut tapaukset palautuvat kohdissa 1-3 kéisiteltyihin tapauksiin. Olkoon
Py lyhin ug — vg polku sisépalassa [ ja vastaavasti P; lyhin u; — v; polku. Poluilla F, ja
Py on oltava véhintédéin yksi yhteinen kéarki, silld muuten sisépala [ eivét olisi (ug-vp)-
separoituvia ja (u;-vy)-separoituva. Saadaan kaksi mahdollista vaihtoehtoa.

(g) Jos poluilla on useampi kuin yksi yhteinen kérki, verkko on homeomorfinen verkon
K3 3 kanssa.

(h) Jos poluilla on tasan yksi yhteinen kérki, verkko on homeomorfinen verkon Kj
kanssa, kuten kuvassa 5.
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