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Alkusanat
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Jyviskylén yliopiston Fysiikan laitoksen ultrarelativististen raskasionitérmé-
ysten tutkimuksen URHIC-ryhméé ja perhettini saamastani tuesta.



Tiivistelm3i

Téssé tyossa tutkittiin tihedn kvarkkiaineen kiyttaytymisté dédrellisessa lam-

potilassa ja kemiallisessa potentiaalissa kiyttden QCD:n approksimointiin

kahden kvarkkimaun Nambu-Jona-Lasinio-mallia. Samalla tarkasteltiin kvark-
ki-antikvarkki- ja erilaisten dikvarkkikondensaattien muodostumista. Lisdk-

si tarkasteltiin neutronitdhtien fysiikkaa ja johdettiin tilanyht&lot kvarkki-

aineesta koostuvalle neutronitéihdelle. Numeerisesti ratkaistiin tiheélle kvark-

kiaineelle termodynaaminen potentiaali, ottaen huomioon kvarkki-antikvark-

kikondensaatin ja dikvarkkikondensaatin muodostuminen. Téaten saatiin en-

nuste QCD:n faasidiagrammille, joka on esitetty kuvassa 6.4.
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Luku 1

Johdanto

Kvanttikromodynamiikka (QCD) on vahvan vuorovaikutuksen perusteoria,
joka kuvaa kvarkkien valisid vuorovaikutuksia. Vahvan vuorovaikutuksen vé-
littdjahiukkasina toimivat gluonit. Kvarkkien lisdksi gluonit kantavat vériva-
rausta ja gluonien vililli on my0s vuorovaikutuksia. Tamé johtaa monimut-
kaiseen teorian rakenteeseen ja siihen, ettd kvarkkiaine voi esiintyd monissa
erilaisissa faaseissa.

QCD:1la on ominaisuus, jota kutsutaan kiraalisymmetriaksi. Kiraliteet-
ti kertoo hiukkasen spinin suunnan liikeméairdvektorin suhteen. Kiraliteetin
yhteydessd usein puhutaan vasen- ja oikeakiraalisista hiukkasista, vastaten
hiukkasia, joiden spin on liitkemééran suuntainen (oikea) ja liikemé&érén suun-
nalle vastakkainen (vasen). Kiraalisymmetria on QCD:n vakuumissa kui-
tenkin rikkoutunut. Kiraalisymmetrian rikkoutumiseen liittyy kvarkki-anti-
kvarkkikondensaatin (gg) muodostuminen.

Kvarkki-antikvarkkikondensaatin (Gg) muodostumisella on vaikutuksia
myo6s kvarkkien kiyttaytymiseen. Kvarkkien vuorovaikutukset kvarkki-anti-
kvarkkikondensaatin kanssa saavat aikaan sen, ettd kvarkit vaikuttavat mas-
sitvisemmilta kuin mitd ne ovat faasissa, jossa (gg) = 0. Jo vuonna 1975
John Collins ja Malcolm Perry [1] sekd Nicola Cabibbo ja Giorgio Parisi
[2] esittivit, ettéd suuressa lampotilassa tapahtuu faasitransitio, jossa kvarkit
vapautuvat hadroneista muodostaen kvarkki-gluoni-plasmaa (QGP). Tama
faasitransitio liittyy kiraalisymmetrian palautumiseen.

Collins ja Perry [1| ehdottivat myGs, ettd riittédvin suuressa tiheydessi
kvarkit olisivat viarisuprajohtavassa faasissa. Sitd tutkittiin tarkemmin muun-
muassa Bertrand Barroisin [3|, Steven Frautschin [4] sekid David Bailinin ja
Alex Loven [5] toimesta, mutta saatujen energia-aukkojen suuruudet olivat
varsin pienid. Tavallisten suprajohteiden kohdalla oli havaittu, ettd Ty =~
0.57A, eli pieni energia-aukko johtaa matalaan kriittiseen ldmpdétilaan. Té-
mén vuoksi virisuprajohtavan faasin ei ajateltu olevan fysikaalisesti relevant-
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ti. Vasta 1990-luvulla havaittiin, ettd vdrisuprajohtavassa faasissa energia-
aukko saattaisikin olla suuruusluokkaa 100 MeV [6, 7]. Tamé& johtaa kor-
keampaan kriittiseen lampdotilaan, jolloin varisuprajohtavaa kvarkkiainetta
saattaisi esiintyé esimerkiksi neutronitdhtien ytimissé [8|. Koska 1 MeV =
1.16- 10'° K, on kriittinen limpétila T télldin suuruusluokkaa 102 K. Koska,
neutronitihden pintalimpétila on alle 10 K, saattaisi tilloin neutronitihden
ytimessa lampotila olla matalampi kuin virisuprajohtavan faasin kriittinen
lampotila [9].

Kvarkkiaineen virisuprajohtavuutta on tutkittu melko paljon. Toden-
nikoisimpéind varisuprajohtavana faasina pidetdén niin sanottua CFL-faasia
(color-flavor locked), jossa véri- ja makuindeksit lukkiutuvat toisiinsa. TAmé
faasi on tosin mahdollinen vasta, kun otetaan huomioon kolme kvarkkimakua,
ja siten se ei sisilly tdhin tutkimukseen. Lisiksi kvarkkiaine on CFL-faasissa
vasta todella suurilla kemiallisen potentiaalin p arvoilla. Tall6in hadronisen
faasin ja CFL-faasin vilille jaa alue, jossa kvarkkiaine on vérisuprajohtavaa,
mutta ei ole lainkaan selvédi, onko virisuprajohtavassa faasissa olevia aktiivi-
sia kvarkkimakuja kaksi vai kolme. Tamé johtuu siité, ettd s-kvarkin massa
on huomattavasti suurempi kuin u- ja d-kvarkkien massat. Kolmen keveim-
méan kvarkkimaun massojen suhteet ovat suuruusluokkaa 1 : 2 : 40. On siten
mahdollista, ettd s-kvarkit eivit ole vérisuprajohtavia vield ndin alhaisissa
tiheyksisséd, johtuen niiden huomattavasti suuremimasta massasta u- ja d-
kvarkkeihin ndhden. Siten on todennakoista, etta téssi alueessa kvarkkiaine
on niin kutsutussa 2SC-faasissa (two flavor color superconductor). On myos
esitetty tutkimustuloksia, joiden mukaan neutronitihti, jolla on CFL-faasissa
olevasta kvarkkiaineesta koostuva ydin, ei ole stabiili [8|. Siten 25C-faasi saat-
taa olla neutronitihtien kannalta oleellinen [10, 11].

Kvarkki-gluoni-plasmaa on varmasti esiintynyt alkurdjihdyksen yhtey-
dessé. Siitd on tehty myos mahdollisesti havaintoja SPS-torméyttimessa [12].
RHIC-torméayttimessa suoritetuissa kokeissa on kiistatta tuotettu vahvasti
vuorovaikuttavaa kollektiivisesti vapaata ainetta [13, 14|, mutta tdmén aineen
ominaisuuksien kaikista yksityiskohdista ei vield olla tdysin yksimielisid. On
kuitenkin melko varmaa, etti LHC:n (Large Hadron Collider) valmistues-
sa Euroopan hiukkasfysiikan tutkimuskeskukseen CERNiin! kvarkki-gluoni-
plasmaa tullaan havaitsemaan. LHC:n tirkeimpané tehtdviné on tosin niin
sanotun Higgsin hiukkasen l0ytdminen, joka on ainut hiukkasfysiikan stan-
dardimallin hiukkanen, jota ei vield ole havaittu. Tamén lisiksi LHC:n ALICE-
kokeessa (A Large Ion Collider Experiment) yritetdén havaita kvarkki-gluoni-

LCERN on lyhenne sanoista Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire, joka
tarkoittaa Furoopan ydinfysiikan tutkimusneuvostoa. Tami lakkautetiin vuonna 1954.
Nykyisin kiytetddn nimed European Organization for Nuclear Research, mutta vanhaa
lyhennettd CERN kiytetdsdn edelleen.



plasmaa. ALICEN:n tehtdvina onkin selvittdd vahvasti vuorovaikuttavan,
kuuman QCD-aineen ominaisuudet.

Téassd tyossd tutustutaan tihedn kvarkkiaineen ilmioihin. Lahinna keski-
tytddn kvarkki-antikvarkkikondensaatin seké erilaisten dikvarkkikondesaat-
tien muodostumiseen tihedssd kvarkkiaineessa. Nama ovat tdrkeitd neutro-
nitdhtien fysiikan kannalta, silli neutronitihdissd olosuhteet ovat sellaiset,
ettd virisuprajohtavaa kvarkkiainetta voi syntyé. Siten neutronitdhtien omi-
naisuuksien tuntemiseksi on tunnettava tihedn kvarkkiaineen tasmaélliset omi-
naisuudet.

Tamén tyon paamotivaationa tutustutaan ensin neutronitdhden fysiikkaan
ja johdetaan neutronitdhden tilanyhtdlo. Taméan jélkeen siirrytdén tihedn
kvarkkiaineen ominaisuuksiin ja johdetaan kuusi erilaista kvarkki-antikvarkki-
ja dikvarkkikondensaattia sisdltdvin kvarkkiaineen termodynaamiset yhtalot.
Numeerisesti ratkaistaan kvarkkiaineen termodynamiikka tapauksissa, jois-
sa otetaan huomioon kvarkki-antikvarkkikondensaatti (Gq) seki kvarkki-anti-
kvarkkikondensaatti (gq) ja dikvarkkikondensaatti (g7 Cy5m2A2¢). Neutroni-
tdhden tilanyhtiloiden numeerinen analyysi jaa tdméan tyon ulkopuolelle.



Luku 2

Neutronitahtien fysiikkaa

Neutronitdhtien olemassaolo on ennustettu ensimmaéisen kerran varsin pi-
an neutronin 16ytymisen' jilkeen, jolloin niiden arveltiin syntyvin super-
novardjahdysten yhteydessi. Ensimmaéisen, yleiseen suhteellisuusteoriaan pe-
rustuvan, teoreettisen ennusteen neutronitdhtien rakenteelle esittivit Richard
Tolman [15] ja Julius Robert Oppenheimer sekd George Michael Volkoff
[16] vuonna 1939. Ensimmaiisen pulsarin havaitsivat Jocelyn Bell Burnell ja
Antony Hewish vuonna 1967. Myohemmin tdmén on todettu olevan nopeasti
pyorivéd neutronitihti [9].

Neutronitidhti on kuin suuri atomiydin, joka koostuu piaédosin neutroneista.
Sen liséksi neutronitdhdissd on pieni osa elektroneita ja protoneita. Neutro-
nitihden pintalimpétila on alle 102 K, kun sen syntymiésti on kulunut vuosi.
Sen massa on samaa suuruusluokkaa kuin auringon massa, mutta sen side on
noin 10 km. Téstd johtuen on neutronien lukumaééréitiheys neutronitihden
sisalld 0.1 — 1 fm™>, joka on samaa suuruusluokkaa kuin ydinaineen tiheys
0.16 fm . Tavallisesti neutronitihtien pinnalla magneettikentéin voimakkuus
on suuruusluokkaa 10® T, johtuen niiden nopeasta pyorimisliikkeesti akselin-
sa ympari [9].

2.1  Yleista suhteellisuusteoriaa

Yleisessé suhteellisuusteoriassa joudutaan tekemisiin tensorilaskennan kanssa,
silld tensorit ovat kiytannollisid siirryttiessd usein koordinaattijarjestelmés-
td toiseen. Tensori on multilineaarikuvaus ja tensorien tirkein ominaisuus
on se, ettd niiden komponentit muuntuvat koordinaatistomuunnoksissa seu-

INeutronin havaitsi ensimmaéisens kokeellisesti James Chadwick vuonna 1932.



raavasti:

Tl an _ ox'“ ox'on Hro Oxm TV (2.1)
B1...0m ax'yl e axfyn 8$/51 t ax/ﬁm 01...0m " .
Edelld ja jatkossa on kiytetty niin kutsuttua Einsteinin summaussaantoa,

jossa ylhailld ja alhaalla toistuvan indeksin yli summataan eli

A°B, =Y A°B,. (2.2)

Lisdksi kiytetdan osittaisderivaatalle paikkakoordinaattien suhteen merkin-
taa 9.4

= A" . 2.3

=, (23)

Néama merkinnét lyhentédvit laskuja merkittavisti.

2.1.1 Riemannin geometriaa

Newtonin mekaniikka perustuu aika-avaruuteen, jossa aika on kaikille havait-
sijoille sama. Tata kutsutaan absoluuttiseksi ajaksi. Téallaisessa aika-avaruu-
dessa tapahtumat voidaan aikajirjestda siten, ettd tapahtumien jarjestys on
kaikkien havaitsijoiden mielestd sama. Newtonin aika-avaruudessa koordi-
naatistomuunnoksissa siilyy invarianttina pisteiden vilinen et#isyys

di* = da* + dy* + d2°. (2.4)

Tallaisen pituuden siilyttdd invarianttina niin sanottu Galilei-muunnos

)

tx/ - tx + Vi, (2.5)
Edelld V on koordinaatistojen vilinen nopeus. Suhteellisuusteoriassa aika ja
avaruus yhdistetdan neliulotteiseksi aika-avaruudeksi. Yleisessé suhteellisuus-
teoriassa sallitaan liséiksi se, etté aika-avaruus voi olla kaareva. Tdhén ajaudu-
taan, kun halutaan kiyttad koordinaatistoja, jotka ovat kiihtyvissa liikkeessa
toistensa suhteen. Kaarevia, metrisiid avaruuksia kisittelevidd matematiikan
alaa kutsutaan Riemannin geometriaksi [17].

Kaarevassa avaruudessa pisteiden vilisen etdisyyden antaa viivaelementti
ds, joka méairitelldén seuraavasti:

ds® = g, (v)dztdz”. (2.6)

Téassé g, () on metrinen tensori, joka médrittdd kaarevan avaruuden sisé-
tulon. Lisiksi dz* ja dx” ovat tangenttiavaruuden vektoreita pisteessd x.



Viivaelementti ds sdilyy invarianttina koordinaatistomuunnoksissa. Siirryt-
taessa koordinaateista x koordinaatteihin 2/, vektori dz* muuntuu seuraavasti:
oxt
dzt = ——dz'. (2.7)
8$/a
Metrinen tensori muuntuu koordinaatistomuunnoksissa kuten toisen kertalu-
vun kovariantti tensori eli

/ v
ox'™ 0z

Jap = %wg,w- (2.8)

Viivaelementti siilyy siten invarianttina, silld

ds? = gagdx“dxﬁ
oz 0z, Ox* oxl
T 01 9P G oz da"” ox'’e de
= "0"g,,dx"dx"

= g, da"dz" = ds”, (2.9)

Mielivaltaisen kiyridn pituus Riemannin monistolla saadaan lausekkeesta
gaﬁ_— T, (2.10)

missi 7 € [11, 2] C R on mielivaltainen parametri [17].

Viivaelementtiéd kiyttden voidaan johtaa geodeettinen yhtilo, joka antaa
kaarevassa avaruudessa lyhyimmaéan mahdollisen reitin kahden pisteen vilille
vastaten laakean avaruuden suoraa. Parametrisoidaan yhtélossa (2.10) viiva-
elementti pituudellaan, jolloin saadaan

dxH dxv

— 2.11
gﬂ dS dS ( )

Merkit#n jatkossa i = %= Integraali (2.11) saa #ériarvonsa, kun niin kut-
suttu Euler-Lagrange-yhtilo toteutuu. Jos integrandia merkitdén funktiolla
f(z#, &), on Euler-Lagrange-yht&lo

Of (@, &”) d (Of(at, ")\ _
Dz _d_s( Do )‘0' (2.12)

Liséiksi huomataan, ettd -£./gopi%E? = 0, silli \/gagi®i? = 1. Sovelletaan

Euler-Lagrange-yht#lod nyt lausekkeeseen (2.11), jolloin saadaan johdettua
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geodeettiseksi yhtéloksi

ds &'vu V Japt®i? — 5 T gagxaxﬁ

1 d gapt®dl + gagxﬁé

2d8 A /gaﬁxa

= Gl | P 0 22 35

2 T PR A v P O

= 0.
Geodeettinen yhtilo voidaan kirjoittaa kompaktissa muodossa
&+ I, et =0, (2.13)
jossa esiintyvia lukuja

1 9pu | 9950 Oguw
re, = —g* . — =k 2.14
w =59 (8:1:” * Ozt Oz (2.14)

kutsutaan Christoffelin symboleiksi. Kuten lausekkeesta (2.14) voidaan havai-
ta, ovat Christoffelin symbolit symmetrisia indeksien y ja v vaihdon suhteen.
Siten riippumattomia Christoffelin symboleja on 40 kappaletta [17].

Geodeettinen yhtdlo kertoo sen, miten vapaat hiukkaset kulkevat aika-
avaruudessa. Laakeassa aika-avaruudessa voidaan aina valita koordinaatisto
siten, ettd I', = 0, Vo, u, v. Tilloin geodeettinen yhtélo saa muodon

d?x®
ds?

Tama on analoginen Newtonin II lain kanssa, silldi Newton II vapaille hiuk-
kasille on

= 0. (2.15)

d*7

dt?

Koska kontravariantin vektorin A“ osittaisderivaatta ei yleensé ole ten-

sori, on hyodyllistd méaéritelld uusi derivaatta, niin sanottu kovariantti deri-
vaatta. Tata merkitdén puolipisteelld ja se médritellain seuraavasti:

A% =A%, + T A% (2.17)

— 0. (2.16)

Tamaéa derivaatta muuntuu koordinaatistomuunnoksissa kuten tensori. Ko-
variantti derivaatta voidaan méaaritella myos yleiselle tensorille. Sekatensorin
At g 5, kovariantti derivaatta on

Aal...an Aal...an

Bi-..Bmip B1-.-Bm,
o Y1Q2...0n (e 7% a1...0n—1n
+I50A Gro o T ISA Br.-Bm
TN a1...0m _ _ 'Ym aq...0m
FﬁlHA Y1062...0m : FﬁmHA B1...Bm—1vm"
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Kovariantti derivaatta liittyy vektorin yhdensuuntaissiirtoon. Laakeassa
avaruudessa vektoria voidaan yhdensuuntaissiirtdd mihin tahansa avaruu-
den pisteeseen vektorin pysyessd muuttumattomana. Kaarevassa avaruudessa
tama ei ole mahdollista. Vektorin yhdensuuntaissiirto kaarevassa avaruudessa
médritellddn siten, ettd siirrettdessd vektoria jotakin avaruuden geodeesia
pitkin, vektorin asema geodeesin tangenttivektorien suhteen pysyy vakiona
[17].

Kaarevassa avaruudessa kovariantit derivaatat eivit kommutoi. Tamé
voidaan osoittaa seuraavasti. Olkoon Ag mielivaltainen kontravariantti vek-
tori. Talloin

Aﬁ;uv - Aﬂ;lm
= (Aﬁ;pw - FguAa;u - quAﬁ;a) - (Aﬁ;v,u - FguAa;V - FSMAB;a)
ey %M,VAQ - %MA%V - %}(AOQM - Fé{,uAA)
— Ao+ 18, A0 + T8, A0, +T5,(Aa, — T, AN)
- (ng,u =15+ F)‘VFK‘H - Fgufﬁy) A,

I
s
m

(2.18)
jossa esiintyy niin sanottu Riemannin tensori
A A
Riemannin tensorille pétevit seuraavat symmetriaominaisuudet:
Roaﬂ/u/ = _Rﬁauua Raﬁuu = _Raﬁuu (220)

Raﬁuu = Ruyaﬁ> Raﬁuu + Roz/u/ﬁ + Roa/ﬁu = 0.

Riemannin tensoria R,g,, voidaan siis pitaa kahden toisen kertaluvun anti-
symmetrisen tensorin A,g ja By, tensoritulona. Toisen kertaluvun antisym-
metriselld tensorilla on kuusi riippumatonta komponenttia. Lisdksi Rieman-
nin tensori on symmetrinen kahden ensimmaéisen ja kahden viimeisen indeksin
vaihdon suhteen, joten sitd voidaan pitéé tensorien A,z ja B, riippumat-
tomien komponenttien suhteen symmetrisené 6 x 6 matriisina. Symmetrisell&
6 x 6 matriisilla on 21 riippumatonta komponenttia. Viimeinen symmetriare-
laatio poistaa lisiksi yhden riippumattoman komponentin, joten Riemannin
tensorilla on kaikenkaikkiaan 20 riippumatonta komponenttia [17].

Riemannin tensori kertoo avaruuden kaarevuuden. Laakeassa avaruudessa
on aina R% , = 0. Se, ettd Riemannin tensori on nolla, on riittévé ja vilt-
tdmaton ehto avaruuden laakeudelle. Voidaan osoittaa, ettd Riemannin ten-
sori on ainut tensori, joka voidaan konstruktoida ottamalla toisen kertalu-
vun derivaattoja metrisestd tensorista. Riemannin tensori toteuttaa lisdksi
Bianchin identiteetit

Ra,@ul/;a + Ra,@uo’;u + Raﬁo’,u;z/ = O? (221)
1
(R, = 56", R)yu = 0. (2.22)
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Bianchin toisessa identiteetissé esiintyy Riemannin tensorista kontraktoimal-
la saatavat Riccin tensori
R, =R, (2.23)

ja kaarevuusskalaari
_ (63
R=R",. (2.24)
Riemannin tensorin symmetriaominaisuuksista seuraa, ettd Riccin tensori on

symmetrinen. Siten Riccin tensorilla on 10 riippumatonta komponenttia eli
yhtd monta kuin metriselld tensorilla [17].

2.1.2 Einsteinin kenttayhtalot

Aika-avaruudessa olevaa materiaa voidaan kuvata niin kutsutulla energia-
liikemaarédtensorilla 7", joka on symmetrinen indeksien vaihdon suhteen.
Energialiikeméératensorilla on siis kymmenen riippumatonta komponenttia,
jotka voidaan tulkita seuraavasti:

T = energiatiheys,
T% = liikemédritiheys suuntaan 27, (2.25)
T7% = zJ:n suuntainen liikem#firin vuon tiheys suuntaan x*.

Koska materian energia ja litkemé&ara siilyvit, voidaan osoittaa, etta
™., =0. (2.26)

Koska materia madrad aika-avaruuden geometrian, ja aika-avaruudessa
olevaa materiaa kuvaa T"", on etsittdvi symmetrinen toisen kertaluvun kont-
ravariantti tensori, joka on metrisen tensorin ja korkeintaan sen toisten osit-
taisderivaattojen funktio. Lisdksi tdméan tensorin on oltava metrisen tensorin
toisen kertaluvun derivaattojen suhteen lineaarinen, sen kovariantin derivaa-
tan oltava nolla ja sen on oltava invariantti koordinaatistomuunnoksissa. Se,
ettd etsityn tensorin on oltava toisten kertaluvun derivaattojen suhteen line-
aarinen, johtuu siitd, ettd tdma johtaa kvasilineaariseen osittaisdifferentiaa-
liyvhtaloryhméaan. Yhtaloryhmésta halutaan kvasilineaarinen, silla tatd moni-
mutkaisemmista toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtaloryhmisté ja nii-
den ratkaisuista ei osata sanoa juuri mitddn [17].

Yleisin mahdollinen téillainen tensori on

99" (R, — 1/2g,u R+ Agyu), (2.27)

jossa esiintyvda vakiota A kutsutaan kosmologiseksi vakioksi. Kosmologiaa
lukuunottamatta fysikaalisissa sovelluksissa yleensid oletetaan, ettd A = 0.
Jaljelle jaanytta tensoria

Ry, —1/2g,R = Gy, (2.28)
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kutsutaan Einsteinin tensoriksi. Se on symmetrinen indeksien vaihdon suh-
teen ja sisdltdd toisen kertaluvun derivaattoja metrisestd tensorista. Lisdksi
Bianchin toisen identiteetin (2.22) perusteella sen kovariantti derivaatta on
nolla.

Néin saadaan kenttayhtalot gravitaatiolle

G = Ry — 1/2g, R = —KT),,. (2.29)

Valitsemalla vakioksi k = 87(G saadaan hitaasti liikkuvien kappaleiden ja
heikon gravitaatiokentdn rajalla Newtonin gravitaatioteorian kenttdyhtalo.
Taméi on osoitettu liitteessd A.1. Albert Einstein esitti gravitaation kentté-
yhtélot vuonna 1915 artikkelissa "The field equations of gravitation"[18].

2.2 Schwarzschildin ratkaisu

Pallosymmetrinen, staattinen ja asymptoottisesti laakea Einsteinin kentta-
yhtéaloiden ratkaisu on nimeltddn Schwarzschildin ratkaisu. Tamén ratkaisun
16ysi Karl Schwarzschild vuonna 1916. Se kuvaa aika-avaruutta pallosym-
metrisen massajakauman, esimerkiksi tdhden, ulkopuolella. Voidaan osoit-
taa, ettd Schwarzschildin ratkaisu pétee myos silloin, jos staattisuusoletuk-
sesta luovutaan.

Schwarzschildin ratkaisun laskeminen Einsteinin kenttayhtaloistd on esi-
tetty liitteessd A. Samassa liitteessd on esitetty myos Oppenheimer-Volkoff-
yhtéldiden johtaminen massajakauman sisédpuolella.

Viivaelementiksi massajakauman ulkopuolella, kun » > R, saadaan siten

dr?

2 _ 1 _ 2 arm
ds*=(1—-2GM/r)dt 1= 2GMr

r? (d6? + sin®0dg®) . (2.30)

Massajakauman sisdpuolella neutronitdhted kuvaavat niin kutsutut Oppen-
heimer-Volkoff-yhtilot, jotka ovat

-1
/ __ Ge(r)yM(r) P(r) _ 2GM(r) 473 P(r)

Pr) = 0 (1 ) (1 2ee) (e ) (2.31)
M (r) = dxarie(r).

Yhtéaloissé esiintyvit funktiot ovat energiatiheys e(r), paine P(r) ja siteen r
sisdpuolella oleva massa M(r).

2.3 Neutronitihden tilanyhtilo

Oppenheimer-Volkoff-yhtdlot maaradvat neutronitdhden dynamiikan, mutta
niiden lisidksi tarvitaan tdhden sisédlld olevan materian tilanyhtalo. Tilan-
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yhtdlé on muotoa P = P(e) ja se liittyy tdhden termodynamiikkaan. Tata
varten tarvitaan hiukan termodynamiikan perusteita.

Partitiofunktio Z, jota tullaan kisittelemaan myos kondensaattien yhtey-
dessé, liittyy suureen potentiaaliin {2gc seuraavasti

7 = e Sac/T (2.32)
missd 1" on lampotila. Suurelle potentiaalille pétee toisaalta
Qcc = —PV, (2.33)

missd P on paine ja V' tilavuus. Kondensaattien yhteydessa kisiteltdva ter-
modynaaminen potentiaali 2 on suuren potentiaalin tiheys, joten termody-
naaminen potentiaali on suuri potentiaali jaettuna tilavuudella:

Qcc
Q=—. 2.34
= (234
Siten paine ja termodynaaminen potentiaali liittyvat toisiinsa seuraavasti:
Q=-P (2.35)

Partitiofunktio méarittda mydos energiatiheyden €, joka on

) . (2.36)

Néiden avulla voidaan madrittad tilanyhtdlo muodossa e = €(P) [9].
Edelld esitetyn perusteella saamme tilanyhtaloksi

T ({0lnZ
€ — N
V\iolnT Vi VT

_ LT 0 ( Vo, w0V
- v\omTor \ T Olmpou \ T

n OlnZ
v, Olnp

E T (0mz
TV viomrT

olnZz
Oln

0 Q0 o0
TP o 2.37
orT  Mou (2.37)
o P oP
= T' -t 2.38
oaTT Mo (2.38)
Tilanyhtalo ja Oppenheimer-Volkoff-yhtélot muodostavat yhtaloryhmaéan
_ 9 P P
s _ T55r + 1o
d?"r = 471-7”26(7’)7 ) (239)
dP(r) __ Ge(r)M(r) P(r) 2GM(r) - Arr3 P(r)
dr - r2_(1+5(r)><1_ = ) ( M) +1)’
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jota voidaan kutsua neutronitdhden tilanyhtéloksi. Jotta tdma voitaisiin rat-
kaista, tulee neutronitdhden sisélld olevan kvarkkiaineen tilanyhtilo tuntea.
Seuraavaksi tutustutaan tihedn kvarkkiaineen ominaisuuksiin ja johdetaan

kvarkkiaineelle tilanyhtilo, jossa otetaan huomioon erilaisten kondensaattien
muodostuminen.
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Luku 3

Kvanttikromodynamiikka eli QCD

3.1 QCD:n historiaa

Kuplakammion kehittdmisen myotd 1950-luvulla hiukkasfyysikot havaitsi-
vat suuren joukon uusia vahvasti vuorovaikuttavia hiukkasia, joita alettiin
kutsua hadroneiksi. Kaikki havaitut hiukkaset eivit mitenkd&n voineet olla
alkeishiukkasia, joten tarvittiin uusia teoreettisia malleja selittdméadn havait-
tujen hiukkasten alkuperd. Vuonna 1963 Murray Gell-Mann ja George Zweig
esittivit, ettd kaikki hadronit koostuvat uusista alkeishiukkasista, kvarkeista.
Jotta havaittujen hiukkasten sdhkovaraukset voitiin selittdd, asetetiin kvar-
keille murtolukusahkévaraukset @, = %e, Qi= Qs = —%e. Kvarkkeja oletet-
tiin aluksi olevan kolmea lajia ja niiden kuuluvan SU(3)-ryhmén perusesi-
tykseen. Lisdksi jokaisella kvarkilla ajateltiin olevan antihiukkanen, jolla olisi
vastakkaiset kvanttiluvut kuin vastaavalla kvarkilla. Antikvarkkien oletettin
kuuluvan SU (3)-ryhmén perusesityksen konjugoituun esitykseen. Baryonien
ajateltiin koostuvan kolmesta kvarkista ja mesonien kvarkki-antikvarkki pa-
reista [19, 20].

Teorialla kyettiin selittdméan ldhes kaikki havaitut hiukkaset ja niiden
kvanttiluvut. Kvarkkiteoria ei kuitenkaan selittinyt sitd, mikd voima sitoi
kvarkit hadroneiksi, tai miksei kvarkkeja ollut havaittu. Johtuen kvarkkien
murtolukuisista sihkoévarauksista, niiden olisi pitdnyt olla helppoja havaita.
Yhtaédn hiukkasta, jolla olisi ollut murtolukusdhkévaraus, ei kuitenkaan ollut
16ydetty. Suurin teoriaan liityva ongelma oli kuitenkin se, ettd niin sanotul-
la A**-hiukkasella oli hiukkasten vaihdon suhteen symmetrinen aaltofunk-
tio. A*T-hiukkanen koostuu kolmesta u-kvarkista, joilla on samansuuntaiset
spinit ja ratapyorimismaara 0. AtT-hiukkasella on siten sihkdvaraus +2e ja
spin % Se on siis fermioni, jolla tulisi olla hiukkasten vaihdon suhteen anti-
symmetrinen aaltofunktio [19, 20].
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Yoichiro Nambu ja Moo-Young Han [21] sekd Oscar W. Greenberg ja
Murray Gell-Mann esittivit vuonna 1965, etta kvarkeilla olisi lisédksi SU(3)-
symmetrinen virivaraus. Kun kaikilla A**-hiukkasen kvarkeilla on toisistaan
poikkeava vérivaraus, saadaan AT '-hiukkaselle hiukkasvaihdon suhteen an-
tisymmetrinen aaltofunktio [19].

Myo6hemmin on I6ydetty myo6s kolme raskaampaa kvarkkimakua ja havait-
tu, ettd kvarkkien SU(3)-makusymmetria on vain approksimatiivinen, johtu-
en kvarkkimakujen erisuuruisista massoista. Koska kolmen keveimmén kvark-
kimaun massat ovat melko ldhelld toisiaan ja hyvin pienid verrattuna QCD:n
energiaskaalaan, on SU(3)-makusymmetria kuitenkin hyvi approksimaatio.
Suuremmat makusymmetriaryhmét, kuten SU(4), SU(5) tai SU(6), eivit
kuitenkaan toimi hyvin edes approksimaatioina. Tdmé johtuu raskaimpien
kvarkkimakujen suurista massoista suhteessa keveimpiin kvarkkeihin. Esi-

merkiksi c-kvarkille, joka on kolmesta raskaasta kvarkista kevyin, on m./m, ~
400 — 900 [11].

3.2 QCD:n perusteita

Kvanttikromodynamiikka eli QCD on SU (3)-symmetrinen mittakenttéteoria,
jota kuvaa Lagrangen tiheys

6
L= —ingng + ) (D —m)y. (3.1)
Np=1

Lagrangen tiheydesséi esiintyy kovariantti derivaatta

D, =0, —1igA,, (3.2)
joka sisaltdd gluonikentian

Au(x) = Al ()7 (3.3)
Lisdksi lausekkeessa (3.1) on kentdnvoimakkuustensori, joka maaritellaan

Fu = >[D,.D)
g

= 0,4, — 0,A, —ig[A,, A
(DAL — 8,A% + gfee AL A)7e, (3.4)

Kentanvoimakkuustensorissa esiintyvat matriisit 7 toteuttavat algebran
(7%, 7% = i febere. (3.5)
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Edelli 7¢ ovat SU(3)-ryhmiin generaattorit ja fo¢ rakennevakiot. Lisiiksi
merkinti A tarkoittaa samaa kuin A#v,. Lagrangen tiheys (3.1) voidaan joh-
taa olettamalla lokaali SU(3)-symmetria, Lorentz-invarianssi ja vaatimalla,
ettd teoria on renormalisoituva [19].

Kvanttikromodynamiikan ominaisuuksiin kuuluu asymptoottinen vapaus
ja toisaalta kahliutuminen. Ndmé& ominaisuudet johtuvat siitd, ettd renor-
malisaation seurauksena QCD:n kytkinvakio g muuttuu energian funktiona.
Yksisilmukkatasolla kytkinvakion liikeméaéran k funktiona antaa lauseke

2

g
g(k) = - , (3.6)
1+ (11— 2Np) In(k?/M2)

missd Np on kvarkkimakujen lukuméira. Parametri M kertoo, missa ener-
giaskaalassa renormalisaatio on suoritettu. Lausekkeesta (3.6) ndhdéén, et-
td kytkinvakio g(k) on kdéntden verrannollinen liikemé&ériskaalan logarit-
miin. Siten suurilla energioilla g(k) on pieni ja kvarkit ovat asymptoottises-
ti vapaita. Matalilla energioilla g(k) on suuri ja kvarkit ovat kahliutuneet
hadroneihin. Koska QCD:té ei osata analyyttisesti ratkaista, joudutaan tur-
vautumaan approksimaatiomenetelmiin. Suurilla liikemé&éarilla (£ ~ 1 GeV),
QCD:n kytkinvakio g(k) = 0.4, joka on riittdvén pieni siihen, ettd approksi-
maatioon voidaan kiyttda hiiridteoriaa, jossa vuorovaikutukset kehitetdan
sarjaksi teorian kytkinvakion suhteen. Niilld liikem&araskaaloilla, joita tassé
tyossa tarkastellaan, kytkinvakio on niin suuri, ettei teorian kehittdminen
sarjaksi anna luotettavia tuloksia [19].

Viérisymmetrian SU (3) lisiksi QCD:114 on muitakin symmetrioita. QCD:n
Lagrangen tiheys on massattomien hiukkasten rajalla symmetrinen SUL(Np)®
SUg(Np)-muunnoksessa, missi Ny on massattomien kvarkkimakujen luku-
méaara. Tata kutsutaan kiraalisymmetriaksi. Kiraalisymmetria péatee kohta-
laisesti kolmelle keveimmalle kvarkkimaulle, johtuen niiden pienistd mas-
soista verrattuna vahvan vuorovaikutuksen energiaskaalaan. Luonnossa ki-
raalisymmetria on kuitenkin rikkoutunut [20].

Kiraalisymmetriaan liittyvat vasen- ja oikeakiraaliset kvarkkikentét, joista
kiytetddn myos nimitystd vasen- ja oikeakitiset kentét qr ja qr. Ne saadaan
kvarkkikenttdd kuvaavasta Diracin spinorista ¢ seuraavasti:

1= 1+
qr = 5 g, dr = 9 q.
Vasen- ja oikeakitisille kvarkkikentille piatee ¢ = q;+qr. Kun QCD:n Lagran-
gen tiheys massattomien hiukkasten rajalla kirjoitetaan vasen- ja oikeakatis-
ten kenttien avulla, on se invariantti SUL(Np) ® SUg(Npg)-muunnoksissa.
Namaé voidaan kirjoittaa muodossa

(3.7)

0.7 —

qr, — ¢ qL, qr — e " 7qp, (3.8)



missi 7:n komponentit ovat SU(Npg)-ryhmén generaattorit ja 6 on mieli-
valtainen vektori. SUL(Np) ® SUg(Ng)-symmetria voidaan kirjoittaa myos
vektori- ja aksiaalivektorisymmetrioiden avulla muodossa SUy (Np)@SUa(Np).
Vektori- ja aksiaalivektorisymmetria vastaavat muunnoksia, jossa kvarkkikent-
td ¢ muuntuu seuraavasti:

g — e 7, g e 30Ty, (3.9)

. 0,-7 0
9.7 = o ) 3.10
g ( 0 eR.T*> (3.10)

Vektorisymmetria vastaa siten tapausta, jossa vasen- ja oikeakiraalisia kent-
tid muunnetaan siten, ettd 0, = 53 ja aksiaalivektorisymmetria tapausta,
jossa 0, = —0z. QCD:n vakuumi on SUy (Np)-symmetrinen', mutta vakuu-
missa SU(Np)-kiraalisymmetria on kvarkki-antikvarkkikondensaatin muo-
dostumisen vuoksi spontaanisti rikkoutunut. Jos SU4(Npg)-symmetria ei olisi
rikkoutunut, tulisi kaikilla hadroneilla olla "kiraalinen vastinhiukkanen", jol-
la olisi yhtéd suuri massa, mutta vastakkainen pariteetti [8].

missé

Pionia voidaan pitdd rikkoutuneelle kiraalisymmetrialle niin sanottuna
Goldstonen bosonina. Jos kiraalisymmetria olisi eksakti, olisi pioni massaton.
Pionilla on kuitenkin luonnossa varsin pieni massa, joten kiraalisymmetriaa
voidaan pitdd hyvéné approksimaationa. Edellisten lisiksi QCD:ll4 on vield
Ug(1) ® Ua(1)-kiraalisymmetria. Naistd Ug(1)-symmetria vastaa baryonilu-
vun séilymistd ja Ua(1)-symmetria on niin sanottu aksiaalisymmetria. Ak-
siaalisymmetria ei ole QCD:n todellinen symmetria, johtuen niin sanotusta
aksiaalianomaliasta: QCD:n Lagrangen tiehys on Uy (1)-symmetrinen, mut-
ta polkuintegraaliformalismin integroimismitta DWDW ei ole. Anomalialla
tarkoitetaan sitd, ettd jarjestelméan klassinen symmetria ei séily teorian kvan-
tisoinnissa [20, 19].

3.3 Matalan energian QCD:n approksimointi

Koska QCD:n héiricteoreettinen kisittely matalilla energioilla ei ole mahdol-
lista, joudutaan kiyttdmaan muita approksimaatiomenetelmia. Té&lloin ke-
hitetddn malleja, joilla on samoja ominaisuuksia kuin alkuperiiselld teorial-
la. Téssd tapauksessa haluamme teorian, joka siilyttdd QCD:n kiraalisym-
metrian ja kuvaa kvarkkien vuorovaikutuksia matalilla energioilla.

LSUy (Ng)-symmetriaa kutsutaan myds isospinsymmetriaksi.
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Yleisesti teorian matalan energian kiytostd kuvaavan efektiivisen teorian
Lagrangen tiheys saadaan jakamalla taustalla olevan teorian kenttdoperaat-
torit matalan ja korkean energian moodeihin. Jos taustalla olevan teorian
fundamentaali energiaskaala on M, niin valitaan efektiivisen teorian ener-
giaskaalalle ylaraja A siten, ettd A < M. Maaritelldédn seuraavaksi

¢(k) = ¢r(k) + ou(k), (3.11)
¢L(k:)={ qb(olf)’ jg: lzg;}\ : (3.12)

0, jos k<A,

Teorian generoiva funktionaali voidaan edellisten avulla kirjoittaa seuraavasti:
Z[JL] — /D¢L€iSA(¢L)+ide:cJL(:z:)¢>(x), (314)

missa
(51 (61) _ / DépyyeiS(@rom) (3.15)

on Wilsonin efektiivinen aktio. Tamé& voidaan yleisesti kirjoittaa lokaalien
operaattorien avulla muodossa

Sa(or) = / dPx L5 (x), (3.16)

missa

1 dim(Oy,)—D
L =" ,0n(x) (K> : (3.17)
n
Operaattoreiksi O,, voidaan asettaa kaikki teorian symmetrioiden sallimat
termit, jotka voidaan muodostaa kentistd ¢ (k). Siten operaattoreita on
adreton maara. Tassd tapauksessa O,:t ovat lokaaleita kiraalisymmetrisia
operaattoreita, c,:t ovat kompleksi-arvoisia dimensiottomia kytkinvakioita
ja A on teorian energiaskaalan ylaraja [22, 19, 23]. Seuraavaksi tarkastellaan,
mitkd operaattorit ovat matalan energian rajalla tarkeité.
Olkoon E < A energiaskaala, jossa teoriaa halutaan tarkastella. Siten
operaattorin O,, vaikutus dimensiottomaan observaabeliin on

A =< <1 ,jos D-—dim(O,)>0 . (3.18)

B\ D-dim(0n) O(1) ,jos D —dim(0,) =
O, ~ ¢, ( )
>1 ,jos D—dim(0O,) <0
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Tésta seuraa se, ettd vain ne operaattorit O, joille D — dim(O,,) < 0 ovat
tarkeitd. Operaattorit voidaan siten luokitella seuraavasti:

D — dim(0,,) < 0, Relevantti operaattori (Superrenormalisoituva),
D — dim(0,,) =0, Marginaalinen operaattori (Renormalisoituva),
D — dim(0,,) > 0, Irrelevantti operaattori (Renormalisoitumaton).

Vain relevantit ja marginaaliset operaattorit ovat téarkeitd, kun E — 0.
Fermionijarjestelmien tapauksessa relevantteja operaattoreita ei kuitenkaan
ole ja vuorovaikuttamattoman teorian Lagrangen tiheys konstruoidaan mar-
ginaalisista operaattoreista W (i@ —m)W. Jirjestelmiin lisittiviit vuorovaiku-
tukset ovat siten aina irrelevantteja operaattoreita, koska muita marginaalisia
operaattoreita ei ole [23].

Erés yksinkertainen teoria, joka kuvaa kvarkkien kayttaytymistd matalil-
la energioilla, on Nambu-Jona-Lasinio-malli (NJL-malli). Alkuperdisen NLJ-
mallin Lagrangen tiheys kun Np = 3, eli kun kvarkkimakujen lukuméara on
kolme, on

8

Ly = q(iy-0 —mg)q + Z

a=0

[(gA*q)? + (qivsA"q)?], (3.19)

N[

missd ¢ on kvarkkien kenttdoperaattori, g kytkinvakio ja A%t Gell-Mannin
matriisit. Teorian Lagrangen tiheyteen voidaan halutessa lisdtd globaalisti
UL(3) ® Ur(3)-symmetrisid neljan fermionin vuorovaikutuksia. NJL-mallilla
voidaan kuvata kiraalisymmetrian rikkoutumista. Teoria yksinkertaistuu hie-
man, kun oletetaan, ettd Np = 1,2 [22].

Yoichiro Nambun ja Giovanni Jona-Lasinion kaksi vuonna 1961 kirjoitta-
maa artikkelia |24, 25| ovat NJL-mallin perusta. Se oli alunperin vuorovaikut-
tavien nukleonien teoria ja muotoiltiin ennen kuin QCD tunnetiin. QCD:n ke-
hittdmisen jialkeen ymmarrettiin, ettd NJL-malli voidaan myos tulkita kvark-
kien efektiivisend teoriana [8].

3.4 Kondensoituminen

Jokaisessa fermionijirjestelméssa riittavin alhaisilla lampotiloilla ja attrak-
tiivisen vuorovaikutuksen ldsndollessa muodostuu hiukkaspareja, jotka muut-
tavat jirjestelmén perustilaa. Kun 7" = 0, vuorovaikuttamattomat fermionit
muodostavat fermipallon, jossa kaikki kvanttitilat fermiliikem&ardan kg asti
on miehitetty. Koska vapaa energia |Ez — |, joka vaaditaan hiukkasen tai
aukon luomiseksi, hévidd fermipallon pinnalla, ei hiukkasparin luomisessa
fermipallon pinnalla menetetéd energiaa. Jos lisiksi jirjestelméssa vaikuttaa
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fermionien valilla attraktiivinen vuorovaikutus, laskee hiukkasparin muodos-
tus vapaata energiaa ja on siten jarjestelmén kannalta edullista [8, 10].

Fermioniparia, jonka hiukkasten litkemaérdt ja spinit ovat samansuu-
ruiset, mutta vastakkaismerkkiset, kutsutaan Cooperin pariksi. Taten Coope-
rin pari muodostaa bosonin, jolle Paulin kieltosdinto ei pidde. Namé& bosonit
kondensoituvat samalle kvanttitilalle, muuttaen samalla jarjestelmén perusti-
laa. Kondensaatin muodostumisen seurauksena jirjestelmén energiaspekt-
riin muodostuu aukko, silld viritystilan aikaansaamiseksi on jokin Cooperin
pareista rikottava. Cooperin pareja muodostuu, kunnes saavutetaan termo-
dynaaminen tasapainotila. T&ll6in jirjestelmén tila on muuttunut niin paljon
alkuperiisestd perustilasta muodostuneiden Cooperin parien vuoksi, ettd uu-
sien parien sidosenergia on nolla [26].

Tavallisessa suprajohtavuudessa kidehilan atomiytimien vaikutuksesta
elektronit kokevat keskendisen poistovoimansa sijasta varjostetun potenti-
aalin. Varjostettu potentiaali mahdollistaa fononien? vilityksells tapahtuvan
heikon attraktiivisen vuorovaikutuksen fermipallon pinnalla olevien elektro-
nien vililld, kun elektroneilla on yhta suuret, mutta vastakkaismerkkiset lii-
kemadrat ja spinit. Kun lampdtila on riittdvin matala, ei elektronien lampo-
liike riitd rikkomaan muodostuneita Cooperin pareja, jolloin ne kondensoitu-
vat, ja tdmén seurauksena jirjestelman perustila muuttuu. Kondensaatin
muodostumisen seurauksena fotoneista tulee Andersonin-Higgsin mekanis-
min kautta massiivisia ja energiaspektriin tulee aukkoja, jotka ovat supra-
johtavuuden syy [27].

Vahva vuorovaikutus on tietyissa kanavissa attraktiivinen, joten virisupra-
johtavuuden teoria on paljon suoraviivaisempi kuin tavallisen suprajohtavuu-
den. Virisuprajohteiden muodostumisen mahdollisuutta tihedssd kvarkki-
aineessa onkin ensimmaisen kerran tutkittu jo vuonna 1975 [3, 4, 5]. Télléin
energia-aukon suuruus arvioitiin varsin pieneksi. Koska tavallisten suprajoh-
teiden kriittiselle lampdatilalle patee T ~ 0.57A(T = 0), ei véarisuprajohteita
talloin padsisi muodostumaan kuin hyvin pienilld lampdétiloilla. Kuitenkin
1990-luvulla huomattiin, ettd kun g ~ 500 MeV, saattaisivat vérisupra-
johteiden energia-aukkojen suuruudet olla suuruusluokkaa A ~ 100 MeV.
Virisuprajohtavaa kvarkkiainetta saattaisi talloin esiintya lampotila-alueella,
jollaisia esiintyy neutronitdhtien ytimissi ja mahdollisesti myos raskasionitor-
méyksissé [8].

2Fononit ovat matalan liilkem#drin #3niaaltoja.
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3.5 Asymptoottiset tiheydet

Koska QCD:n kytkinvakio g muuttuu pieneksi suurilla energioilla, voidaan
talloin QCD:n tutkimiseen kiyttda hairidteoriaa. Koska suurissa tiheyksissi
energiaskaalan antaa fermiliikemédard pr ja pp ~ p, voidaan myos asymp-
toottisissa tiheyksissd QCD:td késitelld hiirioteoreettisesti. Télloin voidaan
my06s varisuprajohtavuuteen liittyva energiaspektrin aukko laskea suoraan
kdyttiaen QCD:t4.

A
N

Kuva 3.1: Aukkoyhtdloon liittyvd diagrammi. Kuvassa ohut viiva ja tum-
mennettu ympyra kuvaavat dikvarkkikondensaatin kanssa vuorovaikuttavaa
kvarkkipropagaattoria.

Aukkoyhtélo saadaan diagrammista, joka on esitetty kuvassa 3.1. Tama
voidaan esittdd matemaattisesti muodossa

d*k
S(p) = —ig* [ TSI DL = ), (3.20)
missi g on QCD:n kytkinvakio, T gluoniverteksi, S(p) kvarkki- ja D% (k—p)
gluonipropagaattori.

Kuten edelld todettiin, tutkittiin kvarkkien vérisuprajohtavuutta ensim-
maiisen kerran jo vuonna 1975. Télloin saadut energia-aukkojen suuruudet
olivat varsin pienid. Tamé johtui siitd, ettd suurissa tiheyksissa, kun g — 0,
kvarkkiaineen oletettiin muuttuvan heikosti vuorovaikuttavaksi plasmaksi.
Edellisessd kappaleessa kuitenkin todettiin, ettd jos fermionijirjestelméssa
on edes mielivaltaisen pieni attraktiivinen vuorovaikutus, muuttaa se jar-
jestelmén perustilaa.

Néissd ensimmaisissd tutkimuksissa QCD:n oletettiin muuttuvan heikosti
vuorovaikuttavaksi plasmaksi, joten ajateltiin, ettd talloin kvarkkien vélinen
gluonin vaihto voidaan korvata kvarkkien nelipistevuorovaikutuksella. Té&l-
16in saadaan aukkoyht&loksi

272
3miA® 1 > | (3.21)

2o (55
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missi A on liikemaaran ylaraja (A ~ p), jolla regularisoidaan laskussa esiin-
tyvien integraalien ultraviolettidivergenssit ja jota suuremmilla liikemaarilla
laskussa kéytetyt approksimaatiot eivit pade |28, 8. Saatu energia-aukko on
varsin pieni, silld se on verrannollinen 6*1/92:een, missa g — 0.

Kun otetaan huomioon pitkdn kantaman efektit, muuttuu energia-aukon
lauseke merkittavésti. Otettaessa huomioon Debye-varjostus ja Landau-vai-
mennus, saadaan energia-aukoksi

A(p) = pexp (—%) sin [ﬁ In (ﬁ)} . (3.22)

Suurin muutos energia-aukkojen (3.21) ja (3.22) vililld on g-riippuvuuden
muuttuminen eksponenttifunktiossa. Tamaé johtaa merkittdviin energia-au-
kon kasvuun. Lisiksi aukkoyhtélo (3.22) riippuu liikemédristé p |28, §].
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Luku 4

Nambu-Jona-Lasinio-malli

Jatkossa tarkastellaan hiukkasprosesseja, joihin liittyy divergoivia integraale-
ja. Divergenssien poistaminen suoritetaan normaalisti renormalisoimalla teo-
ria, jonka jilkeen kaikki silmukkaintegraalit haluttuun kertalukuun asti ovat
aarellisid. Renormalisaatiossa silmukkaintegraaleja vaivaavat divergenssit eris-
tetddn ja sisillytetddn teorian paljaisiin parametreihin. Niin voidaan tehda,
koska paljaat parametrit eivit ole mitattavia suureita. Néiden tilalle maaritel-
lddn uudet ddrelliset parametrit, jotka kiinnitetddn mittausten avulla.

Fysikaalisesti renormalisoituvuus tarkoittaa paapiirteissaan sité, ettd pit-
kinkantaman ilmitt eivit riipu teorian mikroskopiasta. Jotta teoria olisi
renormalisoituva, saa vain dérellinen méaird teorian Feynmanin graafeista
olla divergoivia. Renormalisoitumattoman teorian erottaa myos siitd, ettd
teorian kytkinvakiolla on negatiivinen massan dimensio [19].

Koska NJL-malli ei ole renormalisoituva teoria, ei ole systemaattista tapaa
silmukkaintegraalien divergenssien poistamiseksi. Divergoivat integraalit voi-
daan kuitenkin regularisoida, asettamalla liikemé&arille ylaraja A, jonka yla-
puolella malli ei endd pade. Téata suuremmilla energioilla teoria korvautuu
uudella mikroskooppisemmalla teorialla, joka ottaa huomioon myd6s suurem-
missa energiaskaaloissa esiintyvit vapausasteet. Téllaisia ovat esimerkiksi
hiukkaset, joille m, > A. Naméi hiukkaset eivit kinemaattisesti voi esiin-
tyd massakuorellaan energiaskaaloilla £ < m,.

Jatkossa kaikki lilkemé&drédintegraalit regularisoidaan asettamalla kolmi-
liikeméérille ylaraja |p] < A. Lisdksi kiytetddn niin kutsuttuja luonnollisia
yksikoitd, joissa i = ¢ = kg = 1, josta seuraa [¢7!] = [t7!] = [E] = [p] =
[m] = [T]. Télloin kaikki fysikaaliset suureet voidaan mééritelld yhden yk-
sikon avulla. Yleensd yksikkond kiytetddn megaelektronivolttia (MeV) tai
femtometria eli fermid (fm).
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4.1 Kahden kvarkkimaun NJL-malli

Kahden kvarkkimaun NJL-mallin Lagrangen tiheys on

L = q(id —m)q + g[(q9)* + (qivs7q)?], (4.1)

missi ¢ = (u,d)? ja u,d ovat 4-komponenttisia Diracin spinoreita, ja g on teo-
rian kytkinvakio, jolla on dimensio [massa|~? |22|. Tisté johtuen teoria ei ole
renormalisoituva, vaan efektiivinen teoria, jota voidaan kidyttdd vain tietyn
energiarajan alapuolella. Lagrangen tiheys siséltaé lisdksi massaparametrin

m = diag(mu, ma)

ja Paulin spin-matriisit 7° [22]. Télld mallilla lasketaan kvarkkien massa M
sekd mesonien ¢ ja m massat (my, m,), kun "= 0 ja g = 0. Tamé& tehdaan
siksi, ettd voitaisiin kiinnittda mallin parametrit havaittuhin suureisiin. Téassa
u tarkoittaa kvarkkien kemiallista potentiaalia. Baryonien kemiallinen poten-
tiaali on 3pu.

Lagrangen tiheyden (4.1) vuorovaikutustermit on valittu siten, ettd vain
kvarkki-antikvarkkikondensaatin muodostumisen kannalta oleellinen termi
(79)* on otettu huomioon. Lagrangen tiheyteen joudutaan lisiiméin mydos
termi (qiys7q)?, jotta se olisi massattomien hiukkasten rajalla SUL(2) ®
SURg(2)-symmetrinen.

4.1.1 Symmetria

Lagrangen tiheydelld (4.1) on UL(2) ® Ug(2)-symmetria, kun m = 0. Tadmé&
voidaan kirjoittaa myos muodossa

SU‘/(Z) X SUA(Q) &® Uv(1> ® UA(l).
SUy (2)-muunnoksessa kvarkkikenttd ¢ muuntuu siten, ettd ¢ — e_%(;'Fq.
Termi (qq)* pysyy invarianttina tissi muunnoksessa. Téméi voidaan osoittaa
seuraavasti:

(g9)* — (q'e 87 70e75770) = (qq)*. (4.2)
Myds (qivs7q)? pysyy SUy(2)-muunnoksessa invarianttina, silli giys7q on
isospin-avaruuden vektori, SUy (2):n alkiot vastaavat rotaatioita isospin-ava-
ruudessa ja vektorin pituuden neli6 séilyy rotaatioissa. Kvarkkikentén kineet-
tinen termi gidq siilyy myds SUy (2)-muunnoksessa invarianttina, sill

Gidg — q'eT2 Tgide 307 q = Gidyq, (4.3)



mutta massatermi gmgq siilyy invarianttina vain, jos m, = my. Néiin ei
kuitenkaan tarkaan ottaen ole.
Uy (1)-muunnoksessa ¢ — e~2%q ja vastaavasti

(79)* = (¢'e2*y0e2%)* = (q9)°, (4.4)
(qivs7q)” — (q'e™ 2%ypinsTe 2%g)* = (qivs7q)’ (4.5)
Ja . .
qidg — q'e* 2 yide”2%q = qidyg. (4.6)
Yhtélosta (4.4) seuraa se, ettd myos massatermi gmg on Uy (1)-symmetrinen.
SU(2)-muunnoksessa ¢ — e’éa;wq ja

0775). (4.7)

Gg — (e ype s

Timi saadaan helpompaan muotoon, kun kiiytetiifin tietoa e**@7™ = cos |a| &
iT- asin |a|. Télloin lausekkeen (4.7) oikea puoli voidaan sieventdé yksinker-
taiseen muotoon seuraavasti:
(s 2107 0 0 07 0
cos — + —— sin — cos — — —— sin —
q 9 0 2’75 70 9 0 2’75 q
) 0 _i6-7 6 0

0
= q<cos2 5~ sin? 5~ 2@'7 cos 3 sin §V5>q

—
—

-7
0

Seuraavassa tarvitaan lisiksi tietoa {79, 7°} = 26, jonka avulla saadaan
johdettua tarpeellinen tulos

= qgqcosf — qivs——qsin 6. (4.8)

—
—

0.7 L R
_ Fl — _ [y )
{9,7}_28{7,7}_29. (4.9)
17]
Taméi on hyddyllinen, kun tarkastellaan termin giys7¢ muuntumista SU(2)-
muunnoksessa. Nyt saadaan
Ginsg —  (glet 30 TgingTe 10 sg)
_ 0 67 0 \./ 6 67 _ 0
= qi cos — — sin =5 | 7| cos = — ——sin =
qrys B 275 0 275 q
7__’

ﬁ?ﬁ—icosgsing {5— T}

[\

0
= ivs| cos® =7 — sin
2 2 2

= qivsTq — qi Sm29§.F+¢ sin 6 {@F 7}
= qUysTq — qUYs 20 275 0 T34
= GivsTq + qqfsin b — Givs0- ?qé(l — cos ). (4.10)
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Téastd ndhdéaan, ettd termien neliot eivat yksin ole invariantteja, mutta niiden
nelididen summa on:

(q‘q cos 6 — qiys (ﬁq sin 6’) ?
~ 9 ~ ~ 2
+ ((jz'%Fq + qqf sin 0 — (qivs0- Tq0)*(1 — cos 9))
= (qq)*cos? — 2 cos Osin 0(qq)(qivsT- 0q) + sin? 0(giys7- 0q)*
+ (qivs7q)® + (39)?sin® 0 + (gins 7 09)* (1 — cos 6)® + (qiv57)(Gq)0 sin 6
—  2(qivs7Tq)(qirys0- Tq0) (1 — cos 0)0 — 2(qq)(Givys0- Tql) sin O(1 — cos )
= (q9)* + (qivsTq)*.
Myds kineettinen termi gidq on symmetrinen SU4(2)-muunnoksessa, silli

Gidg — (q'eT 5T Tyigems7 )
—  gli(cos & + T sin 5)707"(cos § — 57 sin g 30,4
= qli(cos’ ’YO’Y“ + “9—7 sin § cos §[7s, 707"] + (0 L

= qidq.

sin® £957907"75) 9,4

Koska (gq)? termi ei yksindién ollut symmetrinen SU4(2)-muunnoksessa, ei
massatermi gmq voi myoskadn olla symmetrinen tiassda muunnoksessa. Téasta
nidhdéén, ettd SUy(2) ® SU4(2)-symmetria on eksakti vain massattomien
hiukkasten rajalla.

Kuten edelld mainittiin, rikkoutuu Ua(1)-symmetria teorian kvantisoin-
nissa. Tamé on niin sanottu aksiaalianomalia. Lisiksi vakuumissa SU(2)-
symmetria on kvarkki-antikvarkkikondensaatin muodostumisen vuoksi spon-
taanisti rikkoutunut, kuten aiemmin todettiin.

4.1.2 Keskimiariisen kentin approksimaatio

Oletetaan, ettd operaattorilla gg on nollasta poikkeava vakuumiodotusarvo.
Linearisoidaan Lagrangen tiheys (4.1) kondensaatin (gq) suhteen. Se tapah-
tuu seuraavasti: kirjoitetaan kaikki ¢ Aq termit, missii A on jokin operaattori
siten, etta

q¢" Ag = (¢" Aq) — (¢" Ag)y, (4.11)
missé (7 Ag) on ¢* Ag:n odotusarvo ja (¢* Ag); on pieni fluktuaatio.
Suoritetaan linearisointi Lagrangen tiheydelle (4.1) vastaavasti ja ote-
taan huomioon vain kondensaatin kannalta oleellinen termi g(gq)?, jolloin
Lagrangen tiheyden (4.1) vuorovaikutustermi saa muodon

Lo = g(Q_Q)2
= 9((qq) — (q9)5)°
= 9((q0)® — 2(q9)(qq9)s + (70)})- (4.12)
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Koska oletimme, ettd kyseesséd on pieni fluktuaatio odotusarvon ympaérilld, on
fluktuaation nelié mitdttoman pieni ja se voidaan jattadd huomioimatta. Kir-
joitetaan sen jalkeen fluktuaatio jilleen odotusarvon avulla, jolloin saadaan

LU = g(2(d9)7g — (70)°)- (4.13)
Keskimééridisen kentén approksimaatiossa Lagrangen tiheys (4.1) on siis
L— LM = qid —m+ 29(q9))q — 9{aa)”

= gtid — wyq - P

4.14
T (114)

missa M = m — 29(qq) [22].
Klassiset liikeyhtélot saadaan Lagrangen tiheydestd, kun aktio minimoituu,
jolloin Euler-Lagrange-yhtalo

oL oL

= _9,——— =0 4.15
dq 9(9,q) 415)

toteutuu. Kun titi sovelletaan £MFA:n, saadaan liikeyht#lot
~Mg—0,qiv" =0 = (i + M) =0, (4.16)
~Mq+iv"0,q=0 = (i — M)q=0. (4.17)

Yhtélo (4.17) on niin kutsuttu Diracin yhtdlo ja sen esitti vuonna 1928
Paul Dirac. Tami yhtédlo kuvaa M-massaista vuorovaikuttamatonta spin—%
-fermionia [20)].

4.1.3 Helisiteetti ja kiraliteetti

Hiukkasen helisiteetti on sen pyorimisméaérin projektio lilkemadrin suun-
taan ja helisiteettioperaattori on h = i-ﬁ, missi Y = v57°7. Kiraliteetti
on hiukkasen spinin projektio liikeméaran suuntaan ja kiraliteettioperaattori
k= V5.

Otetaan Diracin yhtalo, kun m =0

iU =0 (4.18)
ja kerrotaan oikealta vs:114 ja 7°:1la, jolloin saadaan
"W = 757°7- p.

Edellisen yhtélon oikealla puolella on helisiteettioperaattorissa esiintyvi .

Lisdksi huomataan, ettd kun m = 0, on ]% = p. Télloin yhtilo saadaan
muotoon -
Ty = X pU, (4.19)
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josta ndhdain, ettd kiraliteetilla ja helisiteetilld on samat ominaistilat, kun
m = 0. Kuitenkin kuten edelld osoitettiin, massatermin lisiéminen Lagrangen
tiheyteen rikkoo kiraalisymmetrian eksplisiittisesti.

4.1.4 Aukkoyhtalo

Kvarkkien vuorovaikutukset kvarkki-antikvarkkikondensaatin (gg) kanssa saa-
vat aikaan sen, ettd kvarkit vaikuttavat massiivisemmilta kuin symmetrian
sailyttiavissi faasissa, jossa (gq) = 0. Kvarkkien massa saadaan laskemalla
korjaus kvarkkipropagaattoriin. Tdmén antaa niin kutsuttu Dysonin yhtalo,
joka on esitetty kuvassa 4.1 diagrammaattisesti. Aukkoyhtalo kertoo konden-
soitumisesta seuraavan energiavyohon syntyvin energia-aukon suuruuden.

= +

Kuva 4.1: Vuorovaikuttavan teorian kvarkkipropagaattorin tulkinta diagram-
mina. Ohut viiva kuvaa symmetrisen faasin kvarkkipropagaattoria ja paksu
viiva (Gq) kondensaatin kanssa vuorovaikuttavaa propagaattoria.

Mééritelladn mo = (m, + mgq)/2. Merkitdédn liséksi vérivapausasteiden
lukuméaarad Neg:lla ja kvarkkimakujen lukumééarda Npg:11a. Johdetaan lisak-
si aukkoyhtélolle hyodyllinen muoto, jota tarvitaan jatkossa. Symmetrian
rikkovassa faasissa kvarkkien massan kertova aukkoyhtilo saadaan, kun kir-
joitetaan Dysonin yhtdlo matemaattisesti. Talloin saadaan

i(f = M)t =i(f —mo) ™t 4 i(k —mo) " (—2ig)
d'p . r N
{/ (2w)4Tr[z(p—M) }}z(k M),

d4p . -1

2 =+ 2 [ B Ty — a0},

M—mo . d4p 1

=0 —4iNpNe [ 4.2
~ T2gM o C/(QW)4P2—M2’ (4.20)

2 1—my/M A p2d

T ™Mo/ :/ _rar (4.21)

NeNp 2g 0o Vp*+ M?
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4.1.5 Mesonipropagaattorit

Seuraavassa tarkastellaan mesonipropagaattoreita, joiden avulla saadaan yh-
talot sigman ja pionin massoille. Néiden tarkastelu on oleellista sen vuoksi,
ettd sekd tarkasteltavassa teoriassa ettd luonnossa esiintyy sidottuja kvarkki-
antikvarkkitiloja. Naitd kutsutaan mesoneiksi. Koska NJL-malli on efektii-
vinen teoria, se sisidltdid parametreja, jotka taytyy kiinnittdd. Téassd tyOssa
NJL-mallin parametrien kiinnitys suoritetaan tutkimalla mesonien massoja
ja vertailemalla niitd kokeellisesti havaittuihin massoihin, kun 7" = p = 0.
Kokeellisesti havaitut massat pionille ja sigmamesonille ovat

m+ = 139.5702 + 0.0004 MeV,
myo = 134.9766 + 0.0006 MeV, (4.22)
m, = 400 — 1200 MeV,

missi sigmamesoni on identifioitu resonanssihiukkasen f,(600) kanssa, jolla
on oikeat kvanttiluvut [11].

Kuvassa 4.2 oleva diagrammaattinen yhtilé voidaan matemaattisesti esit-
taa seuraavasti

[ d'p
I'CDyDg = 29T + 2900 TG / ——S4i(p+ 4/2)Sealp — ¢/2)TL.DMT),

(2m)
(4.23)
missd ['S, on verteksitekiji, g kytkinvakio, Sa,(p) kvarkkipropagaattori ja Dy,
mesonipropagaattori. Téastd halutaan ratkaista mesonipropagaattori D).

i k i k i k
a (o
= +
b d
J I I /
Kuva 4.2: Mesoni-propagaattorin tulkinta diagrammina.

Yhtalossa (4.23) voidaan ottaa yhteiseksi tekijéksi I’Z-CjI’kCl, joten taytyy
patea

4

, d
Dy = 2+ 20Dy | GE TS0+ a/2TeS (0 - /2]
29

Dy = —mm—— 4.24
M 1 —2¢Ilc(q?)’ (424)
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jossa esiintyvii integraalia on merkitty lyhyemmin I1¢(¢?). Sievennetéin seu-
raavaksi integraalia I1-(¢?) muotoon, jota jatkossa voidaan kiytt#i:

4

Me(q?) = i / %Tﬂ%(w OTeSm)), (4.25)

missd C' = o,m,, 'y =1 ja 'y, = iv57,,a = 1,2,3. Tamé voidaan kirjoittaa
sigmalle seuraavasti:

d'p  Ap-(p+q) +4M?

2m)* [(p + ¢)* — M?|[p? — M?]

— 4 d'p 1 2M? — /2

= 4 NFNc/ (27T)4 |:p2 — M2 + [pQ _ M2H(p—|—q)2 _ MQ]

ja kiyttamalla aukkoyhtélod (4.20) integrandin ensimméiseen termiin saa-
daan

M,(¢*) = iNFNC/(

0(2) — %(1_mO/M>
1 , ) Z d4p 1
_ 5(q 4M )4 NFNC/(QT()4 [pz_M2][(p+q)2_M2].

(4.26)

Vastaavasti voidaan kirjoittaa pionille
. d'p  dp-(p+q)—4M?
. (¢*) = iNpN, /
AT = NENe | i [+ 02 — M - 377
d*p 1 —q*/2
= 4iNpN,
o C/ (2m)* L?? I VRN P V| (PESE Ve

ja taas kiyttamalld aukkoyhtélod (4.20) saadaan

0.(f) = %(1—7”0/1\/-’)
1, . d*p 1
- NN [ e e 420

Kvarkin ja antikvarkin puutason vuorovaikutusta mesonin vilityksell&
esittdad kuvan 4.2 diagrammaattisen yhtalon vasen puoli ja sitd kuvaa ampli-
tudi
- gQCqQ

To(g?) = 2 —*_ 4.28
C(Q) q2—m2c’ ( )
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joka divergoi, kun ¢? = m%, joten myds yhtélossi (4.24) pitié olla
1 —2gMo(q* = mZ) = 0. (4.29)

Tistd saadaan yhtilot mesonien massoille. Seuraavassa ¢*> = mZ. Otetaan
ensin kisittelyyn sigma, jolle pétee

d*p 1
mo/M + m2—4M24z'NN/ =0
o/ g(m; ) FYC (27)4 [p2 — M2][(p + q)2 — M?]
/A dp  p? s —me/M (4.30)
o wm2—4w2  2NgNpg(m2 —4M?2)’ '

Tama yhtdlo madrad sigmamesonin massan. Pionin massan méaaradva yhtilo
johdetaan vastaavasti

d*p 1
mo/M + gm24iNgN, / =0
of M+ gmdiNeNe | i =3I + g2 — 309
- /Adp P —myM (4.31)
o wm2—4w? 2NgNp gm2 '

Mesonien massat voidaan ratkaista numeerisesti, jos teorian parametrit
A, g ja mg tunnetaan. Kiinnitetdin parametrit seuraavasti

A = 637 MeV,
g = 532107 MeV 2, (4.32)
mo = 5.5 MeV.

Nailla parametrien arvoilla saadaan numeerisesti ratkaistua

M = 328 MeV,
my = 700 MeV, (4.33)
m, = 139 MeV.

Saadut arvot vastaavat havaittuja hiukkasten massoja hyvin, sillé esimerkiksi
protonien ja neutronien tapauksessa 3M ~ 1 GeV ~ m,,. Samoin myds
pionin massa vastaa havaittuja arvoja m,+ = 139.5702 + 0.0004 MeV,
myo = 134.9766 £+ 0.0006 MeV.

Nyt NJL-mallin parametrit on kiinnitetty siten, ettd ne vastaavat havain-
toja, kun T'= pu = 0.
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Luku 5

Kondensaatit

Edella tarkasteltiin kvarkkien ja mesonien massoja, kun 7' = y = 0, jotta teo-
rian parametrit saatiin kiinnitetyksi. Téassa kappaleessa tutustutaan erilaisiin
kvarkkikondensaatteihin ja niiden ominaisuuksiin nollasta poikkeavassa lam-
potilassa ja kemiallisessa potentiaalissa.

Nambu-Gorkov-formalismi

Siirryttidessd monimutkaisempiin kondensaatteihin, on kitevdd kayttda niin
kutsuttua Nambu-Gorkov-formalismia, jossa vapausasteiden méaird kaksin-
kertaistetaan maarittelemalld varauskonjugoidut kentat ja operaattorit. Kon-
densaattien kannalta oleelliset vapausasteet sisdltdd Lagrangen tiheys

L=L+pqg'q=q(id —m+ pr)g+ Y g(dq), (5.1)

missd [';:t ovat vuorovaikutusoperaattoreita ja g;:t niihin liittyvit kytkin-
vakiot [8].

Maaritelladn nyt Nambu-Gorkov-formalismin mukaiset varauskonjugoidut
kentit ja operaattorit ja késitellidn alkuperdisid ja varauskonjugoituja kent-
tii riippumattomina muuttujina. Varauskonjugointioperaattori C' = iy2~Y,
joten

c’'=-c, 0?*=-1 (5.2)
ja
¢“ =0q", (5.3)
“=q"C, (5.4)
r¢=—crfc. (5.5)
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Néiden avulla voidaan kirjoittaa Lagrangen tiheys seuraavasti

1[67(@‘('3 — et 10)g + (=i @ —m— o)) +

2 lgi[(quQ) +(g°T¢ %)%

4
(5.6)
Nyt siis pidetééin ¢:ta ja ¢©:ta riippumattomina kenttind. Méaritellaan bispi-
norikenttd W ja vastaavasti vuorovaikutusoperaattori I'; seuraavasti:

U(x) = % ( qqc((xx)) ) , = ( %’ FOZC ) . (5.7)

Kayttamalla bispinorikenttdd voidaan Lagrangen tiheys kirjoittaa kompak-
tissa muodossa

EA:

L= U85 z)W + g;(IT,0)2, (5.8)

missd S () on kvarkkipropagaattori symmetrisessi faasissa [8].
Sijoitetaan saadut muunnokset vuorovaikuttamattomaan Lagrangen ti-
heyteen ja tarkastellaan aktiota S:

2

- 5 / ZZ N(F—m+ pryo)g(k)e =)=
+qu P —m — pyo)g” (p)e” P

_ m[;q(k)(}é—er,u% +Zq p)(p —m = p0)a ().

S = 1/(;illTx)zl[(j(ac)(u}? —m+ py)g(x) + q_C(w)(—ZE —m — ) ()]

(5.9)

Néin saadaan kvarkkipropagaattori lilkeméadrdavaruudessa, joka on siis

N [ P00 —m 0
So (p) = ( 0 §— 170 —m ) (5.10)

5.1 Dikvarkkikondensaatit
Dikvarkkikondensaatti maaritellddn odotusarvona

(q" Og), (5.11)
misséd, operaattori O operoi vari-, maku- ja Diracin avaruudessa,

O =0p00F® 0. (5.12)
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Taulukko 5.1: Véri-, maku- ja Diracin avaruuksien matriisien symmetriaomi-
naisuuksia [8].

antisymmetrinen symmetrinen
Dirac | Cvs, C, Cytrys C~#*, Cot
Maku Ty 1, 7, 73
Viri A2, As, A7 1, A1, Az, Ay Ae,y A

Ainut rajoitus operaattorille O saadaan kiayttdmalla kenttdoperaattorien ¢
antikommutointia. Koska

qTOq = 0409, = —0454;4; = —qTOTq, (5.13)

on operaattorin O oltava antisymmetrinen [8].

Koska O saadaan tensoritulona maku-, viri- ja Diracin avaruuksien ope-
raattoreista, voidaan antisymmetrinen operaattori saada joko kolmen anti-
symmetrisen tai kahden symmetrisen ja yhden antisymmetrisen matriisin
tulona. Taten mahdollisia vaihtoehtoja on paljon ja tidmaé oleellinen ero vi-
risuprajohteiden ja tavallisten suprajohteiden vililld, joissa véri- ja makuva-
pausasteita ei esiinny. Vuorovaikutus ratkaisee sen, millainen kondensaatti
néistd vaihtoehdoista muodostuu [8].

Téassd halutaan tarkastella kondensaatteja, jotka ovat spinin, maun ja
virin suhteen antisymmetrisid ja Lorentz-invariantteja. Téllainen konden-
saatti on yleisesti muotoa

Pecas), (5.14)

(AG,qhae™e”
missé € on antisymmetrinen tensori, «, 8 ovat spinindeksit, a, b makuindeksit
ja ¢, d vari-indeksit. Varisuunta 3 on vain valinta. Tamén tilalle voitaisiin yhta
hyvin valita kumpi tahansa kahdesta muusta suunnasta tai joku suuntien
lineaarikombinaatio. Koska €% = (73)% ja €043 = (A\2)eq, voidaan kondensaatti
kirjoittaa muodossa

(q" Cy5maNag)- (5.15)

Tamé kondensaatti vastaa attraktiivista varivuorovaikutusta ja Cooperin
paria, jonka spin on nolla. Kondensaatti on my6s varattu virin suhteen. Siten
siirryttiessi virisuprajohtavaan faasiin, jossa (¢7 CysmAaq) # 0, SU(3)-
virisymmetria rikkoutuu spontaanisti SU(2)-symmetriaksi ja samalla kah-
deksasta gluonista viisi saa Higgsin mekanismin kautta massan [8]. Konden-
saatin kytkeminen erivéirisiin ja -makuisiin kvarkkeihin nédyttaa eksplisiitti-
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sesti seuraavalta:

T _ T T 0 —ZC%)@ U
q 0’757'2)\2(] - ('LL 7d ) ( 2075)\2 0 d

0 —iC’}/5 0 dr

= —i( f,ug,ubT) 1C5 0 0 dg
0 0 0 dy

0 —iCvy 0 Uy

+i(dl,dy.dy) | iCys 0 0 u,

0 0 0 Up

= —ugC’yg,dr + ul Cysd, + d;C’yg,u,, —d'Cvsd,. (5.16)

Seuraavassa tutkitaan dikvarkkikondensaattien muodostumista ja vuorovaiku-
tusta kvarkki-antikvarkkikondensaatin kanssa.

Otetaan nyt huomioon kaikki mahdolliset kondensaatit, jotka voivat muo-
dostua, kun kiraali- ja varisymmetriat ovat kvarkki-antikvarkki- ja dikvark-
kikondensaattien muodostumisen vuoksi rikkoutuneet. Talloin taytyy ottaa
huomioon virisymmetrian rikkova kvarkki-antikvarkkikondensaatti ¢g, joka
on siis Lorentz-invariantti ja virialiryhmén SU(2) ja makuryhmén SU(2)
suhteen invariantti. Adrellinen kemiallinen potentiaali rikkoo Lorentz-inva-
rianssin ja siten tiytyy ottaa huomioon hiukkasten lukuméaritiheyskonden-
saatti n, joka on virin suhteen SU(3)- ja maun suhteen SU(2)-symmetrinen,
ja Lorentz-invarianssin rikkova dikvarkkikondensaatti dg, joka on maun suh-
teen SU(2)- ja vérialiryhmén suhteen SU(2)-symmetrinen. Niiden lisdksi
voi vield esiintyd virisymmetrian rikkova lukuméératiheyskondensaatti ng,
joka on maun suhteen SU(2)- ja vérialiryhmén suhteen SU(2)-symmetrinen.
Kondensaatteja, jotka ovat muotoa (gy'q) ei tarvitse ottaa huomioon, silléi ne
vastaavat Cooperin paria, jonka spin on 1 [8]. Tdmén tyyppisid kondensaat-
teja kasitellddn erikseen kappaleessa 5.4. Tilannetta kuvaa télloin Lagrangen
tiheys

Log = qid —m)q+ Lgg + Loy, (5.17)
Ly = GPq0) + GP(arsa)” + GV (@7°)* + G (7 As)*, (5.18)
Loyg = H(qi75CT2A2qT>(QTW5C7'2)\2Q)

+Ho (7150120207 ) (¢ O y5maM0q). (5.19)

Linearisoidaan Lagrangen tiheys (5.17) kondensaattien suhteen kuten teh-
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tiin kappaleessa 4.1.2. Talloin se saa muodon

Lag = q(id —m)q+ G ((q9) — (@9)5)” + GV (@rsa) — (@rsa)y)?
+GO () — (@ °0)r)” + GP (@A) — (@7 Xs)s)?
+H({(7ivsC2MG" ) — (qi75CT2AG" ) f)

-({q" Cismadaq) — (¢" Cliysadaq) )
+Ho((7"5C200q" ) — (47°1:Cm2Aaq" ) f)
“({q TC’Y V5TaA2q) — (qTC’YO’YsTQ)\QQ>f)-

Kondensaatit maaritellain seuraavasti:

¢ = <qq>7 ¢8 = <q>\8Q>>
=(7°q), ns=(G7"Asq),
0= <QTC’Y57'2>\2Q>, do = <qTC’YO’V5Tz)\2q>. (5.20)

Edelleen termit, joissa esiintyy fluktuaatio toiseen potenssiin, ovat mitéat-
tomén pienid ja ne voidaan jattda huomioimatta. Talloin saadaan Lagrangen
tiheydeksi

+GV(n* - 2%(677 Q) ) + GP(ng — 2ns(47°Asq) 5)
+H((i0)%i6 — z5(qw5072/\2q )r— (ié)*(qu’fy5C'Tg)\2q)f)
+H0(5060 - 50(‘]’7 ’7507'2)\26] ) 5S(QTC’YO’757'2)\2Q)f)- (5-21)

Kirjoitetaan fluktuaatiot kondensaattien avulla, jolloin saadaan

L = q(id —m)g+ GV (20qq — ¢°) + GP (2¢sqAsq — 63)
+G0 (2ng7 g — n?) + G (2nsq7  Nsq — n3)
H<_5q_’y507-2)\2q_T =+ 5*qTC’)/5T2)\2q — 5*6)
+H0(50677075072)\2€7T + 58QT0707572)\2(1 — 500)- (5.22)
Maaritellaan
My=m—2G0¢,  My=—2G®¢s, (5.23)
f=p+2G%, g =2G®ng, (5.24)
A= —2H5,  Ay=2Hyd (5.25)
ja
M = Mo+ Mghs, ji=ji+ fishs, (5.26)



jolloin Lagrangen tiheydeksi saadaan
L™+ pg'q = qlid+ fin® — M)g + %A(j%ﬁ)ch - %A*QC%TMM
*l-%Ao(]’YO’YE)Tz)\QqC + %ASQC’YO%Tz)\zC] -V,
missa

(Mo—m | ME = AP A

V= :
4GV 46® 46 4e®  4H - 4H,

(5.27)

Tama voidaan kirjoittaa edelld maariteltyja bispinorikenttia kiayttamalla muo-
dossa B
LM 1 gtq = US™H (2)T -V, (5.28)

missi paikka-avaruuden kvarkkipropagaattori S~!(z) on

S (z) = ( ( i) + fivo — M (A iﬁo%)%ﬁ{\z ) . (5.29)

A+ Ao) sy —i @ — o — M

Fourier-muunnoksella saadaan kvarkkipropagaattori lilkeméaardavaruudessa,
joka on

~

- + firyo — M (A + Agy0)¥5722
G-1(p) — p ! . 5.30
() ( (=A* + Afvo)sm2Ae p—fivo— M (5.30)

Maaritellain massa ja kemiallinen potentiaali erikseen punaisille ja sini-
sille kvarkeille seuraavasti:

2 .2

Mb = MO — %Mg, My = U — —3/,L8, (531)
1 . . 1

Mr = M() + %Mg, Uy = 14+ _3[L8, (532)

jolloin
2 (0) (8) 2 (0) (8)
M, = m— §(6Gs +2GY )b — §(3Gs — 2GS ) s, (5.33)

M, = m— 2669 — 4G®)g, — §(3G§°) 4G gy (5.34)

3 S S
2 2

fir = p+ §(6@9 +2G®n, + §(3G§P> — 20Oy, (5.35)
2 2

fiy = p+ §(6ij°) —4G®n, + g(3G§P> +4G®)ny,. (5.36)
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Nyt voidaan johtaa yhtdlot kondensaateille ny, n,, ¢, ja ¢, jotka ovat
2M, + My, —3m M, — M,

Or = , 5.37
18G9 126% (5:37)
2M, + My —3m M, — M,
o = — © + Rl (5.38)
18GY 6Gs
2:&7‘_{'[%_3,“ [Lr_ﬂb
n, = o + OR (5.39)
18Gv 12GU
2ﬂr+ﬂb_3,u ﬂr_ﬁb
Ny ©) — ® (540)
18Gv 6G’U

Termodynaamista potentiaalia varten pitdd laskea jalki kvarkkipropa-
gaattorista (5.30). Tamékin lasku esitetddn yksityiskohtaisesti liitteessé C.
Termodynaamiseksi potentiaaliksi saadaan

d°p

3
AT, ) = —2Np / W{M +w_ +2TIn[1 + e /7] 4 2T In[1 4 e~ *~/7]

+E,y 4+ Tln[l + e 2/T) + TIn[l + eE+/T]} +V,

(5.41)
missa
Vo= (My—m)2/AGY + M2/AGE + (ji — 0)2/4GY + 2 /4G
A2 /AH + | Ao|? /AH,,
E:t = \/ﬁ2 +Mb2 :|:/ub,
wi = VA MIT R ATAP + AP £ 325,
s = (2 +]A?)p?+ 12
£ = Mji, — 2(AAL+ A*A,).
(5.42)

Aukkoyhtalot saadaan, kun minimoidaan termodynaaminen potentiaali
(5.41) muuttujien My, Ms, fi, fis, A*, Af suhteen eli kun

0N o 00 09 of o0

oMy, OMg Op  Ous  OA*  OA] (5:43)
Yhtapitavisti voidaan kirjoittaa
Q Q Q Q Q Q
0 0 0 0 0 0 —0, (5.44)

oM,  OM, Op, Ofiy OA* OA;
sillda ndma ovat vain edellisten lineaarikombinaatioita. Lasketaan edelld maini-

tut derivaatat. Kondensaatit n, ja ¢, on kerrottu %:lla. Téama johtuu siité, et-
td termodynaamisen potentiaalin lausekkeessa {2, termi on kerrottu tekijalla
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2, koska se kuvaa seké punaisia ettéd vihreitd kvarkkeja. Aukkoyhtélét ovat

o0}
oM,

o0
oM,

o0

Oji,

o0}

Oy

o0
OA*

o0
DA

9N d3p _Mrs—ﬁrt[ e—w-/T _1}
"] (2r)3 Sw_ 1+ew/T 2
Mrs+ﬂrt[ e=w+/T _1] +—2G§°>¢ 1 —2G8 ¢ 4
L4 emws/T 2 260 V3 2g®
oN / d3p %[1_ e—E,/T B e —FE4)T ]
P @\ Byl 14+e BT 1+4eB/T
26" 2 —2GP ¢y
260 V3 2GP

Fp [ fu(s—p*) = Mt e /T 1
.
(2m)3 sw 1+ew/T 2

(s P2+ Mrt[ e /T 1} G(O) 1 2G(8)n8
L emee/T 2 "B 26D

Swy

=0,

SWy

dPp —E_JT —E./T
_ZNF/ (2m)3 |:1+6—E,/T - 1+6—E+/T]
260 2 2GPng
21" V3 2GY

I

_ _4NF/(d3p {_As—l—Aot[ e w-/T _l]

27)3 sw_  Ll4ew/T 2

As — Agt [ e /T 1} —4H5 _0

Swy 1+ew/T 2 o
B d®p ANo(s —p'?) + At e‘“*/T 1
— AN, _ _
(2m)3 Sw_ l+ew/T 2

CAg(s+p?) - At [ e~ w+/T B 1] 4Hpoo 0

Sw.y 1+ewt/T 2 4H,

Néin on saatu kondensaateille aukkoyhtalot, jotka muodostavat kuuden kyt-
ketyn yhtdlén ryhmén. Numeerisesti on siis ratkaistava yht&lot
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dp (M,s — ji,t w_.  M.s+ it Wy
—2N, tanh|—| + —— tanh|—
F/ ( { o [QT] * 25w, T

27)3 2sw_ 2T
2M, + My, —3m M, — M,
— ©) — ® (5.45)
18G5 12G5
dgp Mb 1 1
_9N [1- = }
F/ (27m)3 Epp 1+ eB-/T 14 eB+/T
2M, + My, —3m M, — M,
— © O (5.46)
18Gs 6GS
d’p [ ji(s—p?) — Mt wo, i (s+7?) + Mt wy
2N tanh|— tanh|—
d / (27)3 { 250 anh[o7] + 95wy anh[57
2:&7“_{'[%_3:“ ﬂr_ﬂb
) ® (5.47)
18Gy 12Gy
d3p 1 1
2N [ - |
F/ (2m)3 L1+ eP-/T 14 eB+/T
2/7’?+/1b_3,u ﬂr_ﬂb
O eo® (5-48)
18Gy 6Gy
dp [ As+ Apt wo,  As— At Wy
—4N, tanh|—| + —— tanh|—
F/ o 2sw. CGT T o, gy
+
A
o (5.49)
dp (Ao(s —p?)+ At w_. Ao(s+p?)— At Wy
AN tanh|— tanh|—
r / (2m)3 { 28w_ ol [ZT] + 28w, an [QT]
Ag
o (5.50)

5.2 Dikvarkkikondensaatti tapauksessa ¢ # 0 ja

¢ 70

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi tapausta, jossa kondensaateista vain
0 ja ¢ ovat nollasta poikkeavia. Tdmé on yksinkertaisin mahdollinen tapaus,
jossa kvarkkiaineella on vérisuprajohtava faasi. Lisdksi tdmén mallin tuotta-
mat aukkoyhtilot voidaan vield kohtalaisella vaivalla ratkaista numeerisesti.

Kvarkkipropagaattorin ja termodynaamisen potentiaalin méaérittdminen
on varsin yksinkertainen, mutta kuitenkin matemaattisilta yksityiskohdiltaan
sen verran pitkd prosessi, ettd se esitellddn liitteessd B. Laskutoimitusten
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jilkeen termodynaamiseksi potentiaaliksi saadaan

3p [Ef + Ex .
o) = —ane | (iﬁs[ >3 A+T1n[1+e‘EX/T]+T1n[1+e‘EA/T]]
d3p Ep+up Ep—p
_2NF/— E,+Th[l+e 7 |+Thl+e T || +V,
(2m)3
(5.51)
missa
E, = p*+ M? (5.52)
Bf = (B, p2+ A2, (5.53)
(Mo —m)* A
Vo= o T (5.54)

Termodynaamista potentiaalia (5.51) minimoimalla kondensaattien M ja
A suhteen saadaan aukkoyhtélot, jotka ovat

(T, 1) d*p _
T = ONgM [ ——— |1 = n(T, p) — (T
OM F /(27T>3Ep n( nu) TL( 7:“’)
E- Ex BT Efl M-m
—_tanh —2 + — tanh =2 =
e e TR 2G ’
3 En EX
oNT, ) oN A/ d’p |tanh 5%  tanh 52 A _0
oA =] @rp| Ex EX °2H
Nama muodostavat yhtédldparin
1—m/M d®p _
— = = [ ———|1—n(T,p) —a(T
e = | arE | L@ - (T
E- Ex Ef Ef
——tanh —2 + —— tanh —2 :
+E£ anh - + BT anh o1, (5.55)
1 B / d3p | tanh % N tanh % (5.56)
ANpH ) (27)*| EX EX | ‘

joka voidaan numeerisesti ratkaista. Tama tehdaan luvussa 6.1.
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5.2.1 Oppenheimer-Volkoff-yhtalot ja dikvarkkikonden-
saatti

Sovelletaan saatuja Oppenheimer-Volkoff-yhtaloitd (2.39) edelld saatuun
kvarkkiaineen termodynaamiseen potentiaaliin (5.51). Johdetaan néité tulok-
sia kiyttden yhtaloryhmaé, jota voidaan kutsua neutronitihden tilanyhtalok-
si.

Otetaan sivulla 43 esitelty tulos kvarkkien termodynaamiselle potenti-
aalille, joka antaa siis paineen:

d? Ef + E} _
L) = _4NF/ @ ];3{ 022 4 Thfl 4+ P74 Tlaft +e—EA/T]}
™
d3p Ept+p Ep—p
—QNF/W[EP+TIH[1+€_ T |+ TIn[l +e 7 ]}
M — 2 A2
LM = m)” __p

4G AH ~

Kéyttden yhtéloryhmén (2.39) ensimmaistd yhtélod, saadaan energiatihey-
deksi

_ q20 P oP
e = T T T + Mﬁ N
_ &3 + + e EA/TyEL e Pa/Typy
= 2Nr [ 55 [~ (BX+EBL+E,)+2 1+,;EI/TA 1+e,E£/TA
Pt | P Tape | oe PATA(CEYED) | o e BT —E/ES)
" 1+<;_+E/-;/T " 1;6:/‘;‘” i 1e PA/T 2 1+e EalT
—_e” e” pET  pET
I4e-ET/T T l4e-BE~/T - EX Ex }
3 _
= 2Np | s [Ep (n(T,w) +n(T, ) — 1)
Ef + Ex - _
branh 5 (E2 — BL) —tan B (5 B3 }
(5.57)
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Siten saadaan yhtdloryhma

P(r) = 2Ne [k {EZ + Ex 42T In[1 + e BA/T) 4 2T In[1 4 e~ Za/T]

+u Ep—p (M—m)2

+E, + T[l+e 7]+ TI[l + ¢~ 7 ]}+ Vel

3 _
) = 2N J | By i) + a0 - )
+ - _
+tanh§—§ <% - EZ) —tanhg—:ﬁ <% - g) ],
d/\;ly) = dmrie(r),
dP(r) _ Ge(r)M(r) P(r) 2GM(r) Anr3 P(r)
dr - T <1 + e(r)) (1 - r > < M(r) + 1) )
1—-m/M d3 _ - EX + EY
4NF/G = f (2%)£Ep |:1 - n(T, :U“) o n<T7 HJ) + g_; tanh # + g_g tanh #] )
1 d3 tanhi tanhi
— f p 2T 2T
ANpH (2m)3 EL EX )

(5.58)
missd T'= T'(r) ja p = pu(r). Namé yhtdlot ratkaisemalla voitaisiin selvittaa,
onko neutronitdhdilld tdmédn mallin puitteissa varisuprajohtavasta kvarkki-
aineesta muodostuva ydin. Yhtiloiden numeerinen analyysi jatetddn kuiten-
kin tdmaén tyon ulkopuolelle.

5.3 Kvarkki-antikvarkkikondensaatti

Oletetaan siis, ettd kappaleessa 5.1 esitetyistd kondensaateista vain kvark-
ki-antikvarkkikondensaatti ¢ on nollasta poikkeava. Kvarkki-antikvarkkikon-
densaatin muodostumisella on hyvin mielenkiintoisia vaikutuksia tihein kvark-
kiaineen matalan energian kiyttaytymiseen. Kvarkkien vuorovaikutukset kon-
densaatin kanssa saavat ne kiyttdytyméan aivan kuin niilla olisi alkuperaista
suurempi massa.

Lagrangen tiheys, joka sisdltda kvarkki-antikvarkkikondensaatin muodos-
tumisen kannalta oleelliset vapausasteet, on muotoa

A

L = L+pg'q=q6d —m+ mo)g+ L, (5.59)
Leg = 9(Gq)*. (5.60)
Lagrangen tiheys (5.59) voidaan linearisoida kuten aikaisemmin kahden

maun NJL-mallin tapauksessa kappaleessa 4.1.2. Méaaritellddn lisdksi kon-
densaatti

(q9) = ¢. (5.61)
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Nyt voidaan linearisoitu Lagrangen tiheys kirjoittaa muodossa

LYFA = g8 N(g)g — V = G(id + pryo — Mg — V, (5.62)

B (M —m)?
Vo= LT (5.63)

missi S~ (z) on kvarkkipropagaattori paikka-avaruudessa ja
M =m —2g¢. (5.64)

Termodynaaminen potentiaali tilavuutta ) kohden ldmpdétilassa T' ja
kemiallisessa potentiaalissa p on

T
QT p) = —iln Z, (5.65)

missd Z on jarjestelmén partitiofunktio. Nyt termodynaaminen potentiaali
voidaan kirjoittaa muodossa

Q(T, ) —TZ/ Trln( S~ 1(%,;5)) +V, (5.66)

missa
Po = iwp = (2n + )T (5.67)

potentiaalia varten tarv1taan yhtalossa (5.62) esiintyva kvarkklpropagaattorl
litkeméaardavaruudessa, joka on

STHp) = p+ v — M. (5.68)
Nyt termodynaaminen potentiaali voidaan laskea, kun tiedetadn, etta
Trin(A — B) = nDet(A — B) = In(A* — B?)? (5.69)

missé A on mielivaltainen nelivektori ja B € R. Télloin yhtélo (5.66) saa
muodon

AT, p) = —TZ/ S irin (%(er,u% — M)) +V

d
(5.70)
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Merkitaan

iwn = Po, (5.71)
W = PP+ M (5.72)

Kun lisdksi havaitaan, etta
(o +p)? =52 = M?*" = (W24 (w— )W+ (W+p?), (573)

1
TZ In (ﬁ(wi + 02)) = ¢+ 2TIn(1+e 97, (5.74)

saadaan termodynaaminen potentiaali lopulliseen muotoonsa

QT,p) = —NFNCTZ/ p 1niw + (W= W+ (w+pH)+V

& .
— —2NFNC/#<LU+T1H<1—|—6 T>+T1n<1+e—%>>

+V. (5.75)

Kun termodynaaminen potentiaali (5.75) minimoidaan kvarkkien efek-
tiivisen massan M suhteen, saadaan aukkoyhtéld, josta kvarkkien massa
voidaan ratkaista. Tamé on ekvivalentti Dysonin yhtéilostd saadun, kap-
paleessa 4.1.4 esitetyn, aukkoyht#lon (4.20) kanssa, joka tosin on laskettu,
kun T'= p = 0. Aukkoyhtl6 olisi myos nyt voitu johtaa Dysonin yhtalosta
kiyttden ddrellisen lampdtilan kenttiteoriaa.

Otetaan potentiaali (5.75) ja derivoidaan sitd M:n suhteen

oQ(T Bp (MMt Mo
MNTp)  _ _QNFNC/_‘”S I L v w_TN LT wl
oM (27m)3 \ w 14 e 1" 14 e 7"
2(M —m)
— =0. 5.76
T (5.76)
Téastd saadaan aukkoyhtaloksi
(2m)3 w "~ 2NpNe 29 '
missa
1
n(T,p) = LT (5.78)
+1
1
Ay p——— (5.79)
T +1

Aukkoyhtélosté (5.77) voidaan numeerisesti ratkaista kvarkkien massa M (T, i)
lampotilan ja kemiallisen potentiaalin funktiona.
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5.4 Spin-1 -kondensaatti

Seuraavassa tarkastellaan sinisten kvarkkien kondensaatin muodostusta, jol-
la saattaa olla mielenkiintoisia vaikutuksia neutronitéhtien fysiikkaan. Myos
nidma kvarkit kondensoituvat, jos niiden vililla on sopiva attraktiivinen vuo-
rovaikutus.

Oletetaan vastasyntyneen neutronitihden ytimen koostuvan virisupra-
johtavasta kvarkkiaineesta. Muutaman minuutin kuluttua sen syntymésta
lampotila on alle 1 MeV, jolloin punaiset ja vihredt kvarkit ovat konden-
soituneet. Téalloin neutronitdhden ytimen ominaislampokapasiteetin maaraé-
vit tdysin siniset kvarkit. Kondensoitumattomat siniset kvarkit emittoivat
neutriinoja URCA-prosessin! kautta ja siten dominoivasti osallistuvat koko
tdhden jaahtymiseen. Jos naméakin kondensoituvat neutronitdhden lampoti-
lan laskettua riittavésti, on silld suuri vaikutus neutronitihden jaahtymis-
prosessiin. Sinisten kvarkkien kondensoitumisella on myos vaikutuksia neut-
ronitihden magneettikenttiiin elektromagneettisen Meissnerin efektin? kaut-
ta. [10, 8.

Sinisten kvarkkien spin-1 -kondensaatti on muotoa

(= <qTCO'O3TQP3(C)q>, (5.80)

missd o = L[v#,9"] ja ﬁ’?)(c) — 1/3 — 1/4/3)g on projektio-operaattori viri-
avaruudessa, osoittaen vain sinisten kvarkkien osallistuvan kondensaattiin.
Spin-1 -kondensaatin lisdksi otetaan huomioon kvarkki-antikvarkkikonden-
saatti ¢ ja dikvarkkikondensaatti ¢.

Tilannetta kuvaa Lagrangen tiheys

Loz = G(id —m)q+ Lag + Lyg, (5.81)
Ly = Gl(q9)* = (779)* = (@i759)* + (qi7579)%), (5.82)

Ly = H(Gi0mq")(¢" CivsmaAaq) — (GCT2AG" ) (¢T CTaAaq)]
—Hy[(q0" C72q" ) (¢ Copraq)]. (5.83)

Otetaan huomioon vain kondensaatit

¢ = {(q9), (5.84)
5 = (¢"Cysmarag), (5.85)
¢ = (¢"Co%nyq), (5.86)

'URCA-prosessissa d — u + e~ + 7, ja u — d + et + v.. URCA-prosessin esittivit
George Gamow ja Mario Schoénberg 1941 artikkelissa [29].

2Walter Meissner havaitsi vuonna 1933, ettd suprajohteiden sisilld ei tietyn tunkeutu-
missyvyyden jélkeen esiinny lainkaan magneettikenttdd. Tata kutsutaan Meissnerin efek-
tiksi.
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joista ¢ liittyy punaisiin ja vihreisiin kvarkkeihin, { sinisiin kvarkkeihin ja ¢
niihin kaikkiin. Linearisoidaan Lagrangen tiheys kuten edelld, jolloin saadaan
L™ +pg'q = q(id + 1n° — m)q + Glo — (qq);]?
+H,[(i0)" = (qi1sCmoAaq" ) f][i6 — (¢" Cinsmadaq) ]
F2H,[E" — (0% Cmg") € — (" Co%rg)y]  (5.87)
= 4@+’ —m)q + G26qq — ¢°]
+H,[0*q" Cysmadaq — 0G50 Tadaq’ — 676
+2H,[§q0"Cng’ + 4" Co™raq — €7¢]

1
= q(id + " — M)q + §Q[A’0°3 + AvsAg)aq”
1
+§qC[A/*003 — A"sC o] m2q = V- (5.88)

Tekija —2 Hy:n edessé edellisessi lausekkeessa (5.87) johtuu siité, ettd ooz =
—0% = 0% ja alkuperiisessi Lagrangen tiheydessi on summaus pm ja vn
yli. Edelld on méaaritelty

M=m—-2G¢, A=—-2H0, A =4H(, (5.89)
jolloin potentiaali saa muodon
(M —m)* |AP A
+ + .
4G 4H, 16H,

Linearisoitu Lagrangen tiheys voidaan kirjoittaa nyt bispinorikenttien
avulla muodossa

V= (5.90)

LY+ g’ =0S o) - V. (5.91)
Edella esiintyva kvarkkipropagaattori paikka-avaruudessa on
51(2) i+ =M (A0 Aysdo)my (5.92)
x) = , .
(A/*O'O3 — A*’Y5)\2>T2 —1 a — ,wyo - M

ja sen Fourier-muunnos litkeméaraavaruuteen

P’ =M (N0% 4+ Ao, ) |

—1 -
S (p) - < (A/*O.OS _ A*’75)\2)7'2 }7)—,1170 - M (5'93)

Termodynaamisen potentiaalin laskeminen on esitetty liitteessd D. Ter-
modynaamiseksi potentiaaliksi saadaan

dp W+ w B
Q(T,ILL) = —2NFZ/(27T];3UJ7, 2(4,)1 +Tln[1+€_wz+/T]+T1n[1+6_w7‘ /T]
=1
(M —m)* AP | A
e Tum T 1eH, (5.94)
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missa

b, = \J(FEE MR £ 1 AR,
Wi = VTR ) + AL,

pe = 2+ |APsin? 6, (5.95)
M. = M:u/l/%a )

A2 = ]A’]Q(Cosgﬁ—i-%sinz 0),

cos = p3/p

Aukkoyhtélot saadaan, kun minimoidaan termodynaaminen potentiaali
(5.94) muuttujien M, A* ja A™ suhteen eli kun asetetaan

o2 o0} o)

B = A = A" = 0. (5.96)
Jatkossa tarvitaan tietoa

1 et 1 T

- — _ tanh H .

5 11 er 3 an 5 (5.97)

ja lisdksi maaritelldan

E, =2+ M2  Ey=+\/p2+ M2 (5.98)
E*=FE,+u, FEf=E;+/p.. (5.99)

Nyt voidaan laskea derivaatat

o0 M — a3 ME- 11 —wi /T
Mo [ L[ ME L e
oM 2G (2m)3 | Epwip 2 1 4 ewia/T
ME* [1 e~w12/T H

Eywiy 2 +ewrl2/T
N |A|? sin? 6 N WE; T M [1 ews /T
2 pEEs Jws |2 14 ews/T
N |A'|2sin? 6 n WrES T M [1 ews /T
w2 P2Es [wi |2 14 e wi/T
M—m d3p E- Wi E* wiy
= +—— — NpM 2 tanh —= + tanh —=
a 4 / (27)3 {EPW;Q T T B, 2T
B | E LT o PR U Y
2 piEs | wg 2T
|A']2sin?0  pPES] 1 wy
—tanh — =0
+ [ 2 + (2Es | wof an 5T
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Téta voidaan sieventid lisdid, kun huomataan, etti

|A/|2Sin29 MQEi_l_M_Q+M2Ei
ue e Es ue pzEs
+
1 Ej 1
- (= -1)=1+-"1—, 5.100
ue<E3 ) peEs ( )

jolloin aukkoyhtaloksi saadaan

d3p E~ sz E* w1+2
M = OGN M 2 tanh —t tanh -t
m+ 2GNr / (2r)3 [Epwm ST +Epw1f2 A ST
- +
2 7 tanh 2 2 7 tanh 25
+{1 - uMEJ — ¢ {1 + M“Eg] —L (5.101)
e 3 e 3

Seuraavaksi minimoidaan termodynaaminen potentiaali dikvarkkikondensaa-
tin 0 suhteen, jolloin saadaan

0 _ Ay / dp [1_ e /T 1A 1 e/ 1A
OA*  4H, Pl @en)3|2 1+e—w;/T w2 14ewi/T|wf
+
d? tanh tanh Sk
_ _NFA/ - L2 (5.102)
Wi
Téstd saadaan aukkoyhtaloksi
- +
d®p tanh 3k tanh 3k
A:4HSNFA/(27T)3 o + o (5.103)

Viimeiseksi méaritetddn termodynaamisen potentiaalin minimi spin-1 -kon-
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densaatin suhteen, joksi saadaan

01} A’ d3p 1 ews /T 1
- 2Ny - |
OA 16H, Qrp |12 1+ e /T 2w,

M2|A'2A sin* 0 A'|A|?
e A2
A'E;sin?0  M?*u?A'Ej sin? 9}
He VJéEi%
1 ew/T 11
2 14 ewi/T|2wf
M2|A'PA sin* 0 A'|A|?
e A2
A'Efsin?0  M*u2A'Ey sin? 0
+ — - = 0.
Me MeE-g

(5.104)

Tama sieventyy lopulliseksi aukkoyhtéloksi muotoon

ws - . wt
A :8HtNFA’/ d3p3 [1 _p2s1n29} tanh 2% N {1+p281n29} tanh%'

(2r) 1. nBs | wp
(5.105)
Nyt on numeerisesti ratkaistava kolmen kytketyn yhtélon ryhmaé, joka on

muotoa

L—m/M /d3p
2GNy ) (2m)3

Wy

w
+ tanh —
Epwi 5 2T

Wa wi
+[1_ p? }tanh%+{l+ T ]tanhﬁ

- +
Wi Et 12}

peFs Wz peF3 wy ’
1 _ / d3p tanh % N tanh%
AH N (2m)3  wy wi
1 _ / d3p { _ﬁzsin29}tanh;—%+{1+5281n28}tanh%'
SH,Np (2m)3 e Fs w3 T wy

Yhtaloryhmén numeerinen analyysi ei kuitenkaan kuulu tdhan tychon.
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Luku 6

Numeeriset tulokset

6.1 Dikvarkkikondensaatti tapauksessa ¢ # 0 ja
¢ #0

Esitellddn nyt numeerinen ratkaisu yhtéloiden (5.55) ja (5.56) muodosta-
malle yhtéloryhmalle. Saadut tulokset on esitetty kuvissa 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.4.
Kuvista 6.1, 6.2 ja 6.3 ndhdédan, ettd kondensaatit ovat eri alueissa nollasta
poikkeavia. Talloin voidaan olettaa, ettd jirjestelméllda on kolme toisistaan
poikkeavaa faasia.

Pienilld 1lampdotiloilla ja kemiallisen potentiaalin arvoilla ¢ # 0 ja § = 0.
Téassé faasissa kiraalisymmetria on rikkoutunut, ja kvarkkien vuorovaikutuk-
set kvarkki-antikvarkkikondensaatin kanssa generoivat niille massan M =~
330 MeV, kuten kuvasta 6.1 ndhdain. Kvarkit ovat timén liséksi kahliutuneet
hadroneiksi. Téta faasia kutsutaan hadroniseksi faasiksi.

Suurilla lampdotiloilla ¢ = § = 0 eli molemmat kondensaatit ovat nollia.
Talloin kiraalisymmetria on palautunut ja kvarkit ovat ldhes massattomia
(kuva 6.1). Faasitransition my6ta kvarkit vapautuvat hadroneista ja muo-
dostavat kvarkki-gluoni-plasmaa. Tédmén faasin olemassaoloa tutkitaan ak-
tiivisesti. Mahdollisia havaintoja kvarkki-gluoni-plasmasta on myds esitetty
[12, 13, 14].

Pienilld ldmpdotiloilla ja suurilla kemiallisen potentiaalin arvoilla kvarkit
ovat vérisuprajohtavassa faasissa, jossa § # 0 ja ¢ = 0 (kuva 6.2). Tdma on di-
kvarkkikondensaatin 0 aikaansaama faasi. Vérisuprajohtavaa kvarkkiainetta
saattaa esiintyd luonnossa neutronitdhtien ytimissd. Sen olemassaolosta ei
kuitenkaan tilla hetkelld ole mitddn kokeellisia todisteita.

Kuvassa 6.4 on esitetty mallilla saatu ennuste QCD:n faasidiagrammille.
Hadronisen faasin rajana on sininen kéyréd ja virisuprajohtavan faasin ra-
jana punainen kiyra. Néiden yldpuolella kvarkit ovat kvarkki-gluoni-plasma
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Kuva 6.1: Kvarkkien massa M lidmpoétilan T ja kemiallisen potentiaalin g
funktiona yksikoissa GeV.
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0.25

Kuva 6.2: Dikvarkkikondensaatti A ldmpotilan 7' ja kemiallisen potentiaalin

p funktiona yksikoissd GeV.
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Kuva 6.4: Kéytetylla mallilla saatu ennuste QCD:n faasidiagramiksi. Kuvassa
lampotila 7' ja kemiallinen potentiaali p on esitetty yksikoissd MeV. Sinisen
viivan alapuolella kvarkki-antikvarkkikondensaatti ¢ # 0 ja sen yldpuolella
¢ = 0. Punaisen viivan vasemmalla ja ylapuolella dikvarkkikondensaatti 6 =
0 ja viivan oikealla ja alapuolella § # 0.
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dM  dM  dA ;. dA

(QGP) faasissa. Faasiraja on médritetty derivaattojen %, LT
piikeistd. Faasitransitioiden kertaluvut voidaan péitella kuvasta 6.3. Faa-
sitransitio hadronisen faasin ja QGP-faasin vélilla on niin kutsuttu crossover
faasitransitio. Faasitransitiot hadronisen faasin ja vérisuprajohtavan faasin
vélilld seké vérisuprajohtavan faasin ja QGP-faasin vililla ovat ensimmaéisen
kertaluvun faasitransitioita.

Edelld on oletettu, ettd kvarkki-antikvarkkikondensaattiin liittyva kytkin-
vakio GG ja dikvarkkikondensaattiin liittyvd kytkinvakio H ovat yhtésuuria.
Seuraavissa kuvissa 6.5 ja 6.6 on esitetty molemmat kondensaatit kemiallisen
potentiaalin funktiona eri limpotilan arvoilla, kun kytkinvakioiden G ja H
vélistd suhdetta muutetaan.

Kuvista 6.5 ja 6.6 ndhd&in, ettd kytkinvakioiden vélisen suhteen muut-
tamisella on monenlaisia vaikutuksia. Dikvarkkikondensaattiin liittyvin kyt-
kinvakion H kasvattaminen vaikuttaa myos kvarkki-antikvarkkikondensaat-
tiin ja siihen, milld kemiallisen potentiaalin arvolla faasitransitio tapahtuu.
Faasitransitioon liittyva kriittinen kemiallinen potentiaali pc siirtyy lampoti-
lassa T' =~ 0 arvosta puc =~ 350 MeV arvoon pc =~ 150 MeV, kun suhde H/G
kasvaa arvosta 0.5 arvoon 1.5. Kytkinvakion H kasvattaminen muuttaa lisak-
si faasitransition tyyppid. Kun H = 0.5G tai H = 1.0G, faasitransitio on
selvisti ensimmaistd kertalukua, mutta néin ei ole, kun H = 1.5G.

Myos faasitransitioon liittyvé kriittinen lampdotila muuttuu, kun kytkin-
vakioiden suhdetta muutetaan. Kun H = 0.5G, on kriittinen ldmpétila 7o <
60 MeV. Edellisista tarkasteluista tiedetdén, ettd, kun H = 1.0G, on Kkriitti-
nen lampotila T > 100 MeV.

6.2 Kvarkki-antikvarkkikondensaatti

Téssd kappaleessa esitetdéin numeerinen ratkaisu yhtalolle (5.77), joka an-
taa kvarkkien massan lampdotilan ja kemiallisen potentiaalin funktiona, kun
otetaan huomioon vain kvarkki-antikvarkkikondensaatti.

Kuvasta 6.7 ndhdain, ettd pienilld kemiallisen potentiaalin ja lampoti-
lan arvoilla kvarkkien massa on noin 330 MeV. Kun kemiallinen potenti-
aali ja lampotila kasvavat riittévasti, tapahtuu faasitransitio, jonka jalkeen
kvarkkien massa on noin 5 MeV. Kvarkkiaineella on siis taiman mallin mukaan
kaksi faasia. Naista kiraalisymmetrian rikkovassa faasissa, jolloin 1" ja p ovat
pienid, kvarkkien massa on ldhestulkoon kokonaan kondensaattia (Gq), jo-
ka on perdisin QCD:n vuorovaikutusenergiasta. Kiraalisymmetrisessi faasis-
sa kvarkit ovat asymptoottisesti vapaita ja niiden massat vastaavat QCD:n
Lagrangen tiheydessa esiintyvid massaparametreja.

Kuvassa 6.8 on esitetty ennuste QCD:n faasidiagrammille, kun otetaan
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Kuva 6.5: Kvarkkien massa M (kuvassa siniselld) ja dikvarkkikondensaatti
A (kuvassa punaisella) kemiallisen potentiaalin funktiona yksikoissi GeV,

kun dikvarkkikondensaattiin liittyvé kytkinvakio H on 0.5G, 1.0G ja 1.5G ja
lampotila 7' ~ 0. 59
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Kuva 6.6: Kvarkkien massa M (kuvassa siniselld) ja dikvarkkikondensaatti
A (kuvassa punaisella) kemiallisen potentiaalin funktiona yksikoissd GeV,
kun dikvarkkikondensaattiin liittyva kytkinvakio H on 0.5G, 1.0G ja 1.5G ja
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Kuva 6.8: Ennuste QCD:n faasidiagrammiksi, kun huomioidaan dikvarkki-
kondensaatti (kuvassa sininen ja punainen kiyrd) ja kun sitd ei huomioida
(musta katkoviiva). Lampotila 7' ja kemiallinen potentiaali p esitetty yk-
sikoissd MeV.
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huomioon dikvarkkikondensaatti ja kvarkki-antikvarkkikondensaatti (kuvas-
sa sininen ja punainen kiyrd) sekd, kun otetaan huomioon vain kvarkki-
antikvarkkikondensaatti (musta katkoviiva). Téstd ndhdédn, ettd dikvarkki-
kondensaatin lisédminen vaikuttaa myos kvarkki-antikvarkkikondensaattiin.
Ilman dikvarkkikondensaattia, kvarkki-antikvarkkikondensaatti on nollasta
eroava suuremmilla kemiallisen potentiaalin arvoilla. Tastd voidaan paatel-
14, ettd dikvarkkikondensaatti on jarjestelmén kannalta oleellinen. Voidaan
myo0s olettaa, ettd kondensaattien lisidminen muuttaa faasidiagrammia en-
tisestdan. Siten sellaisen jarjestelmén tutkimista, johon on téssa késiteltyjen
kondensaattien lisdksi lisdtty uusia kondensaatteja, voidaan pitda perustel-
tuna.

Kun tutkittavat kondensaatit on valittu, on lasku kuitenkin aina konsis-
tentti eli kondensaatit méaraytyvit ilman approksimaatioita tai lisdoletuksia.
Mutta, kuten saatujen tulosten perusteella voidaan paitelld, ei etukiteen voi-
da tietdd, mitkd kondensaatit voidaan jattdd huomioimatta. Siten, jos halu-
taan kvantitatiivisia tuloksia, on otettava huomioon kaikki mahdolliset kon-
densaatit, jotka voivat muodostua. Tamaé lisdd teorian parametrien mairaa
huomattavasti, silld jokaiseen kondensaattiin liittyy oma kytkinvakio, joka on
jotenkin saatava kiinnitettya. Ja kuten edelld todettiin, saattaa kytkinvaki-
oiden vilisen suhteen variointi muuttaa saatuja tuloksia huomattavasti.
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Luku 7

Y hteenveto

Kaytetty malli ennusti kvarkkiaineelle kolme erilaista faasia. Kemiallisen po-
tentiaalin p ollessa alle 300 MeV ja lampdtilan T ollessa alle 190 MeV kvarkit
ovat sitoutuneet hadroneihin ja kiraalisymmetria on rikkoutunut. LAmpoti-
lan ollessa yli 190 MeV kvarkit ovat vapautuneet hadroneista ja muodosta-
vat kvarkki-gluoni-plasmaa (QGP). Téll6in kiraalisymmetria on palautunut.
Kemiallisen potentiaalin ollessa yli 300 MeV ja lampotilan alle 100 MeV
kvarkit ovat vérisuprajohtavassa faasissa. Vastaava faasidiagrammi on esi-
tetty kuvassa 6.4.

Kappaleissa 5.1 ja 5.4 kisiteltyjen mallien ennustamien faasidiagrammien
selvittdminen olisi ollut mielenkiintoista. Joitakin numeerisia tuloksia néi-
hin malleihin 16ytyy artikkelista [8]. Myos kappaleessa 2.2 esitellyn neut-
ronitdhden tilanyhtdlon numeerinen ratkaisu olisi ollut kiinnostavaa. T&ll6in
olisi saatu selville muunmuassa, ennustavatko ndmé mallit neutronitdhdelle
varisuprajohtavasta kvarkkiaineesta koostuvan ytimen.
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Liite A
Schwarzschildin ratkaisu

A.1 Klassinen raja

Tarkastellaan hitaasti liikkuvaa kappaletta heikossa ja staattisessa gravitaa-
tiokentdssd. Newtonin mekaniikan mukaan kappaleen kiihtyvyyden gravitaa-
tiokentédssd antaa yhtalo
7 Vo (A.1)
dt? ’ '

missid ¢ on pallosymmetrisen massan M aikaansaama gravitaatiopotentiaali.
Tadmé& on muotoa

p= M (A.2)

r

Tarkastellaan geodeettista yhtaloa

2 b a J.,.0
ddj; + gﬁ%% =0, (A.3)
Koska kappale liikkuu hitaasti, on
dr' < da° = cdt, (A.4)
joten
d?xH p dx® dz” N d?at dx® dx°

—_— ~ [ ————— . .
ds? thas ds ds ds? oo ds ds 0 (A-5)

Koska kenttd on heikko, voidaan olettaa ettd se antaa vain pienen poikkea-
man laakeaan Minkowskin avaruuden taustageometriaan. Talloin voidaan
kehittdad metrinen tensori sarjaksi poikkeaman suhteen, jolloin saadaan

G = Muw + Iy + O(h,,2). (A.6)
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Edelld 7, = diag(1,—1,—1,—1) on Minkowskin avaruuden metrinen ten-
sori ja h,, pieni poikkeama siitd. Koska gravitaatiokenttd on staattinen, on
hyuvo = 0. Tarvittavat Christoffelin symbolit ovat siten

T = 1/20" hoo,.- (A.7)

Geodeettinen yhtélo (A.5) muodostaa yhtaloryhmén

2z 1 /dz®\? Ohgo
R (d_) Dot (4.8)
d%20

p— . A-
" 0 (A.9)

Yhtilo (A.9) antaa dz®/ds = vakio, joten kertomalla yht#lod (A.9) termilld
(dx°/ds)~? saadaan
d*7
dar?

Téamé on samaa muotoa, kuin yhtilo (A.1), joten

1o
= 5 Vho. (A.10)

missd, [ € R. Koska metriikan tulee olla asymptoottisesti laakea, on vakion
f oltava nolla. Metrinen tensori on siten

1426 0 0 0
B 0 -1 0 0
G = 0 0 -1 0
O 0 0 -1

(A.12)

Niin saatiin johdettua klassinen raja Schwarzschildin metriikalle [30].

A.2 Schwarzschildin metriikka

Yleisin pallosymmetrisen, staattisen ja asymptoottisesti laakean aika-avaruu-
den metriikkaa kuvaava metrinen tensori, pallokoordinaateissa esitettyné, on
muotoa

er) 0 0
0 —et 0 0
guy - O O —7’2 0 5 (A . 13)
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missd a(r) ja b(r) ovat mielivaltaisia 7:n funktioita. Koska metriikan tulee
olla asymptoottisesti laakea, pitee funktioille a(r) ja b(r)

lim a(r) = 0,
lim b(r) = 0.

Kéidnteinen metrinen tensori ¢g"” saadaan, kun ratkaistaan yhtalo

guagau = 5#1” (A14)
missd 0", on Kroneckerin delta, jolle patee
1, p=v
nwoo__ )
51,—{0’ hAy (A.15)
Kéaéanteinen metrinen tensori on siis
e~ar) 0 0 0
0 —e 0 0
p
g 0 0 —r? 0 (4.16)
0 0 0 —(rsinf)=2

Einsteinin kenttidyhtaloitd varten tarvitaan Riccin tensori ja kaarevuus-
skalaari. Jotta ndmé voitaisi laskea, tulee sitd ennen laskea Christoffelin
symbolit ja Riemannin tensori. Metrisen tensorin ollessa diagonaalinen, on
Christoffelin symboli nollasta eroava vain, kun vdhintdan kaksi indekseista
on samoja. Tama johtaa siihen, ettd riippumattomia ja nollasta poikkea-
via Christoffelin symboleita on korkeintaan 28 kappaletta. Lisdksi mikééin
metrisen tensorin komponenteista ei riipu t:std tai ¢:std ja vain gss riippuu
0:sta. Tastd lauseketta (2.14) tarkastelemalla seuraa, ettd vain ne Christof-
felin symbolit ovat nollasta eroavia, joissa yksi indekseistd on 1 tai joissa
yksi indekseistd on 2 ja muut 3:sia. Riippumattomat ja nollasta poikkeavat
Christoffelin symbolit ovat siten!

ry, = 1/2e=%0,e” = 1/2d,

Ly = —1/2e7(=0,¢%) = 1/2d'e*?,

ry, = —1/2e79,(— b) = 1/20,

ry, = —1/2e7(=0,(— T2)) = —re?,

L, = —1/2¢7%(=0,(-r?sin?)) = —rsin®*fe?, (A.17)
r2, = —1/27”_2&(—7“2) = 1/r

rz, = —1/2r‘2( Oy (r? sin 9)) = —sinfcosb,

I3, = —1/2r?sin*00,(—r?sin?0) = 1/r,

I3, = —1/2r2sin®09y(—r?sin?0) = cotd.

"Merkitéén jatkossa laskujen lyhentdmiseksi d f(r) = f'(r).
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Jotta ei tarvitsisi laskea kaikkia 20:td riippumatonta Riemannin ten-
sorin komponenttia, voidaan tarkastelemalla Riemannin tensorin lauseketta
(2.19) ja nollasta poikkeavia Christoffelin symboleja sekd niiden riippuvuut-
ta parametreista t, r, 6, ¢ paitelld, mitka niistd ainakin ovat nollia. Lyhyen
tarkastelun seurauksena voidaan todeta, ettd nollasta poikkeavia riippumat-
tomia Riemannin tensorin komponentteja voivat olla vain Rg101, o202, o303,
Ry912, Ri313, Ri323 ja Rases. Namé ovat

R, = —0.(1/2a') +1/2d'1/2b —1/2a'1/2d’
— —1/2a" + 1/4d'V — 1/4(a))2,
R0202 = 1/2d'(=re™)
= —1/2rd’e?,
R, = 1/2d/(—rsin?fe?)
= —1/2rsin®fa’e?,
Ry = 0.(—re ®) +1/26(—re®) — (—re ®)1/r
= 1/2rt/e7?,
Ry = 0,(—rsin®fe=?) + 1/2b'(—rsin® fe?)
= 1/2rsin®Obe?,
RYys = 0Og(—rsin®fe™®) + (—re ) (—sinfcos ) — (—rsin? fe?) cot 6
= ()7
R%,; = 0Op(—sinfcosh) +1/r(—r sin? @e=?) — (—sinf cos f) cot §
= (1—e7?)sin?0.
(A.18)
Nollasta poikkeavat Riccin tensorin komponentit ovat
Roo = Rl + R2pp + Ry
= (9" R%g + 97 R%q + 9% R%03) 900
= —1/2[a" + (a")?/2+ a'(2/r — V' /2)] 27",
Ry = Rono + R2112 + R3113
= _R0101 - (922R1212 + 933R1313)911
= 1/2[a" + (a)?/2 =V (2/r + d'/2)],
(A.19)

Ry = R0220 + Rlzzl + R3223

= _R0202 - R1212 + 93392232323
= [r/2(a =)+ 1]e b -1,

Rszs = Rl3,+ R'sy + R%;

—R%5 — Rlgy5 — R
= [r/2(a’ = V) +1]sin? e7® — sin 6.
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Kaarevuusskalaari on

R

= 9" Roo + g"' Ri1 + g Rys + 9% R

—a

= [ (@2 d @) 2] e

2
—b

_% [+ ()?/2 = V(2/r +d'/2)]

—r2{[r/2(d = V) +1]e " -1}
—(rsin®) > {[r/2(a’ — V') + 1] sin’ e 7" — sin® 6}

= —e'[d"+ (a)?/2 = dV/2+2(a = V) /r+2/r°] +2/r°.

(A.20)

Sijoittamalla ndm& Einsteinin kenttdyhtaloon (2.29) saadaan yhtéloryh-

ma

G(00 =

G22 =

—1/2[a" + (d')?/2 + d'(2/r — ¥ /2)] e*®
+e270/2[a" + (a')?/2 — d'V' /2 4+ 2(a' = V) /r + 2/r?] — e*/r?
—e/r [1/r + e () — 1/r)] = —87G T,

1/2[a" + (a')?/2 = V' (2/r + d'/2)]
—1/2[a" + (a')?)2 — a'V' /2 + 2(a' = V) /r + 2/1%] + €®/r?
—1/r[d +1/r —e"/r] = —8xGT,

[r(a’ —¥)/2+1]e -1

—r2e7?/2[a" + (a')?/2 — 'V /2 +2(a' = V) /r +2/r*] + 1
—r2e7?/2[a" + (a')?/2 — 'V /2 + (d' = V) /7]

—87TGT22,

sin?@ [r(a’ — b)/2 + 1] e7® —sin?0
—sin?Or2et/2[a" + (a')?/2 — a'V' /2 + 2(a’ — V) /1 + 2/7?] + sin® 0
—sin®Or2e /2 [a" + (a')?/2 — a'V' /2 + (a' — V) /7]
—87TGT33.
(A.21)

Massajakauman ulkopuolella 7}, = 0, joten edelld olevat yhtalot voidaan
kirjoittaa muodossa

/r+e®(V —1/r) = 0,
a+1/r—e/r
a’+(a)?)2=ab )2+ (d =V)/r = 0.

I
o

(A.22)

69



Yhtaloryhmén (A.22) ensimméinen yhtilo antaa

e ’(1—1b) =1,
N bet 1
1—eb ¢’

d
= Elnll—e’ﬂ:—l/r,
= 1n|1—e_b|:—/1/rdr:—ln|r|+01,
= M =01-c/r), (A.23)

missi C' = ¢! € R on mielivaltainen. Kun sijoitetaan saatu ratkaisu b(r):lle
yhtéloryhmén (A.22) toiseen yhtdloon, saadaan

d+1/r—(r—C)*t=0,
= a:/[(r—C)l—l/r} dr=In|1—C/r|+ Dy,
= e =D(1-C/r). (A.24)

Edelleen D = eP' € R on mielivaltainen vakio. Koska lim, .. a(r) = 0,
taytyy olla D = 1. Klassisella rajalla g, tulee vastata metristd tensoria
(A.12). Talloin patee

2GM

Vakioksi C' saadaan siis C' = 2G M. Viivaelementiksi massajakauman ulko-
puolella, kun » > R, saadaan siten

dr?

2 _ 1 _ 2 ar
ds* = (1 —2GM/r)dt T 2GMr

r? (d6® + sin® 6d¢®) . (A.26)

A.3 Oppenheimer-Volkoff-yhtilot

Massajakauman sisalla
T+ = diag(e(r), —P(r), —P(r), —P(r)), (A.27)
missd €(r) on energiatiheys ja P(r) paine [9]. Tésta seuraa, etta
T, = diag(ee(r), e’ P(r),r*P(r), (rsin 6)*P(r)). (A.28)
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Sijoittamalla tdma yhtaloihin (A.21), saadaan yhtéloryhma

1/r+e W —1/r) = 8nGre(r),
a+1/r—e/r = —8rGrP(r), (A.29)
a"+ (a')?)2 = a'b' )2+ (d = V) /r = 8nGre’P(r).

Méaritelladn nyt

o) 1 2GM(r)

=1-—"= A.
M, (430
missid M(r) on siteen 7 sisdpuolella oleva massa. Sille pitee
M(r>R)=M, M(0)=0. (A.31)

Sijoittamalla (A.30):n yhtéloryhmén (A.29) ensimméiseen yhtéloon, saadaan

%(1 B w) =1/r—(1- %(T))/T — 8nGre(r),
= “2G[= M()/r* + M'(r)/r] = =87Cre(r) + 2GM(r)/r*,
~ dﬂc/zly) = dmrie(r). (A.32)

veqae . . . dP(r)
Jotta saadaan yhtélo paineen gradientille =~

(A.29) d', V' ja a”, jolloin saadaan

, ratkaistaan yhtaloryhmasta

d = (87GrP(r)+1/r)e’ —1/r, (A.33)
vV = (87Gre(r) —1/r)e’ +1/r, (A.34)
a" = 167G’ +a't/ )2 — (a)?/2 — (' — V) /r

— 167G — 1 /2{ [(87Gr)2P(P — €) + 87G(3P — €) + 2/r2] e?

+e' [87G(—P —¢€)] — 2/7“2}. (A.35)
Derivoidaan liséiksi yhtélod (A.33), jolloin saadaan

a’ = %{[87TGTP(T)+1/T}€Z)— 1/7“}
= {[87rG(P(r) +rP'(r)] — 1/T2}6b
+b’eb{ [87GrP(r) + 1/r]et — 1 /r}. (A.36)
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Nyt kdyttamalld yhtaloitd (A.35), (A.36) ja (A.34) saadaan

0 = d"—d =167Ge’

1 /2{ [(87Gr)2P(P — ¢) + 87G(3P — €) + 2/r*]¢®
+e [87G(~P = )] = 2/r*} = { [$7G(P(r) + rP'(r)] = 1/1* ¢!
+b’eb{ [87GrP(r) + 1/r]¢" — 1 /7"}
- 1 /2{ [(87Gr)2P(P — €) + 87G(P + €) + 2/r?]
+¢ [87G(~P = €)] | - 87GrP/(r)e"
Ratkaisemalla tsté P'(r) saadaan
P = —P; e [snGrp+ 1] —1/r}

P
- ;Ea’. (A.37)

Sijoittamalla tdhdn (A.30), saadaan

(87GrP + 1/r) (1 - %(T)) T /r]
g ) () (220

Nyt saimme johdettua Oppenheimer-Volkoff-yhtélot, jotka ovat

-1
/ _ _ Ge(m)M(r) P(r) _ 2GM(r) 47r3P(r)
Py =~ (14 59) (1-2952) (S 1)y ag)

M (r) = 4drrie(r).

P
Pl(r) — —%
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Liite B

Termodynaamisen potentiaalin
johtaminen
dikvarkkikondensaatille
tapauksessa 0 # 0 ja ¢ # 0

Symmetrisessé faasissa kvarkkipropagaattori on

L _ (G0
GO - ( 0 [Ga]_l ) (Bl)
missa
(G517 = (po £ )70 — -5 — m. (B.2)
Kun virisymmetria rikkoutuu, kvarkkipropagaattori niayttia seuraavalta:
o (IG5 AT
o= (A ). (8.3)
missa
A" = —iAys, AT = —iA*ys. (B.4)

Nambu-Gorkov-propagaattori saadaan ratkaisemalla G71G = 1. Nyt on

Gt =-
G:(E+ G_)’ (B.5)

missé

-1
G* = {[Gﬁﬂl - NG(TAi} ,  Ef=-GTA*GY. (B.6)
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Tama on kitevinta ratkaista kiayttamalla projektio-operaattoreita. Ne maa-
ritellién seuraavasti:

1 y-p
M) = & (14200 PEmY (B.7)
2 E,
joissa I, = /p? + m?. Operaattoreille A1 pétee
AL (P)AL(P) = A+ (D), (B.8)
A= (P)A=(7) = 0, (8.9
AL(P)+A_(p) =1 (B.10)
Liséksi niille patevat muunnosominaisuudet
VAL (D)5 = ]}i(ﬁ), (B.11)
YoM+ (D)o = A< (D), (B.12)
missa 1 -
As(p) = 5 (1 + 2P m) m)) . (B.13)
2 E,

Néiden avulla on helpompi laskea kvarkkipropagaattorin elementit. Gg VOi-
daan kirjoittaa muodossa

A A
E]I: _ ,YO +:|: 70 ’ (B14)
po+E;  po— Ef
silla X X
+ ol Yo —
GO - o(-)i-E'Jr 00 Ef

Yo (po— EI)A++’YO(po+Ei)A
(Po+E; ) (po—Ef )
Yo(po—EF ) Aq+v0(po+Ex ) A
[VO(Po—EE)AJrl-Wo(Po-FE )A_][0(po—EZ ) At +70(po+E5 )A -]

Yo(po—E YAt +70(po+Ej )A—

= [(po £ p)y —7-0—mj
Edelld ja jatkossa Epi = E, + p. Lasketaan Nambu-Gorkov-propagaattorin
elementit lihtien propagaattorista G, jolloin saadaan

Gt = {[GF] - AFGTAEY!
= {Ino(o0 — BN+ +0(po + EFIA] 4+ AP (225 + 22h ) 9}~

-1
= {bolm = EA +20(m+ BN = |AP (2 + 2 ) }

-1

_ _ ¥ _ |A]2
= {vlpo — EJ ﬁpo—i_ETK}\?O = AL
N _
+0lpo + B — G 3
2_ E¥ 2_ A 2 E 2 A 2 _
{,yopo (poi)E;:' | A++7 po ( p)Ep| ‘ 7}
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G* saadaan, kun ratkaistaan yhtilo [GF]71G* = 1. Tille haetaan ratkaisua
muodossa Yoal . + YobA_, missi a,b € C. Nyt pitee

[%pafg{g;w/\ + % pﬁ%ﬁ/\ I[voal +vobA_] =1
N o 218 e (ii;F'A'QAHOaA + % %A#Y DA
+ B (pb;ii BE A_voaks + 0 MA t0bA- =1
= Pa— (ii);glﬁl al A + I%E;WQ()A A
n pg*;f’f’;;'”a&& n %(Z,O_#Ewa\ A=
SN Y G 29 ek

po+E; po—FEp

Tasté seuraa, ettd

— E* + EF
a = 5 p0i2p 3 b: 5 Po 21? 3 (B15)
po — (E5)* — |A] po— (EF)* — |A]
joten
po— Ef po+ EF -
G* =1 Ay +7 £ A (B.16)
PR (EE2— AP Ppd— (EF)2—|AP

Ratkaistaan lisiksi =%, joksi saadaan

Bt = —G:FAiGi
B po—EF pot+Ey £ A YoA
= [7OWA+ + VOT( |A|2A ]A [p0+5;t + po_E;F}

— AE[~y PoEf po+Ep oAy oA
= A% B (BT~ ap A 0 AP - s + )

Ej .
= A% Qf(pfg,f)?fm\z (p o YoAsy0hs +5 E$ YA 70A-)

+E,
+ 2 (pEOE)z |A\2( 0+Ei70Ai ’YOA—i-"“ E;’Y()A ’)/OA )}
_ A A
- p0—<Epi>2—\A\2A++ 2—(Ef)2- \APA—

Nyt on selvitetty Nambu-Gorkov-propagaattorin elementit ja voidaan siirtya
laskemaan termodynaamista potentiaalia.
Termodynaaminen potentiaali saadaan lausekkeesta

3p 1
QT, ) ——TZ/ dp 5 Trin <TS 1(mn,m)+v. (B.17)

Koska siniset kvarkit eivit osallistu kondensaattiin, niille patee

Trin[3S~'] = 2NpIn[Det(8[Go] )]
= 2NpIn[Det(8]GF]™Y)] In[Det(3[G5]7Y)],
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missa tekiji 2Np seuraa spin- ja makujiljistd. Lasketaan determinantit

Det(B[G5]™") = Det{B[(po £ u)vo — 75— ml}

e —m (po £ p)v0+0-p
= FDet < (po £ p)yo — 7+ —m )
= —3[(po £ p)* — EZ], (B.18)
joten
In[Det(B[Go] )] = In{B"[(po + p)* — E2][(po — p)* — E]}

= {6 — (E, + )]s — (B, — 1)*]}-

Sinisille kvarkeille termodynaaminen potentiaali on siten

W) = —NeTS /

d’p 21,2 2
s | W~ (B + 1)

+In{32[pg — (B, — 1)’} + V.
Seuraaavaksi suoritetaan summaus yli n:n, kiyttden tietoa [8|

1 _
Ty ln[ﬁ(wi +AY)] = A+ 2T In[1 + e V7]. (B.19)

Sinisten kvarkkien termodynaaminen potentiaali sievenee lopulliseen muo-
toon

d3p _Eptu
(T, ) = _NF/W E,+p+2Tn[l+e 7]

+E, —p+2TIn[l +e” EPTH]] +V

— 9N /dg—p E,+Th[l+e
= F (27-[-)3 D (&

Punaisille ja vihreille kvarkeille termodynaamisen potentiaalin laskeminen on
hieman hankalampaa. Yleisesti pitee matriiseille A, B, C', D

Eptp Ep—
T

]+ TIn[l+e” TH]} + V.

Det < é g ) — Det[-CB + CAC~'D] (B.20)

= Det[-BC + BDB™'A], (B.21)
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joten determinantti voidaan kirjoittaa muodossa

Det(BG™') = Det(8°D;) = Det*{—ATA™ + AT[GIAT] G
= Det(8°Dy) = Det3*{—ATA™ + A7 [Gy ] AT G )

Kirjoitetaan seuraavaksi Dy ja Dy projektio-operaattoreiden avulla, jolloin
saadaan

Dy = —ATAT +ATGE] AT G
= JAP +[0(po — E;)Ar +v0(po + EF)A_]
5[0 (o — B ) Ay +70(po + E, )A_]
= |AP(AL +A)
—[(po — E;)A- + (po + EF)AL][(po — ES )AL + (po + £, )A]
= |A|2(A++A ) = (5 — (B )*) Ay + (pg — (E,)*)A_]
= —[(0§ — (E)? — |AP)A, i (p5 — (B, )? — |AP)A_],
Dy = —ATAT + AT[Go] AT G

= JAP + %[00 — EF)AL +v0(po + E;)A_]
“s[0(Po — B )Ny +0(po + E5)A ]
= JAP(AL +A)
—[(po — E;)A- + (po + E;)A+H(po — EJ)Ay + (po+ E))A-]
= [AP(Ay +A2) = [(5 — (B))?)A- +(po (B, )*)A

P

= [}~ ()2~ AP, + (] — (B)? — |AP)A_L

Néita kdyttden on determinantti helppo laskea, silla

+

D1Dy = (p5 — (B, )* = [A") (05 — ()" — |AF) = (55 — (Ex)*)(m5 — (EX)?).

missé

— J(VFTT MR+ )2 + AR, (B.22)

Nyt voidaan laskea TrIn(3G~!). Maku- ja spinjiljet tuottavat tekijin 2Np,
joten

Trin(BG™1) 2Np In[Det3G ]

= Npln[Det3G!)?

= NplIn[Det3?D;Det32 Dy
= Npln[Det"(D,Dy)]

= ANpIn{B'p; — (EX)"]lp; — (Ex)"]}-

7



Néin termodynaaminen potentiaali punaisille ja vihreille kvarkeille on

Qg(T,p) = —2NpT) /
{2 — <E;>21}] ‘v

3 + gt
i [ [
(2m)3 2

d’p 21, 2 2
s |2l ~ (B2}

+TIn[l + e PA/T) + TInf1 + e—EE/T]] +V.

Koko jarjestelmén termodynaaminen potentiaali on niiden summa, joten se
on

d3 Ef+ ExX _
A = _4NF/ (27:;3 [ : ; A+ Tnf1 ¢ "3/T] 4 Tn[L + e‘EA/T]}
dsp _Ep“rll« _E'pfu
_QNF/W{EP—FTln[l—{—G T ]+Tln[1+e T ]:|_+_V
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Liite C

Termodynaamisen potentiaalin
johtaminen
dikvarkkikondensaateille

Propagaattori (5.30) voidaan jakaa osiin sinisille kvarkeille, jotka eivit osal-
listu kondensaattiin, seké vihreille ja punaisille kvarkeille. Sinisille kvarkeille
propagaattori nayttaa seuraavalta:

- + o — My 0
sy = (7 3 C.1
v () ( 0 }7’—%%—]\4&))7 (C.1)
missé
2 R B 2 .
Mb = Mg - —Mg, Up = U — —=Us. (02)

V3 V3

Termodynaamisen potentiaalin laskeminen voidaan suorittaa kuten sinisille
kvarkeille aikaisemmin liitteessd B. Sinisten kvarkkien osuus termodynaami-
sesta potentiaalista on

d3

By = By + iy = \/7? + M2 =+ juy,. (C.3)

Seuraavaksi lasketaan termodynaaminen potentiaali punaisille ja vihreille
kvarkeille. Niiden kvarkkipropagaattori on

g1 _ ( Ptivvo— M. (A+Agy)vsT ) (C.4)
(A" + Ajyo)vsm2 P—iryo — M, )’ '

missa
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missa

1 1
M, = My + — M, y = [L + —=/lg. C.5
0 \/3 8 % % \/g,ug ( )

Matriisijiljen laskeminen propagaattorista (C.4) yksinkertaistuu, kun kéy-
tetddn yhtaloita (B.20), (B.21). Matriisijilki on tdmén jilkeenkin helpointa

laskea symbolisella ohjelmistolla, kuten Mathematicalla, jota téissd tyossa
kiytettiin. Merkitddn

a = p+ iy — M, (C.6)
b = (A4 A¢Y)7¥5T2 (C.7)
¢ = (A" +A50)T (C.8)
d = p— v — M. (C.9)

Nyt kdyttden yhtaloitd (B.20) ja (B.21) saadaan

In Det[3S~(p)] 5 In[Det[65~(p)])?

= 22 In[Det[3(—bc + bdb~'a)|Det[3%(—cb + cac™'d)]]

= Nplnfg'O[(M? — @2)* +po+p '+ 2(M? — i2)p°
A [Ao|* = 2(M? + 12 + 7% + [AP + |Ao*)p5
F2AM? + 12 + P2 AP 4 2(M? + i — 7 ?) Ao
+AM, fi, (A* Ay + AAY) — ((A%)2A + A2(AH)H)]*

= 4NpIn 3Hps — 2p5(M? + i + 7% + | AP + [Ao]?)
(M + 2492+ AP+ [Ao]?)?
—4[(12 + | Do) 2 + (M, fir — 2(AAS + A*A))?]}

= ANp{In[3*(p§ — w?)] + In[5*(p5 — w?)]},

missa
wi = P2+ M2+ 2+ AP+ [Agf? £ 25,
s = V(2 +[AP)p?+ 2, (C.10)
t = M, — 5(AA;+ A*A).

Siten termodynaaminen potentiaali punaisille ja vihreille kvarkeille on
Qg(Top) = —2NpTY /

3
_ —QNF/ dp2 Wi +w_
(2m)3 2

+TIn[1 + e /7] + Tln[l + e‘“‘/T]} +V

((2173;3 {In[3%(p§ — )] + W[F(p§ — )]} +V
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ja koko termodynaaminen potentiaali

d3
T,p) = —2Nrp / ZP o w4 2T 1+ e/
(2m)?
+27T In[1 + e*“—/T] + E, + Tln[l + efE_/T]
missa
yo Mo—mpP M3 (o A JAR AP
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Liite D

Termodynaamisen potentiaalin
johtaminen spin-1 -kondensaatille

Termodynaaminen potentiaali on

Q(T, ) ——TZ/

Tama voidaan laskea erikseen punaisille ja vihreille seki sinisille kvarkeille.

“Trln[3S(p)] + V. (D.1)

Punaiset ja vihreidt kvarkit

Punaisille ja vihreille kvarkeille propagaattori on muotoa

oy [P —M Ays ATy
s = (P Sy ). (D2)

Tama on sama propagaatori, joka esiintyi liitteessd B dikvarkkikondensaatin
tapauksessa. Termodynaaminen potentiaali punaisille ja vihreille kvarkeille
on siis

Qg(T,p) = —2NFZTZ/

+TIn[1 4 e /7] + Tln[l + e /7]

w—i—w

—|_ ‘/’[’79

, (D.3)

missa

wty = \/(VFET M2 £ )2 + AL (D.4)
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Siniset kvarkit

Sinisille kvarkeille propagaattori on

. B ¢+ M,.YO - M A/UO37'2
S (p) - < A/*UO3TQ p _ /KYO - M . (D5)

Kun merkitdan

a=p+uw’ —M, b=Ac"n (D.6)
c=AN"0"r, d=p—p’ - M,

voidaan kvarkkipropagaattorin jilki laskea kiyttéden yhtéloita (B.20) ja (B.21)
seuraavasti:

Trin[3S~'(p)] = % In{Det[3S~"(p)]*}
= NpIn{p'°Det[—cb + cac™'d|Det[—bc + bdb™'a]}.
(D.8)

Tekija Np seuraa makujiljestd, ja spinjilki tuottaa tekijan 1. Tamé& johtuu
siitd, ettd kyseessd on spin-1 -kondensaatti sinisille kvarkeille, jolloin konden-
saattiin osallistuvien kvarkkien spin on kiinnitetty. Edella oleva determinantti
on helpointa laskea kiyttden symbolista ohjelmistoa, jolloin saadaan

NpIn{3'%Det[—cb —|— cac‘ld]Det[—bc + bdb~'a]}

= NEIn{p'[p) + (M? — 12 +z7) +2(M? + 2 — 5%+ 2p3) A
+|A* - 2po(M2+u +p +|A’| )]}

= 2NF{1nﬁ4[po (MZ — pZ + %) + |AL* + 2] ALP (P2 + M2 — p2)
—2p5(P +M2+ue+|A’| )]}

= 2Np{ln 3*[p5 — (w3 )?][P5 — (w3)°},

missa
— J(VFTHDE & 1) + |AL (D.9)
ja
pe = 2+ |A)Psin 6,
M — M
e ,U, )
AL = |A(cos? 6 + 22 sin?6), (D-10)
cosf = ]%
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Téastd saadaan sinisten kvarkkien termodynaamiseksi potentiaaliksi

W) = 1% / T L nfas 1 p) (D.11)

d3p
= —2N
F/ (2m)3

+TIn[l + e /T 4 TIn[l + e /7] | + V.

w3 + wsy
2

(D.12)

Koko jérjestelmédn termodynaaminen potentiaali on eri véristen kvarkkien
termodynaamisten potentiaalien summa, joten se on

AT, p) = —2NFE / [W W —|—Tln[1+6_“’j/T]
—wr M—m)* AP AP
T In[1 w; /T ( .
+TIn[l1+e ]]+ G +4Hs+16Ht
(D.13)
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