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4 Neuroverkkojen matemaattiset perusteet (Heli
Tuominen)

(Heli Tuominen)

Tassa luvussa tutustutaan neuroverkkojen rakenteeseen, toimintaan ja matemaattisiin pe-
rusteisiin. Modernien tekodlysovellusten taustalla on monenlaisia neuroverkkoja, esimer-
kiksi kuvantunnistukseen hyvin soveltuvia konvoluutioneuroverkkoja. Yksinkertaisuuden
vuoksi tassa luvussa kasitelldan vain eteenpainsyottavia “tavallisia” neuroverkkoja.
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4.1 Keinotekoiset neuroverkot

Keinotekoinen neuroverkko (Artificial neural network) jaljittelee ihmisen aivoja. Neuro-
verkko koostuu syote- ja ulostulokerroksesta (input layer, output layer) ja niiden vélis-
sé olevista piilokerroksista (hidden layer). Kerrokset puolestaan rakentuvat neuroneista
(neuron), joihin liittyy verkon opetuksessa muutettavia parametreja.

Syoétekerros Piilokerros Ulostulokerros

Neuroverkko koostuu syétekerroksesta, ulostulokerroksesta ja niiden vdlissd olevista piilo-
kerroksista.

Data annetaan neuroverkon kasiteltaviksi syotekerroksessa. Syotekerroksen neuroneiden
maara riippuu esimerkiksi siitd, montaako ominaisuutta syotteesta tutkitaan. Piiloker-
roksien ja ulostulokerroksen kaikissa neuronissa lasketaan syotekerroksesta tai piiloker-
roksesta tulleiden syotteiden painotettu summa ja siithen lisdtdédn neuronin vakiotermi.
Ennen neuronin tuloksen lahettdmistd seuraavalle neuronille summa vieddan aktivointi-
funktioon, joka muuttaa lineaarisen (affiinin eli ensimmaéisen asteen polynomin) sy6tteen
epalineaariseksi.

Usean piilokerroksen neuroverkkoja sanotaan syviksi neuroverkoiksi (deep neural network).
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Syva neuroverkko
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Syvassa neuroverkossa on useita (jopa tuhansia) piilokerroksia.

Neuroverkon toimintaan liittyvid kaavoja tarkastellaan ensin esimerkin avulla ja sitten
yleisemmin luvussa.

Esimerkki

Verkossa on yksi piilokerros, jossa on nelji neuronia. Syéte on vektori = (1, z5) € R2
Ulostulokerroksessa on yksi neuroni, jolta saadaan sydtettd x vastaava tulos t.
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Syotekerros Piilokerros Ulostulokerros
by

Yhden piilokerroksen neuroverkko.

1

Syétevektorin komponentit kerrotaan piilokerroksen neuroneiden painoilla w;;, tulot las-

ketaan yhteen ja summaan lisitaan piilokerroksen neuronin ¢ vakiotermi b;:
2
1.1 1 _ 1
2] = Wy Ty + Wy Ty + by = E w;T; + by,
i—1
2
1.1 1 . 1
25 = WigTy + WooTy + by = E WipT; + by,
i—1

2
1.1 1 - 1 :
23 = WizTy + Wa3Ty + by = E :wigxi + b3 ja

i1
2
1.1 1 - 1
zy = wyyTy + Wy Ty + by = E w;4x; + by.

i=1

Nama summat vieddan piilokerroksen aktivointifunktiolle, jolloin piilokerroksen neuronien
antamat syotteet ulostulokerrokselle ovat

a; = @(z1),ay = 90(22)=a3 = 90(23> jaay = @(zy).

Verkon antama tulos saadaan kédyttamalld piilokerroksen ja ulostulokerroksen valisia pai-
noja ja aktivointifunktiota:

3
t=p() =D wha,).
=1
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4.1.1 Neuroverkkoihin liittyvia kisitteitd ja merkintoja

Neuroni

Neuroverkon kerrokset koostuvat neuroneista (neuron). Jokaiseen piilokerrosten ja ulostu-
lokerroksen neuroniin liittyy kahdenlaisia parametreja, neuroneiden vélilla olevat painot
(weight) ja neuronikohtainen kynnysarvon/vakiotermi (bias).

Parametreista kéytetdédn seuraavia merkintoja. Kerrosindeksid merkitadn kirjaimella [.
Indeksi [ = 0 viittaa syotekerrokseen ja indeksi I = L ulostulokerrokseen.

o N, = kerroksen [ neuronien lukumaéra,

* Ty,..,Ty, syOtteen z komponentit (N, kappaletta),
l

ij
. b; = kerroksen [ neuronin j vakiotermi,

o w;. = kerroksen [ — 1 neuronin ¢ ja kerroksen [ neuronin j valilld oleva paino,

. zé = kerroksen [ neuronia j vastaava painotettu summa

Nll

1 _ 1 o1-1 !
z; = E wiia; -+ bj,
i=1

. aé- = kerroksen [ neuronin j tulos eli syote seuraavaan kerrokseen

Ny
af = o) = o D whal™ + 1),
=1

missd ¢ on aktivointifunktio (joka voi vaihdella kerroksesta toiseen).

Huomaa, ettd z; = af kaikilla j =1, ..., N,
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Kerros ¢

Kerroksen £ toiseen neuroniin liittyvid kaavoja.

Kaavat vektorimuodossa

Merkintojen yksinkertaistamiseksi neuroverkon kaavat kirjoitetaan monesti vektori- ja
matriisimuodossa.

Kerroksen [ kynnysarvoja/vakiotermeja vastaa vektori
bl = (b, ...,bﬁvl),

kerroksen [ neuronien painotettuja summia vektori

=2 .. ,zévl),

ja kerroksen [ neuronien tuloksia vektori

a’ = (all,...,aﬂvl).

Kerroksen [ painoja vastaa N;_; x N;-matriisi

l l l
wll w12 e wlNl
l l l
wi=| "2 Wa - Wap,
wh w wh
Ny, 1 Ny,2 Ny Ng*

Painotettujen summien ja neuronien tuloksien vektorit saadaan esitettya lyhyesti muodos-
sa

Z=aTTWH b jad! = () = (p(20), -, p(2h)-
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Huomaa, etté jos edelld vektorit a, b ja z méaériteltiisiin pystyvektoreina, niin olisi
2= WhHTal=1 + bl
Joissain lahteissé painojen wéj neuroni-indeksit ¢ ja j ovat péinvastaisessa jarjestyksessa.
Talloin vastaava matriisi W' on N, x N, ;-matriisi ja
(Zl)T — Wl(alfl)T + (bl)T,

7" on vektorin v transpoosi.

missa v

Matriisien ja vektoreiden ominaisuuksia kerrataan liitteessd Appendix A.

Neuroni ja neuroverkko funktioina

Neuroverkkoa voi ajatella funktiona f: R® — R™; syote on n-ulotteinen vek-
tori © = (xy,%q,...,x,), piilokerrokset hoitavat laskutehtévin ja funktion arvo
flx) =t = (t;,tq,...,t,,) € R™ saadaan ulostulokerroksesta. Verkon kiyttotarkoitus
maarad, miten funktion arvo t tulkitaan.

Piilokerroksen neuronit voidaan tulkita funktioiksi f]l RVe-r — RN

fi(w) = (2i(g5(v)), -, 21(g5(0))),

Jj € {1,2,...,N;}, missa gé on yleensd edellisen kerroksen painotettu summa lisdttyné

vakiotermilld eli
Ny,

gé-(fu) = Z wéjfui + bé-
i=1

ja ¢; on kerroksen [ aktivointifunktio. Ulostulokerroksen funktioille ij arvojoukko on R.

4.1.2 Harjoitus
Tarkastellaan neuroverkkoa, jonka sydte on x = (x,75) € R?, jossa on yksi neljin neu-
ronin piilokerros, jonka ulostulokerroksessa on kaksi neuronia ja jonka aktivointifunktio

seka piilo- ettd ulostulokerroksessa on ¢: R — R. (Kuvassa vain osa painoista merkitty.)

Syotekerros Piilokerros Ulostulokerros

Yhden piilokerroksen neuroverkko.
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Kirjoita verkkoon liittyvéit neuronien painotetut summat :f ja neuronien tulokset (I,i? vek-
toreiden ja painomatriisien avulla.

4.1.3 Perseptroni

Perseptroni (perceptron) on syodtekerroksen ja yhden neuronin muodostama minimaalinen
neuroverkko, jonka syote on x = (21, %y, ..., 2, ) € R™ ja tulos on t € {0,1}.

Perseptroni on yksinkertaisin neuroverkko.

Perseptonia, jonka painojen muodostama vektori on w = (wy, wsy, ... w,,) € R™, vakiotermi
on b ja aktivointifunktio on yksikképorrasfunktio (Heavisiden funktio) h: R — {0,1},

1
h(s):{ , Jjoss>0

0, joss <0,

Pl) = 1, J:osw-a:+b>0
0, josw-xz+b<0,
missd w - x on vektoreiden w ja x sisatulo.

Kysymykseen, millaiset funktiot voidaan esittda perseptronilla, on yksinkertainen vastaus
nollan ja ykkosen alkukuvien lineaarisen erotettavuuden avulla.

Joukot A C R™ ja B C R™ ovat lineaarisesti erotettavat (linearly separable), jos on vakiot
€1,Cq,...,C, € Rjabe R, joille

D e, > b kaikilla x € A
=1

ja
n

> ¢x; <b kaikilla z € B.
i=1
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Tasossa R? tamai tarkoittaa sitd, ettd joukkoja A ja B vastaavat pisteet voidaan erottaa
suoralla ja R3:ssa sité, ettd pistejoukot voidaan erottaa tasolla.

Lause

Funktio f: R™ — {0, 1} voidaan esittdd perseptronilla jos ja vain jos alkukuvat f~1({0})
ja f71({1}) ovat lineaarisesti erotettavat.

Esimerkki
Ensimmaisen kuvan pistejoukko ei ole lineaarisesti erotettava, toisen kuvan on.

Funktio, jonka arvot vihreita palloja vastaavissa tason pisteissa on 1 ja sinisia palloja
vastaavissa pisteissa on 0, voidaan siis toisessa tapauksessa esittéda perseptronilla, ensim-
maisessa ei.

4 o o

3 (@) @]

2 (e} @) ]

1 o]
(0] [

0 1 2 3 4

Ei voida esittid perseptronilla.
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0 1 2 3 4\

Voidaan esittdd perseptronilla.

Esimerkki

Looginen konnektiivi AND (JA) voidaan esittédé yhdelld perseptronilla mutta konnektiivia
XOR (poissulkeva TAI) ei voi. Konnektiiveja vastaavat funktiot ovat AND: {0,1} x
{0,1} — {0,1} ja XOR: {0,1} x {0,1} — {0,1}

AND(0,0) = AND(0,1) = AND(1,0) =0
AND(1,1) =1

ja

Nollan ja ykkosen alkukuvat ovat siis
AND™'({0}) = {(0,0),(0,1),(1,0)}, AND'({1}) = {(1,1)}

ja

XOR™({0}) ={(0,0),(1,1)}, XOR'({1}) ={(0,1),(1,0)}.
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AND

1@ o

-1 4

Looginen konnektiivi AND.

XOR

Looginen konnektiivi XOR.

Edellisen esimerkin looginen konnektiivi AND seuraavan kuvan perseptronilla.
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Loogista konnektiivia AND vastaava perseptroni.

Muuttamalla painoiksi w; = wy = —2 ja vakiotermiksi b = 3, saadaan AND-konnektiivin
negaatio, NAND, jonka arvo parille (1, 1) on 0 ja muille lukupareille 1. NAND konnektiivin
esityksen olemassaolosta seuraa, ettd perseptronien avulla voidaan rakentaa verkko, joka
tekee minka tahansa halutun loogisen paattelyn.

Perseptronin ongelma on se, ettéd pienet muutokset painoissa tai syotteissa aiheuttavat ison
muutoksen tuloksessa (0/1). Taméa on huono asia verkon opettamisen kannalta. Persept-
ronin yksikképorrasfunktion sijaan kiytetdankin yleensd verkon opettamiseen paremmin
soveltuvia aktivointifunktioita.

4.1.4 Harjoitus

Loogista konnektiivia OR (TAI) vastaava funktio on
OR:{0,1} x {0,1} — {0,1},

OR(1,1) = OR(0,1) = OR(1,0) =1 ja OR(0,0) = 0.

1. Maéritd alkukuvat OR™1({0}) ja OR™1({1}).
2. Voidaanko OR esittda perseptronilla? Jos voidaan, niin etsi kertoimet w; ja wy ja
perseptronin vakiotermi b.

2
E wir; + b
i=1

Voidaanko OR esittid perseptronilla?
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4.1.5 Aktivointifunktiot

Neuroverkon piilo- ja ulostulokerroksissa kéytetdén aktivointifunktioita (activation func-
tion).

Ennen neuronin tuloksen lahettdmistd seuraavalle neuronille tai ulostulokerroksesta
ulos, edellisen kerroksen syotteistd laskettu painotettu summa viedddn aktivointifunk-
tioon ¢: R — R. Aktivointifunktiot muuttavat lineaarisen (affiinin eli ensimméisen
asteen polynomin) sy6tteen epélineaariseksi ja niilld olisi toivottavaa olla seuraavia
ominaisuuksia:

o epilineaarisuus: Koska summa ja yhdistetty funktio lineaarisista funktioista on
lineaarinen ja affiineista affiini ja neuroneiden summalausekkeet a — wa + b ovat
affiineja, niin lineaarisilla (tai affiineilla) aktivointifunktioilla saadaan affiini kuvaus.

+ (jatkuvasti) derivoituvuus: Vastavirta-algoritmissa ja muissa virhefunktion mini-
mointitavoissa tarvitaan aktivointivointifunktion derivaattaa. Jos aktivointifunktio
ei ole derivoituva, niin virhefunktion minimoinnissa pitad kiyttdd muita kuin gra-
dienttiin perustuvia keinoja.

o identtisen funktion approksimointi: Jos aktivointifunktio on nollan lahella 14-
helld identtistd funktiota i: R — R, ¢(z) = = kaikilla z, niin neuroverkko oppii
tehokkaasti kun painot alustetaan satunnaisluvuilla. Muussa tapauksessa painot
pitda alustaa huolellisesti.

Se, onko aktivointifunktio rajoitettu vai ei, vaikuttaa verkon oppimisnopeuteen ja oppi-
misen vakauteen. Rajoitetuilla aktivointifunktioilla oppiminen on yleensé vakaata ja ra-
joittamattomilla monesti tehokasta. Rajoittamattomia aktivointifunktioita kaytettdessa
kannattaa kayttaa pienid oppimisnopeuksia.

) 3

N
—— S E—- - g(z wWiT; + b)

i=]

¢

Neuronin painotettu summa viedddn aktivointifunktioon .

Esimerkkeja aktivointifunktioista ovat sigmoid-funktio, hyperbolinen tangentti ja ReLu-
funktio. Tutustutaan néihin lyhyesti.

Sigmoid-funktio (logistinen funktio)
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Sigmoid-funktiolla o: R —]0, 1],

1
olz) = 14+e®
1
-.'-‘f".
051
.’,:h)z'
4 -2 0 2
Sigmoid-funktio

on seuraavat ominaisuudet:

« rajoitettu, aidosti kasvava ja jatkuva
o lim,_, o(x)=0,lim, , o(xr)=1
o 0 € C®(R) eli funktiolla o on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat ja

m =o(x)(1 —o(x)).

Sigmoid-funktio o on yksikkoporrasfunktion h: R — [0, 1],

0, k <0
hz) =4 un z <0,
1, kun z > 0,

o (z) =

silotettu versio. Sigmoid-funktion huonoin ominaisuus johtuu siitd, etta se kasvaa hyvin
hitaasti kun x kasvaa ja vidhenee hyvin hitaasti kun x vihenee. Sen derivaatta on hyvin
lahella nollaa kun x on suuri tai pieni. Téasta seuraa ongelmia silloin kun verkkoa opetetaan
derivaattoihin perustuvilla menetelmillé.

Vastavirta-algoritmin kaavoista ndhdéan, ettd virhefunktion osittaisderivaatat neuronin
painojen ja vakiotermien suhteen riippuvat aktivointifunktion derivaatasta ja ettd paino-
jen ja vakioiden muutoksen koulutettaessa ovat pienia jos osittaisderivaatat ovat pienié.
Talloin verkko oppii hitaasti.
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Toinen sigmoid-funktion huono puoli on se, etté se ei ole symmetrinen nollan suhteen.
Nykyisin sitd kaytetddn ldhinnéd ulostulokerroksessa varsinkin jos verkon tulokset ovat
valilla [0, 1].

Hyperbolinen tangentti (tanh)
Hyperbolisella tangenttilla tanh: R —] — 1, 1],

1— ef2x

tanh(x) = m

0:5

-1

tanh

on monia samoja ominaisuuksia kuin sigmoid-funktiolla mutta se on symmetrinen nollan
suhteen ja se kasvaa nopeammin nollan ldhellé, jolloin sen derivaatta on suurempi.

Hyperbolinen tangentti on

« rajoitettu, aidosti kasvava ja jatkuva
o lim, ., tanh(z)= —1, lim, ,tanh(z) =1
« tanh € C>(R) ja tanh’(z) = 1 — tanh*(z).

Gradientin pienuus isoilla ja pienilld arvoilla on myds hyperbolisen tangentin ominaisuus,
joten sen kaytto aktivointifunktiona saattaa aiheuttaa verkon oppimisen hitautta.
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ReLu

Neuroverkkojen piilokerroksissa paljon kaytetty aktivointifunktifunktio on ReLu-funktio
(Rectified Linear Unit) f: R — [0, oo,

f(z) = max{0, z}.

15

0:5

RelLu

Jotta verkon toimintaan saadaan epélineaarisuutta, niin ulostulokerroksessa kaytetadn
epélineaarista aktivointifunktiota. ReLu-funktio ei ole derivoituva nollassa. Sen toinen
huono ominaisuus on se, etta se on nolla ja sen derivaatta on nolla negatiivisilla arvoilla.
Tastéd syystd joidenkin neuronien painot saattavat paivittyd oppimisen aikana nollaksi
jolloin neuronit “kuolevat”. Neuronien kuoleentumisongelmaa pyritdan valttdmadn muut-
tamalla aktivointifunktiota hieman.

Yksi ReLun variantti on “Leaky ReLu”, f: R — R,

f(z) = max{az,z}, 0 <a < 1.

38



0.5

/,__"1———'/}-0 1

Leaky ReLu

Toimivimpien aktivointifunktioiden valinta riippuu siitd, mita verkolla ollaan tekeméssé
eli mité funktiota silld approksimoidaan. Jos verkkoa vastaavalla funktiolla on samoja omi-
naisuuksia kuin aktivointifunktiolla, niin oppiminen on nopeampaa. Esimerkiksi sigmoid-
funktiota kannattaa kayttaa ulostulokerroksessa jos verkkoa kiytetaan luokitteluun 0/1.

4.1.6 Universaali approksimointilause

Funktionaalianalyysin keinoin voidaan todistaa neuroverkkojen universaali approksimoin-
tilause, joka sanoo, etté jos aktivointifunktio on rajoitettu, kasvava ja jatkuva, niin mille
tahansa R™:n kompaktin joukon jatkuvalle funktiolle on téta aktivointifunktiota kéayttava
neuroverkko, joka approksimoi haluttua funktiota hyvin. (Joukko on kompakti, jos se on
suljettu ja rajoitettu.)

Universaali approksimointilause

Olkoon ¢ rajoitettu, kasvava ja jatkuva funktio. Olkoon K C R"™ kompakti joukko. Olkoon
e > 0 ja olkoon f: K — R jatkuva funktio. Télléin on N € N, v,,b;, € R, ja w; € R",
1 =1,..., N, siten, etta

|F(z) — f(z)| <e
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kaikilla z € K funktiolle

4.1.7 Harjoitus
1. Nayta, ettd jos aktivointifunktiona kiytetddn affiinia funktiota ¢: R — R,
o(z)=az+b, a,beR,

niin neuroverkkoa vastaava kuvaus on affiini. Huomaa, ettd riittdd todeta, ettd af-
filnien kuvausten summa ja yhdistetty kuvaus ovat affiineja.

2. Laske sigmoid-funktion ja hyperbolisen tangentin derivaatat osaméaaran derivointi-
sdannon ja ketjusddnnon avulla. Muista, ettd eksponenttifunktiolle f: R —]0, ool,

f(z) =¢€" on f'(x) = f(x) = e” kaikilla z € R.

Lisatietoa aktivointifunktioista
 Taulukko aktivointifunktioiden ominaisuuksista (Wikipedia)
o Activation functions and it’s types-Which is better?
o A visual proof that neural nets can compute any function

o Understanding Activation Functions in Neural Networks

4.1.8 Neuroverkon opettaminen

Ohjattua oppimista kiytettdessd neuroverkkoa opetetaan syote-tavoite-pareilla (x,y) eli
opetusesimerkeilld (training examples). Verkon syotteelle = antamaa tulosta t verrataan
valitulla virhefunktiolla tavoitteeseen y. Opettamisen aikana yritetdan minimoida virhe-
funktioita ja piilokerroksen parametreja muutetaan esimerkiksi vastavirta-algoritmin avul-
la.

Verkon toiminta varmistetaan ja oppimisnopeus- ja muita hyperparametreja sdadetdan
vahvistus- eli validointiesimerkkijoukon (validation examples) avulla.

Kun verkko toimii halutulla tavalla opetusesimerkeille, sen toimintaa tarkastetaan testie-
simerkeilla (test examples).

4.1.9 Vastavirta-algoritmi

Eteenpain kytketyssa neuroverkossa syotekerroksen syotteen komponentit viedddn ensim-
maéisen piilokerroksen neuroneille. Jokaista syttekerroksen neuronia vastaa tasmalleen yksi
syotteen komponetti. Jokaisessa ensimmaéisen piilokerroksen neuronissa komponentit ker-
rotaan piilokerroksen neuroneita vastaavilla painoilla, tulot lasketaan yhteen ja summaan
lisdtadn neuronin vakiotermi. TAmé summa sydtetddn aktivointifunktioon, joka antaa ky-
seisen neuronin syotteen seuraavalle kerrokselle. Seuraava kerros kayttaa omia painojaan,
vakiotermejadn ja aktivointifunktioitaan. Néin jatketaan kaikkien kerrosten lapi.
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Syotekerros Piilokerros Ulostulokerros
by

Neuroneissa lasketaan painotetut summat edellisen kerroksen sydtteistd.

Esimerkiksi kuvan ainoan piilokerroksen toiseen (siniseen) neuroniin tulee syotteen kaksi
komponenttia, z; ja x,. Komponentit kerrotaan vastaanottavan neuronin painoilla wi, ja
wi,, missi alaindeksit kertovat sydtekerroksen ja piilokerroksen neuronin jérjestysluvun ja
ylaindeksi 1 kertoo piilokerroksen jéarjestysluvun (1. piilokerros). Painotettuun summaan
lisitaan piilokerroksen toisen neuronin vakiotermi b, ja saatu summa

2
1 1 1 1
Rg = E :wiﬂi + by = wismy + Wiy + by
i—1

viedddn ensin aktivointifunktiolle ¢ ja sitten luku a} = ¢(z3) lihetetéin ulostulokerrok-
seen.

Kun neuroverkon laskutoimitukset on tehty, niin syotteen (tai syotejoukon) antamaa tu-
losta verrataan tavoitteeseen ja lasketaan virhefunktion arvo. Tavoitteena on minimoida
opetusesimerkkijoukkoa vastaava virhefunktio ja 16ytd4 minimointia vastaavat painot neu-
roneille.

Useissa  virhefunktion minimointikeinoissa kuten gradienttimenetelméissi (gradient
descent) tarvitaan virhefunktion F osittaisderivaatat g—g ja %—f verkon kaikkien painojen
w ja vakiotermien b suhteen. Osittaisderivaatat ja jokaisen neuronin vaikutus virhee-
seen lasketaan usein vastavirta-algoritmilla (backpropagation). Gradienttimenetelméssé
neuroneille saadaan uudet painot ja vakiotermit muuttamalla edellisid arvoja neuronien
parametrien osittaisderivaatoista koostuvan gradientin vastavektorin suuntaan (eli
virhefunktion nopeimman pienenemisen suuntaan).

Monesti yksittaista syotettéd o vastaavan tavoitteen y € R™ ja verkon antaman tuloksen
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t € R™ virhefunktiona kéytetadn erotuksen euklidisen normin neliGté

1 1
E=_lt—yl*=35) (t—u)’
2 2 £

ja opetusesimerkkijoukon A virhefunktiona keskineliosummaa (mean squared error)

By = 5 3 (i) — g2

reA

missd N on joukon A opetusesimerkkien lukumééra.

Seuraavaksi lasketaan virhefunktion E osittaisderivaatat 2—5 ja %—]If verkon kaikkien paino-
jen w ja vakiotermien b suhteen vastavirta-algoritmilla. Derivaatan ja osittaisderivaattojen
maaritelmét esimerkkeineen 1oytyvat luvusta.

Ulostulokerroksen osittaisderivaatat

Ulostulokerroksen parametreihin liittyvat osittaisderivaatat on helppo laskea. Aloitetaan
esimerkilla.

Esimerkki

Ulostulokerroksessa (L. kerros) on kaksi ja viimeisessa piilokerroksessa ((L — 1). kerros)
kolme neuronia. Virhefunktio on
1

E=3 <(t] —y1)* + (ty — ?‘/2)2>

ja ulostulokerroksen neuronien tulokset ovat
3

z; = Z w,‘L,,ja,f’l + bjL jat;=9(z), j=12
k=1

L-1] L

Ulostulokerroksen ja viimeisen piilokerroksen vdliset painot.

42



Oletetaan, ettéd aktivointifunktio on identtinen funktio ¢(x) = x ja ettd ulostulokerroksen
rakiotermit ovat nollia. Talloin t; = z; ja t5 = 2.

Lasketaan virhefunktion E osittaisderivaatat painojen w,; = w - suhteen. Koska kaavan
perusteella painot w,;, wy; ja ws; eivat vaikuta ulostuloon s, 111111 virhefunktion termi
(ty — y9)? on vakio osittaisderivoinnessa painojen wy;, wy; ja ws; suhteen. Siten derivoin-
nin ketjusddnnon avulla ndhdéan, etta kaikilla ¢ = 1,2,3 on

OF 0 1 0

EY (f —y)?=(t - y1) o (b — 1)

ow;y owk wh owjy
Koska summan termit, joissa on kertoimena wﬁl., k # i, ovat muuttujan w,;; suhteen
rakiota, niin kaikilla ¢ = 1,2,3 on

a9 3
0 0

, L L—1 _ L—1
——(t; —y1) Eumak, =a; .

oL
dwi dwf; il 1

Vastaavasti saadaan, etta

OF o 1 ) 0 0 = . oo
50— Yg) = (tg —Yg) — (Ta — ¥ Wiy~
8'11)7%2 dwk, 2 < 2~ Y2) (to JZ)(‘)U}{“J 2= Ya) = ()“’u Az:l k20K

. q 3
0 0
) — L L—1 _ L-1
Yl (ty —yp) = Jwl § W@y~ = Ay -
OWia Wiz k=1

Palataan nyt yleiseen tilanteeseen. Olkoon ulostulokerros verkon L. kerros ja olkoon siini
m neuronia.

Osittaisderivaatat painojen 'w . suhteen

Koska virhefunktiossa termit

(b —u)? = (¢ (szkaLl+bL)_yk>2

ovat vakioita painon w - suhteen kun j # k, niin derivoinnin ketjusdéntod kayttamalla
saadaan .

oF 0 1 0

= a5 2 eyt = )5 (G — ).

5wiLj 8wiLj2 kz_; 77 0w L J
Huomaa, etta syotteiden tulokset y, ovat vakioita kaikkien painojen w - suhteen ja siten
niiden osittaisderivaatat ovat nollia. Siten kaikilla j = 1, ... m saadaan ketJ usaannon avulla

0 0 0 0 0
gk ' Y9 = Byt = Gur W = gur ) =¥ g
i i i ij

LLl

i ovat vakioita

Koska zj Zk 1 wkjak Ly bl ja muut termit summassa paitsi w;

- L
painon w;; suhteen, niin

NLl

9 | L L1, 1L 9 L 11 -1
awzj;jzj: J(Zwkgk +bj):W<wijai ) = aj

43



Yhdistamalla namé laskut saadaan

oF
owk.

)

= (tj - yj)SO,(zj)az‘Lil .

Tamén kaavan indeksista j riippuvaa osaa merkitddn usein

oL = = = "(ZE
J 8sz 80,31.‘ aZ]L (9aJLS0 (27)
Siten on oF
_ sL L1
dut, ~

L 1 Virhefunktion osittaisderivaatta painon H';{.'-_: suhteen. L

Virhefunktion osittaisderivaatta viimeisen piilokerroksen painon suhteen.

Osittaisderivaatat vakiotermien b]L suhteen
Ulostulokerroksen osittaisderivaatat vakiotermien suhteen saadaan laskettua samaan ta-
paan kuin painojen suhteen. Virhefunktiossa termit

NLfl

(tp —yp)® = <<P( wipar ™+ bgL) - yk>2

=1
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ovat vakioita termin bjL suhteen kun j # k, joten ketjusdéntod kayttamalla saadaan

oF 0 1& 0
2L~ L2 Z(tk —yp)? =t — yj)aﬁ(tj —y;)
J J k=1 J
, 0
= (tj - yj)@SO(ZJL) = (tj - yj)@ (%)@Z{J

= (tj - yj)‘ﬁl<zj)a

silld viimeisessa osittaisderivoinnissa ainoastaan summan termi bjL vaikuttaa derivointiin
ja sen osittaisderivaatta bjL:n suhteen on 1. Siten saadaan

oF ,
@ = (¢ —yj)SO (Zj> = 5jL :

Huomautus

Ulostulokerroksen j. neuroniin liittyvaa virhetta 5]-L = 687]”;, ketjusadntoa ja sz n lasku-

kaavaa kéyttden saadaan vastaavat kaavat myos muille virhefunktioille, joita merkitdan
téssd myos E:ll4,

OF OE 0zf SLall ia 8E:8E8sz: L
abE ~ 92k apk ~

L~ a.La.L Y%
Ow;z Oz dwy;

Seuraavaksi lasketaan virhefunktion osittaisderivaatat piilokerroksien painojen ja vakioter-
mien suhteen. Laskun avulla ndhdaén, etté osittaisderivaatat kerroksen [ suhteen saadaan
laskettua rekursiivisesti kun tiedetddn yhté ylemmén kerroksen osittaisderivaatat. Osit-
taisderivaattoja laskettaessa lahdetdén siis liikkeelle ulostulokerroksen osittaisderivaatois-
ta ja niitd kdytetddn ensimmaéisen piilokerroksen derivaattojen laskemiseen. Osittaisderi-
vaatat viimeisen piilokerroksen painojen ja vakioiden suhteen antavat vastaavat osittaisde-
rivaatat viimeisté edelliselle piilokerrokselle. Nain jatketaan kunnes virhefunktion kaikki
osittaisderivaatat saadaan laskettua. Nimi vastavirta-algoritmi tulee siité, etta osittaisde-
rivaattoja lasketaan takaperoisesti ulostuloskerroksesta syotekerrosta kohti vastavirtaan.

Osittaisderivaatat piilokerroksen painojen wéj suhteen

Lasketaan virhefuntion osittaisderivaatat piilokerroksen painojen suhteen Huomatuksen
tyylilld. Lasku on teknisesti hieman haastavampi silld paino, jonka suhteen osittaisderi-
voidaan, vaikuttaa virheeseen yhden tai useamman piilokerroksen kautta. Siksi laskussa
tarvitaan tavallisen ketjusddnnon lisiksi osittaisderivaattojen ketjusdéantoa.

Kaytetadn tassidkin merkintad
,  OF
==
J
0z
kerroksen [ neuroniin j liittyvalle virheelle.

e N,_ _ o
Ketjusdantod ja kaavaa zé = Zn v 11 wﬁljaﬁl 1y bé» kéyttaen saadaan

OFE  OF 07

T~ .l a1
8wij 82]- 8wij

_ sl i1
—(5ja2-

45



Osittaisderivaattojen ketjusddnnon, ketjusdénnon ja kaavojen

Nl
I+1 _ 41,1 Wl ol (]
2= g W, ay, + b5 jaa; = o(z;)
n=1

perusteella on

N N

s OB N~ 0E 05" N 105 dal:

iT 9.0 Z 1 5,0 k I 9,1
0z = 0z, 0z —~ da; 0z,
Nl+1

— +1, I+1, 701
= 0wl ()
k=1

ja siten
N,
aE 1+1
_ =1, 0l I+1, 141
Sl ¢’ (25) E O wip |-
] k=1

ij

Virhefunktion osittaisderivaatta painon ';; suhteen.

Virhefunktion osittaisderivaatta kerroksen £ painon suhteen.

Osittaisderivaatat piilokerroksen vakiokertoimien bé suhteen
Samaan tapaan kuin painojen tapauksessa saadaan

OF _0E0z o
o, aztopt

ja
N,
6E I+1
ot = ¢ X Al
J k=1
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Huomioita osittaisderivaattojen kaavoista

=1 on pieni, niin kerroksen

on pieni. Téllaiset painot muuttuvat

Kaavasta ndhdaén, ettd jos edellisen kerroksen [ — 1 sydte a

[ painoa vastaava virheen osittaisderivaatta 66:5
ij
vastavirta-algoritmin aikana vdhan, monesti sanotaan, ettd ne oppivat hitaasti.

Kaavoista ndhdaian myos, ettd aktivointifunktion derivaatat vaikuttavat virheen osittais-
derivaattoihin ja siten neuroneiden parametrien muutokseen. Jos derivaatta on hyvin
pieni, niin parametrit muuttuvat vihin ja neuronit oppivat hitaasti. Tasta syysté verkon
kayttotarkoituk-seen sopivan virhefunktion valinta on térkeéa.

Verkon eri kerroksissa voidaan kéyttaé eri aktivointifunktioita. Jos ndin on, niin dskeisissé
laskuissa ja kaavoissa aktivointifunktioon ¢ lisdtadn verkon kerrosta vastaavat alaindeksit
l.

4.1.10 Harjoitus

1. Laske virhefunktion osittaisderivaatat piilokerroksen L — 1 painojen wiLj’l suhteen
virhefunktiolle £ samaan tapaan kuin ulostulokerroksen osittaisderivaatat. Mieti,

mitké painoista w,l-,L,l.*rl vaikuttavat ulostuloon ;.

L-2 L-1 L

Virhefunktion osittaisderivaatta viimeisen piilokerroksen painojen suhteen.

2. Koodissa on katevaa ja nopeaa kiyttaa vastavirta-algoritmin kaavojen vektori- ja
matriisiversioita. Lue naistd esimerkiksi linkkilistan lahteesta. Lahteessa pohditaan
my0s sité, miksi vastavirta-algoritmi on paljon nopeampi tapa laskea tarvittavat osit-
taisderivaatat kuin osittaisderivaattojen erotusosamadrien raja-arvomadritelmaan
pohjautuva tapa.

3. Tarkastellaan neuroverkkoa, jonka sydte on z = (z1,29,73) € R3, jossa ei ole
piilokerroksia, jonka ulostulokerroksessa on yksi neuroni ja jonka ulostulokerroksen
aktivointifunktio on derivoituva funktio ¢: R — R. Kéytetdin syote-tavoiteparin
x,y ja verkon antaman tuloksen ¢t = ,9(2;: LT, + b) vertailuun virhefunktiota

1 , 1 , 1 i 2

B=slt—yl? = 5(t—9)?=5(e(d_ww, +b) —y) .

=1
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Laske virhefunktion osittaisderivaatat painojen w,, w, ja w5 suhteen.

3

- g,:( Z w;r; + b)

1=1

Virhefunktion osittaisderivaatta perseptronille.

Lisatietoa vastavirta-algoritmista

Vastavirta-algoritmista 10ytyy paljon monentasoista luettavaa, esimerkkeja ja koodia.
Osassa selitetddn matemaattinen tausta ja painojen muutoksen vaikutus verkon toi-
mintaan hyvin, osan selitys on turhan monimutkaista. Kaavoissa indeksien kéyttd on
monesti epdmatemaattista (osittaisderivaatan indeksit ja summausindeksit samoja).

o M. Nielsen: Neural Networks and Deep Learning, Chapter 2

» B. Rohrer: How deep neural networks work

o M. Zabarauskas: Backpropagation Tutorial

« Andrej Karpathy: Hacker’s guide to Neural Networks

+ Convolutional Neural Networks for Visual Recognition (Stanfordin yliopisto)
o Calculus on Computational Graphs

e Online demo

4.1.11 Gradienttimenetelméa

Tavoitteena on minimoida verkon parametreista riippuvaa virhefunktiota eli syttteiden ja
verkon antamien tulosten vélista virhettd. Virhefunktio on monen muuttujan (kaikkien
neuronien painojen ja vakiotermien) funktio, jolle etsitddn pienintéd arvoa.

Matemaattisen analyysin keinoin monen muuttujan funktion &iriarvoja etsitdédn riitté-
véan siistille funktiolle gradientin nollakohdista ja niistd pisteistéd, joissa funktiolla ei ole
osittaisderivaattaa. Gradientin nollakohtien etsimisen sijaan virhefunktion minimoinnissa
kéytetddn erilaisia algoritmeja kuten gradienttimenetelméé (gradient descent). Siinéd mi-
nimin etsiminen aloitetaan laskemalla tarkasteltavan funktion arvo aloitusparametreilla.
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Funktion gradientti kertoo nopeimman kasvun ja siten gradientin vastavektori nopeim-
man viahenemisen suunnan. Sopivilla askelilla nopeimman vahenemisen suuntaan siirty-
malld 16ydetadn (menetelméadn sopiville funktioille) lokaali minimi.

Minimin etsimista gradienttimenetelméalld havainnollistetaan usein yhden tai kahden
muuttujan funktiolla. Kahden muuttujan tilanteessa funktion kuvaajan voi ajatella
kumpuilevaksi maastoksi, missé rinteelld seisova ihminen haluaa menné laakson pohjalle
jyrkkyydesta valittaméatta. Gradienttimenetelmén keinolla alas mennédédn vahdn matkaa
jyrkintd rinnettd (gradientin vastavektorin suuntaan), pysdhdytdén ja valitaan taas
jyrkin suunta. Nain jatketaan, kunnes paédstdan laakson pohjalle. Huomaa, ettd jos
maastossa on useita laaksoja, niin liian pitka siirtymé yhteen suuntaan voi johtaa vaarin
laakson pohjalle.

Gradienttimenetelma minimin
loytamiseksi

Gradienttimenetelmdlld laakson pohjaa eli minimid etsitidn etenemdlld askelittain jyrkim-
mdn alamden suuntaan.

Neuroverkon opettaminen vastavirta-algoritmilla ja gradienttimenetelmalla

Vastavirta-algoritmia ja gradienttimenetelmaa kaytettdessa suoritetaan seuraavat tehta-
vat:

1. Syotetdan opetusesimerkkijoukon A kaikki opetusesimerkit x neuroverkolle.
2. Kaikille opetusesimerkeille z € A:

(i) Lasketaan vastavirta-algoria varten neuronikohtaiset summat zé ja ulostulot
al,

(ii) Lasketaan syOtettd vastaavan virhefunktion osittaisderivaatat vastavirta-
algoritmin avullla (ensin ulostulokerroksen painojen ja vakiotermien suhteen,
sitten kerros kerrallaan alaspdin).

3. Korjataan neuronien parametrit gradienttimenetelman avulla. Matriisi- ja vektori-

muodossa ilmoitettuna parametrien muutokset ovat

! ;@ L —INT ! ;@ 1
w%w—N;(ﬁc(am) ja bJ\Ab—N;@;,
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missé « on verkon oppimisnopeus ja N opetusesimerkkijoukon A alkioiden luku-
maara.
Huomaa, etté jos opetusesimerkkijoukko koostuu yhdesta syotteestd, niin yksittditen neu-
ronien uudet painot vastavirta-algoritmin jélkeen ovat

l . YE
Wi v Wi — o T A
ij J

Gradienttimenetelmin eri versioita

(Satsi)gradienttimenetelmi ((Batch/Vanilla) Gradient descent)

Perinteisessé gradienttimenetelmissd, yksittiistd opetusesimerkkié x? vastaava virhe
E;(ah)

lasketaan jokaisen opetusesimerkin jilkeen ja minimoitavana virhefunktiona kaytetddn
opetusesimerkkien virheiden summaa

1 N
E:NZEZ-,

i=1

missd N on opetusesimerkkijoukon alkioiden lukuméara. Verkon parametrit paivitetdan
vasta, kun koko opetusesimerkkijoukko on kéyty lapi.

Jos parametrit laitetaan jonoon ja niistd muodostetaan vektori w, niin parametrien péaivi-
tyskaava on
www—aVE(w),

missd o on verkon oppimisnopeus ja virhefunktion osittaisderivaatat parametrien suhteen
ovat gradientissa samassa jarjestyksessa kuin parametrit vektorissa w.

Gradienttimenetelméssé koko opetusesimerkkijoukon tiedot ovat kerralla muistissa ja verk-
ko saattaa oppia hitaasti isoilla opetusesimerkkijoukoilla. Péivityksia on vahéan, joten me-
netelmé on virheen pienenemisen suhteen vakaa mutta se saattaa supeta liian aikaisin
ja huonommilla parametreilla kuin stokastinen versio. Gradienttimenetelmaéllé 16ydetédan
globaali minimi konvekseille virhefunktioille (harvinainen tilanne) ja lokaali minimi ei-
konvekseille virhefunktioille.

Stokastinen gradienttimenetelmi (Stochastic gradient descent)

Stokastisessa gradienttimenetelméssé virhe lasketaan ja neuronien parametrit paivitetdan
opetusesimerkkijoukon jokaisen syotteen jalkeen. Talla menetelmalld saadaan nopea tie-
to verkon oppimisesta, silld verkko oppii koko ajan. Menetelmé on helppo ymmartas ja
toteuttaa. Tihea paivittdminen on kuitenkin hidasta, parametrien arvot saattavat heilua
paljon péivittdmisen aikana ja héairidherkkyys voi hidastaa virhefunktion lokaalin mini-
min loytymista. Joissain tilanteissa heiluminen on etu tavalliseen gradienttimenetelméasn
verrattuna - stokastinen versio saattaa paatya pienempaan lokaaliin minimiin.
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Minisatsi gradienttimenetelmi (Mini batch gradient descent)

Minisatsigradienttimenetelmé on perinteisen ja stokastisen gradienttimenetelmén véli-
muoto. Siind opetusesimerkkijoukko jaetaan osajoukkoihin, jotka syotetadn verkolle, laske-
taan virhefunktio ja péivitetdan parametrit. Tadmé vihentdd parametrien heiluntaa péaivi-
tyksissé ja mahdollistaa paremman ja vakaamman suppenemisen lokaaliin minimiin kuin
toisilla versioilla. Menetelmassé voidaan kayttad ohjelmakirjastojen tehokkaita lineaarial-
gebran laskurutiineja.

Lisatietoa gradienttimenetelmaéasta

o Types of Optimization Algorithms used in Neural Networks and Ways to Optimize
Gradient Descent

e An Introduction to Gradient Descent and Linear Regression
o Ruder: An overview of gradient descent optimization algorithms

o A Gentle Introduction to Mini-Batch Gradient Descent and How to Configure Batch
Size

o Raschka: Single-Layer Neural Networks and Gradient Descent

 3BluelBrown: Gradient descent, how neural networks learn | Deep learning, chapter
2

4.1.12 Virhefunktiot

Verkon oppimisen kannalta on tédrkedd, ettd pieni muutos neuronin painossa aiheuttaa
vain pienen muutoksen ulostulossa. Vastavirta-algoritmin vaiheita tutkiessa huomataan,
etta jos opetusesimerkkijoukon virhe saadaan keskiarvona yksittéisten opetusesimerkkien
virheistd, niin opetusesimerkkijoukon virheen osittaisderivaatat saadaan laskettua ope-
tusesimerkkien virheiden avulla.

Vastavirta-algoritmin yhteydessa kaytettiin yksittaisen syotteen x tavoitteen y € R™ ja
verkon antaman tuloksen ¢ € R™ vélisené virheena erotuksen euklidisen normin neliota

1 , I 9
E=_lt—yl=5> (t—u)
2 2
k=1
ja N:n alkion opetusesimerkkijoukon A virhefunktiona keskineliGsummaa

1
Ey=— t—y|?.
A=y 2l

Logistisen regression virhefunktio

Jos ulostulokerroksen arvot kuuluvat vélille [0, 1], niin voidaan kdyttdd myos logistisen
regression virhefunktiota (ristientropian virhefunktio), (cross-entropy cost function),

E = —% >N <yk logty + (1 —y;) log(1 — tk)>’
r k=1
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missd vektorit y = (yq,...,Y,,) ovat sydtteiden x tavoitteita, vektorit ¢t = (ty,...,¢,,)
neuroverkon syotteille  antamia tuloksia ja IV on opetusesimerkkijoukon koko.

Laskemalla ndhdaén, ettd sigmoid-aktivointifunktiota kaytettdessd tdmén virhefunktion
osittaisderivaatat neuroneiden painojen ja vakiotermien suhteen eivét riipu aktivointifunk-
tion derivaatoista vaan pelkdstdan tavoitteiden ja tulosten erotuksista,

) 1 L1, L
3ij = Nzai (aj _yj>
7, xT
ja
OE 1 I
W~ N ;mﬁ )
(Muista, ettd ulostulokerroksen tulos a” = (a,...,al)) on sytettd x vastaava tulos

t = (ty,...,t,,).) Siksi sigmoid-funktion derivaatan pienuus suurilla ja pienilld arvoilla ei
hidasta verkon oppimista niissa tapauksissa, joissa tavoitteet erovat paljon syotteisté.

Joissain lahteissd syote-tavoite-parin vélisistd virhefunktioista kdytetddn nimeéd tappio-
funktio (loss function) ja opetusesimerkkijoukon virhefunktiosta virhe-/maksufunktio
(cost function).

Lisatietoa virhefunktioista

o M. Nielsen: Neural Networks and Deep learning, Chapter 3
o A. Ng: Machine Learning, Cost function (Coursera)

4.1.13 Yli- ja alisovittaminen

Neuroverkon ja yleisemmin koneoppimisen opettaminen suoritetaan opetusesimerkkien
avulla, oppiminen varmistetaan ja oppimisnopeus- ja muita hyperparametreja siddetdan
vahvistusesimerkkijoukon avulla ja lopuksi toiminta testataan testiesimerkkijoukolla. Tar-
koitus on, ettd verkko osaa yleistdd oppimansa ja toimii lopulta riittavin tarkasti tunte-
mattomalle datalle. Joskus kéy niin, ettd verkko tuntuu oppivan hyvin mutta sitten tulee
ongelmia:

o Opettamisen edetesséi virhefunktion pieneneminen hidastuu tai tarkkuus huononee.
e Verkko toimii hyvin opetusesimerkeille mutta ei (opetusesimerkkien kaltaisille)
vahvistus- tai testiesimerkeille.

Tata ilmiota sanotaan ylisovittamiseksi (overfitting). Siind verkko on oppinut opetusesi-
merkkijoukon liian hyvin ja saétanyt parametrinsa sen erityisominaisuuksien ja hairioiden
mukaan. Ylisovittaminen on yleinen ongelma suurissa tuhansien parametrien neurover-
koissa joissa opetusesimerkkijoukko ei ole ole riittdvan suuri suhteessa verkon kokoon.

Ylisovittamista voidaan estdé seuraavilla tavoilla:

« opetusesimerkkijoukon kasvattaminen

o (verkon koon pienentdminen)

 opettamisen lopettaminen riittavin aikaisin (early stopping)
 neuroneiden osittainen poistaminen verkosta (dropout layer)

« painojen pienentamien Lo- ja L;- sdannostelylld (regularization)
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Opetusesimerkkijoukon kasvattaminen

Opetusesimerkkijoukon koon kasvattaminen saattaa olla vaikeaa mutta joissain tilanteissa
sitd voi kasvattaa olemassaolevan datan avulla. Esimerkiksi uusia tunnistettavia kuvia
saadaan helposti kiertojen, siirtojen ja skaalauksen avulla.

Aikainen lopettaminen

Verkon toimintaa testattaessa vahvistusesimerkkijoukolla opetusesimerkkijoukon jalkeen
tarkastetaan tulosten tarkkuus jokaisen osajoukon jéalkeen. Kun tarkkuus pienenee, lope-
tetaan.

Osittainen poistaminen

Yksi tapa pienentaé ylisovittamista on neuroneiden hetkellinen poistaminen verkosta. Tés-
sé tekniikassa osa piilokerrosten neuroneista poistetaan véliaikaisesti. Vajaaseen verkkoon
syotetadn opetusesimerkkeji, kdytetddn vastavirta-algoritmia ja paivitetdan verkon pa-
rametrit. Témaéan jélkeen poistetut neuronit palautetaan, poistetaan uusi neuronijoukko
ja jatketaan opettamista. Menetelméssi jalkeen verkko on tavallaan keskiarvo monesta
samaa tehtavaa tekevéstd verkosta. Koska neuroneiden ldhelld olevat neuronit eivit valt-
taméattd ole mukana jokaisella opetuskierroksella niin neuroneista tulee itsenédisempié ja
verkosta robustimpi.

Neuronit poistetaan hetkellisesti verkosta, pdivitetdan parametrit ja palautetaan neuronit.

Saannostely

Virhefunktion muuttaminen niin, ettd minimi 16ytyy pienilla painoilla perustuu siihen,
ettd monesti verkot toimivat itseisarvoiltaan pienilld painoilla paremmin kuin suurilla.
Saannostelyssd virhefunktiota muutetaan niin, ettd minimi l6ytyy pienemmilla painoilla.

Jos verkossa on kaytossa virhefunktio £, niin L,-sdaannostelyn virhefunktio on
_¢ A 2
F=E+g5 0 v
Z’j

missé [N on opetusesimerkkijoukon koko, w;; ovat neuroneiden painot ja A > 0 on saan-

nostelyparametri. Neuroneiden vakiotermeja ei oteta mukaan sadénnostelyosaan.
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Virhefunktion F jalkimméinen osa on pieni kun painot ovat itseisarvoltaan pienid. Mini-
moinnissa suuret painot ovat hyvid vain jos niilla saadaan alkuperdinen virhefunktio £
hyvin pieneksi.

Virhefunktion F osittaisderivaatat painojen w;; suhteen ovat

OF 0 A

Ow,; B Ow,; * N i

ja vakiotermien suhteen samat kuin alkuperéiisella virhefunktiolla £. Siten gradienttime-
netelmén antamat uudet painot saadaan kaavalla

N (1 a/\) o€
w —— Jw—a—,

N ow
missé o on verkon oppimisnopeus.

Saannostelyssa yritetdén siis samanaikaisesti kdyttad mahdollisimman pienid painoja ja
saada virhefunktio pieneksi.

L,-séénnostelyssa kaytetadn painojen nelididen sijaan itseisarvoja. Virhefunktio on
A
51:5+*§ |wy
¥i )
N /L?J

missé € on alkuperdinen virhefunktion, IV on opetusesimerkkijoukon koko, w,; ovat neu-
roneiden painot ja A > 0 on sdannostelyparametri.

Virhefunktion &; osittaisderivaatat painojen w;; suhteen ovat

0&, o0& + sign(w, )
= sign(w; ;
missd sign(w;;) = 1, kun w;; > 0, sign(w,;) = —1, kun w;; < 0 ja nolla kun paino on nolla.

Vakiotermien suhteen osittaisderivaatat ovat samat kuin alkuperaiselld virhefunktiolla &.

Gradienttimenetelmén antamat uudet painot saadaan kaavalla

w s w— i n(w)—aa—g
N g

ow’
missé « on verkon oppimisnopeus.

L,-sdannostelyssa painot pienenevat askelilla, joiden pituus ei riipu painon koosta. Lo-
sdannostelyssid askeleen koko on paino kerrottuna vakiolla.

Alisovittamisessa (underfitting) verkon parametrit péivittyviat hyvin hitaasti ja verkko
oppii huonosti.

Lisatietoa yli- ja alisovittamisesta

« A. Ng: Machine Learning, The Problem of Overfitting (Coursera)

o A. Ng: Improving Deep Neural Networks: Hyperparameter tuning, Regularization
and Optimization, Regularization (Coursera)

o A. Ng: Improving Deep Neural Networks: Hyperparameter tuning, Regularization
and Optimization, Why regularization reduces overfitting? (Coursera)
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o A. Ng: Improving Deep Neural Networks: Hyperparameter tuning, Regularization
and Optimization, Dropout Regularization (Coursera)

o A. Ng: Improving Deep Neural Networks: Hyperparameter tuning, Regularization
and Optimization, Understanding Dropout (Coursera)

o A. Ng: Improving Deep Neural Networks: Hyperparameter tuning, Regularization
and Optimization, Other regularization methods(Coursera)

o Chatbot’s Life: Regularization in deep learning

o J. D. McCalffrey: Implementing Neural Network L2 Regularization

o J. D. McCaffrey: Neural Network L2 Regularization using Python, Visual Studio
Magazine 09/2017

o M. Nielsen: Neural Networks and Deep learning, Chapter 3

4.1.14 Muita virhefunktion minimointikeinoja

Vastavirta-algoritmi ja muut osittaisderivaattoihin (gradientteihin) perustuvat menetel-
méat ovat monesti hitaita. Vastavirta-algoritmin tapauksessa hitaus johtuu paljosta las-
kemisesta: neuronien parametrien muutoksessa tarvittavia osittaisderivaattoja lasketaan
koko ajan iteratiivisesti. Vastavirta-algoritmin erilaisilla muunnoksilla ja muilla verkon
opetusmenetelmilla haetaan lisda nopeutta. Osassa menetelmia kaytettdan ensimmaéisen
kertaluvun osittaisderivaattojen liséksi toisen kertaluvun derivaattoja, joiden avulla saa-
daan tietoa ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaattojen kasvusta.

Lisatietoa verkon opettamisesta

o 5 algorithms to train a neural network
o H. Daumé: A Course in Machine Learning, Chapter 2 (University on Maryland)
o M. Nielsen: Neural Networks and Deep learning, Chapter 3

5 Prosessienlouhinta (Toni Ruohonen)

(Toni Ruohonen)

Tassa luvussa tutustutaan prosessinlouhintaan ja simulointimalleihin sosiaali- ja tervey-
denhuollon kehittdmisen menetelmina.

Prosessienlouhinta on menetelmé, joka mahdollistaa prosessien automaattisen kuvaamisen
visuaalisessa ja tilastollisessa muodossa. Paatavoitteena prosessienlouhinnalla on identi-
fioida, monitoroida seké kehittaéd kirjattuun tietoon perustuvia faktapohjaisia prosesseja
(el oletettuja prosesseja) louhimalla tapahtumalokeja tai tietorekistereji. Prosessienlou-
hintaa on kolmea eri tyyppid. Nama eri louhintatyypit ovat:

1. Automaattisen prosessien tunnistaminen (Automated Process Discovery)
2. Mallien vertailu (Conformance Checking)
3. Mallien laajentaminen (Enhancement).

Automaattisella prosessien tunnistamisella tarkoitetaan mallien louhimista lokeista tai re-
kistereistd ilman tarkempia ennakkoméaritteitd. Mallien vertailussa olemassa olevaa pro-
sessia verrataan lokeista louhittuun prosessiin ja katsotaan noudattaako lokeista louhittu
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