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Téassé tyossé tutkitaan erilaisia representaatioita vektoriavaruuksille sekd Hilber-
tin avaruuden rakennetta. Hilbertin avaruudet ovat taydellisia sisdtuloavaruuksia, jot-
ka ovat yleistys euklidiselle avaruudelle. Tavoitteena on néyttéa, ettd daretonulottei-
selle Hilbertin avaruudelle 16ydetéin aina ortogonaalinen kanta. Lisdksi tarkastellaan
miten tdmé eroaa Hamelin kannasta, joka on lineaarialgebrallinen kanta avaruudel-
le. Tamé tyo koostuu neljéstd osasta, joista ensimméinen on pedagoginen katsaus
vektoriavaruuksiin. Toisessa kdydadn ldpi metrisid avaruuksia koskevat esitiedot, kol-
mannessa rakennetaan abstraktien vektoriavaruuksien teoriaa ja tutustutaan jonoa-
varuuksiin seké viimeisesséd osassa tutkitaan Banachin ja Hilbertin avaruuksia.

Vektoreiden oppimisessa ja opettamisessa on monenlaisia haasteita, jotka ovat
peréisin representaation hyddyntdmisen puutteista. Representaatiossa saatetaan pai-
nottua liitkaa esimerkiksi geometrisiin malleihin, jotka saattavat aiheuttaa hdmmen-
nystd milloin tarkastellaan yleistéd tai spesifid tapausta. Toisaalta ilman visualisoin-
tia siirtymé algebralliseen representaatioon voi olla liian haastavaa. Oppilaiden kon-
septikuvan muodostuminen vektoreista riippuu myos siitd, minkélaisina objekteina
opettaja kasittelee vektoreita ja miten niitéd tarkastellaan oppimateriaalissa. Lukion
oppimateriaali antaa hyvin geometrisen katsauksen vektoreihin, mutta yliopistossa
niita késitelladn huomattavasti abstraktimmin. Aineenopettajalla on syyté olla vahva
ymmarrys abstraktista vektoriavaruudesta, jotta osaa kehittad pedagogisia ratkaisuja
joilla antaa selkeén ja rikastetun kuvan vektoreista.

Vektoriavaruudella on aina olemassa kanta, mutta tdméan kannan I6ytdminen ei ole
aina helppoa. Kanta on tarked vektoriavaruuden rakenteen kannalta, koska voimme
esittdd minké tahansa avaruuden vektorin lineaarikombinaationa kannan vektoreista.
Tamén vuoksi on térkedd perehtyé téaydellisiin sisdtuloavaruuksiin, joissa loydamme
aina ortonormaalin Hilbertin kannan. Ortonormaalilla kannalla on paljon kayttoa
matematiikkaa soveltavilla aloilla.
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Johdanto

Moni lukiolainen on varmasti kyseenalaistanut vektoreiden opiskelun tarpeelli-
suutta. Minuakin on aikanaan varoitettu, ettd vektoreita késitteleva kurssi varmasti
tukahduttaa lopullisesti innon matematiikkaa kohtaan. Lyhyelld vilkaisulla saattaa-
kin jaada kuva, ettd vektorit ovat vain ylenpalttinen tapa esittda avaruusgeometriaa.
Miksi tarvitaan vektoreita, jos sama tilanne voidaan esittaé piirtamalld pisteita ja ja-
noja? Vektoreiden hyodyllisyys paljastuu parhaiten tilanteessa, jossa ihminen ei enédé
kykene piirtamaén tarkkaa kuvaa tutkittavasta tilanteesta. Kaksiulotteisesta tasogeo-
metriasta voidaan tuloksia intuitiivisesti soveltaa suhteellisen hyvin kolmiulotteiseen
avaruusgeometriaan. Patevitko samat tulokset korkeampiulotteisissa tilanteissa? On
aika vaikeaa piirtdé vaikka viisiulotteisesta tilanteesta tarkka kuva ja tehdé siité pas-
telmié pelkédstddan geometrian avulla.

Vektorien alkuperd on enemmén yhteydessd avaruusgeometriaan verrattuna sen
nykyaikaiseen abstraktiin algebralliseen esitysmuotoon. Avaruusgeometriaa on tutkit-
tu jo Eukleideen Alkeet -kirjan yhdeksénnessd osassa (noin 300 eaa). Vektorien kéytto
aloitettiin 1800-luvun lopulla ja tdma on ollut yksi merkittdvimpid mullistuksia ma-
tematiikan tutkimuksen saralla. Vektoreiden kaytto ldhti liikkeelle siitd, ettd monik-
koja alettiin hyodyntdd matemaattisina objekteina joiden laskutoimitukset, yhteen-
lasku ja skalaaritulo, tehtiin komponenteittain. Vektorien alkuperd voidaan jaljittaa
useampaan eri henkiloon. Herrmann Grassmann (1809-1877) julkaisi 1844 teoksen-
sa Die lineale Ausdehnungs-lehre, joka ei saavuttanut aikanaan suurta suosiota vai-
kealukuisuutensa vuoksi. William R. Hamilton (1805-1865) esitteli kompleksiluvut
reaalilukuparina. Téta notaatiota kiaytetddn edelleen téné péivanéd. Han onnistui ke-
hittdmaan myos neliulotteiset kvaterniot, joilla oli mahdollista laskea yhteen, kertoa
ja jakaa [15].

Fysiikan tutkimus sai suurta inspiraatiota Hamiltonin tuloksista. Varsinainen aja-
tus kvaternioista ei sdilynyt sellaisenaan ja vektoreiden idea on ldhempénd Grass-
mannin teoriaa [15]. Tastd huolimatta Hamiltonille on mydnnetty enemmsén kunniaa
vektoreiden teorian kehittdmisestd. Monet fysikaaliset suureet omaavat suuruuden ja
suunnan, kuten voima, nopeus ja magneettikentéin suuruus. Néiden esittdminen vek-
torien avulla on mahdollistanut useiden térkeiden fysiikan teorioiden kehittdmisen.

Ensimmaéiset aksiomaattiset esitykset vektoreista on kehittényt Stefan Banach
1900-luvun alussa [15]. Tamén jialkeen vektoriavaruuksien teoria on edennyt todella
pitkélle ja silld on téarkeita kayttokohteita ldhes jokaisella tieteenalalla. Téssa tutkiel-
massa tutustumme erityisesti Hilbertin avaruuksiin. Hilbertin avaruudet ovat taydel-
lisié sisdtuloavaruuksia, jotka ovat kiinnostaneet tutkijoita puhtaan matemaattisessa
mielesséd ja myos niiden sovellusten ansiosta. Niiden avulla voidaan esimerkiksi ku-
vailla tarkasti kvanttimekaanisten systeemien tiloja. Hilbertin avaruudet yleistavit
Euklidisen avaruuden déretonulotteisessa tapauksessa.
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JOHDANTO 2

Hilbertin avaruuksien tutkiminen ja vektoriavaruuksien monipuolinen ymmérta-
minen on matematiikan aineenopettajalle tédrkeédéd, koska vektoreiden opettaminen
ja oppiminen koetaan haastavaksi [13]. Téssé tyossa osoitetaan Hilbertin avaruuden
ortonormaalien kantojen olemassaolo. Lisdksi osoitamme useita lukiossa opetettavia
avaruusgeometrian ja vektoreiden keskeisié aiheita, kuten Pythagoraan lause seké nor-
miin ja sisdtuloon liittyvié tuloksia. Vektoriavaruuksien abstraktiuden vuoksi tarkas-
tellaan useita esimerkkeja vektoriavaruuksista. Erityisesti tutkitaan (P jonoavaruuksia,
jotka ovat euklidisen avaruuden dareténulotteinen yleistys. Liséksi perehdytdéan vek-
toreiden opettamiseen ja sen siséltoihin lukiossa seké yliopistossa ja tutkitaan myos
miten erilaiset representaation muodot vaikuttavat vektoreiden opetukseen ja oppi-
miseen. Néiden kokonaisuuksien avulla haluan ndyttdd, miten monipuolinen seké tér-
ked osa-alue vektoriavaruudet ovat. Tavoitteenani on motivoida opettajia pohtimaan
vektoreiden opetuksen kehittamisté.

Ensimméisesséd osassa tutustutaan vektoriavaruuksia kasittelevien kurssien ope-
tussuunnitelmiin ja tavotteisiin sekd miten ne ovat muuttuneet vuosien varrella. Li-
siksi perehdytéddan vektoreja késittelevdaan oppimateriaaliin ja miten ndmé materiaalit
ovat linjassa opetussuunnitelman laaja-alaisten tavotteiden kanssa. Tésta siirrytaan
vektoriavaruuden teorian opettamisen ja opettamisen haasteisiin. Vektoriavaruuksien
monipuoliset representaation muodot tekevit siitd haastavan aiheen lahestya. Pelkké
aksiomaattinen ldahestymistapa ei riitd, mutta litkaa geometriaan painottuva opetus
saattaa antaa oppilaille virhekésityksid vektoriavaruuden rakenteesta. Opettajalla on
oltava selked késitys vektoriavaruuksista ja niiden rakenteesta sekd monipuolisia pe-
dagogisia menetelmié, jotka motivoivat niiden oppimiseen.

Toisessa osassa kdydadn lapi tarvittavia esitietoja ja kolmannessa osassa néyte-
tddn, ettd normiavaruudet ovat metrisid avaruuksia. Lisédksi kolmannessa osassa tut-
kitaan erilaisia vektoriavaruuksia ja vektoriavaruuden perusominaisuuksia sekéd 0soi-
tetaan, ettd jonoavaruudet [P normilla varustettuna ovat normiavaruuksia.

Neljéannessé osassa tutkitaan Banachin ja Hilbertin avaruuksien perusominaisuuk-
sia ja néytetiin, etti jonoavaruus [? on Hilbertin avaruus jolla on ortonormaali kan-
ta. Hilbertin avaruuksien ortonormaalien kantojen olemassaolo on tiarked ominaisuus.
Hilbertin kannoilla on kédyttokohteita useilla matematiikkaa soveltavilla aloilla ja siksi
myd6s arvokas asia tutkia.



LUKU 1

Vektoreiden opetus

Aloitetaan perehtymélld sithen, mitéd representaatio tarkoittaa matematiikan op-
pimisen nakokulmasta ja miké sen rooli on erityisesti vektoreiden oppimisen ja opet-
tamisen kannalta. Liséksi tarkastellaan miten eri koulutusasteiden vektoreita késitte-
levit siséllot ovat linjassa opetussuunnitelmien méaarittamien tavoitteiden kanssa.

1.1. Representaatio matematiikassa

Representaatio tarkoittaa matemaattisen objektin erilaisia esityksen muotoja. N&-
mé esitykset voivat olla esimerkiksi algebrallisia, aksiomaattisia tai geometrisia. Rep-
resentaatiot voivat tapahtua fyysisessi maailmassa tai mielen sisélld. Matematiikan
oppiminen voidaan jakaa erilaisiin térkeisiin kognitiivisiin aktiviteetteihin: represen-
taatio, jirkeily, konstruktio ja visualisointi [17]. Niiden vaiheiden toteuttamiseksi
oppilaiden taytyy hyodyntaé erilaisia representaatioita yhtéaikaisesti ja huolellises-
ti. Kysymyksenasettelu méarittda vahvasti, mika ratkaisustrategia ja representaatio
on paras kullekin tehtédville. Matemaattinen prosessointi vaatii usein siirtymisté eri-
laisten representaatioiden viélilla [8]. [lman koordinaatiokykyé eri representaatioiden
vialilla voi vaikuttaa siltéd, ettei niilld ole mitdan yhteyttd. On kahdenlaisia siirty-
mié eri representaatioiden vélilla. Ensimmaéisessd pysymme samassa representaatios-
sa. Esimerkiksi Gauss-Jordan -menetelmén kéytossid pysytddn matriisiesityksessé ja
alkuperéistd matriisia vain muunnetaan. Toisessa muutoksessa siirretdin esimerkiksi
lineaarinen yhtélo karteesiseen koordinaatistoon. Erilaisten representaation muotojen
yhdisteleminen on matematiikan oppimisen kannalta todella olennainen keino.

Konseptikuva on kisite, joka kuvailee kaikkia assosiaatioita mita tietylld termilla
voi olla oppilaiden mielessé [12]. N&itd voivat olla esimerkit, vastaesimerkit, visua-
lisaatiot ja konseptin ominaisuudet. Tamé voi olla termin matemaattinen formaali
médritelmé, jonka on hyviksynyt matemaattinen yhteiso, tai se voi olla oppilaan
rekonstruoima méaritelmé konseptista, joka muodostuu heidédn konseptikuvastaan.
Konseptikuva vektoreista vaikuttaa siihen, miten hyvin oppilas pystyy kayttaméaan
erilaisia representaatioita samalle tilanteelle.

1.2. Vektoreiden opetuksen haasteita

Lineaarialgebra on yksi tdrkeimpid matematiikan aloja ja silld on suuri rooli mate-
matiikan sovelluksissa. Lineaarialgebraa opetetaan monilla eri koulutustasoilla. Opet-
tajat kokevat sen opettamisen haastavaksi, mutta sen opetuksen tutkimus on vield
tuore tutkimuksen osa-alue [13]. Ei ole tarpeeksi tietoa siitd, miten oppilaat oppivat
lineaarialgebraa. Lineaarialgebralle on tehty epistemologista ja historiallista tutkimus-
ta, kielen tutkimusta ja ajattelun karakterisoimista lineaarialgebran ymmértédmiseen
[17]. Lisdksi on tutkittu opetuksen menetelmii ja suoritettu erilaisia opetuskokeiluja.
Lineaarialgebran haasteet voidaan jakaa kolmeen kategoriaan [13]:
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1.2. VEKTOREIDEN OPETUKSEN HAASTEITA 4

1. Aksiomaattinen ldhestymistapa opetuksessa vaikuttaa oppilaista tarkoitukset-
tomalta ja ylenpalttiselta. Lineaarialgebran opetus tarvitsee eri representaation muo-
toja, koska pelkké aksiomaattinen lahestymistapa mééritelmien ja lauseiden avulla ei
anna oppilaille tarpeeksi konkreettista kuvaa vektoreista ja miksi niitd edes tarvitaan.

2. Monipuolinen representaatio ilman vaylid niiden vélilla voi aiheuttaa sekaan-
nuksia ongelmanratkaisun kannalta. Vektoreilla on ainakin kolme yleisesti kaytettyé
representaation muotoa [17]: graafinen esitys nuolilla, taulukoitu esitys sarakekoordi-
naateilla ja symbolinen esitys aksiomaattisella vektoriavaruuksien teorialla. Lineaa-
rialgebran peruselementit, kuten matriisit ja lineaaristen yhtaloiden systeemit, esiin-
tyvét erilaisissa konteksteissa [16]. Vektoreiden useiden eri representaatioiden vuoksi
oppilaiden konseptikuvat saattavat olla hyvinkin erilaisia [12]. Téméa haastaa oppi-
laita hahmottamaan, mité tehtdvénannon merkinnoéilla tarkoitetaan. Esimerkiksi n-
monikko voi esittda vektoria, pistettéd euklidisessa avaruudessa tai lineaarisen yhtalon
kerrointa. Osa representaation muodoista sopii paremmin laskennallisiin tarkoituksiin
ja osa sopii paremmin geometriseen ymmaérrykseen.

3. Tarve kehittdd abstraktia ajattelua kdytédnnon ajattelun sijaan, jotta parjaa
kielellisen yhdistelyn kanssa, jota vaaditaan lineaarialgebran teorian ja rakenteen ym-
mértamiseen. Oppilailla on haastetta yhdistda geometrisesti intuitiivinen representaa-
tio algebrallisen representaation kanssa [7]. Haasteena on geometrisen mallin kielen-
tdminen ja ongelmien representointi oikeassa muodossa niiden ratkaisemiseksi. Geo-
metrinen esitys on joskus tarkoitettu toimimaan metaforana yleisemmaille tapaukselle
lineaarialgebrassa. Oppilaille ei ole aina selvéd, onko geometrinen malli tarkoitettu
spesifille vai yleiselle tapaukselle [12].

Geometrinen esitys ei korvaa aritmeettista ja algebrallista puolta lineaarialgebras-
ta, mutta se auttaa oppilaita muodostamaan erilaisia vaylid ndiden representaatioiden
vélilla. Geometrinen esitys rikastaa ja tuottaa pohjan algebralliselle ja aritmeettisel-
le objektin manipuloimiselle. Lineaarialgebrassa on kolme erilaista kieltd, geometris-
synteettinen, aritmeettis-analyyttinen ja struktuuria analysoiva kieli, jotka kaikki aut-
tavat lineaarialgebran rakenteen ymmaértamistéa ja ne kaikki ovat olemassa yhté ai-
kaa. Representaatioiden yhtaaikaisuus voi herédttdd ongelmia lineaarialgebran oppi-
misessa siirryttidesséd eri representaatioiden valilla [18]. Matemaattiset konseptit toi-
mivat useilla eri representaation tasoilla. Néiden tasojen vilinen vuorovaikutus aut-
taa ymmaérryksen ja tietoisuuden kehittymisessd. Geometrinen esitys on usein helppo
ymmartad, mutta siirtyminen siitd algebralliseen representaatioon voi olla vaikeaa.
Matematiikassa on normaalia, ettd oppilaat saavuttavat tason, jolla heidén aiem-
min oppimansa ldhestymistavat eivét riitd. Talloin tarvitaan uudenlaisia pedagogisia
ratkaisuja, jotta 1oydetdéan joustavia strategioita ongelmanratkaisua varten. Kaksiu-
lotteisen euklidisen avaruuden vektorit edistavét geometrisen esityksen kognitiivista
kehittymistéd lahestyttidessd vektorin matemaattista abstraktia [17]. Toisaalta lineaa-
rialgebraa ei voi opettaa ainoastaan geometriaa yleistavini matematiikan alana [4].
Geometrian kayttod opetuksessa téytyy tulkita kriittisesti. Uudenlaiset visuaalisen
representaation menetelmét auttavat ymmartaméaéan vektoriavaruuksien abstrakteja
malleja seké télloin myos helpottavat sen opettamista ja oppimista.
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1.3. Vektoreiden opetussuunnitelmat

Lukion opetussuunnitelman perusteet (2019) sisallyttdd vektoreiden opetuksen
MAA4 Analyyyttinen geometria ja vektorit -kurssiin [14]. Esimerkiksi Otavan Juuri-
kirjasarjan uuden opetussuunnitelman MAA4 kurssikirja sisdltdad yhteensa kuusi kap-
paletta teoriaa vektoreista [10]. Aiemmassa vektoreita kisittelevissa kurssikirjassa
vektoreita késiteltiin yhdentoista kappaleen verran [9]. Nykyisessd opetussuunnitel-
massa keskeiset siséllot vektoreiden suhteen ovat vektorin peruskésite, vektoreiden
peruslaskutoimitukset seké vektoreiden suuruuksien ja niiden viélisten kulmien tutki-
minen. Aiemmin néiden lisidksi vektoreiden avulla tutkittiin suoria ja tasoja avaruu-
dessa ja tutustuttiin lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseen. Vektoreista on tehty
ailempaa suppeampi kokonaisuus lukion pakollisessa oppimédrissi. Vektoreiden ope-
tusta on tidydennetty valinnaisella MAA10 3D-geometria -kurssilla. Taméan kurssin
siséltonéd on kolmiulotteinen vektoriavaruus ja sen eri ominaisuuksiin tutustuminen,
ristitulo seké pisteiden, suorien ja tasojen esittdminen vektoreiden avulla avaruudessa.
Liséiksi tutustutaan kahden muuttujan funktioihin ja integraalilaskennan sovelluksiin
avaruudessa. Valinnainen kurssi yhdessié MAA4 kurssin kanssa tarjoaa sisélloltdén
alempaa laajemman katsauksen vektoreihin ja niiden ominaisuuksiin verrattuna van-
haan opetussuunnitelmaan.

Otavan Juuri-kirjassa vektoreista puhutaan hyvin geometrisesta nidkdkulmasta.
Ensimmaisessé vektoreita késittelevissi kappaleessa vektori médritellddn janana, jol-
la on suunta ja vektorin pituus on sitd vastaavan janan pituus. Vektorin normis-
ta puhutaan ainoastaan pituutena, joka mééaritellaén euklidisena normina. Vektorien
laskutoimitukset maééaritelliin komponenteittain. Kappaleissa esitellddn kaikki vek-
toriavaruuden laskutoimitusten perusominaisuudet ja sisdtulo opetetaan pistetulona.
Tason kantavektorit esitelldédn standardikannan avulla. Yksi hyvé uudistus on vekto-
rien esittdminen matriisimuodossa, jota aiemmin ei ole ainakaan Juuri-kirjoissa teh-
ty. Vektoreiden esittdminen matriisimuotoisina pystyvektoreina auttaa oppilaita hah-
mottamaan komponenteittain suoritettavan yhteenlaskun ja vakiolla kertomisen [19].
Vektorit ovat kuitenkin yleisyydesséin paljon kaikkea muutakin, kuin pelkké geomet-
rinen objekti. Niitd soveltamalla voidaan tutkia monien eri tieteenalojen ongelmia.
Geometrinen representaatio on térked tyokalu vektoreiden hallitsemiseen, mutta se ei
anna koko totuutta siitd mitd vektorit ovat [4].

Erés lukion opetussuunnitelman tavotteista pitkdn matematiikan oppimééréin suh-
teen on ymmaértdd matematiikka monialaisena tieteenéd ja mallintaa yhteiskunnan,
talouden ja luonnonilmisitd [14]. Vektoreista on vaikeaa lukion oppiméérilla sanoa
mihin niitd tarvitaan ja mitké niiden sovelluskohteita ovat.

Jyviskylan yliopiston matematiikan kandidaattiohjelma aloittaa vektoreihin tu-
tustumisen kurssista Lineaarinen algebra ja geometria 1. Sen oppimistavotteina on
Gauss-Jordan -menetelmén tunteminen, euklidisen avaruuden perusrakenteen ja ké-
sitteiden hallinta, matriisien ja lineaarikuvausten perusteet ja sisédtulon késite seké
kannan ortogonalisointi. Muissa Suomen yliopistoissa vektoreiden opiskelu aloitetaan
sisalloltadn vastaavilla kursseilla. Verrattuna esimerkiksi matemaattiseen analyysiin,
harppaus lukion vektoriavaruuksien siséllosté yliopistoon on suuri. Onkin syyté kysyé,
ettd mitd kayttotarkoitusta lukio-opinnot vektoreiden suhteen palvelevat. Opetus-
suunnitelman mukaan pitkédn matematiikan opintojen pitéisi rakentaa pohjaa jatko-
opintoja varten.
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Vektorit ovat térked ja monipuolinen matematiikan ala, jonka oppimisessa ja ope-
tuksessa on vield haasteita. Tamén vuoksi on térkedd, ettd aineenopettajilla on hy-
vd ymmaérrys vektoriavaruuksien rakenteesta. Télloin on my6s mahdollista tarjota
oikeanlaisia representaation muotoja oppimisen kannalta mielekkéilld tavoilla. Ny-
kyadn vektoreita opetetaan hyvin geometrisella ndkokulmalla ja siihen liittyy omat
haasteensa ja riskinsd. Téamén vuoksi on mielekéstd kdyda vastapainona ldpi hyvin
aksiomaattinen ja algebrallinen nédkékulma vektoreihin, jotta jatkossa geometrinen
esitys on tasapainossa ja koherentilla tavalla linjassa algebrallisen representaation
kanssa. Seuraavaksi siirrytdén tarkastelemaan vektoriavaruuksia ja niité koskevaa ab-
straktia teoriaa, jossa on tavoitteena tehdé jonoavaruuksien avulla daretonulotteinen
yleistys euklidiselle avaruudelle.



LUKU 2
Valmistelevia tuloksia

Ennen perehtymistd monimutkaisempiin vektoriavaruuksiin on hyvé kerrata met-
risten avaruuksien ja kompleksilukujen peruskésitteitd. Metriset avaruudet tulevat
antamaan térkeitd ominaisuuksia normiavaruuksille. Taméan luvun keskeisimmét 1&h-
teet ovat Sheldon Axlerin Measure, Integration & Real Analysis [2] ja Juha Heinosen
Lectures on Analysis on Metric Spaces [5].

2.1. Kompleksiluvut

Aloitetaan kompleksiluvuista. Abstraktien vektoriavaruuksien tapauksessa on mie-
lekasta kayttdd kerroinkuntana mahdollisimman laajaa joukkoa, joten kompleksilu-
kujen kédyttdminen tassi tyossd on perusteltua. Téssé kiaydéddan lapi vain kompleksi-
lukujen peruskisitteet sekd muutama tulos, joita tarvitaan todistamaan esimerkiksi
normia ja sisdtuloa késittelevia tuloksia.

MAARITELMA 2.1. Imagindériyksikko ¢+ méaritellddn luvun —1 nelijuurena, eli
i? = —1. Imagin#ériyksikon avulla voidaan méérittad imaginiirilvut eli kompleksilu-
vut, jotka ovat reaalilukujen laajennus. Kompleksiluku z on muotoa

z =a+ b, missd a,b € R.

Kompleksiluvuilla on voimassa samat laskusdannot kuten reaaliluvuillakin. Ol-
koon z; = a; + 1by ja 2o = ag + iby. TEll6in summa on

1 + 9 = (CLl + Zbl) + ((12 + Zbg) = ((11 + CLQ) + Z(bl + bg) c (C
Tulo on taas
2129 = (a1 +iby)(ag + ibs)

= ajay + iaby + iasby + i*biby
= (a1a2 — blbg) + i(albg + ale) e C.

Myo6hemmin néiden laskutoimitusten ansiosta paljastuu, ettd kompleksi- ja reaa-
lilukujen joukot ovat molemmat vektoriavaruuksia.

MAARITELMA 2.2. Kompleksiluku voidaan jakaa sen reaali- ja imagindéariosiin.
Olkoon z = a + ib € C. Talloin

Re(z) =aja Imz =b.
MAARITELMA 2.3. Kompleksiluvun z = a 4 b kompleksikonjugaatti on

zZ =a —1b.
7
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MAARITELMA 2.4. Kompleksiluvun z = a 4 b moduuli on
|z| = Va? + b2

Moduuli on analoginen reaaliluvuista tuttuun itseisarvoon. Se siis kertoo meille pis-
teen z etéisyyden origosta.

LEMMA 2.5. Olkoon z kompleksiluku. Tdlloin silld on voimassa seuraavat kolme
ominaisuutta:
(1) 22 = |2
(2) z+Z =2Re(z)
(3) Re(z) < |z].

Tobistus. Olkoon z = a + bz’ missé a ja b ovat reaalilukuja.

(1) 2z = (a + bi)(a — bi) = a®> + b* = (Va2 + b?)? = |z|.

(2) 24+ 2z = (a+bi) + (a — bi) = 2a = 2 Re(2).

(3) Re(2)? = a® < a® +b* = |z|?, koska b > 0. Tisti seuraa, ettii Re(z) < |2|. O

2.2. Metriset avaruudet

Metrisissé avaruuksissa perusidea on luoda joukko X, joka varustetaan kuvauksel-
la d. Kuvauksen toteuttaessa tietyt ominaisuudet saamme metrisen avaruuden, jossa
voimme méaarittaéd joukon alkioiden vélisia etédisyyksid. Cauchy-jonot ja niiden ominai-
suudet ovat tdmén tyon kannalta térkein metrisia avaruuksia koskeva sisalto. Témén
avulla voimme mydhemmin osoittaa erilaisten normi- ja sisdtuloavaruuksien taydelli-
syyden. Téssé taydellisyys tarkoittaa sitéd, ettd meilld on avaruus jossa ei ole "reikid”.
Emme siis voi pudota tietyltd avaruudelta pois seuraamalla reittié, jonka jokainen as-
kelma kuuluu tdhén avaruuteen. Taméa idea tulee myohemmin matemaattisesti viela
tarkentumaan, mutta tdméa on hyvin heuristinen perusidea.

MAARITELMA 2.6. Olkoon X joukko. Funktiota d : X x X — [0, co[ sanotaan
joukon X metriikaksi, jos se toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
(1) Symmetrisyys: d(x,y) = d(y, x) kaikilla z,y € X.
(2) Positiivisuus: d(x,y) > 0 kaikilla z,y € X ja d(x,y) = 0 ainoastaan, jos
xr=71.
(3) Kolmioepayhtalo: d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) kaikilla z,y, z € X.

Jos d on metriikka, pari (X, d) muodostaa metrisen avaruuden.

ESIMERKKI 2.7. Reaaliluvut itseisarvon kanssa muodostavat metrisen avaruuden.
Osoitetaan, ettéd pari tayttda médritelmén 2.6 ehdot. Olkoot x,y, z € R.

(1) |z =yl =[(=Dy —2)[ = [ =1y —z| = |y — |
(2) |z — y| > 0 kaikilla z,y € R; |z — y| = 0 jos ja vain jos x —y = 0, jolloin
xr=y.

@) |z —zl=lr—y+y—z2]<|r—y[+|y— 2|

MAARITELMA 2.8. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. T#lloin pisteen x avoin pal-
loympaéristo joukossa X on joukko

B(z,r)={y € X | d(z,y) <r},r>0.
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Pisteen x avoin palloympéristo siis koostuu niisté pisteisté, joiden etéisyys pisteesté
x on pienempéd kuin pallon sédde r. Pisteen x suljettu palloympéristéo maaritellaéan:

B(z,r)={y € X |d(z,y) <r},r > 0.
Suljettu palloympéristd eroaa avoimesta siten, ettd sithen otetaan myds niiden pistei-
den joukko, joiden etéisyys pisteestd = voi olla yhtéd suuri kuin pallon sédde r.

MAARITELMA 2.9. Joukon sisd- ja ulkopisteet seké reuna. Olkoon (X, d) met-
rinen avaruus ja A C X. Télloin joukon A sisépisteiden joukko koostuu pisteisté,
joilla on avoin palloympéristo siten, ettd palloympéristossd on ainoastaan joukon A
pisteita. Tata merkitdan:

intA={xe X |B(x,r) C A, r>0}.

Joukon A ulkopisteiden joukko koostuu pisteisté, joilla on avoin palloympéristo siten,
ettd palloympéristossid on ainoastaan pisteitd, jotka eivat kuulu joukkoon A. Taméa
on siis joukon A komplementin sisépisteiden joukko.

Pisteet, jotka eivéit kuuluu kumpaankaan néisté joukoista, muodostavat joukon A
reunan. Joukon A reunaa merkitdin 0A.

MAARITELMA 2.10. Avoimet ja suljetut joukot. Olkoon (X, d) metrinen avaruus
ja A C X. Joukko A on avoin joukko, jos sen kaikki pisteet ovat sisépisteitd. Joukko A
on suljettu, jos se sisaltai sisépisteet ja joukon A reunan dA. Joukko ei ole vilttaméatta
suljettu eikd avoin.

MAARITELMA 2.11. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja jonon (a;)52, alkiot kysei-
sen avaruuden alkioita. Tall6in sanotaan, etté jonon raja-arvo on a, jos
lim d(a, a;) = 0.

71— 00
MAARITELMA 2.12. Olkoot (X, d;) ja (Y, ds) metrisid avaruuksia ja f: X — Y
kuvaus. Kuvaus f on jatkuva ldhtojoukon pisteessé z, jos kaikilla € > 0 on olemassa
6 > 0 siten, etté

da(f (@), f(y)) <&
kaikilla 1dhtéjoukon pisteilla y joilla pétee

dl (ZL’, y) < 0.
Kuvaus f on jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa ldhtéjoukon X pisteissa.

MAARITELMA 2.13. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja (a;)°; jono avaruuden X
pisteitd. Tdmé& jono on Cauchy-jono, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa N € N siten,
etta

d(ap, an) < €,
kunn > N jam > N.
LAUSE 2.14. Jokainen metrisen avaruuden suppeneva jono on Cauchy-jono.
Tobistus. Olkoon suppenevan jonon raja-arvo muotoa lim; .., a; = a. T&lloin

on olemassa N € N siten, ettéd d(a,,a) < § kaikilla n > N. Olkoon luonnolliset luvut
n > N jam > N. Kolmioepayhtélon perusteella

d(ap, am) < d(ap,a) + d(apy,a) < g L.

2
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Poiketaan seuraavaksi yldraja-arvoon ja muutamaan sitd koskevaan tulokseen to-
distaaksemme Bolzano-Weierstrass -lauseen. Tdmé& on térked lause, jotta saamme
vahvempia ehtoja voimaan Cauchy-jonoja varten. Bolzano-Weierstrass todistetaan
useammassa osassa ja aloitamme nédyttamalld, ettd se toteutuu rajoitetuilla reaali-
lukujonoilla. Tamén jalkeen on helppo nayttad, ettd se pitee kompleksiluvuille ja
useampiulotteisissa tapauksissa.

MAARITELMA 2.15. Olkoon (a;)32, rajoitettu reaalilukujono. Muodostetaan jou-

kot
Sj = {aj,a/j+17a/j+27 .. } = {ak | k 2 j}
Nama joukot ovat kaikki rajoitettuja. Téll6in on olemassa lukujono (uj)j?’il, missé
u; = sup S; kaikilla 7 € N. Joukko S;;; on joukon S; osajoukko, joten u;y1 < u;.
Téllsin lukujono (u;)32, on rajoitettu ja vihenevé, joten se suppenee. Médritelldin
limsupa; = lim u; = limsup{a;, aj4+1,aj12,... }.
j—o0 J—0 j—o0

Tétd kutusutaan reaalilukujonon (a;)52, yliraja-arvoksi. Jokaisella rajoitetulla reaa-
lilukujonolla (a;)32, on yliraja-arvo.

LEMMA 2.16. Olkoon (a;)2, rajoitettu reaalilukujono ja olkoon v = limsup,_, . ;.
Talloin jokaisella € > 0 ja N € N on olemassa j € N siten, ettd j > N sekd

la; —u| <e.
TopIsTUs. Yldraja-arvon mééritelmén 2.15 mukaan v = lim;_, o, u; missé
us = supfax | > j}

Lukujono (u;)$2, on vihenevi. Olkoon € > 0 ja N € N seké olkoon luonnollinen luku
m > N siten, etté

U< Uy <UuU+e.
Télloin siis

a; S U, S U+ &,
kun j > m. Lisdksi u —¢ ei ole joukon {a; | j > m} pienin yldraja, koska w,, on pienin
yldraja ja w,, > u — . Télloin on olemassa luonnollinen luku j siten, ettd j > m ja
a; > u —e. Talloin siis j > N ja |a; —u| < e. O

LAUSE 2.17. Bolzano-Weierstrass. Jokaisella rajoitetulla pdadttymdattomdlld re-
aalilukujonolla on suppeneva osajono.

Tobistus. Olkoon (a;)$°, rajoitettu lukujono. Néytetadn, ettd télla lukujonol-
la on osajono, joka suppenee sen ylaraja-arvoon. Télloin lause seuraa, kun olemme
16yténeet yhden suppenevan osajonon rajoitetusta lukujonosta. Olkoon ylaraja-arvo
u = limsup,_,, a;. Seuraten lemmaa 2.16 saadaan kaikille j € N luku £; € N siten,

etta
1
lar, —ul < -.

Edelleen lemman 2.16 nojalla on olemassa luonnollinen luku k;,; siten, ettd k; 1 > k;

Ja
1
] < ——

|ax, P

Jj+1
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Nyt meilld on kasvava jono ki, ko, k3, ... luonnollisia lukuja siten, etta

1
|Cij —u! < 3

kaikilla luonnollisilla luvuilla j. T&lloin jono (ay;)32, on lukujonon (a;)72; yldraja-
arvoon suppeneva 0sajono. O

LAUSE 2.18. Bolzano- Weierstrass kompleksiluvuille Jokaisella rajoitetulla
padttymdttomdlld kompleksilukujonolla on suppeneva osajono.

TobisTus. Jokainen kompleksilukujono voidaan jakaa sen realiseen ja imaginaa-
riseen osaan. Koska kompleksilukujono on rajoitettu, niin myé6s sen reaaliosa on rajoi-
tettu. Té&lloin lauseen 2.17 mukaan reaaliosalla on suppeneva osajono. Tarkastellaan
tdmaén suppenevan osajonon imaginaariosia. Koska imaginaariosa on rajoitettu loyde-
tadn sieltd suppeneva osajono. N&in saamme osajonon, jossa reaali- ja imaginaariosat
lukujonosta suppenevat ja télléin myds kyseinen osajono suppenee. U

Bolzano-Weierstrass toteutuu useampiulotteisille lukujonoille samanlaisella ideal-
la miten todistimme sen kompleksilukujen tapauksessa. Aloitamme etsimélla rajoite-
tun lukujonon ensimméisen ulottuvuuden suppenevaa osajonoa, kuten lauseen 2.18
tapauksessa. Sitten etsimme tdmén osajonon toisen ulottuvuuden suhteen suppene-
van osajonon. Taté jatketaan kunnes jokainen ulottuvuus on kéayty lapi ja meilld on
rajoitetun lukujonon suppeneva osajono useampiulotteisessa tapauksessa.

LAUSE 2.19. Cauchyn ehto. Adreton kompleksilukujono suppenee jos ja vain jos
se on Cauchy-jono.

ToDISTUS. Lause 2.14 osoittaa véitteen toisen suunnan. Riittd4 siis osoittaa, et-
td jokainen Cauhcy-jono suppenee. Osoitetaan ensin, ettd jokainen Cauchy-jono on
rajoitettu. Olkoon (a;)$°; Cauhcy-jono. Télloin on olemassa N,n,m € N siten, ettd
n,m > N ja

la, — ap| < 1.
Erityisesti tista saadaan, ettd

|an| S |GN‘ + ]-7
kun n > N. Talléin siis |a;] < A kaikilla j € N, missd A on maksimi luvuista
lai|, |as]|, - .., lan_1] ja |ax|+ 1, joten Cauhcy-jono on rajoitettu. Bolzano-Weierstrass
2.18 sanoo, ettd jokaisella Cauchy-jonolla on suppeneva osajono. Olkoon tdmé sup-
peneva 0sajono (ai].);-";l ja olkoon sen raja-arvo a. Osoitetaan, ettd lim; , a; = a, eli
alkuperdinen Cauchy-jono suppenee samaan arvoon, kuin sen suppeneva osajono.

Koska kyseessd on Cauchy-jono saadaan, etté kaikilla € > 0 on olemassa luonnol-
linen luku N siten, etté |a, — a,,| < %6, kun n,m > N. Valitaan j niin suureksi, etta
m; > N ja |ay,, — a| < 3¢. Téllin

lan — al = |ay, — am; + am; — a

S |an - am‘j| + |amj - a’|

1
5Et5e=e

kun n > N ja viite seuraa. 0
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MAARITELMA 2.20. Metrinen avaruus on taydellinen, jos sen kaikki Cauchy-jonot
suppenevat.

Téaydellisyydelld halutaan siis sanoa, ettd tutkittavassa avaruudessa ei ole "rei-
kid” johon pudotaan jos kuljetaan pitkin Cauchy-jonoa. Esimerkiksi rationaalilukujen
joukko varustettuna tavallisella itseisarvolla ei ole tdydellinen metrinen avaruus, koska
Cauchy-jono (1 + £)" € Q kaikilla n € N mutta lim,..(1 + 2)” = e ¢ Q. MyShem-
min osoitetaan, miten erilaiset vektoriavaruudet ovat tdydellisid metrisid avaruuksia.
Téaydellisyys on erittédin tdarked ominaisuus ja se tulee mychemmin vield vahvemmin
ilmi.



LUKU 3

Vektoriavaruudet

3.1. Vektoriavaruuksien perusominaisuuksia

Siirrytddan tutkimaan vektoriavaruuksia ja vektoreita. Seuraavaksi méarittelemme
aksiomaattisesti vektoriavaruudet seké osoitetaan niitd koskevia perustuloksia. Pyr-
kimys on selvittdd mita vektorit oikeastaan ovat ja minkélainen rakenne niiden muo-
dostamalla vektoriavaruudella on. Tutustumme vektoriavaruuksien kantoihin ja nii-
den muodostamiseen. Taméa tulee olemaan tirkedd tarkastellessamme Hilbertin ava-
ruuksia. Liséksi tutustumme jonoavaruuksiin, jotka ovat tyon kannalta keskeisimmaét
vektoriavaruudet. Jonoavaruudet ovat ddretonulotteinen yleistys Euklidisesta avaruu-
desta ja siksi on kiinnostavaa tarkastella myohemmin, ettd onko téllaisilla avaruuksilla
olemassa kantoja ja minkélaisia ne ovat.

MAARITELMA 3.1. K-kertoiminen vektoriavaruus V on epétyhja kokoelma vek-
toreiksi kutsuttuja alkioita, joille on mééritelty kaksi laskutoimitusta: vektoreiden
yhteenlasku ja skalaarilla kertominen. Jos vektorit v ja v kuuluvat vektoriavaruuteen
VY, summavektori v + v on myds vektoriavaruudessa V. Jos A on kerroinkunnan K
alkio ja u on vektori avaruudessa V, niin télloin A\u on vektoriavaruudessa V. Vekto-
riavaruuden laskutoimituksilla on seuraavat ominaisuudet:

Olkoot v, u, w vektoreita ja Ai, Ao kerroinkunnan skalaareita.

(1) Kommutatiivisuus: v+ v = v + u.
(2) Assosiatiivisuus: u + (v +w) = (u +v) + w.
(3) Nollavektorin olemassaolo: on olemassa 0 € V siten, ettd 0 + u = u kaikilla

uel.
(4) Kédnteivektorin olemassaolo: jokaisella v € V on olemassa w € V siten, etté
v+w=0.

) lv =w.

) )\1()\21)) = ()\1/\2)’0.

) ()\1 + )\2)1) = )\11) + )\QU.
)

(
(
(
(8) AMv+u) = Av+ Au.

5
6
7
8

HuomauTus 3.2. Mééritelmén 3.1 ominaisuuden (2) ansiosta voimme kirjoittaa
vektorien yhteenlaskun u 4+ v + w ilman sulkeita. Samalla tavalla ominaisuus (6)
mahdollistaa kertolaskun A\ Asv kirjoittamisen ilman sulkeita. Vektoriavaruudessa on
aina yksi nollavektori ja jokaisella vektorilla on tasan yksi kd&nteisvektori.

Kerroinkunta K on yleensé reaali- tai kompleksilukujen joukko. Jatkossa tulok-
set kdydadn lapi yleisessé tapauksessa, ellei erikseen mainita miké kerroinkunta on
kyseessa.

13
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ESIMERKKI 3.3. Olkoon vektoriavaruus }V = R". Télloin vektoreiden yhteenlasku
ja skalaarilla kertominen toimivat molemmat komponenteittain. Olkoot

Uy U1

Uz | . (%)
u=1.]Jjav=

Up, Un

vektoriavaruuden R™ vektoreita. Talloin niiden summa on

Ui V1 Uy + V1

U9 V2 Uy + V2
+ .=

Unp, Un, Uy + Un

Kerroinkunnan alkiolla A € R vektoria kertomalla saadaan

Uq )\Ul
U A\
ao=x| =177
Up, AUy,

ESIMERKKI 3.4. Tutuimmat esimerkit vektoriavaruuksista ovat R™ ja C". Yliopis-
ton peruskursseilla kisitelliin pédosin vektoriavaruutta R” ja lukiossa avaruuksia R?
ja R3. Lisiiksi tavallinen reaalilukujen joukko on vektoriavaruus, mutta normaalisti
tallaisissa yksiulotteisissa tapauksissa ei ole kovinkaan tavanomaista puhua vektoria-
varuudesta. Muita vektoriavaruuksia ovat esimerkiksi m x n-matriisien avaruus K, «,,,
polynomifunktioiden avaruus ja jatkuvien funktioiden avaruus Cfa, b].

Tamén tyon kannalta téarked vektoriavaruuksien joukko on [P-avaruudet, joita kut-
sutaan jonoavaruuksiksi. Olkoon 1 < p < oo. Jonoavaruus [? on avaruuden KV ali-
avaruus, joka koostuu lukujonoista (u;)2, joilla on voimassa ominaisuus

[e.9]

Z |u; [P < o0.

=1

Jos p = oo, niin saadaan jonoavaruus [*°, joka koostuu lukujonoista (u;)$2, joilla on
ominaisuus

sup |u;| < oo.

ieN
Osoitamme myohemmin, ettd [P avaruudet ovat vektoriavaruuksia. Namé tulevat ole-
maan tarkeimmaét esimerkit ndyttdmaésn eroja esimerkiksi Banachin ja Hilbertin ava-
ruuksien valilla.

MAARITELMA 3.5. Olkoon joukko A vektoriavaruuden V osajoukko. Télloin osa-
joukkoa A sanotaan vektoriavaruuden V aliavaruudeksi, jos sen laskutoimitukset ovat
suljettuja joukossa A. Toisin sanoen u + v € A kaikilla u,v € A sekd \u € A kaikilla
ue Aja ek
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MAARITELMA 3.6. Kokoelma vektoreita vy, v, ..., v, vektoriavaruudessa } muo-
dostavat lineaarikombinaatioita, jotka ovat muotoa

n
E )\j'Uj.
=1

Jos tdmé summa on nolla ainoastaan silloin, kun A; on nolla kaikilla j = 1,2,3,...,n,
sanotaan vektoreiden olevan lineaarisesti riippumattomia.

Vektoreiden kokoelmaa sanotaan lineaarisesti riippuvaksi, jos summa on nolla jos-
sain muussa tapauksessa. Télloin ainakin yksi néistd vektoreista voidaan esittda mui-
den lineaarikombinaationa, esimerkiksi

)\2 )\n

Ulz__UQ_"'—

" N Up, kun Ay # 0.

MAARITELMA 3.7. Numeroituva tai ylinumeroituva kokoelma vektoreita muodos-
taa vektoriavaruuden V kannan, jos

(1) Vektoreiden &érelliset lineaarikombinaatiot muodostavat kaikki avaruuden V'
vektorit, eli

{ZAjUj )\ €K, nEN}:V.
j=1

(2) Kantavektorien miké tahansa #érellinen osajoukko on lineaarisesti riippuma-
ton.

Tésséd on molemmat ehdot ovat térkeitd. Ensimméinen ehto varmistaa, ettd meilla
on tarpeeksi vektoreita kokoelmassamme muodostaaksemme minkd tahansa avaruu-
den V vektorin. Toinen ehto varmistaa, ettd vihemmalla ma&rilla vektoreita ensim-
mainen ehto ei toteudu. Vektoriavaruudella )V on yleisesti paljon erilaisia kantoja,
mutta jokaisessa kannassa on aina sama mééra vektoreita. Tama vektorien lukuméé-
rd kuvaa vektoriavaruuden V dimensiota ja tédtd merkitddan dim V. Vektoriavaruuden
kantavektorien virittdmaéa joukkoa merkitddn ainakin dérellisessé tapauksessa yleensé

(U1, V1, Up).

HuomauTUus 3.8. Vektoriavaruuden V' dimension ollessa &érellinen on yleensi
suoraviivaista etsid sopiva kanta. Helpoin tapa on kidyttdd luonnollista kantaa. Esi-
merkiksi avaruuden R? kannan muodostavat vektorit e; ja es. Esimerkiksi polynomi-
funktioiden muodostama vektoriavaruus on &édretonulotteinen ja sen kanta on suh-
teellisen helppo 16ytéii valitsemalla kannaksi (1, x, 22, ...). Téllaista ddretontd kantaa
kutsutaan Hamelin kannaksi. Toisaalta osalle vektoriavaruuksista voi olla hyvin vaike-
aa loytda kantaa. Esimerkiksi reaaliarvoisten jatkuvien funktioiden vektoriavaruuden
kanta on dadrimméisen vaikeaa loytdd. Tédmén vuoksi Hamelin kannoilla ei ole ko-
vinkaan paljon kayttod meille, koska mychemmin muodostaessamme ortonormaaleja
kantoja Hilbertin avaruuksissa huomaamme sen olevan paljon kdytdnnonlaheisempéaé
[11]. Kuitenkin Hamelin kanta on aina olemassa riippumatta onko se helppo 16ytéé vai
ei. Taméa on osoitettavissa Zornin lemmalla, joka on ekvivalentti valinta-aksiooman
kanssa. Ideana on muodostaa maksimaalinen lineaarisesti riippumaton joukko, joka
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osoittautuu aidretonulotteisen vektoriavaruuden kannaksi. Kdytdnnossd tdmaé onnis-
tuu valitsemalla esimerkiksi yksi alkio, joka on selvisti itsenédén lineaarisesti riippu-
maton. Jos tdmé alkio virittdd avaruuden, niin kaikki on selvéd. Muussa tapaukses-
sa lisdtddn lineaarisesti riippumaton vektori ja tarkastetaan virittadako tdmé joukko
avaruuden. Téta jatketaan kunnes olemme saaneet kannan valmiiksi. Zornin lemma
varmistaa, ettd tamé prosessi todellakin saa aikaan kannan [2]. Tutustumme Zornin
lemmaan tarkemmin myéhemmin, kun tutkimme Hilbertin avaruuksia.

MAARITELMA 3.9. Olkoot V; ja V, vektoriavaruuksia ja L : V; — Vs kuvaus.
Kuvausta L sanotaan lineaarikuvaukseksi, jos silld on seuraavat ominaisuudet:

(1) L(u+v) = L(u) + L(v) kaikilla ldhtoavaruuden V; vektoreilla u ja v.
(2) L(Au) = AL(u) kaikilla 1dhtéavaruuden Vi vektoreilla u ja kerroinkunnan K
alkioilla A.

Seuraavaksi tutustumme sisdtuloon. Sisatulo antaa meille mahdollisuuden tutkia
vektoriavaruuden alkioiden vélisid kulmia ja niiden suuruuksia. Sisdtulo ja sisédtulon
indusoima normi tulevat olemaan tarkeita kasitteitd Hilbertin avaruuksien kannalta.

MAARITELMA 3.10. Olkoon V vektoriavaruus. Télloin kuvaus (- | -) : V xV — K
on sisétulo, jos seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla avaruuden V vektoreilla u, v
ja w ja kerroinkunnan K alkioilla A:

(1) (ulv) = (v]u)

(2) (Mulv) = Aulv)

(3) (u+vlw) = (ujw) + (v|w)

(4) (ulu) >0, (ulu) =0 jos ja vain jos u = 0.

ESIMERKKI 3.11. Olkoon V = C" ja u ja v sen vektoreita. Talloin erds sisdtulo

on
(uv) = Zu ;.

Osoitetaan, ettd tdmé todellakin on 51satu10'
-3 = S = S )

) (Aulv) = Z)\ujv] = )\Zu]vj = Aulv).
(3)

n

(utvhw) =Y (u; +v)w;

j=1

= (w5 + vyw;)

j*l

= Zu]w] + Zv]w] = (u|w) + (v|w).
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n

) (u|u) = Zu]u] Z lu;|? > 0 kaikilla u € C" ja (u|u) = 0 jos ja vain jos
j=1

|u3|2—Oeh u; = 0 kaikilla j = 1,2,...,neli u = 0.

Reaalisessa tapauksessa sisdtulon voi laskea huomioimatta kompleksikonjugaat-
tia. Tétéa sisdtuloa kutsutaan usein avaruuden R™ luonnolliseksi sisédtuloksi. Lukiossa
sisétulosta puhutaan ldhinnéd pistetulona, joka on tdmén sisdtulon reaalinen versio
yleensé kahdessa tai kolmessa ulottuvuudesta.

Vektoriavaruuteen C'([a, b]) voidaan mééritelld sisétulo asettamalla

b
(flg) = / f(@)g(x)da

MAARITELMA 3.12. Olkoon V vektoriavaruus ja u sekd v sen vektoreita. Talloin
sanotaan, ettd vektorit ovat ortogonaaliset, jos

(uv) = 0.
Vektoreiden ortogonaalisuutta merkitddn v L v.

HuomauTus 3.13. Ortogonaalisuudesta puhutaan myos vektoreiden "kohtisuo-
ruutena”. Témé on helppo visualisoida esimerkiksi R2-tason vektoreilla. Ajatus koh-
tisuoruudesta ei valttamatta kuitenkaan ole niin selked korkeampiulotteisissa tapauk-
sissa tai esimerkiksi tilanteessa, jossa meilld on vektoreina reaaliarvoisia funktioita.

3.2. Normiavaruus

Seuraavaksi méaédrittelemme vektorinormin ja normiavaruuden, jossa vektoriava-
ruus on varustettu normilla. Tamén jidlkeen osoitamme, ettd normiavaruudet ovat
metrisid avaruuksia. Téméa mahdollistaa aiemmin osoitettujen metristen avaruuksien
tulosten soveltamisen, jotta voimme alkaa myShemmin tutkimaan taydellisid normia-
varuuksia.

MAARITELMA 3.14. Olkoon V vektoriavaruus. Talloin kuvaus || - || : ¥V — R on
normi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla avaruuden V vektoreilla u ja v seké
kerroinkunnan K alkioilla A:

(1) |lu|l > 0 ja ||u|]| = 0 jos ja vain jos u = 0.
(2) [|Aul] = JA] [Ju]
(3) llu+oll < flull + o]

Jos kuvaus || - || on normi, niin t&ll6in vektoriavaruus V varustettuna télla normilla

on normiavaruus.

LAUSE 3.15. Olkoon V normiavaruus. Tdlloin kuvaus d:V x YV — [0, 00,
d(u,v) = [lu —of
on metriikka avaruudessa V.

TobpisTus. Tarkastetaan, ettd metriikan ehdot toteutuvat.
(1) d(u,v) = [lu = o] = [(=1)(v = w)|| = [(=D)[llv — ul| = [lv = ul| = d(v,u).
(2) d(u,v) = |Jlu — v|| > 0 normin médritelmén mukaan sekd d(u,v) = 0 jos ja
vain jos u — v = (. Tésté seuraa, ettd u = v.
3) d(u,w) = [lu—w| = lu—v+v—wl < [lu—v||+|lv-w| = d(u,v)+d(v, w).
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U

Vektoriavaruuden V normeista puhuttaessa mainitaan joskus Frechétin metriikka.
Jokainen vektoriavaruuden normi on téllainen ja ne mééarittelevat indusoidun metrii-
kan d(u,v) = ||u — v||.

MAARITELMA 3.16. Olkoon V normiavaruus ja (- | -) sen sisitulo. T&ll6in
[ull = v/ (ulu)
on sisdtulon indusoima normi.

Léhdetédén osoittamaan, ettd vektoriavaruuden V sisdtulon indusoima normi on
normi. Ensin taytyy osoitaa Cauchy-Schwarzin epéayhtéalo.

LAUSE 3.17. Cauchy-Schwarz epdyhtdlé. Olkoon V vektoriavaruus ja (- | -)
sen sisatulo. Lisiksi || - || on sisdtulon indusoima normi. Talldin

|(u|v)| < Jull||v]], kaikilla avaruuden V vektoreilla u ja v.

TobisTus. Jos v = 0, niin (u|0) = (0ju) =0 -
Olkoon siis v # 0, jolloin (v|v) # 0. Olkoon A = (
Nyt

0lu) = 0. Téalléin viite on selva.

R
0<|lu—M|* = (u— Ivu— )
= (u|lu — Av) — A(v|u — Av)
= (u— Av|u) — AMu — Av|v)
= (ulu) — Mv|u) = Mu|v) + A\ (v
( Aulv) = Aulv) + AX(v
(ulv) (ufv)

[v)
[v)

= (ufu) -

= ||Jul* - v HQ( ulv) — HUHQ(M"U) BE HUH2
=l =~
T )]s
—H || ||U||2 ’

Télloin saadaan epayhtalo

2 [wlv)®
N T T

josta ratkaistaan
[(ufo)* < [ful? o]
Haluttu tulos on osoitettu, kun otamme téasta epayhtélosta puolittain neligjuuren. [

LAUSE 3.18. Sisdtulon indusoima normi on normi.

TobisTus. Osoitetaan viite sisdtulon méaaritelméd 3.10 hyddyntamalla.
L) |Jul| = v/(u|u) > 0, koska sisdtulo on epénegatiivinen ja neligjuuri antaa myos
epanegatiivisen arvon. Toisaalta ||u|| = y/(u]u) = 0 jos ja vain jos (u|u) = 0 ja se on
médritelmén 3.10 nojalla mahdollista ainoastaan silloin kun u = 0.
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2.) Tarkastellaan normin neliota:
[Az||? = (Mu| ) = A(u| u)
= A(ufu) = [AP(uu).

Téstd puolittain nelidjuuren ottamalla saadaan ||[Au|| = |A|||u||.

3.) Tarkastellaan taas normin neliGta:
u+v||> = (u+v|u+v) = (u|u+v) + (v|u+v)
= (u+vlu) + (u+vjv)
= (ufu) + (v|u) + (u|v) + (v|v)

[ull® + (ulv) + (u]v) + [v]]?
= [lul® + 2 Re((ufv)) + [lv]*

< ull® +2[(ufv)| + [|v]|?

< Nl + 2ffull [Jo]| + [[o]?
= (full + lvI)*.

Ottamalla tdstd puolittain nelisjuuret saadaan ||u 4 v|| < |lu]| + ||v]|. O

HuomAuTUs 3.19. Kaikki normit eivét ole sisdtulon indusoimia normeja. Esimer-

kiksi p-normin tapauksessa, missd 1 < p < oo, vektorin u pituus mééritellaéan
1

n »
[l = (Zluilp> :
i=1

Téasté saadaan indusoitu normi ainoastaan, kun p = 2, jolloin se on euklidinen normi.

Osoitetaan seuraavaksi kaikille koulusta tuttu geometrian tulos Pythagoraan lause.
Muotoilemme sen yleisen sisdtuloavaruuden tapauksessa, joka mahdollistaa sen sovel-
tamisen kaikissa sisdtuloavaruuksissa. Talloin saamme siitd paljon enemmén kaytan-
non hyotya sen alkuperdiseen muotoon verrattuna.

LAuse 3.20. Pythagoraan lause. Olkoon V sisdtuloavaruus sekd uy, us, . .., U,
sen ortogonaalisia vektoreita. Tdlloin ndille vektoreille pdtee

n 2 n
> ull =yl
j=1 j=1

Tobistus. Todistetaan viite induktiolla. Kun n = 2 saadaan kaksi ortogonaalista
vektoria. Talloin pétee

Uy + U2|U1 + Uz) (u1|u1 + UQ) + (u2|u1 + UQ)

lur + ua|* = (
= (uy + ugluy) + (ug|ug + uz)
= (u
= (u

1lur) + (ug|ur) + (ugfur) + (uzfug)
1|ur) + 2(urfug) + (uslus)
= [lur||* + 0+ [Juz|® = [Jus||* + [Jua])*.
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Kun n = k — 1 oletetaan, ettéd

-1 |12 k-1
ol = Nl
j=1 j=1
Nyt, kun n = k saadaan:
k 2 k—1 2
Z Uy = Z U + ug
j=1 j=1
k-1 |2
_ 2
=Dy + sl
j=1

k—1
= > Ml l® + flu?
j=1

k
= Il
j=1

Toinen yhtédsuuruus toteutuu samankaltaisella paéttelylla mitd teimme kohdan n = 2

laskussa. Koska vektorit wuy, us, ..., u; ovat oletuksen mukaan ortogonaalisia, saadaan
(ug +ug + -+ -+ up_1|ug) = (ur|ug) + (uzlug) + - -+ + (ug—1|ux) = 0. Talloin induktio-
askeleen vilivaiheet toteutuvat. O

LAUSE 3.21. Suunnikassddnto. Vektoriavaruudessa V, jossa on sisdtulon in-
dusoima mnormi, pdtee suunnikassddinto. Toisin sanoen olkoot u,v € V wvektoreita.
Talloin pdtee

2 2 2 2
[Ju=+0l]" + llu — vl = 2[jul]” + 2[v]".

TobisTtus. Olkoot u ja v vektoriavaruuden V vektoreita ja kédytetdén sisdtulon

indusoimaa normia. Talloin

lu+v|* + |lu—v]]* = (u+vju+v) + (u—vju—v)
= (ulu+v) + (v|u+v) + (ulu —v) — (vju — v)
= (u+vlu) + (u+vv) + (u—vu) — (u—v|v)
= (ulu) + (v|u) + (u|v) + (v[v) + (ufu) = (v]u) = (u|v) 4 (v]v)
= 2Jull* + 2||v]|*.

U

Suunnikassédénto tulee olemaan térked ominaisuus Hilbertin avaruuksille ja sen avulla
nihddan myohemmin minkélaiset normiavaruudet voivat olla Hilbertin avaruuksia.

ESIMERKKI 3.22. Varustetaan vektoriavaruus C" sisdatulon

(ulv) = Zu@
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indusoimalla normilla. Tamé& on tdydellinen metrinen avaruus. Riittda osoittaa, etta
sisdtulon indusoimalla normilla kaikki vektoriavaruuden C™ Cauchy-jonot suppenevat.
Lauseen 2.19 mukaan kaikki kompleksiset Cauchy-jonot suppenevat.

Olkoon (a;)52, = (a§1),a§2), . ,agn));?‘;l Cauchy-jono. Nyt tarkastellaan koordi-

naattia k. Talla pétee, ettd jokaisella € > 0 on olemassa N € N siten, etté

1™ —a®)| < ¢ kun n,m > N.

n

Toisin sanoen jokainen komponentti Cauchy-jonosta on myos Cauchy-jono. Télloin
jokaisella komponentilla k on olemassa b*) € C siten, etti kaikilla € > 0 on olemassa
N € N, jolla pétee

€
N4

Valitaan vektori b = (b, b2 . ™) € C". Talléin saadaan

la® — p®)| < , kunm > N.

n

- 2
la; — bl = Z\aﬁk) —bR2 < Zg— <e, kunj > N.
n
k=1

k=1

Saimme tdydellisen normiavaruuden, eli sellaisia todellakin on olemassa. Témén tyon
viimeisesséd luvussa tutustumme erilaisiin tdydellisiin normi- ja sisédtuloavaruuksiin.

Osoitetaan tdmén kappaleen lopuksi, etta [P-avaruudet ovat normiavaruuksia, kun ne
varustetaan p-normilla. Tamén todistaminen on muuten suoraviivaista, mutta kol-
mioepéayhtalon todistaminen on tyoladampéad. Tata varten osoitetaan kolme tarkedd
epayhtaloa.
LAuse 3.23. Youngin epdyhtdls. Olkoot p,q € R posititvisia lukuja siten, ettd
1 1

S =1
P q

Talloin kaikilla a,b > 0 pdtee

1 1
ab < —aP + =b1.
b q

TobpisTUus. Voidaan olettaa, ettd a,b > 0. Jos a = 0 tai b = 0 niin vaite on selvi.
Nyt potenssien- ja logaritmien laskusédintéjen ja eksponenttifunktion konveksiuden
nojalla saadaan

ab = 6ln(ab) — eln(a)—f—ln(b)
LpIn(a)+Lqln(t)

ln(ap)+% In(b%)
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LAUSE 3.24. Hoélderin epdyhtdls. Olkoot p,q € R posititvisia lukuja siten, ettd
1 1
T
p q
seki u € IP ja v € 19. Tdlloin uv = (uv;)2, € 1! sekd

[wolls < lfullpllvlly.

TobpisTus. Voidaan olettaa, ettd u # 0 ja v # 0. Mééritetdén jonot a = m ja
b = ——. Talloin
vl
1
lall, = Z |ui Il =
=\l =l Z = b =

Vastaavasti voidaan néyttéd, ettd ||b]|, = 1. Sovelletaan Youngin epéyhtélod, jolloin
kaikille 1 = 1,2, 3, ... pétee

1 1
|aibi| < —[ai]” + —[bi|.
p q
Talloin siis
1
a;b;| < a;|” + —|b; q) < 0
Zr | Z ( o+

joten (a;b;):2, € I'. Tallsin myds (wv;)2; = |lullpllvllg(aibi)2, € It Sovelletaan
uudelleen Youngin epayhtélod, jolloin

1 1
ablly < =llal|l? + —||b]|? = 1.
|abl|y NIM qHM

Tasta seuraa

[uvlly < [lullpllvliqllablls < flullp[lvll,

kuten haluttiin. O

LAUSE 3.25. Minkowskin epdyhtdlé. Olkoot u,v € IP. Tdlloin

1 1 1
(Sr) = () (Ser)
=1 =1 =1

TobpisTus. Voidaan olettaa, ettd > .~ |u; + v;]P # 0. Mééritellddn

jolloin
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Talloin

00
Z |Uz -+ Ui|p
i=1

o (o] o
> Jui A+ vilfus 4+ v <O il vl vl P
=1 =1 =1

1 1 1
<Z|ui|p> <Z\ui+vi|p> +(Z|vm> <Z|ui+vi|p>
=1 =1 =1 =1

1 1 1
(Z |ui|p> ' + (Z W) (Z |u; +ui|p> .
=1 =1 =1

Ensimméinen epayhtélo seuraa kolmioepéayhtélostda kompleksiluvuille. Toinen epéyh-
talo seuraa Holderin epayhtélosté seké siité, ettd (p — 1)g = p. Haluttu tulos saadaan
jakamalla epayhtélo puolittain termilléd

<Z|ui+vi|p) ‘1

=1

S

IA

ja kayttamalla kaavaa 1 — % ==, 0

ESIMERKKI 3.26. Osoitetaan, ettd jonoavaruudet ovat normiavaruuksia kun ne
varustetaan normilla

1
o P
||U||p = (Z ’Uz‘|p> , missa 1 < p < oo.
i=1

Tarkastetaan, ettd jonoavaruudet ovat suljettuja laskutoimitusten suhteen. Olkoot
(u;)2; ja (v;)$2, P-avaruuden jonoja ja A € K.

(1) Tallsin alkioiden yhteenlasku tehddéin komponenteittain

Z\uz—i—vz <Z|2max{u“vz}| Z2p\max{uz, vl

<Zzp | [P+ |vilP) —zpz\u |p+2PZyv P < o0
ja vakiolla kertominen samalla idealla, jolloin saadaan
2) > P = AP ul? < oo
i=1 i=1

Jonoavaruuden neutraalialkio on lukujono, jonka jasenet ovat kaikki nollia. Jokai-
sella jonoavaruuden alkiolla (u;)$2; on vasta-alkio (—u;)$2,. Muut laskutoimituksien
ominaisuudet seuraavat siitéi, etté jonoavaruus on avaruuden KV aliavaruus ja reaali-
sekd kompleksiluvuilla patee kommutatiivisuus, assosiatiivisuus, distributiivisuus ja
transitiivisuus.

Osoitetaan vield, etté [P-avaruudet ovat normiavaruuksia [P-normilla varustettuna.
Kayd&an 1dpi normin méaaritelmén ehdot.
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(1) Normi saa epénegatiivisia arvoja, koska |u;| > 0 kaikilla ¢ = 1,2,3,... Jos

||u||, = 0 niin
o0 v
(Z |ui|p> =0,
i=1

jolloin > ™% |u;|P = 0 joka pétee ainoastaan, kun u; = 0 kaikillai = 1,2,3, ...

joten u = 0. Jos taas v = 0, niin talléin ||ul|, = ||0]|, = (>_2, |0|p)% = 0.
1 1 1
(2) [xull = (Z IAui!”) = (Z wp\ui!”> =\ (Z !ui\p> = [Alljull
i=1 i=1 i=1

(3) Kolmioepayhtilo seuraa suoraan Minkowskin epéayhtélosta.

Voimme myos osoittaa, ettéd jonoavaruus [°° on normiavaruus varustettuna normilla
il oo = sup [uy].
ieN
Tamén tarkastaminen on varsin suoraviivaista ja emme sité tassa kiy tarkemmin 1api.

Olemme saaneet osoitettua, ettd [P-avaruudet ovat todellakin normiavaruuksia ja tésta
on hyvé jatkaa monimutkaisempiin tapauksiin. Seuraavaksi osoitamme, ettd ndmé
avaruudet ovat tédydellisid ja tutustumme yleiseen teoriaan téaydellisistd normi- ja
sisdtuloavaruuksista.



LUKU 4

Taydelliset normi- ja sisdtuloavaruudet

4.1. Banachin avaruudet

Téssa kappaleessa tutustaan abstraktimpiin versioihin normi- ja sisdtuloavaruuksista.
Téssé kappaleessa myos merkinnét ovat hieman erilaisia, jotta todistukset ovat kir-
joitusasun puolesta selkeité. Jos tekstissa ei erikseen mainita, mikd normi on kyseessé
niin kéytdmme normista merkintdd . Aluksi kdyddan ldpi Banachin avaruuksien
ominaisuuksia, jotka ovat oleellisia Hilbertin avaruuksien rakenteen kannalta. Témén
kappaleen jilkeen on helppo todeta, ettd lukiossa kisiteltiviit R%- ja R3-avaruudet
ovat tdydellisid normiavaruuksia. Lisdksi huomataan, ettéd aérellisulotteisissa vekto-
riavaruuksissa normit ovat ekvivalentteja. Témén kappaleen tdrkeimmét ldhteet ovat
Sheldon Axlerin Measure, Integration & Real Analysis [2], Harry Dymin Linear Al-
gebra in Action [6] ja Lauri Kahanpaéan Funktionaalianalyysi: Suoraviivaista Ajattelua
- Osa 2 [11].

LEMMA 4.1. Kddnteinen kolmioepdyhtdalo. Olkoon V normiavaruus ja kuvaus
@ sen normi. Tdlloin

|o(u) = @(v)] < @(u—v)
kaikilla vektoreilla w ja v avaruudessa V.

TobisTus. Sovelletaan normin kolmioepayhtilod véitteen todistamiseksi:
p(u) = p(u—v+v) < p(u—0v)+p(v).
Télloin siis
p(u) = (v) < p(u—v).

Toisaalta vaihtamalla vektoreiden jarjestystd saadaan

p(v) = p(u) < (v —u) = p(u—w).
Niista kahdesta epayhtélosta seuraa, etta

—p(u—v) < pu) = (v) < p(u—v),
joka on ekvivalentti lemman tuloksen kanssa. U

LAUSE 4.2. Adreellisulotteisen vektoriavaruuden V kaikki normit ovat ekvivalent-
teja. Toisin sanoen, jos kuvaukset ¢y ja ps ovat vektoriavaruuden V normeja, niin
talloin on olemassa positiiviset vakiot Ay ja Ao siten, ettd

A1 (v) < pa(v) < Aar(v), katkillev € V.

Tobistus. Olkoon {uq,us, ..., u,} vektoriavaruuden V kanta. Olkoot

n n
vV = E Vi, W = E WUy
i=1 =1

25
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ja e; avaruuden K™ luonnollisen kannan 7 :s alkio. Téall6in

[01(v) = pr(w)] < pi(v —w) = 1 (Z(Ui - wi)uZ-)

i=1

< Z |vi — wil 1 (ui)
1=1

n % n
< {Z'Uz’_wi|2} {Z%(Uz’)z} ;
i=1 i=1
Cauchy-Schwarz epiayhtilon nojalla. Tasté seuraa, ettéa

p1(v) = pr(w)| < Bl[Lv = Lwlla ja [er(v)] < Bl[Lv]2, (4.1)

[V

missé

B = {Z 901(%‘)2}

ja L on lineaarikuvaus avaruudelta )V kerroinkunnan avaruuteen K", joka on mééari-

telty asettamalla
L <Z UZ"LLZ'> = Z V;€;.
i=1 i=1

Ensimmaéinen epdyhtilo (4.1) varmistaa, ettd ¢;(v) on jatkuva. Lisiksi normin omi-
naisuuksista seuraa, ettd ¢;(v) > 0 kaikilla vektoreilla v joukossa {v | ||Lv|ls = 1}.
Olkoon

a = inf{g(v) [ || Lofls = 1}.
Infimumin mééritelmésta seuraa, ettd on olemassa jono vektoreita (v;)52; avaruu-
dessa V siten, ettd ||Lv;|lo = 1 ja lim; o 1(v;) = . Koska joukko
{weK" | [wllz =1}

on suljettu ja rajoitettu avaruuden K" osajoukko, on se télloin sen kompakti osa-
joukko. Talloin siis on olemassa vektorijonon osajono (v, )52, ja vektori w vektori-

avaruudessa V siten, ettd lim; o 1(vk;, — w) = 0. Téstd vuorostaan seuraa, ettd
lim; 00 01(vk;) = p1(w), jolloin o = ¢y (w) > 0. Nyt
a<pi(v) <6, kun || Lo|y = 1. (4.2)

Valitaan miké tahansa vektori v avaruudesta V siten, ettd v # 0. Talloin epayhtélo

(4.2) antaa
v
o < ¢ ( ) <P,
L]l

al[Lvlls < @1(v) < Bl Lo]2 (4.3)

pétee jokaiselle nollasta poikkeavalle vektorille v vektoriavaruudessa V. Tamé viimei-
nen epayhtild patee myos, jos v = 0. Lisdksi samanlainen epédyhtéld péatee normin
o (v) arvolle:

tai yhtélailla

ar|[Lvlla < @a(v) < B[ Loz, (4.4)
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missé 0 < ag < f;. Lauseen viite saadaan yhdistamalla yhtalot (4.3) ja (4.4):

o
— (V) < (V) < —pa(v
5, (v) (v) o (v)
Nyt riittda valita \; = /% ja Ao = a% ja véite on todistettu. U

MAARITELMA 4.3. Banachin avaruus. Normiavaruus ¢ on Banachin avaruus, jos
se on téaydellinen normiavaruus. Talloin siis jokainen Cauchy-jono suppenee normia-
varuudessa U.

LEMMA 4.4. Olkoon wuy,us,...,u, ddrellisulotteisen normiavaruuden V kanta.
Talloin
n n
(o) - Sore
j=1 j=1

mdaarittad normin avaruudessa V.

TobisTus. Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ toteuttaa normin méaritelmén 3.14 kol-
me ehtoa. Téssa siis vektorit esitetddn kantavektorien lineaarikombinaationa ja niille
valitaan sopivat kertoimet c¢;. Olkoon nyt v = 2?21 Ciuj.

(1) p(v) =¢ (2?21 cjuj> =51 lcjl > 0, koska [¢;] > 0 kaikilla j = 1,2,...,n.

Jos p(v) = 0, niin Y7, |¢;| = 0 joka on totta vain jos |¢;| = 0 kaikilla

j=1,2,...,n Talléin v =37 | Ou; = 0.

(2) p(v) =¢ (Z?:l /\Cjuj) = i1 [Aeil = [N 2000 el = (A |p(v).
(3) plv+w) = (Z?:l(cj +dj)uj> = o iile +dil < 370 el + 1dy] =
p(v) +p(w).
U

LAUSE 4.5. Jokainen normiavaruus V, jonka dimensio on ddrellinen, on Banachin
avaruus.

Tobistus. Olkoon (v;)7°, Cauchy-jono normiavaruudessa V ja olkoot vektorit
Uy, Us, . .., U, sen kanta. T&lloin jokaisella € > 0 on olemassa luonnollinen luku K
siten, etta

|vgst — vkl < e kun k > K jal > 1.

Olkoon normi ¢ lemman 4.4 mukainen. Té&lloin lauseen 4.2 nojalla kaikille v € V
patee
Aflvll < v) < Aolvll

jollain 0 < Ay < Ao. Lausutaan vektori v, kantavektorien ja vakiokertoimien c;j, avulla

n
Vr = E CjrUyj.
j=1

Talloin kaikilla £ = 1,2, ..., n kertoimista c;; muodostettu jono on rajoitettu. Taméa
seuraa siitd, ettd jokainen Cauchy-jonon (v;)$2, jisen v; on rajoitettu, joten kaikkien
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jasenten kertoimet ovat rajoitettuja. Lisdksi
n
|Cir1 — Cige| < E ikt — Cjil
=1

= SO(UkH - Uk)

< ol|vktr — |-

Téastd seuraa, ettd jono (¢; )52, on Cauchy-jono kaikilla ¢ = 1,2...,n. T&lléin on
olemassa d; € K siten, ettd ¢;;, — d;, kun k — oo. Jos asetetaan

n
V= Z diui,
i=1
niin talloin
Al = wvil] < (v — )

= (Z(Czk - dz>uz>

i=1
n

< Z lcik — dil.
i=1

Téstd seuraa, ettd ||v — vg|| — 0, kun k — oo.
U

ESIMERKKI 4.6. Osoitetaan, ettéd jonoavaruudet [? ovat Banachin avaruuksia. Jo-
noavaruuksien normi on

1
> P
Jull, = (Z |Ui|p> , kun 1 < p < o0.

i=1
Lisaksi méaaritellaan viela aaretonnormi
[ulloo = sup |ul,

kun tarkastellaan [*°-avaruutta, johon kuuluvat kaikki rajoitetut lukujonot. Osoite-
taan, ettd Cauchy-jono suppenee [P avaruudessa, kun p < oo. Olkoon (u;)2, € I?
Cauchy-jono. Téllgin kaikilla € > 0 on olemassa N € N siten, ettd

0 »
|t — wnllp = (Z |t ke — un,k\p> <eg, kunn,m > N.
k=1

Kiinnittamaélla yksi alkuperéisen Cauchy-jonon indeksi £ € N saadaan Cauchy-jono
(uig)2,. Téssd kerroinkunta K on reaali- tai kompleksilukujen joukko, jotka ovat
taydellisid, joten télloin Cauchy-jono (uy;)$2; suppenee johonkin arvoon v, € K.

Néytetadn, ettd alkuperdinen Cauchy-jono suppenee lukujonoon (vg)g2 . Cauchy-
jono on rajoitettu Cauchyn ehdon 2.19 nojalla, joten [|v||, < co. Nyt

1
K P
(Z |t — uk,nyp> < |ty — ]|, < € kaikille K € N.
k=1
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Haluttu tulos ||v — u,]|, < € saadaan, kun n — oo ja K — oc.

Tarkastellaan vield, ettd [*°-avaruus on Banachin avaruus. Téssd voidaan kayt-
taa samanlaista péittelyd, ettd Cauchy-jonon (u;)$2, jasenien k :nsien lukujen muo-
dostamat jonot ovat Cauchy-jonoja, joilla on raja-arvo vg. Télloin haluamme néyt-
tdd, ettd jono v = (v)5, loytyy ja jono (u;)$2, suppenee tdhén jonoon v. Nyt siis
|vk — ugi||lo < € kaikilla k € N. Téstéd saadaan, etté

|v — ul|oo = sup |vg — ug| < e.

4.2. Hilbertin avaruudet

Téssé kappaleessa tutustumme jo useampaan kertaan mainittuihin Hilbertin ava-
ruuksiin. Ne ovat yleistys Euklidiselle avaruudelle, eli niissd on voimassa vektoriava-
ruuden aksioomat, vektoreiden vélinen etdisyys ja kulman suuruus. Lisédksi ndméa
ovat tédydellisid avaruuksia. Kdymme ldpi miten Hilbertin avaruudet eroavat Banac-
hin avaruuksista. Loppuhuipennus on osoittaa, etté kaikilla Hilbertin avaruuksilla on
ortonormaali kanta. Tamén kappaleen keskeisimmiit 1dhteet ovat Hans Wilhelm Altin
Linear Functional Analysis [1], Sheldon Axlerin Measure, Integration & Real Analysis
[2], An Application-Oriented Introduction ja Lauri Kahanpdin Funktionaalianalyysi:
Suoraviivaista Ajattelua - Osa 2 [11].

MAARITELMA 4.7. Hilbertin avaruus H on Banachin avaruus, jolla on sisdtulon
indusoima normi.

ESIMERKKI 4.8. Yksinkertaisin esimerkki Hilbertin avaruudesta euklidinen ava-
ruus R™ varustettuna luonnollisella sisdtulolla (ulv) = >77_, ujv;. Tama on osoitettu
sisdtuloksi ja myos R™ on osoitettu taydelliseksi.

MAARITELMA 4.9. Joukko on konveksi, jos sen minké tahansa alkioiden vélille on
mahdollista vetdd jana siten, ettéd kaikki janan pisteet kuuluvat myos alkuperiiseen
joukkoon. Toisin sanoen, jos V on vektoriavaruus ja U on sen osajoukko, niin talloin
joukko U on konveksi, jos

(1—1t)f +tg € U kaikilla t € [0, 1] ja kaikilla f,g € U.

HuomAuTUS 4.10. Vektoriavaruuden kaikki aliavaruudet ovat konvekseja. Kon-
veksiuden maéaritelmé toteutuu, koska aliavaruuden alkioiden laskutoimitukset ovat
suljettuja.

MAARITELMA 4.11. Olkoon V normiavaruus, A sen epétyhjé osajoukko seki u €
V. Talloin alkion u etdisyys joukosta A madaritelldén

d(u, A) = inf{|Ju —v|| | v € A}.
Téssé d(u, A) = 0 jos ja vain jos u € A.

Yksi suuri ero Banachin ja Hilbertin avaruuksien vililld on se, ettd Banachin
avaruuksissa etéisyys alkiosta suljettuun aliavaruuteen ei valttamétta toteudu milldéan
aliavaruuden tietylla alkiolla. Seuraava esimerkki havainnollistaa tété ja sen jalkeinen
lause osoittaa, ettd néin ei voi koskaan kdyda Hilbertin avaruuksien tapauksessa.



4.2. HILBERTIN AVARUUDET 30

ESIMERKKI 4.12. Vektoriavaruus C([0, 1]) varustettuna normilla || f|| = supyq | f]
on Banachin avaruus. Téll6in

a={recou [r=0 s sw=o}

on avaruuden C([0,1]) suljettu aliavaruus. Olkoon u € C([0,1]) siten, ettd u(z) =
1 — z. Olkoon
k

-1
vp(z) = §—x+%—l—i+1 € A kaikilla k € N.
Nyt
1
lim ||u—vg]| = 3

josta seuraa, ettéd d(u, A) < 1. Josv € A, niin fol u(z)—v(z)dr = § jau(l)—v(l) = 0.
Néaista seuraa, etté

1
lu = ol = sup |u(z) —v(z)] > 5.
0,1 2
Talléin d(u, A) = 3, mutta joukossa A ei ole alkiota v, jolla toteutuu [[u — v|| = 3.

Seuraava lause osoittaa, ettd Hilbertin avaruuden alkion etdisyys sen suljettuun epé-
tyhjaan konveksiin osajoukkoon saadaan aina yksikésitteiselld osajoukon alkiolla.

LAUSE 4.13. Olkoon H Hilbertin avaruus ja uw € H sekd A avaruuden H epdtyhjd
suljettu konveksi osajoukko. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen v € A siten, ettd

lu = ol = d(u, A).

TobisTus. Aloitetaan nayttamalli, ettd 16yddmme osajoukon A alkion, jolla on
haluttu etdisyysominaisuus. Olkoon (v;)$°; € A jono, siten etté

lim ||Ju — v;|| = d(u, A).
1—00

Olkoot n,m € N ja ¢ > 0, jolloin

lvn = vmll* = [[(u = vm) = (u = vn)[|*

= 2||u — v [* + 2[Ju — val* = (|20 — (vin + ) [I®

2
Um + Up,

= 2||u — vm||2 + 2||u — vn||2 —4 Hu —

< 2w — v |]? + 2|lu — v,||* — 4d(u, A)?
< 2(d(u, A) + €)* + 2(d(u, A) 4 £)* — 4d(u, A)?
= 4d(u, A)e + 4¢*, kun n ja m riittivin suuria.

Toinen yhtésuuruus seuraa suunnikassdénnosté ja 223 € A seuraa joukon A kon-
veksiudesta. Tastd epayhtélosta seuraa, ettd (v;)22; on Cauchy-jono. Télloin taydel-
lisyyden nojalla on olemassa v € A siten, etti

lim [jv; — o] = 0.
1—00
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Koska A on suljettu osajoukko ja v; € A kaikilla ¢ € N seuraa, ettd v € A. Téllin
olemme l6ytéineet siis alkion v € A siten, etté

[ —wll = d(u, A).
Osoitetaan vield alkion v yksikésitteisyys. Olkoot v, v’ € A siten, ettéd
lu = v[| = [lu — || = d(u, A).
Talloin
lo = o'|* = 2[ju = v]|* + 2[lu — '] — 4d(u, A)* =0,

koska voimme tehd& samat laskut mitd aiemmin korvaamalla alkiot v, ja v,, alkioil-
la v ja v'. Kayttamalld oletusta ||u — v|| = ||lu — v'|| = d(u, A) saadaan viimeinen
yhtasuuruus ja se implikoi, ettd v = v’. U

Seuraavaksi kédyd&ddn ldpi ortonormaalin joukon ominaisuudet ja Gram-Schmidt -
menetelma, joka varmistaa ettd voimme aina muodostaa ortonormaalin joukon misté
tahansa lineaarisesti riippumattomasta joukosta.

MAARITELMA 4.14. Sisdtuloavaruuden V osajoukko F' C V on ortogonaalinen
joukko, jos (u|v) = 0 kaikilla u,v € F, kun u # v. Osajoukko on liséksi ortonormaali,
jos ||ul] = 1 kaikilla u € F. Ortonormaalin joukon alkioille siis pitee

(UIv):(sM:{ 0 josu#uv

1 josu=w.
Merkintéé o, kutsutaan myos Kroneckerin deltaksi esimerkiksi kvanttimekaniikassa.

LAUSE 4.15. Gram-Schmidt. Sisituloavaruuden V lineaarisesti risppumaton jo-
no (u;)2, voidaan ortonormittaa, eli saadaan jono (v;)52, siten, ettd (v;lv;) = 1 kai-
killa i ja (v;lv;) =0, kun @ # j, sekd (uy,ug, ..., uy) = (1, V2, ..., 0,) kaikilla n € N.
Gram-Schmidt menetelmd toimii seuraavalla tavalla

V1 = Uy
(uz|v1)

Vg = U2 — 1
[[oe]?
(uslvy) (us|va)

V3 = Usg - 2
[Jvr][? vz 2
-1

. \ (un’UJ)

Un u”_z 2 J

= il

Lopuksi kaikki vektorit v; normitetaan jakamalla ne normillaan.

TobpIsTus. Tarkastetaan, ettd vektorit v; ovat todellakin ortogonaalisia. Léhde-
taan liikkeelle vektoreista vy seké vs:

(U2|Ul)
v |

(U2|Ul)
v |

(02|Ul) = (uQ - U1|Ul) = (u2|'01) - (U1’?)1) = 0.
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Néamaé ovat siis ortogonaalisia keskendén. Oletetaan, ettd vektorit vy, v, ... v,_1 ovat
kaikki ortogonaalisia keskendén. Osoitetaan, etta

n—l(

_ Un|v;)
o ‘“”‘]Z sl ™

on ortogonaalinen minké tahansa vektorin v; kanssa, kun ¢ =1,2,...,n—1:
n—1 n—1
Up|v; Up|v;
(vnlvs) = (un =) :( i ;)w) = (un|vi) — Lo Jz)%lvi :
— |l — v
J=1 J=1
Téssa

. Un |Vq
Summan termi (H;{'Hg)
J

(vjlv;) = 0, kun 7 # j koska (v;]v;) = 0, joten jaljelle jaa
(un|vi)
~ o (Uilvi) =0

vl
Tamén jilkeen on mahdollista normittaa jokainen vektori jakamalla se omalla nor-
millaan. U

(onfvi) = -+ = (unvi) =

MAARITELMA 4.16. Olkoon H Hilbertin avaruus ja A sen epéatyhji suljettu kon-
veksi osajoukko. Ortogonaaliprojektio avaruudelta H avaruuteen A on funktio P4 :
H — H, jossa P4(u) on joukon A yksikésitteinen alkiota u lahimpéné oleva alkio.

LEMMA 4.17. Ortogonaaliprojektiolla Hilbertin avaruudessa H, jolla on suljettu
epdtyhja konveksi osajoukko A, on voimassa seuraavat ominaisuudet:
(1) Psu = u jos ja vain jos u € A.
(2)fzgofﬂgzifk.

LAUSE 4.18. Projektiolause. Olkoon H Hilbertin avaruus, uw € H sekd V sen
suljettu aliavaruus. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen vektori v aliavaruudessa V.,
jolla on seuraavat yhtdpitdvdt ominaisuudet:

(1) uw—v on ortogonaalinen aliavaruuden V' kanssa.
(2) flu = vl = mingey [ju — al|

TobisTus. Lihimmaén pisteen olemassaolo seuraa lauseesta 4.13, joten riittad to-
distaa ehtojen yhtapitavyys. Ensimmaéisestd ehdosta on helppo huomata, ettd toinen
ehto toteutuu, koska vektori u — v on ortogonaalinen aliavaruuden V kanssa. T&lloin
nédiden vektorien erotuksen normi on aina pienempéaé, kuin minkédan aliavaruuden V'
vektorin normin erotus vektorista u. Muodostetaan kolmio, jonka kérjet ovat u,v ja
a € V. Tama kolmio on suorakulmainen, koska v — v on ortogonaalinen aliavaruuden
V' kanssa. Vektorit v ja a € V', joten my0s vektori v — a € V. Pythagoraan lauseesta
seuraa, etta

lu—al* = [lu—v|]* + lv —al*.
Koska ||[v —al|* > 0, niin ||u — a||* > ||u — v||*. Téten kateetti u — v on lyhyempi kuin
hypotenuusa v — a ja téllin toinen ehto toteutuu.

Toisesta ehdosta seuraa ensimmaéinen taas antiteesilld. Oletetaan siis, ettd piste
v on aliavaruuden V' ldhin piste pisteeseen u. Jos vektori u — v ei ole ortogonaalinen
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aliavaruuden V' kanssa, niin télloin on jokin aliavaruuden V vektori w siten, etté
(u—v|w) # 0.

Tarkastellaan t&lloin kolmiota, jonka kérjet ovat u, v, ja v + w. Talla kolmiolla ei
ole siis suoraa kulmaa kérjessi v. Tarkastellaan nyt aliavaruutta (u, v, w). Huomataan,
ettd pisteen v kautta kulkeva vektorin w suuntainen suora sisdltdé pisteen a = v +
(u—v| HwII)IIwH Sievennetddn lauseke

w

Tl = (”* (“‘“’uwu)uwu'uwu)
- <“+ ) Tl <”'uwu)||wu‘uw||)
— () + (ul ) = (el

(a

Nyt

<“ || HZII Ol

—@ﬁEmXMWmJ+OﬁEwMMmﬂp
:<mwﬂxmwmp—«wmmxmmm»
- (U|m)(u|m) + (U|m)(u|m)
=0,
joten Pythagoraan lauseesta seuraa
lu—vl* = llu — al|* + lla — v||*.

Koska piste a 16ytyy aliavaruudelta V' on mahdotonta, ettd piste v olisi 1dhin pis-
te, koska ||u — al|?> < |ju — v||>. Tdmi on ristiriita. T#std johtuen ehdosta kaksi on
seurattava, ettd vektori u — v on ortogonaalinen aliavaruuden V' kanssa. U

MAARITELMA 4.19. Olkoon (u;)$°; ortonormaali Hilbertin avaruuden H jono.
Lukuja (v|u;) kutsutaan vektorin v € H koordinaateiksi eli abstrakteiksi Fourier-ker-
toimiksi.
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SEURAUS 4.20. Besselin epdyhtdlé. Olkoon H Hilbertin avaruus, A C H sen
aliavaruus ja (u;)2, € A ortonormaali jono. Tdlloin kaikilla v € A pitee

o0

> )P < Jo)”
=1

Tobistus. Olkoon {uy,us,...,u,} C A ortonormaali joukko. Olkoon v € A ja
n . . e
w =Y (u]v)u;. Huomataan, ettd ortonormaaliudesta, siséitulon vasemman puolen
lineaarisuudesta ja Pythagoraan lauseesta seuraa

n n

[w]? = (Z(Uz’|v)uz’| Z(Uﬂv)uz') = Z(Ui’U)Z (wilu;) = Z(ui!v)Q-

i= ' i=1 i=1
Nyt saadaan
0< flv—w|®=(v—wlv—w)
— JJoll? = (v]w) — (ofw) + [lw]p
< [[o]I* = 2 Re((v[w)) + [|w|*
< [[olI* = 2l (vw)] + [Jw]*

= [[v]|* — 2 <v| Z(wiv)uz-) + ||
=1

= Jlol* =2 (wilo)* + Juwl?
i=1

= [[oll* = 2ljwl® + [lw]* = [lv]* = [lw]*

Epéyhtilostia 0 < |[v]|? — ||w]|? saadaan ||w]|? < ||v]|?, josta seuraa ||w|| < ||v||. Tasta

saadaan
n

> (wil)* < o>

i=1
Koska tama pétee kaikilla n € N, voidaan ottaa raja-arvo n — oo ja saadaan haluttu
tulos. 4

MAARITELMA 4.21. Olkoon H Hilbertin avaruus. Epéatyhjan osajoukon A C H
ortogonaalinen komplementti on joukon A kaikkia vektoreita kohtisuorassa olevien
vektorien joukko

At ={uc H | (ula) = 0 kaikilla a € A}.

LAUSE 4.22. Olkoon H Hilbertin avaruus, (u;)2, ortonormaali jono ja (\;)52,

lukujono. Talloin sarja

o
E Aitl;
i=1

suppenee kohti nollavektoria jos ja vain jos kaikilla 1 = 1,2, ... pdtee \; = 0.
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TobIsTUS. Jos 0 = 221 Aiu;, niin sisdtulon ensimméisen komponentin lineaari-
suuden ja jatkuvuuden nojalla saadaan

o= (S hmte) = (s D)
i=1 i=1
- nlgrolo (Z_; )‘zuz|u3> = ; Ai(uglug)
= Njlluill* = Ay
Viite on selva, jos \; = 0 kaikilla: =1,2,3,.... O

SEURAUS 4.23. FEdellisestd lauseesta seuraa, ettd mikd tahansa Hilbertin avaruu-
den H ortogonaalinen joukko A C H on lineaarisesti risppumaton. Joskus myds sa-
notaan, ettd ortogonaalinen joukko on vapaa.

MAARITELMA 4.24. Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta on ortonormaali
joukko V' C H, jolla on seuraavat yhtépitavit ominaisuudet.

(1) Joukko V' virittdd koko Hilbertin avaruuden, eli (V') = H.

(2) V+ ={0}.

(3) V on maksimaalinen ortonormaali joukko, eli jos V' C F' ja F on ortonormaali
niin V' = F.

LAUSE 4.25. Parsevalin yhtdlo ja [*-lause. Olkoon H Hilbertin avaruus, missd
(u;)2, on avaruuden ortonormaali jono sekd (A;)32, lukujono.

a) Sarja
i=1
suppenee jos ja vain jos Y .o, | M| < oo.
b) Jokainen lukujonon (X\;)52, jasen on Fourier-kerroin, kun sarja (4.5) suppenee.

¢) Parsevalin yhtdlo, eli ddretonulotteinen Pythagoraan lause, on voimassa, kun
sarja (4.5) suppenee:

loll =

> Nl
i=1

TobpisTus. Oletetaan, ettd sarja (4.5) suppenee. Télloin sisdtulon jatkuvuuden ja
ortonormaaliuden nojalla pétee

(v]u;) = (Z )\Z-u2-|uj> =) Niluiluy) = A
i=1 i=1
Talloin Besselin epayhtilosta seuraa
Do =) 1@l < Jlo)? < oo
i=1 i=1

Téstd huomataan, ettd sarjan (4.5) suppenemisesta seuraa suoraan kerroinjonon ne-
136 t o) s 2
1osummautuvuus ) .~ (A" < 00.
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Oletetaan, ettd kerroinjonon neliGsumma suppenee. Téll6in sarja (4.5) on Cauchy-
sarja, koska kaikilla n < m pétee dérellisulotteinen Pythagoraan lause ja téstéd seuraa

m 2 m
i=n i=n

Suppeneminen on suora seuraus Hilbertin avaruuden taydellisyydesté. Parsevalin yh-
talo saadaan valitsemalla n = 1 ja antamalla luvun m kasvaa rajatta. 0

Nyt voidaan osoittaa, ettd jokaisella Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta.
Tamén osoittamiseksi hyodynndmme Zornin lemmaa, josta mainittiin Hamelin kan-
toja tarkastellessa. Hilbertin kannan suhteen on tédrkedd muistaa muutamia keskeisia
asioita [11].

(1) Hilbertin kannan ei tarvitse olla numeroituva joukko.

(2) Saman Hilbertin avaruuden eri kannat ovat yht& mahtavat.

(3) Hilbertin kanta ja Hamelin kanta ovat hyvin erilaisia. Jokainen Hilbertin
avaruuden kannan vektori on dérellinen lineaarikombinaatio Hamelin kannan
vektoreista. Numeroituvaulotteisen Hilbertin avaruuden Hamelin kanta on
ylinumeroituva. Taméin huomaa esimerkiksi jonoavaruuden [? tapauksessa.

LAUSE 4.26. Jokaisella Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta.

TODISTUS. Zornin lemman mukaan osittain jarjestetyssi joukossa (J, <) on mak-
simaalinen alkio, mikéli sen jokaisella tédysin jirjestetylld osajoukolla eli ketjulla on
yldraja joukossa J [2]. Asetetaan nyt

J = {avaruuden H ortonormaalit joukot}
A < Bjos javain jos A C B, missi A, B € J.

Halutaan siis 16ytdd maksimaalisen alkion ja t&lloin pitdéa tarkastaa, ettd jokaisella
ortonormaaleista joukoista téysin jarjestetylld joukolla A on ylaraja. Tdémé on analo-
ginen ortonormaalin joukon £ C H kanssa, joka sisdltdé osajoukkona jokaisen joukon
A alkion. Téllainen ylaraja saadaan muodostamalla kaikista joukoista A yhdiste

E=|]JA

AcA

Tastd on helppo ndhdé, ettd joukko E todellakin sisdltda kaikki joukot A. Taytyy
ainoastaan osoittaa, ettd joukko F on ortonormaali joukko. Valitaan alkiot u,v € E
ja niitéa vastaavat alkiot A,, A, € A siten, ettd u € A, jav € A,. Koska A, ja A, ovat
taysin jarjestetyn joukon alkioita, niitd voidaan vertailla. Yleisyyden vuoksi voidaan
olettaa, ettd A, C A,. Talloin alkiot u ja v kuuluvat samaan ortonormaaliin joukkoon
A, ja ovat ortogonaalisia tai samoja. U

ESIMERKKI 4.27. Jonoavaruus [? varustettuna sisiatulolla

oo
(ulv) = 3w,
=1
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missd v ja v ovat jonoja, on Hilbertin avaruus. T&ll6in meilld on &aretonulotteinen
Hilbertin avaruus. Sisdtuloa vastaava normi on

[ull2 =

Mik&an muu jonoavaruus ei ole Hilbertin avaruus, koska ne eivéit toteuta suunnikas-
saantod. Tassd tapauksessa [?-avaruudelle sopii ortonormaaliksi kannaksi standardi-
kantaa muistuttava kanta, jonka jasenid ovat

w 0 josi#j
P11 josi= g
Kantavektoreina ovat lukujonot joiden yksi alkio on yhté suuri kuin yksi ja loput ovat
nollia.

4.3. Pohdinta

Vektoriavaruudet ja niitd késitteleva teoria ovat todella monipuolinen ja laaja
matematiikan osa-alue ja olen tyytyvéinen, ettéd sain téssa tyossa syventya Hilbertin
avaruuksiin. Vektoreiden ja vektoriavaruuksien méaéritteleminen lyhyesti on vaikeaa.
Lukiosta tullut oppilas saattaisi sanoa, ettd vektori on jana avaruudessa ja talld ja-
nalla on suunta [12]. Itse sanoisin vektoreiden olevan objekteja, joita voidaan laskea
yhteen ja joita voi kertoa skalaarilla. Toisaalta fysiikkaan orientoitunut henkilo saat-
taa todeta, ettd vektorilla on suunta ja suuruus. Naissd kuvauksissa on kaikissa to-
tuutta ja parhaimman késityksen vektoreista saa yhdistamaélla nditd ndkemyksié eli
representaatioita.

Vektoriavaruuksien ymmaértaminen vie aikaa ja vaatii monenlaisien eri represen-
taation muotojen hallintaa. Kuitenkin talla hetkelld varsinkin lukiossa suositaan geo-
metrista representaatiota. Mielesténi siind piilee riski, ettd vektorit ndhdaéin vain jon-
kinlaisena erilaisena muotona analyyttisesta geometriasta, vaikka ne ovat myos niin
paljon muuta. Oman kokemukseni mukaan oppilaita aliarvioidaan vektoreiden suh-
teen ja vektoreita yritetddn opettaa yksinkertaistaen niitd koskevaa teoriaa. Esimer-
kiksi sisdtuloa késiteltdessa aluksi se opetetaan kaksi- tai kolmiulotteisena pistetulona,
sen jélkeen se opetetaan n-ulotteisena pistetulona, kompleksisena pistetulona ja sit-
ten saatetaan alkaa késittelemédn yleisia sisdtuloja. Mielesténi olisi kokeilun arvoista
sisallyttaéd opetukseen ajatus, ettd vaikka heti ei késitella muita sisdtuloja kuin piste-
tuloa, niin silti voi mainita ettd tdmaé ei ole ainoa sisédtulo. Tdmén kaltaista menettelya
on hyodyllista pitdd mielessé opettajana, jotta valttda mahdollisten virhekésityksien
syntymisen. Minulle vektoreiden opiskelussa on ollut haastavaa, koska geometria ei
riitd kuvaamaan vektoriavaruutta kaikessa yleisyydessédan. Liséksi algebrallista repre-
sentaation kanssa haastavaa on ollut esimerkiksi projektioihin tutustuminen. Termit
piste ja vektori esiintyvét vililla jopa sekaisin ja molempia lasketaan vektoriavaruuden
laskutoimituksilla, joka ainakin minussa herdtti aikanaan himmennysté.

Vektoreiden opettamisen kannalta on jatkossa mielekésté tutkia, miten hyvéa késit-
teiston hallinta matematiikan opiskelijoilla on yliopisto-opintojen alussa. Esimerkiksi
LAG1-kurssin yhteydessd voitaisiin jéarjestda vektoriavaruuden késitteiston hallintaa
testaava koe, jossa on esimerkiksi monivalintakysymyksid. Kokeen avulla saataisiin
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tietoa oppilaiden mahdollisista virhekésityksistd. Téméa myos mahdollistaa nédihin vir-
hekasityksiin puuttumisen opetuksessa. Liséksi on syyta tutkia, miten nykyinen vek-
toreiden opiskelu lukiossa palvelee vektoreiden teorian hahmottamista ja miten sitd
voisi motivoida enemmén. Vektoreita kuitenkin sovelletaan monilla erilaisilla aloilla,
joten mielestéini ei kannata liikaa jumittua vektoreiden geometriseen tulkitsemiseen.
Vektorit vaativat motivointia ja toisaalta harvassa matematiikan alassa pitdd menné
teorian puolella yhté pitkalle mité vektoreiden opetuksessa, jotta sovelluksia padstaan
tekemédn mielekkalla tavalla. Téméa on ehdottomasti haaste, johon on syytéd pohtia
ratkaisuja.



Rn<OQOFONZ

LIITE A

Merkint6ja

Luonnollisten lukujen joukko {0, 1,2,3,...

Kokonaislukujen joukko {1,2,3,...}
Rationaalilukujen joukko
Reaalilukujen joukko
Kompleksilukujen joukko

Yleinen vektoriavaruus

Hilbertin avaruus

Banachin avaruus
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