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Téassd pro gradu -tutkielmassa tutustutaan lumihiutaleupotuksiin. Paétuloksena
todistetaan Assouadin upotuslause, miké osoittaa lumihiutaleupotusten olemassao-
lon. Esimerkkiné lumihiutaleupotuksesta késitellddn von Kochin lumihiutaletta.

Tutkielman alussa mééritelladan keskeiset késitteet, joita ovat muun muassa metri-
set avaruudet, bi-Lipschitz-kuvaus, tdydellisyys sekéd kompaktius. Liséksi todistetaan
tuloksia, joita tarvitaan myochemmin tutkielman muiden lemmojen ja lauseiden to-
distuksissa.

Toisessa luvussa mééritellddn ensin metrisen avaruuden tuplaavuus, lumihiutale-
metriikka ja metrisen avaruuden lumihiutaleversio. Lisdksi osoitetaan lumihiutalever-
sion olevan metrinen avaruus. Tamén jélkeen todistetaan Assouadin upotuslause:
Olkoon (X,d) tuplaava metrinen avaruus. Tdlloin sen jokainen lumihiutaleversio
(X, d*) voidaan bi-Lipschitz upottaa johonkin Euklidiseen avaruuteen RY.

Tutkielman kolmannessa luvussa kisitelladn von Kochin lumihiutalekédyraa. Jotta
kayra voidaan antaa iteroidun funktiojérjestelmén kiintopisteené, madritellddn ensin
kutistavat kuvaukset ja todistetaan Banachin kiintopistelause. Lisédksi méaritellaan
Hausdorff-etdisyys kompakteille epéatyhjille joukoille ja keskeisenéd tuloksena osoite-
taan, etté jokaisella iteroidulla funktiojérjestelmaélld on olemassa yksikésitteinen kiin-
topiste. Lopuksi osoitetaan, ettd von Kochin lumihiutalekéyré on viélin [0, 1] lumihiu-
taleupotus.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua lumihiutaleupotuksiin. Padtulokse-
na todistetaan Assouadin upotuslause. Liséksi esitellidn lumihiutalemetriikka seké
annetaan von Kochin lumihiutalekdyré iteroidun funktiojarjestelméan avulla. Tutkiel-
man lopussa osoitetaan, ettd von Kochin lumihiutalekéyrd on vilin [0, 1] lumihiuta-
leupotus.

Patrice Assouad oli kiinnostunut siitd, milloin metrinen avaruus voidaan upot-
taa bi-Lipschitz-kuvauksella johonkin Euklidiseen avaruuteen. Assouad todisti vuon-
na 1983, ettd tuplaavan metrisen avaruuden jokainen lumihiutaleversio voidaan bi-
Lipschitz upottaa johonkin Euklidiseen avaruuteen. Téma on Assouadin upotuslause,
miké osoittaa lumihiutaleupotuksien olemassaolon. Lisiksi Assouadin upotuslause an-
taa mahdollisuuden todistaa tuloksia tuplaaville metrisille avaruuksille, kun upotuk-
sen kautta saadaan kiyttoon Euklidisen avaruuden tuloksia. Assouadin upotuslauseen
alkuperdinen todistus 16ytyy hénen teoksestaan Plongements lipschitziens dans R™,
[1].

Assouadin upotuslause vaatii metrisen avaruuden lumihiutaleversion ollakseen to-
si. Heisenbergin ryhmé ja Laakson graafit ovat esimerkkeja tuplaavista metrisistéa
avaruuksista, jotka eivét bi-Lipschitz upotu Euklidiseen avaruuteen ilman metrisen
avaruuden lumihiutaleversiota. Tésté lisad lahteissa [10], [14] ja [8].

Jos lumihiutaleversiossa (X, d*), a €]0,1/2[, niin Euklidisen avaruuden dimensio
riippuu metrisen avaruuden (X, d) tuplausvakiosta sekd luvusta a. Lisdksi am ol-
lessa ldhelld nollaa, on Euklidisen avaruuden dimensio suuri. Jos taas a € ]1/2,1],
niin Euklidisen avaruuden dimensio riippuu ainoastaan metrisen avaruuden (X, d)
tuplausvakiosta. Kun « ldhestyy arvoa yksi, ldhestyy metrisen avaruuden lumihiuta-
leversio alkuperiistd metristd avaruutta, miké tekee juuri téstéd tapauksesta mielen-
kiintoisen. Téssé tutkielmassa ei tarkemmin tarkastella a:n arvon vaikutuksia metri-
sen avaruuden tuplausvakioon ja Euklidisen avaruuden dimensioon. Lisdtietoa tésté
16ytyy Naorin ja Neimanin artikkelista [9] sekd Davidin ja Snipesin artikkelista [4].

Assouad on my0s tunnettu Assouadin dimensiosta. Assouadin dimensio on erés
metristen avaruuksien fraktaalidimensio. Muita fraktaalidimensioita ovat esimerkiksi
Hausdorffin dimensio ja laatikkodimensio. Assouadin dimensio antaa vaihtoehtoisen
madritelmén metrisen avaruuden tuplaavuudelle. Liséksi bi-Lipschitz-kuvaukset séi-
lyttavit Assouadin dimension, joten Assouadin dimensio on hyddyllinen upotuson-
gelmien tutkimisessa. Jos metrisen avaruuden Assouadin dimensio on &déreton, ei sité
voida upottaa mihinkadn Euklidiseen avaruuteen. Liséiksi Assouadin dimensio on suu-
rempi kuin esimerkiksi Hausdorffin dimensio, joten on usein helpompaa todistaa sen
ddrettomyys. Lisétietoa Assouadin dimensiosta 16ytyy Fraserin teoksessa [3].



JOHDANTO 2

Von Kochin lumihiutale on ensimmaéisid matemaattisesti kuvattuja fraktaaleja.
Von Kochin kiyraa kutsutaan lumihiutalekayréksi lumihiutaletta muistuttavan ulko-
muotonsa vuoksi. Lumihiutalekdyrd on saanut nimensd Helge von Kochin mukaan,
joka kuvasi kdyran vuonna 1904. Korvaamalla tasasivuisen kolmion jokainen sivu von
Kochin lumihiutalekdyralla saadaan von Kochin lumihiutale (katso Kuva 1). Von Koc-
hin lumihiutalekdyran pituus on dédretén, mutta lumihiutaleen sisdén jadvén alueen
pinta-ala on kuitenkin dérellinen. Von Kochin lumihiutale on esimerkki paradoksista,
jossa addrettomén pituinen kayra esiintyy dérellisessé alueessa. Ndiden ominaisuuksien
todistukset 1oytyvit lahteesta [12].

Hutchinson kehitti tavan esittdéa fraktaalit funkitojarjestelmien avulla. Hutchinso-
nin artikkeli Fractals and Self-Similarity julkaistiin vuonna 1981 [7]. Jotta von Kochin
lumihiutalekdyra saadaan esittettyé iteroidun funktiojarjestelméan avulla, todistetaan
Banachin kiintopistelause, méaritellidn Hausdorff-etdisyys kompakteille epétyhjille
joukoille ja osoitetaan, etté jokaisella iteroidulla funktiojérjestelmalla on yksikésittei-
nen kiintopiste.

Kuva 1. Von Kochin lumihiutale saadaan korvaamalla tavasivuisen
kolmion kaikki sivut von Kochin lumihiutalekayralla. Téassa tutkiel-
massa osoitetaan, ettd lumihiutaleen reunakéyrd saadaan lumihiuta-
leupotuksena. Lumihiutaletta muistuttavan muodon vuoksi puhutaan
lumihiutalemetriikasta ja metrisen avaruuden lumihiutaleversiosta.



LUKU 1
Esitietoja

Téassd luvussa médritellidn metriset avaruudet sekd muita térkeitd kasitteitta.
Lisdksi todistetaan tuloksia, jotka ovat olennaisia tutkielman muiden lemmojen ja
lauseiden todistuksissa. Tamén luvun sisilto 16ytyy ldhteistd [15] ja [11] ellei toisin
mainita.

1. Metriset avaruudet

MAARITELMA 1.1. Olkoon X epityhji joukko. Kuvaus d: X x X — [0,00[ on
metriikka, jos

(1) d(z,y) = 0 jos ja vain jos x =y,

(2) d(z,y) = d(y, x) kaikilla z,y € X ja

(3) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) kaikilla z,y, 2z € X.
Télloin (X, d) on metrinen avaruus.

Oletetaan jatkossa, ettéd joukko X on varustettu metriikalla dx ja vastaavasti jouk-
ko Y on varustettu metriikalla dy ja, ettd (X, dy) ja (Y, dy) ovat metrisid avaruuksia.
Lisdksi oletetaan, ettd avaruudet R™ (n > 1) ovat Euklidisia avaruuksia. Merkinnall4
dp viitataan Euklidiseen metriikkaan. Nain ellei toisin mainita.

Otetaan liséksi kiyttoon avoimelle z-keskeiselle r-siteiselle pallolle merkinta B(x, 7).
Merkit#in vastaavaa suljettua palloa seuraavasti B(z,r). Varataan vield vektoreiden
viliselle sisdtulolle merkinté (-, -).

MAARITELMA 1.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Joukon A C X sulkeuma A
on pienin suljettu joukko, joka siséiltdd joukon A.

MAARITELMA 1.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A epatyhja joukko. Kokoel-
ma (Uy),c4 (avoimia) joukkoja U, C X on joukon K (avoin) peite, jos K C (J, 4 Ua-
Peite on dérellinen, jos joukossa A on aérellisen monta alkiota. Jos on olemassa joukko
B C A siten, ettd (Ug)pep on my6s joukon K peite, niin talloin (Us)sep on peitteen
(Ua) pe 4 Osapeite.

MAARITELMA 1.4. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja A C X epétyhji joukko.
Talloin joukon A halkaisija on

diam (A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

2. Jatkuvuus

MAARITELMA 1.5. Olkoon (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus
f: X — Y on jatkuva pisteessi xg € X, jos jokaiselle € > 0 on olemassa d > 0 siten,
ettd dy (f(x), f(xg)) < € aina, kun z € X ja dx(z,zq) < 9.
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2. JATKUVUUS 4

MAARITELMA 1.6. Olkoon (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus
f: X — Y on Lipschitz-kuvaus, jos on olemassa L > 0 siten, ettd kaikilla x,y € X
patee

Télloin sanotaan myos, ettd kuvaus f on L-Lipschitz.
LEMMA 1.7. Jokainen Lipschitz-kuvaus on jatkuva.

TobisTus. Olkoon (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Oletetaan, ettéd kuvaus
f: X — Y on Lipchitz ja osoitetaan se jatkuvaksi.

Olkoon L = 0. Tallsin dy(f(x), f(y)) = 0, joten f(z) = f(y) kaikilla z,y € X.
Néin ollen f on vakiofunktio ja siten jatkuva.

Olkoon L > 0 ja ¢ > 0. Valitaan ¢ = £. Télloin kaikilla z, 2y € X pétee

dy (f(2), f(x0)) < Ldx (2, 20) < L6 = L - % -

kun dx(x,x0) < 0. Néin ollen kuvaus f on jatkuva pisteessd xy € X. U

MAARITELMA 1.8. Olkoon (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Jatkuva kuvaus
f: X — Y on homeomorfismi, jos se on bijektio ja sen kddnteiskuvaus f~!: Y — X
on jatkuva.

MAARITELMA 1.9. Kuvaus f: X — Y on upotus, jos se méérittelee homeomor-
fismin f: X — f(X). Kuvaus f: X — Y on siis upotus, jos

(1) f on injektio,
(2) f on jatkuva ja
(3) f~1: f(X) — X on jatkuva.

MAARITELMA 1.10. Kuvaus f: X — Y on bi-Lipschitz, jos on olemassa L > 1
siten, ettd

dx(z,y)/L < dy(f(z), f(z)) < Ldx(z,y)
kaikilla z,y € X. Talloin sanotaan, ettd kuvaus f on L-bi-Lipschitz.

LEMMA 1.11. Olkoon (X,dx) ja (Y,dy) metrisid avaruuksia ja kuvaus f: X —'Y
bi-Lipschitz. Tdalloin kuvaus f on upotus.

Tobistus. Kuvaus f: X — Y on bi-Lipschitz, joten on olemassa L > 1 siten,
ettd dy (f(x), f(y)) < Ldx(z,y) kaikilla z,y € X. Kuvaus on siis L-Lipschitz ja siten
Lemman 1.7 nojalla jatkuva.

Jos x # yja f(z) = f(y), niin dx(z,y) > 0 ja dy(f(z), f(y)) = 0. Talloin
epayhtilo dx(z,y)/L < dy(f(z), f(y)) el pade millddn L > 1. Siispa f(z) # f(y)
aina, kun x # y ja néin ollen f on injektio. Téastd seuraa, ettd f médrittelee bijektion
f: X — f(X). Osoitetaan vield kddnteiskuvaus f~1: f(X) — X jatkuvaksi.

Olkoon € > 0 ja valitaan 0 = %, missd L > 1. Olkoon z,zy € f(X) C Y. Nyt
fﬁl(x), fﬁl(xo) € X. Lisdksi kuvaus f on bi-Lipschitz, joten saadaan

dx(f7 (@), [ (20))/L < dy (w, 20).
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Nain ollen
d)((le(iL‘), le(iCo)) < dy(SC, :L'())L
< 0L = % L=¢,

kun dy (z,xg) < 0. Siispéd kddnteiskuvaus f~1 on jatkuva.
Ylla olevasta seuraa, ettd kuvaus f on upotus. U

Kun jatkossa halutaan osoittaa, ettd kuvaus on bi-Lipschitz upotus, niin Lemman
1.11 nojalla riittaé osoittaa, ettd kuvaus on bi-Lipschitz.

3. Jonot

MAARITELMA 1.12. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Jono (xj); suppenee, jos
loytyy y € X siten, ettéd jokaiselle € > 0 on olemassa k. € N siten, ettd d(xy,y) < &,
kun k > k..

MAARITELMA 1.13. Olkoon (zy)gen jono ja j : N — N kasvava injektio. Téll6in
(Tk, ) pen ON jonon (o;)peny 0SajONO, MISSE Tp, = Tj(n)-

Osajonon médritelmésté seuraa, ettd j(n) =k, > n, silld j: N — N on kasvava
injektio.
LEMMA 1.14. Olkoon (xr)ren suppeneva jono metrisessi avaruudessa (X, d). Ol-

koon x € X jonon (xp)ken raja-arvo. Tdlloin jokaiselle jonon (zx)ren osajonolle
(xy,) pdtee xy, — x, kun n — oo.

TobisTus. Koska jono (zx)ren suppenee pisteeseen x € X, jokaiselle ¢ > 0 on
olemassa k. € N siten, ettd
d(zp,z) <&,
kun n > k.. Nyt osajonon maéritelmén nojalla k, > n > k., joten myos
d(zy,,x) <e
kaikilla € > 0, kun k,, > k.. Siispé osajono (xy, ),y sSuppenee pisteeseen x € X. [

LEMMA 1.15. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja A C X epdtyhji joukko. Til-

loin joukon A sulkeuma A koostuu joukon A alkioiden jonojen raja-arvoista, jotka
suppenevat avaruudessa X .

TobpIsSTUS. Selvésti yksikddn joukon A ulkopisteistd ei ole minkédén joukon A
pisteistd koostuvan jonon raja-arvo. Lisiksi jokainen joukon A piste on vakiojonon
raja-arvo. Néin ollen riittdd osoittaa, ettd jokainen joukon A reunapiste on jonkin
joukon A pisteistd koostuvan jonon raja-arvo.

Olkoon zy € OA. Tallsin kaikilla k& > 1 pitee B (zo, 1) (1A # 0. Olkoon jono
(ar)ren\foy joukon A pisteitd, misséd a, € B (:1:0, %) NA # 0 kaikilla £ € N\ {0}.
Talloin

Tog = lim ag.
k—00

Néin ollen viite pétee. 0

MAARITELMA 1.16. Olkoon (z); metrisen avaruuden (X, d) jono. Jono (xy)x on
Cauchyn jono, jos jokaiselle ¢ > 0 l6ytyy k. € N siten, ettd d(z,,,z,) < ¢ kaikilla
m,n > k..
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LEMMA 1.17. Jokainen Cauchyn jono on rajoitettu.

Tobistus. Olkoon ()72, Cauchyn jono metrisessd avaruudessa (X, d). Olkoon
e > 0. T&lloin on olemassa k. € N siten, etta

d(xp, xm) < &,
kun m,n > k.. Nyt saadaan
sup {d(xp, Tp) : m,n > 1} <sup{d(zp,zm) : 1 <m,n < k.}
+ sup {d(xp, xp) : m,n > k.}
< max {d(Ty,Tn) 1 <m,n <k.}+e.

Néin ollen jono (xx)52, on rajoitettu. O
4. Taydellisyys

MAARITELMA 1.18. Jos metrisen avaruuden (X, d) jokainen Cauchyn jono sup-
penee, on (X, d) tiaydellinen.

LEMMA 1.19. Metrinen avaruus (]RN,dE) on taydellinen, kun N > 2.

TobIsTus. Oletetaan tunnetuksi, ettd (R, |- |) on tdydellinen.

Olkoon (x4)$2, Cauchyn jono avaruudessa R, missi z = (24,, Zpy, ..., Try ) Kai-
killa & > 1. Kiinnitetdén jokin j € {1,2,...,N}. Olkoon (z;(xz})),-, reaalilukujono,
missé x;(zr) = 7. Jono (wx)72, on Cauchy, joten on olemassa k. € N siten, ettd

dp(Ty, Ty) < €
kaikilla € > 0, kun m,n > k.. Lisdksi

|2j(n) = 25 (2m)| < dp(@n, Tm),
joten
|2(n) = j(zm)| <&
kaikilla € > 0, kun m,n > k.. Néin ollen jono (z;(zx))s2; on Cauchy. Koska R on

taydellinen, jono (z;(xy))5>, suppenee johonkin z; € R. Vastaavasti voidaan paitelld
jokaiselle j =1, ..., V.

Olkoon
T = (lim xq(zg), lim zo(xg), ..., lim :z:N(xk))
k—o0 k—o0 k—o0
= (21,22, ..., TN).
Nyt
dE(LL'k, 1’) — 0,
kun k& — oo. Siispa jono (xy)%, suppenee ja siten R on tdydellinen. O

LAUSE 1.20 (Cantorin leikkauslause). Olkoon (X,d) tdydellinen metrinen ava-
ruus. Olkoot E, Es, ... epdatyhjid suljettuja joukkoja siten, ettd

XDE DEyD---

Jos diam (Ey) — 0, kun k — oo, niin talloin

m Ey, = {l’o}



5. KOMPAKTIUS 7

jollakin xy € X.

Tobistus. Olkoon jokaisella k& € N piste x; € FEj. Kiinnitetddin ¢ > 0. Koska
diam (Ey) — 0, kun & — oo, niin on olemassa k. € N siten, ettd diam (Ey) < ¢
kaikilla k& > k.. Liséksi kaikille n,m > k. pitee z,, € E, C Ey_ ja x,, € E,, C Ek_,
silld joukot Ej ovat sisékkéisid. Nyt halkaisijan mééritelmén nojalla

d(xp, xy) < diam (Fy) < €

kaikilla n, m > k.. Siispé (z,)nen on Cauchyn jono, joka suppenee pisteeseen zy € X,
koska metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen.

Olkoon [ € N. Nyt myds jono (z,)5, suppenee pisteeseen z. Lisdksi joukkojen
sisdkkéisyyden nojalla kaikille n > [ pétee x,, € E,, C Ej;. Nyt Lemman 1.15 nojalla

To € El = El ja siten
To € m Ek
k=1

Osoitetaan vield, ettéd leikkaukseen kuuluu vain piste xg.
Olkoon yy € [y, Ex. Talloin xg,yo € Ej kaikilla k € N. Néin ollen

d(x())y()) S diam (Ek) — Oa

kun k — oo eli ¢ = yo. Siispé

() B = {z0}.

5. Kompaktius

MAARITELMA 1.21. Metrisen avaruuden joukko K on kompakti, jos sen jokaisella
avoimella peitteelld on &dédrellinen osapeite.

MAARITELMA 1.22. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Jos jokaisella jonolla joukon
K C X pisteitd on olemassa suppeneva osajono, on joukko K jonokompakti.

LAUSE 1.23. Metrinen avaruus on kompakti, jos ja vain jos se on jonokompakti.

Lauseen 1.23 todistus ohitetaan. Tamaéan lauseen todistus vastaa Vaisalan teokses-
ta loytyvaa todistusta [15, s.103-104].

LEMMA 1.24. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Kompakti joukko A C X on sul-
jettu ja rajoitettu.

TobisTus. Aloitetaan osoittamalla joukko A suljetuksi. Olkoon z € X \ A ja
U = X \ B(z, 1), missé k = 1,2,... T&ll6in Uy on suljetun pallon komplementtina
avoin joukko kaikilla & = 1,2,... Lisiksi A C (Jg, Uy, joten (Uy), on kompaktin
joukon A avoin peite. On siis olemassa n € N, jolla A C U, joten B(z, %) C X\ A
Néin ollen x on joukon A komplementin sisdpiste. Koska z on mielivaltainen, on
joukon A komplementti avoin joukko. Siispd A on suljettu joukko. Osoitetaan viela,
ettd A on rajoitettu joukko.
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Olkoon = € A. Tdllsin A € X = |J;2, B(z,1). Koska A on kompakti joukko,
on olemassa &érellinen indeksijoukko I siten, ettd joukon A erds dérellinen peite on
yhdiste sisidkkéisid avoimia palloja B(x,1), missa ¢ € I. Télloin

UB(m,i) = B(z, maxI).
iel
Nyt saadaan
diam (A) < 2max [

ja ndin ollen A on rajoitettu joukko. U

LEMMA 1.25. Olkoot joukot K1, Ky, ..., K,, metrisen avaruuden (X, d) kompakteja
epdatyhjid osajoukkoja. Tdalloin yhdiste

U &
k=1
on kompakti.

TobisTus. Olkoon (U;);er yhdisteen | J,_, Ky avoin peite. Valitaan ¢ € {1,2, ..., n}.
Nyt

K c| K. c|JUu
k=1 i€l
joten (U;);e; on myos joukon K, avoin peite. Koska K; on kompakti on olemassa
aarellinen joukko I} C I siten, ettd

K, cl|Ju,

i€l]

U; on joukon K, d#rellinen osapeite. Madritelldan

r=Jr.
t=1
Tamé joukko on selviésti dérellinen ja I’ C I. Jos x € |J;_, K, niin x € K; jollakin

t=1,...,n ja siten
WS U U, C U U;.

il el

missé siis ;¢
t

Siispa
UxicUu
k=1 ;
janéin ollen (U;);ep on yhdisteen | J;_, K}, dérellinen osapeite. Siispa yhdiste (J;_; Ky
on kompakti. O

LEMMA 1.26. Olkoon f : (X,dx) — (Y,dy) jatkuva kuvaus. Olkoon joukko K C X
kompakti. Talloin kuvajoukko f(K) CY on kompakti.
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TobisTus. Olkoon (yx)ren jono joukossa f(K). Talloin jokaiselle & > 1 16ytyy
x € K siten, ettd f(xp) = yg. Joukko K on Lauseen 1.23 nojalla kompaktina myo6s
jonokompakti, joten jonolla (zx)ren on osajono (zx,)jen, joka suppenee pisteeseen
x € X. Koska f on jatkuva kuvaus, niin

flaw,) — fl2),
kun 7 — oco. Néin ollen
yr, — [flz) € f(K),
kun j — oo. Siispé kuvajoukko f(K) on jonokompakti, ja siten Lauseen 1.23 nojalla
kompakti. U

LAUSE 1.27 (Heine-Borel). Euklidisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja
vain jos se on suljettu ja rajoitettu.

TobisTus. Olkoon joukko A C (R",dg). Oletetaan, ettd joukko A on kompakti.
Talloin Lemman 1.24 nojalla A on myos suljettu ja rajoitettu.

Oletetaan seuraavaksi, ettd A on suljettu ja rajoitettu joukko. Osoitetaan, etté
talloin joukko A on kompakti. Lauseen 1.23 nojalla riittdd osoittaa, ettd joukko A on
jonokompalkti.

Olkoon (ag)ren jono joukon A pisteitd. Koska A on rajoitettu joukko, 1oytyy
M > 0 siten, etté

AcCIy=[-M,M]".
Jaetaan [, koordinaatti hypertasoilla yhtédsuuriin M-sivuisiin suljettuihin n-véleihin
Il,...,I?", joita on siis 2" kappaletta. Oletetaan liséiksi, etti niiden n-vilien leikkauk-
set siséltyvit koordinaatti hypertasoihin. Olkoon I; néistd n-véleistad sellainen, joka
siséltdd ddrettoméan monta jonon (ax)ren pistettd. Olkoon (ai,)jen jonon (ax)ren
osajono, joka koostuu vélin [y pisteista.

Jaetaan vastaavasti I; koordinaatti hypertasojen suuntaisilla hypertasoilla %-
sivuisiin n-vileihin I, ..., I2", joita on 2" kappaletta. Olkoon I, niistd n-vileisti
sellainen, joka siséltdd ddrettomén monta jonon (ax)ren pistettd. Olkoon (ag;)jen
jonon (ag)ren osajono, joka koostuu vilin I, pisteista.

Jatkamalla induktiivisesti saadaan sisékkéiset vélit Iy D I; D Iy D ..., jotka ovat
suljettuja ja rajoitettuja. Liséksi jonolle (ax)ren saadaan osajonot (ax;)jen vélin Iy
pisteitd jokaisella & = 1,2,... Valitaan osajoinoista (ax;)jen diagonaalijono (bg)ren,
missé by, = ay, . Talloin (by)ren on jonon (a)ken osajono. Vilien I pituudet ovat %
kaikilla £k = 1,2, ..., joten

diam (I k) — 0,
kun k£ — oo. Niin ollen Cantorin leikkauslauseen (Lause 1.20) nojalla on olemassa
zo € A siten, ettd (N,—; Iy = {zo}. Selviisti jono (by)ren Suppeenee pisteeseen .
Néin ollen joukko A on jonokompakti. O

6. Zornin lemma

Téssi esitettdvan Zornin lemman todistus seuraa Véisélan teoksen todistusta [16,
s.170-173].
Oletetaan seuraava aksiooma oikeaksi:

VALINTA-AKSIOOMA. Jos J on epdtyhji joukko ja A; # 0, kaikilla j € J, niin
talloin tulojoukko [[,c; A; on epdtyhjd.
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Valinta-aksioomasta seuraa, ettd on olemassa kuvaus f: J — |J,.; A, siten, ettd

f(j) € A; kaikilla j € J.

jed

MAARITELMA 1.28. Joukossa A mééritelty relaatio <, eli tulojoukon osajoukko,
on osittainen jérjestys, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) a < a kaikilla a € A,
(2) jos a,b € A siten, ettd a < b ja a = b, niin a = b ja
(3) jos a,b,c € A siten, ettd a < b ja b = ¢, niin myds a < c.

Jos merkitdan a < b tai a > b, niin talloin a # b.

MAARITELMA 1.29. Osittain jérjestetyn joukon (A, <)
e alkio m € A on joukon B C A yldraja, jos b < m kaikilla b € B.

e alkio m € A on joukon A maksimaalinen alkio, jos ei ole olemassa sellaista
a € A a#m,jollem < a.

Vastaavasti voidaan mééritelld alaraja ja siten minimaalinen alkio.

MAARITELMA 1.30. Osittainen jérjestys on téysi jarjestys, jos kaikilla a,b € A
patee a < b tai b <X a. Osittain jarjestetyn joukon A osajoukko K C A on joukon A
ketju, jos sen jérjestys on téysi.

LEMMA 1.31 (Zornin lemma). Olkoon H epdtyhji joukko ja (H, =) osittain jar-
jestetty joukko siten, ettd jokaisella joukon H ketjulla K on yliraja sup K. Tdlloin
joukossa H on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

TobpisTus. Tehdédédn vastaoletus, ettd joukossa H ei ole yhtddn maksimaalista
alkiota. Talloin jokaiselle x € H on olemassa epétyhjé joukko

S(z)={ye H:y>z}.

Valitaan H indeksijoukoksi ja sovelletaan valinta-aksioomaa joukkoihin S(x). Nyt
valinta-aksiooman nojalla on olemassa kuvaus f: H — H siten, ettd f(x) € S(x) eli
f(z) > x kaikilla z € H.

Kiinnitetdin ag € H ja médritelldan seuraavasti: Joukko Z € H on Zornin joukko,
jos sille pétee

(1) a0 € Z,
(2) jos x € Z, niin f(z) € Z ja,
(3) jos epéatyhja joukko K C Z on ketju, niin sup K € Z.

Olkoon Z; kaikkien Zornin joukkojen leikkaus. Osoitetaan, ettd Z; on Zornin
joukko.

(1) Koska ag € Z jokaisella Zornin joukolla Z, niin selvisti myos ag € Z.

(2) Jos x € Zy, niin x € Z ja siten f(z) € Z kaikilla Zornin joukoilla Z. Néin
ollen f(x) € Z.

(3) Olkoon epityhji joukko K C Zy ketju. Télloin K C Z jasupK € Z
kaikilla Zornin joukoilla Z, joten sup K € Zj.
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Néin ollen Zy on Zornin joukko.
Olkoon
A={a € Zy:josx € Zyjax <a,niin f(x) < a}.
Talloin jokaiselle a € A on olemassa joukko
Bla)={x € Zy:x < ataiz > f(a)}.

Halutaan osoittaa, ettd Zy on ketju. Tatéa varten osoitetaan seuraavat viitteet.

Viite 1. Jokaisella a € A pétee B(a) = Z.
Koska B(a) C Zj, niin riittd4 osoittaa, ettd B(a) on Zornin joukko, silld t&lloin
Zy C B(a)
(1) {x € H : © » ap} on selvisti Zornin joukko, joten Zy C {x € H : x = ag}.
Koska A C Zj, niin a > ap kaikilla a € A. Néin ollen ag € B(a) kaikilla
ae A

(2) Olkoon z € B(a). Jos x < a, niin joukon A méiritelmén nojalla f(x) =< a,
joten f(z) € B(a). Jos x = a, niin f(z) = f(a), joten f(z) € B(a). Jos
r = f(a), niin f(z) = x = f(a), silld f(z) > = kaikilla z € H, joten
f(z) € B(a). Siispa f(z) € B(a) kaikilla a € A.

(3) Olkoon epityhji joukko K C B(a) ketju. Jos a on joukon K yldraja, niin
télloin sup K < a, joten sup K € B(a). Jos a ei ole joukon K ylédraja, niin
télloin on olemassa k € K siten, ettd k < a ei pade. Koska k € B(a), niin
on oltava k = f(a). Siispa sup K = f(a), joten sup K € B(a).

Néin ollen B(a) on Zornin joukko jokaisella a € A ja siten Viite 1 pétee.

Viite 2. Joukoille A ja Zy pétee A = Z,.
Koska A C Z, riittéda jalleen osoittaa, ettd A on Zornin joukko.
(1) Koska Zy C {x € H :x = ap} ja A C Zy, niin a = qg kaikilla a € A. Siispa
ag € A.

(2) Olkoon a € A. Oletetaan, ettd x € Zy ja x < f(a). Nyt Viitteen 1 nojalla
x € B(a), joten on oltava z < a. Jos < a, niin joukon A mééritelmén
nojalla f(z) < a < f(a). Jos x = a, niin f(x) = f(a). Siisp4 aina
f(z) X f(a), joten f(a) € A.

(3) Olkoon epityhja joukko K C A ketju. Koska Zy on Zornin joukko ja
K C A C Zy, niin sup K € Zj,. Olkoon x € Zj ja x < sup K. Osoitetaan,
ettd f(z) < sup K.

Oletetaan, ettd on olemassa k € K, jolla x < k. Koska k € K C A,
niin f(x) < k <sup K.

Oletetaan nyt, ettd télldista k ei ole olemassa eli, ettd kaikille k € K
pitee k < z. Viitteen 1 nojalla jokaisella k € K on z € Zy; = B(k). Nyt
siis kaikille & € K pitee joko z = k tai @ = f(k) = k. Siispid x on ketjun
K yliaraja sup K < x. Tdma on ristiriita oletuksen x < sup K kanssa.

Néin ollen f(z) < sup K ja siten sup K € A.

Siispd A on Zornin joukko ja Viite 2 pétee.
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Olkoon a,b € Z,. Viitteen 2 nojalla a € A, joten B(a) on médritelty. Lisdksi
Viitteen 1 nojalla b € B(a), joten b < a tai b = f(a) = a. Niin ollen Z; on ketju.

Nyt Zornin joukon mééritelmén ehto (3) antaa sup Zy € Zy, joten mééritelmén
ehdon (2) nojalla f(sup Zy) € Zy. Téastd seuraa, ettd f(sup Zy) = sup Zy. Taméi on
ristiriita, silld f(z) > x kaikilla € H, mika seurasi valinta-aksioomasta. O



LUKU 2

Assouadin upotuslause

Téssé luvussa todistetaan Assouadin upotuslause, eli ettd tuplaavan metrisen ava-
ruuden jokainen lumihiutaleversio voidaan upottaa johonkin Euklidiseen avaruuteen
bi-Lipschitz-kuvauksella.

MAARITELMA 2.1. Metrinen avaruus (X, d) on tuplaava, jos on olemassa vakio
¢ € N siten, ettd jokaiselle joukkolle A C X, jolle on diam (A) = s, on olemassa
ddrellinen peite | J;_, B;, missd diam (B;) < § kaikilla j = 1, ..., c. Vakiota c kutsutaan
tuplausvakioksi.

LAUSE 2.2 (Assouadin upotuslause). Olkoon (X, d) tuplaava metrinen avaruus.
Tdlloin sen jokainen lumihiutaleversio (X, d*) voidaan bi-Lipschitz upottaa johonkin
Euklidiseen avaruuteen RY .

Ennen Lauseen 2.2 todistamista annetaan méaéritelmé lumihiutalemetriikalle ja
osoitetaan, ettd se todella on metriikka.

1. Lumihiutalemetriikka
Tamén osion sisiltod 16ytyy lahteesta [6, s.27-28].

MAARITELMA 2.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja 0 < o < 1. T&ll6in met-
ritkkkaa d* kutsutaan lumihiutalemetriikaksi ja metristd avaruutta (X,d*) metrisen
avaruuden (X, d) lumihiutaleversioksi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd metrisen avaruuden lumihiutaleversio on myos met-
rinen avaruus.

LEMMA 2.4. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja 0 < o < 1. Mdadritellidn
d*(z,y) == d(x,y)*
kun x,y € X. Talloin (X, d*) on metrinen avaruus.

TobisTus. Osoitetaan ensin seuraava aputulos.

Viite 1. Olkoon a,b € [0,00[ ja 0 < a < 1. T&lloin
(a+b)* <a”+b".
Jos a =0 tai b = 0, niin Viite 1 patee selvésti.
Oletetaan, ettd a 4+ b = 1. T4lloin selvisti (a + b)* = 1* = 1.
Josa=1jab=0taia=0jab=1, niin a® 4+ b* = 1. Talléin
(a+b)®=1°=1=qa"+ .
Jos a,b €]0, 1], niin a® > a ja b* > b. Niin ollen
(a+b)*=1"=1=a+b<a”+b"
13
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Siispa Viite 1 pétee, kun a +b = 1.
Téytyy vield osoittaa, ettd Viite 1 pétee, kun a,b €]0,00[. Olkoon z = -4 ja
Yy = a%b Talloin z,y > 0 ja x +y = 1. Nyt edeltévéin nojalla saadaan
(a+b)* a® b
T (4 P + a + ’
(atop - EHY SRy = e e

joten
(a+b)* <a”+b".
Néin ollen Viite 1 pétee kaikilla a,b € [0, oo].

Osoitetaan seuraavaksi alkuperéinen véite. Koska (X, d) on metrinen avaruus, on
X epétyhja joukko ja d(z,y) > 0 kaikilla z,y € X. Néin ollen d*(x,y) > 0 kaikilla
z,y € X.
(1) Oletetaan ensin, ettd d*(z,y) = 0. Télloin d(x,y)* = 0, joten d(x,y) = 0.
Koska d on metriikka, niin = = y.

Oletetaan seuraavaksi, ettd x = y. Télloin d:n ollessa metriikka

(2) Koska d on metriikka, sille pétee d(x,y) = d(y, z) kaikilla z,y € X. Niin
ollen

d*(z,y) = d(z,y)* = d(y, x)* = d*(y, ©).
(3) Olkoon z,y,z € X. Koska d on metriikka sille pitee
d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy).
Siispé saadaan
d*(z,y) = d(z,y)* < (d(x,2) +d(z,y))* (Vidite 1. nojalla)
<d(x,2)*+d(z,y)*
=d%(z,2) + d%(z,y)

Siispa d* on metriikka ja (X, d®) on metrinen avaruus. U

2. Assouadin upotuslauseen todistus

Tassé esitettdvi todistus Assouadin upotuslauseelle seuraa Heinosen teoksen to-
distusta [5, 5.98-102]. Aloitetaan todistamalla lemma, joka on keskeinen osa Assouadin
upotuslauseen todistusta.

LEMMA 2.5. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Olkoon lisiksi luvut A, B > 0 ja
0 <7 <1 sekd jono kuvauksia ¢j: X — R", j € Z. Oletetaan, ettd kaikki jonon
kuvaukset toteuttavat seuraavat ehdot:
(1) de(p;i(s),p;(t)) > A, jos pisteille s,t € X pitee 7971C < d(s,t) < 77C,
jollakin C' > 0,
(2) dg(pi(s),p;(t)) < Bmin{r7d(s,t),1} kaikille s,t € X.
Télléin jokaiselle 0 < a < 1 on olemassa bi-Lipschitz upotus f: (X,d*) — RN,

Tilléin bi-Lipschitz vakio L ja avaruuden RN dimensio riippuvat ainoastaan luvuista
n, A, B, T ja «.
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TobisTtus. Olkoon R™ Euklidinen avaruus, jossa m = 2d, jollakin d > 1. Olkoon
lisiksi eq, eq, ..., €94 avaruuden R™ ortonormaalikanta. Laajennetaan kanta kaikille
kokonaisluvuille j seuraavasti esqy; = e;. Madritellddn kuvaus f: X — R"®@ R™

f(s) =) mi(s) @ ey,

JEZL

missd ® on tensoritulo, ¢;(s) ®e; = (0, ..., p;(s),...,0) € R"® R™. Osoitetaan, ettd
ylld madritelty sarja suppenee.

Olkoon zy € X ja oletetaan, ettd ¢,(x¢) = 0 kaikilla j € Z. Olkoon liséksi [ € Z
siten, ettéd 7 < d(s, 29) < 7L Nyt

LF =D es(s) @ ¢

JEL
<Y T Nels) @ e
JEL
= 7 es(s)ll
JEL
= 7pi(s) — @;(o)l
JEL
<Y T pi(s) — pi@a)ll + D T%ps(s) — (o)l
g=>l i<t
(2.1) < Z 77*Bmin {777d(s, x0), 1} + Z 77*Bmin {7 77d(s, 0), 1}
I i<l
- ZTjO‘B + ZTjaBT*jd(s,xo)
g=>l gl

=B Z 7% + Bd(s, o) Z ri(l=e)

> i<l

Molemmat sarjat ovat geometrisié ja ne suppenevat, silli [7%| < 1 ja |[717%| < 1. Niin
ollen alkuperéinen sarja suppenee. Arvion kohdassa (2.1) on kdytetty oletuksen ehtoa

(2).

Lemman 1.11 nojalla tiedetédén, ettéd jokainen bi-Lipschitz kuvaus on my6s upotus.
Riitta4 siis osoittaa, ettd kuvaus f: (X,d*) — R" ® R™ on bi-Lipschitz eli, etti se
toteuttaa epayhtilon

(2.2) LYd(s, 1) < dp(f(s), /(1) < Ld(s,1)°

jollakin L > 1, kaikilla s,¢ € X. Lisiksi N = dim (R") - dim (R™), kun m = 2d
valitaan sopivasti, joten tdmaé riittda todistamaan vaitteen.
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Osoitetaan ensin, ettd epdyhtdlon (2.2) ylempi arvio patee. Olkoon s,t € X ja
| € Z siten, ettid 711 < d(s,t) < 7. Téllsin

dp(f(s), [(1)) = f(s) = F()]l

= ZTja(pj(S> ® €; — ZT]'&SOJ'@) & €;
= Z % (pi(5) — ;(t)) ® ¢,
< ZT“H (05 (s) — @i (1)) @ ¢
= ZT“H%(S) 210l
(2.3) < ZT“H%’(S) — i)+ ZT‘”H%(S) — ;O]

Rivin (2.3) ensimmdiselle summalle saadaan oletuksen ehdon (2) nojalla seuraava
arvio

D P ei(s) =i )] <D T Bmin {7 7d(s,1),1}
Jj=l Jj=l
Jj=l
=B Z I (geometrinen suppeneva sarja)
>l

Tla

R

=B

Vastaavasti rivin (2.3) toiselle summalle saadaan oletuksen ehdon (2) nojalla arvio

DT les(s) =)l < ) P Bmin {rYd(s, 1), 1}
j<l j<l
= Z B Id(s,t)
j<l
= Bd(s,t) Z 7I-e) (geometrinen suppeneva sarja)
j<l
—(-1)(1-a)

1 —7l-o ’

= Bd(s,t) -
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Nyt yhdistamalld ndmé arviot saadaan

o —(-1)(1-a)
ds(f(s). f(1) < B ( T d(s,1) —)

1 —r7@ 1 —rime
Tla T_l(l_a)
< 1_qla
<B (1 —a tdsit) g —Tl‘a)
Tla Tl(ail)
-7 (1 —a T m)
<O (r'* +d(s,)r" ™) (jollakin € > 1)
< C U et )
< O (7d(s, )" + d(s,1)")
= C(r7 "+ 1)d(s,t)”
= Cld(s, t)aﬂ

kun C’ > 1, missa C” riippuu luvuista B, 7 ja «.
Osoitetaan vield, ettd epdyhtélon (2.2) alempi arvio pétee. Olkoon [ kuten aiem-
min. Nyt saadaan

dp(f(s), f(t)) = lF (s) = F@)]

= ZTja (pj(s) = w;(t) ®e;
(2.4) >0 > Tpi(s) — @i(t) @ e
—dHI<j<dtl
(2.5) =) T eils) — el = > T lei(s) — @t -
j>d+l j<—d+l

Rivin (2.4) summan vektorit ovat ortogonaalisia, joten sen arvon on oltava vihintd&n

Yo TUeils) — i) @

—d+I<j<d+l
= > (T(e(s) — @)

—d+HI<j<d+l
> 7l p(s) — @i ()| (oletuksen ehdon (1) nojalla)

> rlog,
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Oletuksen ehdon (2) nojalla rivin (2.5) ensimmaéiselle summalle saadaan arvio

— Y P lei(s) — (D)l
j>d+l
> — Z 7“Bmin {777d(s,t),1}
j>d+l1
=—-B Z i (geometrinen suppeneva sarja)
Jj>d+l

_ 5 7_oz(d-i-l)

1 — g
Z _DTO((d+l)’

jollakin D > 0, joka riippuu luvuista B, 7 ja «. My®6s rivin (2.5) toiselle summalle
saadaan arvio oletuksen ehdon (2) nojalla

= > T lei(s) = i@l
J<—d+l
> — Z 7B min {777d(s,t),1}
j<—d+l
=-B Z TIr=Id(s, t)
j<d+

= —Bd(s,t) Z ri(1=e) (geometrinen suppeneva sarja)
j<d+l
—(—d+i-1)(1—a)

T
= —DBd(s,t) -
(S’ ) 1 — 7l-o
Tf(fd+l)(1fa)
> —Bd(s,t) - —— Ta

> _pr-dte-bg(s ),

jollakin £ > 0, joka riippuu luvuista B, 7 ja a. Nyt yhdistdmaélla ndmé arviot saadaan
dp(f(s), f(t)) > 7“A — D@t — pr=dthe-lq(s 1)
= 7oA — Drdogla _ ET_d(a_l)Tl(a_l)d(s, t)
= 7lo g — Drdagle _ ET*d(a*I)T(Hl)(o‘*l)T*(a*l)d(s, t)
> d(s,t)*A — Dr%d(s,1)* — Er~4eVd(s, 1) 1r= =D (s, t)
= d(s,t)*A — DT%d(s, )™ — ET_d(a_l)T_(o‘_l)d(s, t)*
= (A — D7 — ET*d(a*I)T*(O‘*l)) d(s,t)”
> (A — Dri — p'r=4e=1) q(s, )%,
missi £’ > 0. Kun d — oo, niin 7% — 0 seki 7=~ — 0. Siispé, kun d > 1

valitaan riittdvan suureksi, riippuen luvuista A, 7 ja «, epédyhtdlon (2.2) alempi arvio
patee.
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Nyt on osoitettu, ettd epayhtdlo (2.2) pétee, joten kuvaus f on bi-Lipschitz ja
siten myos upotus. U

MAARITELMA 2.6. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja ¢ > 0. Olkoon ¥ C X
joukko pisteitd, siten ettd d(y,y’) > c aina, kun y # /. Tall6in joukkoa Y kutsutaan
c-verkoksi.

LEMMA 2.7. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja ¢ > 0. Tdlloin on olemassa c-

verkko Y siten, ettd
U B(y,c) = X.
yey

Tobistus. Olkoon Y joukko, joka siséltdd kaikki avaruuden X c-verkot. Méaéri-
tellddn osittainen jarjestys joukossa ) siten, etta Y <Y’ aina, kun Ycv.

Olkoon {Y;}e; joukon Y ketju. Olkoon Y = J,., Vi jay,y €Y siten, etti y € Y;
jay €Y; (i #j). Talloin y, ' € Y;, jos V; <Y tai y,y €Y}, jos Y; < Y;. Néin ollen
d(y,y') > c jasiten myos Y on c-verkko. Lisiksi Y; C Y jasiten Y; < Y kaikilla i € 1.
Niin ollen Y on ketjun {Y;}i; yliraja. Siispd Zornin lemman nojalla on olemassa
maksimaalinen alkio Y € V.

Jos loytyy © € X \ U,y B(y, ¢), niin tilléin d(z,y) > c kaikilla y € Y. Néin ollen
Y U{z} € Y. Siispd Y < Y U{z}, miké on ristiriita, silld ¥ on maksimaalinen.

Néin ollen Y on etsitty c-verkko. U

Osoitetaan seuraavaksi Assouadin upotuslause.

ASSOUADIN UPOTUSLAUSEEN TODISTUS. Olkoon 7 = % javakio j € Z.Lemman
2.5 nojalla riittdd osoittaa, ettd 16ytyy kuvaus ¢ = ¢;: X — R, joka toteuttaa
Lemman 2.5 ehdot (1) ja (2) joillakin positiivisilla arvoilla A ja B. Liséksi avaruuden
R dimensio riippuu avaruuden (X, d) tuplausvakiosta.

Olkoon ¢ = 77*!. Nyt Lemman 2.7 nojalla on olemassa c-verkko Y C X siten,
ettd ,ey B(y, c) = X. Osoitetaan, ettd jokaiselle y € Y leikkaus

YNn{reX:dzy) <12}

sisaltdd enintdédn M alkiota.
Olkoon Y; maksimaalinen 12¢-verkko joukossa Y kaikilla i € {1, ..., M }. Jos loytyy

y € Y\UM,;, niin téllsin leikkaus Y N B(y, 12¢) sisiltéi enintéiin M — 1 kappaletta
alkioita. TAmé pétee, silld metrinen avaruus (X, d) on tuplaava, joten leikkaus voidaan
peitella dérellisella maaralld palloja B(y/, ¢), missd ' € YN B(y, 12¢). Nyt siis jollakin
i € {1,..., M} pitee Y; N B(y,12¢) = (). Siispad Y; ei ole maksimaalinen, mikd on
ristiriita. Néin ollen Y = |, ¥;. Téisti seuraa, etté leikkaus

YNn{zreX:dxy) <12}

sisaltdd enintdédn M alkiota.
Olkoon {ey, ...e5s } avaruuden R ortonormaalikanta. Ajatellaan vektorit e, ..., ey
ja maksimaaliset 12c¢-verkot Y; véireind. Télloin joukon Y véritys on kuvaus

E:Y —{1l,..,M},

jolle k(y) # k(v'), kun d(y,y’) < 12¢, koska télloin y ja " kuuluvat eri 12¢-verkkoihin
ja ovat siten eri varia.
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Olkoon s € X ja

= Z 9y(5)en(y)

yey
missé
gy(s) = max {2 — d(s,y), 0}(2¢)

Osoitetaan, etti ¢(s) toteuttaa Lemman 2.5 ehdot arvoilla A = % ja B = 8C), ja siten
médrittelee etsityn kuvauksen. Téassa Cy > 0 riippuu avaruuden tuplausvakiosta.

Huomataan, ettd g,(s) # 0 tédsmilleen silloin, kun d(s,y) < 2c. Koska (X, d)
on tuplaava metrinen avaruus, niin sen jokainen avoin pallo B(s, 2¢) voidaan peittda
aarelliselld méaralla joukkoja B(y,c). Merkitddn tita tuplausvakiosta riippuvaa lu-
kuméaraa vakiolla Cy € N. Liséksi joukko Y on c-verkko, joten erityisesti on siis Cy
kappaletta alkioita y € Y, joille g,(s) # 0. Néin ollen ¢(s) suppenee.

Olkoon s,t € X. Oletetaan, ettd d(s,y) < 2c¢ ja d(t,y) < 2c¢ . Nyt saadaan

195(s) — gy(t)] = [ max {2c — d(s, y), 0}(2¢) "
— max {2c — d(t,y),0}(2¢) 7|
= |1 = (2¢)7d(s,y) — L+ (20)7'd(t,y)|
= (20)7'd(t,y) — d(s,y)|
< (2¢)7'd(s, 1)

1.\
:(Q-Z—lﬂﬂ) d(s,t)

jH1\ T
:(2-}1-% ) d(s,t)
= 4779d(s,t).

Oletetaan seuraavaksi, ettd d(s,y) < 2c ja d(t,y) > 2¢. Télloin
19y(5) = gy (V)] = [gy(s) = O]
= |max {2¢ — d(s,y),0}(2c) 7|
= [2c —d(s,y)[(2c)
< ld(t,y) — d(s,y)[(2¢)
< d(s,t)(2c)"" = 4777d(s, ).

Vastaavasti saadaan |g,(s) — ¢,(t)] < 4777d(s,t), jos d(s,y) > 2c ja d(t,y) < 2c.
Liséksi, jos d(s,y) > 2c¢ ja d(t,y) > 2c, niin

195(s) = g,(t)] = 0 < 4777d(s, 1)
Néin ollen kaikilla s,t € X pétee
(2.6) 195(5) — gy (8)] < 4777d(s, 1).
Olkoon s € X ja yi,ys € Y] siten, ettd g, (s) # 0 ja gy, (s) # 0. Télloin

d(y1,y2) < d(y1,s) + d(y2, s)
< 2c+ 2¢ = 4c.
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Koska d(y,y’) > 12¢ kaikilla y, y’ € Y; jokaisella i € {1,..., M}, niin on oltava y; = ys.
Néin ollen jokaiselle i € {1,..., M} on olemassa korkeintaan yksi y € Y; siten, ettd
gy(s) # 0. Téasta seuraa, ettd

2

> guls)e

yey;

silla g,(s) < 1. Lisiksi on olemassa Cj kappaletta alkioita y € Y, joille g,(s) # 0.
Siispé,

2

le()I1* = [ > gy(s)en
yey
M 2
= | 29l
i=1 ||yeY;
< Cy
ja siten
(2.7) le(s)ll < v/ Co.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus ¢ toteuttaan Lemman 2.5 ehdon (2). Osoite-
taan erikseen tapaukset, missd 77d(s,t) > 1 ja 7 7d(s,t) < 1.
Olkoon s,t € X jaoletetaan, ettd 777d(s,t) > 1. Nyt yhtalon (2.7) nojalla saadaan

di(p(s),9(8) = llo(s) = @)l < le(s)ll + le®)] < 2¢/Co.

Téama toteuttaa Lemman 2.5 ehdon (2) arvolla B = 8Cj,.
Olkoon s,t € X. Oletetaan nyt, ettd 777d(s,t) < 1. Talléin

de(p(s), o(t) = [[e(s) — @]

=12 9o(s)erw) = 2 wBens
yey yeYy

=D (94(5) = g4 (1)enqy)
yeyY

<Y 19y(s) = gy(®)] lexiy
yey

= 19,(s) = g, (0)].

yey
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Nyt yhtélon (2.6) nojalla saadaan

Z |94(s) — gy(1)] < Z 194(s) — gy(1)]

yey d(s,y)<2c
+ Z |94(s) — gy ()]
d(t,y)<2c
< Z 4777d(s,t) + Z Ar77d(s,t)
d(s,y)<2c d(t,y)<2c

= Codr7d(s,t) + Codr7d(s,t)
= 20477 7d(s,1).

Nain ollen
de(p(s), p(t)) < 2Codr7d(s, 1),

miké toteuttaa Lemman 2.5 ehdon (2) arvolla B = 8Cj.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus ¢ toteuttaa Lemman 2.5 ehdon (1). Olkoon s,t €
X siten, ettd 4c = 77T < d(s,t) < 77 = 8c. Koska vektorit ¢(s) ja ¢(t) ovat
ortogonaaliset, saadaan

+<Zgy Ck(y Zgy ek(y)>

yey yey

(2.8) = (9s(s)eniw)s 9u(5)ercy))

yey

+Z gy(t ek t)ek( )>

yey

= llauexinl* + 3 lontescoll

yey yey

=S 1P lewn I + 3 1ay ) lewe |

yey yey

=D 19,(s)*+ D lgy (O

yey yey
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Olkoon s € X. Koska X = {J,cy B(y,¢), niin on oltava y € Y jolla d(s,y) < c.
Téllaiselle y pétee

l9(s)] = (2¢ — d(s,3))(2¢) ™"

=c(2c)7' =
Nyt tdmén ja yhtdlon (2.8) nojalla saadaan

di(e(s), ) =Y gy ()F + > lg,(®)I

yey yey
2
> |gy(s)]

)

dp(p(s), o(t)) =

miké toteuttaan Lemman 2.5 ehdon (1) arvolla A = 1. O

Nain ollen

Y

| —

Nyt on todistettu Assouadin upotuslause, miké erityisesti osoittaa, ettd on olemas-
sa paljon erilaisia lumihiutaleupotuksia. Von Kochin lumihiutalekédyrd on esimerkki
vélin [0, 1] lumihiutaleupotuksesta. TAmé osoitetaan seuraavassa luvussa.



LUKU 3

Von Kochin lumihiutalekéyra

Tassa luvussa esitetdan von Kochin lumihiutakayra iteroidun funktiojirjestelméan
avulla. Tata varten méaritellain Hausdorff-etéisyys ja osoitetaan, ettid jokaisella ite-
roidulla funktiojarjestelmélld on olemassa yksikésitteinen kiintopiste. Lopuksi 0soi-
tetaan von Kochin lumihiutalekdyrén olevan vélin [0, 1] lumihiutaleupotus. Témén
luvun sisdlto 16ytyy ldhteista [11] ja [13] ellei toisin mainita.

1. Banachin kiintopistelause

MAARITELMA 3.1. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja 0 < K < 1. Kuvaus
f: X — X on K-kutistava, jos

d(f(x), f(y) < Kd(x,y)

kaikilla z,y € X.
Jos on olemassa piste zo € X jolle f(xg) = ¢, niin talldin o on funktion f
kiintopiste.

Huomataan, ettd K-kutistavat kuvaukset ovat tdsmaélleen K-Lipschitz-kuvauksia.
Kutistavat kuvaukset ovat siis Lemman 1.7 nojalla myos jatkuvia.

LAUSE 3.2 (Banachin kiintopistelause). Olkoon (X, d) tdydellinen metrinen ava-
ruus ja kuvaus f: X — X K-kutistava. Talloin kuvauksella f on yksikdsitteinen
kiintopiste xq. Lisdksi kaikilla x € X pdtee

d (fk(x),a:o) < K*d (z, )
jokaisella k > 1, missi f*(x) = (fo---o f)(z).
Tobistus. Olkoot x € X, € > 0 jam,n € N siten, ettd m < n. Télloin

d(f"(z), f™(2) <d ("), [N 2) +d ("), 72 (2))
o d (N (@), S (2)

w— d(ferk(I),ferkJrl(I))

n 1

= d (f™ (@), [ (f (@) -

(]

k=

| o

iy
o

24
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Koska kuvaus f on K-kutistava, saadaan

n—m—1

Z d (f" (@), frR(f ()

n—m—1

< Z K™ (z, f(x)) (geom. summa)
—0

Kml Knml)

) d( f(@)

K
S d (e f(@) <

<

eli

d(f"(x), f m( ) <
- -d(z, f( )) < e. Néin ollen jono (f*(z)),
on Cauchyn jono, koska n > m. Llsak81 metrlnen avaruus X on tdydellinen, joten
Cauchyn jonona ( fk(x))k suppenee johonkin pisteeseen xy € X.
Nyt saadaan

d (zo, f(20)) <

d (o, f*(x)) +d (f*(2), f(2)) +d (7 (), f(a0))

d (o, f*(x)) +d (f*(x), fA(f(2))) +d (f(x), f(x0))
d (o, f*(x)) + K*d (z, f(x)) + Kd (f*(x), o)

=1+ K)d (xo, fk(x)) + K*d (o, f(x)) — 0,

kun k& — oo. Lisdksi d(xg, f(xg)) > 0, joten on oltava d(xg, f(x¢)) = 0. Siispa
zo = f(xo) eli zyp on kuvauksen f kiintopiste.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kiintopiste on yksikésitteinen. Oletetaan, ettd on ole-
massa myos toinen kiintopiste y € X. Talloin

0 < d(xzo,y) =d(f(x0), f(y)) < Kd(x0,y).

Koska K < 1, niin on oltava d (z¢,y) = 0. Siispa xy = y.
Koska kuvaus f on K-kutistava ja o sen kiintopiste, niin saadaan

d (f*(x),20) = d (f*(2), f*(x0))
< Kd (f* ), f* (wo))
< K- Kd(f2(x), f**(20))

IN

< KM (f(x), f(x0))
< K*d (z,x) .

2. Hausdorff-etiisyys
Jos kompaktien epétyhjien joukkojen A ja B etéisyys olisi
d(A, B) = sup dist (z, B),
€A
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missd dist (z, B) = inf,epdp(z,y), niin talloin etdisyysfunktio d ei olisi symmet-
rinen eikd etdisyydestd d(A, B) = 0 seuraisi, ettdi A = B. Esimerkiksi joukoille
A={2,3,5,8} ja B={2,5} patisi
d(A,B) =3 ja d(B,A)=0,
eli etéisyys ei ole symmetrinen. Lisiksi vaikka d(B, A) = 0, niin selvésti A # B.
Tarvitaan siis jokin muu méaéritelmé joukkojen A ja B viliselle etdisyydelle. Méadri-

telladn seuraavaksi Hausdorff-etéisyys kompakteille epétyhjille joukoille ja osoitetaan,
ettd se on metriikka.

MAARITELMA 3.3. Olkoon
X ={A C R": A on kompakti ja epétyhji}.
Joukkojen A € X ja B € X viilinen Hausdorff-etdisyys on
dy(A, B) = max {sup dist (z, B), sup dist (x,A)} ,
z€A z€B
missd dist (v, A) = infcq dp(x,y).
LEMMA 3.4. Olkoon avaruus
X ={AC R": A on kompakti ja epityhji}.
Tdlloin (X,dy) on metrinen avaruus.

TobisTus. Osoitetaan, ettd dy on metriikka. Olkoon A, B € X.
(1) Oletetaan, ettd A = B. Télloin A C B ja B C A. Nyt dist(z,B) =0
kaikilla x € A seké dist (y, A) = 0 kaikillay € B. Néin ollen dy (A, B) = 0.
Oletetaan seuraavaksi, ettd dg(A, B) = 0. T4lloin on siis oltava

sup dist (z, B) =0 ja sup dist(y,A) =0.
€A yeB

Jotta jokaisella © € A pétee dist (z, B) = 0, niin my6s jokainen z € B,
koska A ja B ovat kompakteina joukkoina suljettuja. Néin ollen A C B.
Vastaavasti saadaan B C A, joten A = B.

(2) Osoitetaan seuraavaksi funktion dy symmetrisyys.

dy(A, B) = max {sup dist (x, B), sup dist (y,A)}

€A yeDB

= max {sup dist (y, A), sup dist (z, B)}

yeB €A
=dy(B,A).
(3) Osoitetaan vield, ettd Hausdorfl-etdisyys toteuttaa kolmioepayhtilon. Ol-
koon C' € X. Talloin kaikille z € A pétee
dist (z, B) < dg(z, z) + dist (2, B) < dg(z,2) + duy(C, B)
jokaisella z € C. Néiin ollen ottamalla infimum yli kaikkien z € C' saadaan
dist (z, B) < dist (z,C) + du(C, B)
<dy(A,C)+dy(C,B).
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Edelleen ottamalla tdstd supremum yli kaikkien z € A saadaan

sup dist (z, B) < dy(A,C) +duy(C, B).
x€A

Vastaavasti saadaan

sup dist (y, A) < du(B,C) +du(C, A).

yeB

Nain ollen

dy(A, B) = max {sup dist (x, B), sup dist (y,A)}

€A yeDB

Siispd dg on metriikka ja siten (X, dy) metrinen avaruus. O

Osoitetaan vield, ettd metrinen avaruus (X, dy) on tdydellinen, jotta Banachin
kiintopistelausetta voidaan kidyttadd myohemmin.

LEMMA 3.5. Olkoon
X ={AC R": A on kompakti ja epityhjdi}.
Tdlloin metrinen avaruus (X, dy) on tiydellinen.
Seuraava todistus seuraa lahteessi [2, s.253] esitettyd todistusta.

Tobistus. Olkoon (K;)$2, Cauchyn jono avaruudessa X. Valitaan joukko
K ={x € R": on olemassa jono (x;);°,,
jonka osajono suppenee pisteeseen ,
missi z; € K; kaikilla ¢ =1,2,...}.

Osoitetaan, ettéd jono (K;)2, suppenee joukkoon K avaruudessa X. Aloitetaan osoit-
tamalla joukko K epatyhjéksi.
Siirtymalld osajonoon (z;, ), ,, jonka indekseille i) pétee

dy (Ki, K;) <27F
kaikilla ¢, 7 > 1, voidaan siis olettaa, etté
di (K;, K;) <27
kaikilla 7 < j.
Valitaan ensin alkiot ;1 € K ja x5 € K siten, etté
dp(r1,75) < 2dp (K, Ko) <271
Valitaan seuraavaksi x3 € K3 siten, ettéd
dp(w9,13) < 2dg(Ky, K3) < 272
Jatkamalla néin induktiivisesti saadaan, siis jono (z;)2,, jossa z; € K; ja
dp (2, 2ip1) < 2dp (K, Kipq) <277

kaikilla 7 = 1,2, .... Osoitetaan, ettd (z;);°, on Cauchyn jono.



2. HAUSDORFF-ETAISYYS 28

Olkoon € > 0 ja k. € N siten, ettii 227% < ¢. Oletetaan, ettd m > n > k.. Nyt
saadaan
dE('rna xm) S dE (xnp xn+1) + ...+ dE (xmfly xm)
<2dy (Kp, Kns1) + oo+ 2dg (K1, Ki)

m—1

=2 dy (Ki, Ki)

i=n

m—1
<2 Z 27" (geometrinen summa)
i=n

9—n (1 _ (2—1)m‘”>
1—2-1
=222 =27

_ 22—n . 22—m

=9.

< 22 < 9% ke ¢

Siispé jono (z;)°; on Cauchy. Lemman 1.19 nojalla (R", dg) on tdydellinen metrinen
avaruus, joten Cauchyn jonona (z;)$2, suppenee johonkin pisteeseen x € R". Siispé
K on epétyhja.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukko K on jonon (K;)$°, raja-arvo. Olkoon & > 0
ja 1o € N. Valitaan ¢ = % Jaetaan todistus kahteen viitteeseen.

Viite 1. Jokaiselle x € K pétee dist (z, K;) < 2¢ kaikilla i > 1.

Jos x € K, niin 16ytyy dérettomén monta j € N siten, ettd B(z,e) N K; # 0,
silld K on osajonojen raja-arvojen joukko ja jokainen K; on kompakti. Ndin ollen on
olemassa j > iy ja loytyy y € K siten, ettd dg(z,y) < e. Koska (K;)2, on Cauchy,
niin dy(K;, K;) < €, kun 7,7 > i jollakin ig € N ja siten dist (y, ;) < €. Loytyy
siis z € K siten, ettd dg(y, z) < . Siispa nyt saadaan

dist (z, K;) < dg(z, 2)
<e+e=2e

Néin ollen Viite 1 pétee.
Viite 2. Kaikilla y € K; patee dist (y, K) < 2e.

Maéritellddn jono (z;)52, seuraavasti. Olkoon x; = y. Olkoon indeksit i, > i > g
siten, ettd

dH (Kk, KJ) <

DO ™

kaikilla k, 7 > 7 ja
dH (Kz, Kzl) < E.

Talloin 16ytyy xo € K;, siten, etté

dp(x1,29) < €.
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Olkoon 9 > iy siten, etté

dH(Kk, KJ) <

W~ ™

kaikilla k, 5 > 1o ja
dy(K;,, K;,) <

DO ™

Talloin 1oytyy x3 € K;, siten, etté

e
dE(QZQ, .I‘g) < §

Jatkamalla néin induktiivisesti saadaan, jono (z;)52,, missi ; € K;,_, ja
€

dp (), 2j01) < 557

Oletetaan, ettd 7 > k > 7y. Talloin

dp(vg, z;) < dg(zk, Tpgr) + ... + de(z41, ;)

oo
€
< Z (suppeneva geometrinen sarja)

Néin ollen (x;)22, on Cauchyn jono. Siispd (z;)32; on joukon K miéritelmén mu-
kainen suppeneva osajono, joten on olemassa piste o € K, joka on jonon (xj);’ozl
raja-arvo. Néin ollen

dp(wo,y) = dp(xo, 21) < = 2¢,

912
ja siten

dist (y, K) < 2¢
eli Viite 2 pétee.

Nyt Viitteiden 1 ja 2 nojalla saadaan

dy(K;, K) = max {sup dist (z, K), sup dist (z, Kl)}

zeK; zeK

g
<2e=2-=£

9 )

kun ¢ > ¢y. Néin ollen jono (K;)$°, suppenee joukkoon K.

Taytyy osoittaa vield, ettd K on kompakti joukko. Heinen ja Borelin lauseen
nojalla (Lause 1.27) riittdd osoittaa, ettd K on suljettu ja rajoitettu silla K C R"™.
Osoitetaan ensin, ettd joukko K on rajoitettu.

Koska (K;)$°, on Cauchyn jono, se on Lemman 1.17 nojalla rajoitettu, joten voi-
daan olettaa, ettéd

dH<K17 K]) <1
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kaikilla 7 # j. Olkoon =z € K;, j € N jay € K;. Télléin
dist (y, K1) < sup dist (2, K1) < dp(K;, K1) < 1.

ZEK]'
Koska K on kompakti ja siten suljettu, niin on olemassa z € K, siten, etté
dist (y7 Kl) = dE(y7 Z)'
Nyt saadaan
= dist (y, K1) + dg(z, x)
< 1+ diam (K;).
Niin ollen K; C B(z, diam (K;) + 1). Lisiksi kaikki joukot K; ovat kompakteina
joukkoina suljettuja, joten jokaiselle x € K pitee x € K; jollakin ¢ = 1,2, ... Siispd
K C B(z, diam (K7) + 1) ja on siten rajoitettu.
Seuraava perustelu, jonka nojalla K on suljettu ei ole tarkka. Tarkempi todistus

ohitetaan. B
Sulkeuman mééaritelmén nojalla, jos z € K niin € K, joten

sup dist (z, K) = sup inf dg(z,y) = 0.
zeK rzeK yeK

Jos taas # € K, niin on olemassa jono (z;)%2, joukon K pisteiti siten, ettd x; — =,
kun ¢ — oco. Néin ollen

sup dist (z, K) = sup inf dg(z,y) = 0.
zeK zeK YK

Siispd dy (K, K) = 0. Niin ollen joukosta K voidaan siirty# sen sulkeumaan K, joka
on suljettu.

Nyt on osoitettu, ettéd jokainen Cauchyn jono (K;)$2, suppenee avaruudessa (X, dg ).
Néin ollen metrinen avaruus (X, dy) on tdydellinen. O

3. Iteroidut funktiojirjestelméit

MAARITELMA 3.6. Olkoon X téydellinen metrinen avaruus ja k € N. Olkoon
lisdksi f;: X — X kutistavia kuvauksia kaikilla ¢ = 1,2, ..., k. Talloin joukkoa

{fi: X—=>X:i=1,2.. k}

kutsutaan iteroiduksi funktiojérjestelméksi. Néistd kiytetdan lyhennetta IFS (itera-
ted function system).

LAUSE 3.7. Olkoon f;: R"™ — R", 1 <1 <k, kutistavia kuvauksia. Eli
de (fi(2), fi(y)) < Kidp(z,y)
jollakin K; €)0,1[ kaikilla z,y € R"™. Olkoon
X ={A C R": A on kompakti ja epityhjdi}.
Talloin kuvaus ©: (X, dy) — (X, dy)

k

i=1
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on kutistava ja silld on yksikdsitteinen kiintopiste.

TobisTus. Jokainen kuvaus f; on kutistavana myos Lipschitz-kuvaus ja siten
Lemman 1.7 nojalla jatkuva. Néin ollen Lemman 1.26 nojalla kuvajoukko f;(A) on
epétyhji kompakti joukko kaikilla 1 < ¢ < k. Siispid Lemman 1.25 nojalla ®(A) on
kompaktien joukkojen &érellisend yhdisteend kompakti sekéd epétyhjéa ja siten myos
P(A) € X.

Lemman 3.5 nojalla metrinen avaruus (X, dy) on téydellinen. Siispd Banachin
kiintopistelauseen (Lause 3.2) nojalla riittdé osoittaa, ettd kuvaus ® on kutistava.

Olkoon A, B € X ja valitaan z € ®(A). Talloin on olemassa © € A siten, etta
fi(z) = z jollakin 1 < i < k. Merkitddn vield seuraavasti K = sup;;«; K;. Nyt
saadaan o

dist (z,®(B)) = inf dg(z,y)

yeD(B)
< ;gg de (f(2), fi(y))
< e

< K dist (z, B).
Koska z € ®(A) on mielivaltainen, niin ylla olevan nojalla
sup dist (z, ®(B)) < K sup dist (z, B)
z€D(A) z€A
< Kdy(A, B).

Vastaavasti saadaan

sup dist (z,P(A)) < Kdy(A, B).

z€®(B)
Néin ollen
joten ® on K-kutistava. 0

Joukon A ollessa kuvauksen @ kiintopiste, Banachin kiintopistelauseen nojalla
jokaiselle B € X pétee

di (A, ®*(B)) < K*dy(A, B) — 0,

kun k£ — oo. Siispa kaikille B € X pétee

lim ®*(B) = A.

k—o0
Kiintopistettd A kutsutaan itsesimilaariksi joukoksi tapauksissa, joissa kaikille ku-
vauksille f; pétee

dp (fi(2), i(y)) = Kidg(z, y)

jollakin K; €]0, 1] kaikilla x,y € R™. T&lloin kuvaukset f; ovat similariteetteji. Itse-
similaarit joukot muodostavat osajoukon fraktaaleista. Néistd esimerkkeja ovat von
Kochin lumihiutalekayra ja %-Cantorin joukko.

Jatketaan antamalla von Kochin lumihiutalekéyra iteroidun funktiojirjestelméan
avulla ja osoitetaan, etté se on vélin [0, 1] lumihiutaleupotus. Tésté eteenpéin luvun
loppuosalle ei ole ldhdettd vaan siséltd on toteutettu osin itsendisesti ja osin ohjaajan
avustuksella.
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4. Von Kochin lumihiutalekdyri upotuksena

Maéaritelladn seuraavaksi iteroitu funktiojérjestelmé
{fi: R? > R?:i=0,1,2,3},
missa

f0($, y) = ()\ZL', )‘y) 3
fi(z,y) = Rg (Az, A\y) + (A, 0),

fo(z,y) = R_g (A\x, \y) + %, \/)\2 — (% — )\) ) ja

fa(z,y) = Az +1— X \y) .

Téassd A € [}L, %[ on kutistussuhde ja Ry sekd R_y ovat kierrot

—(L-n)?
Ry = cost) —sinf| 1;,\ —M
sinf cos#d 22— (-a)° 193
A 2y
ja
R [cos(—0) —sin(—0)] [ cosf sinf
-0 sin(—0) cos(—f) |  |—sinf cost
[ 1 X (13-
Y- 1-2)
B X N

Néamaé funktiot on esitetty Kuvassa 2.

(3. VX = (1/2 =)

Jo I3

(0,0)

KuvAa 2. Kuvassa on iteroidun funktiojarjestelmén funktiot fy, f1, fo
ja fz. Téméa on von Kochin lumihiutalekdyra ensimmaéisen iteraation

jalkeen, kun iteroidaan valia [0, 1] x {0}.

(1,0)

32

Olkoon joukko K tédméin iteroidun funktiojérjestelmén kiintopiste. Kutsutaan

tatd joukkoa K, von Kochin lumihiutalekéyréaksi.

Olkoon ¢ € [0,1] ja a; € {0,1,2,3} siten, ettd ¢t = > = a;47". Olkoon lisiksi

kuvaus u: [0,1] — R? jolle
u(t) = lim fal © ftl2 ©-+-0 f(lk(O?O)‘
k—o00
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Osoitetaan, ettd tdmé kuvaus on lumihiutaleupotus, jolle u([0, 1]) = K. Tésta eteen-
péin oletetaan, ettd kuvaus u on ylla esitetty ellei toisin mainita.

@]
> |
» DO
NN
[a—y

L

Kuva 3. Von Kochin lumihiutalekédyra. Korostettuna vilin [%, %} ku-

vaus funktiolla w. Valitsemalla enemmén funktioita yhdistettyyn ku-
vaukseen u lumihiutalekédyra tarkentuu. Kuvassa 2 esitetyt funktiot
méadradavat mihin vilit kuvautuvat.

LEMMA 3.8. Kuvaus u: [0,1] — R? on hyvin mddritelty.

TobisTus. Olkoon jonot (a;);~; ja (bi),~,, missd a;,b; € {0,1,2,3} kaikilla ¢ =
1,2, 3, ... siten, etta

i=1 i=1
Pitda osoittaa, ettd néille patee

u((a) = u((b).

Jos yhtélo (3.1) pétee, niin on olemassa indeksi iy € N siten, ettd a; = b; kaikilla
1 < 1p sekd a; = 3 ja b; = 0 kaikilla ¢ > 4. Liséksi b;, = a;, + 1. Riittda siis osoittaa
tapaukset

Téassd 3 = 3

5(0,0) ja f5(0,0).
Sijoittamalla piste (0,0) funktioon f3 saadaan

£(0,0)=(A-0+1—\A-0)=(1—\,0).
Nyt sijoittamalla (1 — A, 0) funktioon f3; saadaan
f35(1=X0)=(AN1=X)+1-X0)
= (1 =X)(1+1),0)

_ ((1—A)21:x',0>.

w
w

.. ja 0 = 0,0,0,... Tapausten osoittamiseksi méiritetisin ensin
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Edelleen sijoittamalla tdmé funktioon f3 saadaan

f3 ((1—>\)i>\",0) = (A(l—)\)i)\“rl—)\,O)

((1—>\)i>\i“+1—>\,0>

1=0

—A)ZX,O).

Jatkamalla néin saadaan induktiolla

k-1
fE0,0) = ((1 —A)D N, 0) .
i=0
Lisdksi fy(0,0) = (A-0,X-0) = (0,0), joten saadaan
f(gf(o’ 0) = (07 0)

Osoitetaan seuraavaksi tapaus (1).
Kuvauksen © méaritelméasta saadaan

u(0,3) = lim fy o £5(0,0)

— fo (Jim f5(0,0))

SNESD)

=ﬁ<u—wfhm)
— (=N 2500)
= £o(1,0) = (1, 0).

Liséksi
u(1,0) = lim f; 0 f7(0,0)
- (jm s 0.0)
5 (im0.0)
= f1(0,0) = (A,0).

Néin ollen u (O,g) =u (1,6), eli ensimmaéinen tapaus pétee. Jatketaan osoittamalla
tapaus (2).
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Kuvauksen mégritelméan nojalla

Liséksi

Siispd u (1,3) = u (2,0), joten toinen tapaus pétee. Osoitetaan vield tapaus (3).

u(1,3) = lim fi o £5(0,0)

= fl(LO)
_ —T

— % _M . A + A

X (3-2) 1-2) 0 0

L ) 2X

[ EE +P}

—= )\2_ % 2 2 0
e

u(2,0) = lim f, 0 f5(0,0)

— 12(0,0) = §¢V—(%_02

Jalleen kuvauksen maéaaritelméasta saadaan

3) = lim f, 0 f%(0,0)
k—o0

= f2(170)
1 1 2
~ra00 (5o (39)
[ 1—2) AQ—(%—A)2 %
— 2\ . A |: :| + 1 5
V- 1-2) 0 VA= (5 -2
L ) 2\
- 1-2) |\ 1
= /\23?%,)\)2 + \2 21 i\ 2]
RO RNy B RV ()
-
o I 0

35
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Lisaksi
u (3,0) = lim f30 f§(0,0)
k—o0
- f3(07 0)

Niin ollen u (2,3) = u (3,0), eli kolmas tapaus pétee.
Tapaukset (1)-(3) pétevét, joten kuvaus w on hyvin maéritelty. O

HuomAuTUS 3.9. On olennaista, ettd kuvaus u on hyvin mééaritelty, jotta von
Kochin lumihiutale on todella kéyréd. Esimerkiksi %—Cantorin joukko on iteroidun
funktiojarjestelméan {go, g1 } kiintopiste, missé

1 1 2

go(x) = gx ja qi(z) = gx + 3

Télléin 5-Cantorin joukko voidaan yrittéd kirjoittaa vilin [0, 1] kuvana kuvauksella
@ 0,1 > R

ﬂ(t) = kh_{lc}ogcu ©ga; ©°°0 gak(0)7

missd ¢ = > -, a;27" ja a; € {0,1} kaikilla ¢ = 1,2,... Kuvaus @ ei ole kuitenkaan
hyvin maéritelty, silla

a(o,1):% ia a(1,0)=§,
vaikka
0 002*1'—1 ia Ooo 2*1‘—1
+; —5 Ja 5—1-22:2: . —5.

Erityisesti huomataan, etté %—Cantorin joukko ei ole kayré, eiké sité siis voida esittad
millddn jatkuvalla kuvauksella vilin [0, 1] kuvana.

Koska avaruus R? on téydellinen, kuvauksen v méérasaman jonon suppenemisesksi
riittdd osoittaa, ettd kyseinen jono on Cauchy. Osoitetaan tdmé seuraavaksi.

LEMMA 3.10. Avaruuden R? jono (f%+(0,0))p,, missd
f%(0,0) = fa, 0 fay 0+ 0 f4,(0,0),
on Cauchy.

TobisTtus. Olkoon € > 0 ja m,n € N siten, ettd m < n. Nyt

dg (f*(0,0), f*(0,0)) < dg (f*(0,0), f*=1(0,0)) + de (f*"1(0,0), f*~*(0,0))
+ - +dg (f*(0,0), f*(0,0))
n—m—1

= D7 dp (F(0,0), £ (0,0))
5=0

1

dE (faerj (07 0)7 fam+j (fam+j+1 (07 0))) :

n—

Jj=0
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Jokainen kuvaus f,, on similariteetti ja liséiksi dg (0, fa,.,,,,(0,0)) < 2 kaikilla a4 41 €
{0,1,2,3}. Néin ollen saadaan

n—m—1

Z dg (fam+j(0, 0), fom+i (fam+j+1(0, 0)))
j=0

n—m—1

Z )\mﬂdE 0, fam+]+1(0 O))

n—m—1

<2 Z Par (geometrinen summa)

j=

A (] — n—m—1
ey

1—A
< 2A" <
—— <e

T 1=A

eli
dg (f*(0,0), f*(0,0)) <

kun m > k., missd k. saadaan kaavasta 21’\T < e. Suspa (f*(0,0)),—, on Cauchyn

jono. U

Lemman 1.11 nojalla jokainen bi-Lipschitz-kuvaus on myo6s upotus. Siispa kuvaus
w: ([0,1],d%) — R? missi ay €]0,1], on lumihiutaleupotus, jos se on bi-Lipschitz.
Ennen tdmén todistamista, osoitetaan vield seuraavat lemmat.

LEMMA 3.11. Kuvaukselle u pdtee u([0,1]) = Ky, missi Ky on von Kochin lumi-
hiutalekdyrd.

Tobistus. Joukko {(0,0)} on selvésti kompakti ja epatyhjé. Lisiksi K on an-
netun funktiojérjestelmén kiintopiste. Néin ollen saadaan

u([0,1]) = lim @*({(0,0)}) = K.

LEMMA 3.12. Olkoon wvdli
k k

I= Z a; 47", Z (a;d™") + 47"

ja vilin kuvaus

u([) = fal ©---0 fak(K)\)>
missd Ky = u([0,1]). Talloin

diam (u(1)) = A* diam (Ky).
TobisTus. Kuvauksen mééritelmésti saadaan
diam (u(l)) = diam (f,, o0 fo,(K)))
= sup dg (fo, 00 fo, (@), fay 00 fa, (y))-

%yEKA
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Koska jokainen f,, on similariteetti, saadaan
sup dE (fm ©---0 fak(m)a fa1 ©--+0 fak(y»
zyeK

= /\k sup dE(x7y)
z,ye K

= A diam (Ky).

O

Von Kochin lumihiutalekayrén K halkaisijalle pétee diam (K) = 1. Témén to-
distus ohitetaan.

LAUSE 3.13. Olkoon A € [}L, %[ja ay = _ﬁii' Talloin kuvaus

u: ([0,1],d%) — R?
on bi-Lipschitz upotus.
TobisTtus. Taytyy osoittaa, ettd on olemassa Ly > 1 jolla
Lyldp(t, s)™ < dg(u(t),u(s)) < Ladg(t, s)™
kaikilla s,t € [0,1]. Jaetaan todistus kahteen véitteeseen.

Viite 1. Kaikilla s,t € [0, 1] péatee dg(u(t),u(s)) < Lrdg(t, s)**.
Olkoon t, s € [0,1] siten, ettd ¢ < s. Téll6in on olemassa k € N siten, ettd

47D < dp(t,s) < 47k

Tallsin véli [¢, s] siséltdd ainakin yhden vélin I = [4=*F2m 4=¢F2) (4 1)], miss
m € {0,1,..., 472 — 1} Listiksi

—k
diam (I) = 4-(+2) ’
joten véli [t, s] sisdltdd adrellisen madran vélejd I.

Koska I C [t,s], on olemassa 4~*~V-pituiset vilit .J; ja J, siten, ettd [t,s] C
J1U Js. Oletetaan, ettd t € J; ja s € Jo. Liséksi voidaan olettaa, etta vileille J; ja Js
pétee joko J; = Jy tai Jy N Jy = {r}.

Jos Ji N Jy = {r} niin ¢,r € Jy, joten u(t),u(r) € u(.Jy). Vastaavasti r,s € Jo,
joten u(r), u(t) € u(Jy). Nyt saadaan

dp(u(t), u(s)) < dp(u(t), u(r)) + de(u(r), u(s))

sup dg(z,y)+ sup dg(z,y)
z,y€u(Jr) z,y€u(J2)

= diam (u(Jq)) + diam (u(Jz))

<
<
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ja Lemman 3.12 nojalla
diam (u(J1)) + diam (u(Js))
= A\ diam (Ky) + \¥ diam (K)
= 2)\F diam (K)
=2 (47" diam (K))
< 2diam (K)dg(t, s)™.
Siispé
dp(u(t),u(s)) < 2diam (Ky)dg(t, s)*.

Jos Ji = Jo, niin voidaan valita piste r € |t, s| ja vilit Ji ja Jp siten, etti t,r € Jy
jar,s € Jy. Nyt vastaalla padttelylld, kun ylla saadaan

dp(u(t),u(s)) < 2diam (Ky)dg(t, s)*.
Loytyy siis Ly = 2diam (K) > 1, eli Viite 1 piitee.

Viite 2. Kaikilla s,t € [0, 1] pitee dp(u(s), u(t)) > Ly 'dg(s, t)™.
Olkoon t, s € [0, 1] siten, ettd t < s. TAlloin on olemassa k € N siten, ettd

4D < qp(t,s) < 478

Tallsin véli [¢, s] sisdltdd ainakin yhden vilin I = [4=*F2m, 4=¢2) (m 4+ 1)], missi
m € {0, 1,..., 482 — 1}. Viitteen 1 todituksessa on perusteltu, miksi téllaisia vileja
16ytyy &dérellinen maara.

Otetaan kayttoon merkinta véleille

missd a; € {0,1,2,3}. Olkoon vilit J; = I, 4., ja Jo = Iy, 4., siten, ettd ¢t € Jy,
s € Jyjalt,s] C Jy UJy. Talloin véleille J; ja Jo pétee J; = Jo tai Jy N Jo = {r}.
Olkoon lisdksi vlit

ja
joille t € I' ja s € I®.
Oletetaan, ettd J; = Jo. Télloin a; = b; kaikilla ¢ =1, ...,k — 1 ja siten
dp(u(t), u(s)) > dist (u (1*),u (%))
> Nt dist (u ([ard ™ ard™ +471) u ([t bd ™ +471))
Z Ak—lLXI
= (e
> dp(t, )™ Ly,

jollakin L, > 1, joka riippuu ainoastaan parametrista A. N&in ollen Vaite 2 pétee
tasséd tapauksessa.
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Oletetaan seuraavaksi, ettd J; N Jy = {r}. Lisdksi oletetaan, ettd ax—; € {0,1,2}
ja br_1 € {1,2,3}. Télloin saadaan vastaavasti, kuten ylla
dg(u(t),u(s)) > dg(t,s)**Ly*,
jollakin L, > 1. Néin ollen Viite 2 pétee téssd tapauksessa.
Oletetaan vield, ettd J; N Jo = {r} ja lisdksi, ettd ax_1; = 3 ja by_1 = 0. Olkoon
indeksi ip € {i : a; # b;} seké jonot
((ZZ') = (al, ceey aio, 3, 3, ceey 3, (Zk)
ja
(bz> = (bl, cony Qjg—1 Q41,5 O, O, cevy 0, bk) .
Téalloin It = ](ai) ja I = I(bi
dp(u(t), u(s)) > dist (u(I*),u (%))
= dist (u (Ia)) v (i)))

= N0~ dist <U(I<az—>)7“ (I(?’i)>>

= \o~ly\k—io=1 gyt (u (I(aio,ak)> , U (I(ai0+17bk)>)
> )\ksz;
= (4*(]“*2))0{)‘ L;l
> dg(t,s)*Ly",
jollakin L, > 1, joka jilleen riippuu vain parametrista A. Téssé
(di) = (aiy, 3,3, ..., 3, ax)

). Nyt saadaan

Ja N
(bz) = (aio+17 0, 0, ceey 0, bk) .
Néin ollen Viite 2 pétee.

Nyt Viitteiden 1 ja 2 nojalla kuvaus u: ([0, 1],d%) — R? on bi-Lipschitz ja siten
myd6s upotus. 0
Siispd Lauseen 3.13 nojalla kuvaus w on vilin [0, 1] lumihiutaleupotus. Liséki Lem-

man 3.11 nojalla kuvauksen u kuvajoukko u([0,1]) on von Kochin lumihiutalekéyré.
Néin ollen von Kochin lumihiutalekdyra on lumihiutaleupotus.
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