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Tamén tutkielman tarkoituksena on perehtyd Cantorin joukon aritmetiikkaan.
Tutkielmassa keskitytdian késitteleméasn Cantorin %—joukkoa, vaikka Cantorin joukon
voi muodostaa myos monella muulla tavalla. Aluksi kidydéasn ldpi Cantorin %—joukon
médritelmé ja sen perusominaisuuksia, jonka jilkeen siirrytddn tutkimaan eri lasku-
toimituksia Cantorin joukon alkioilla. Lopuksi esitellddn lyhyesti esimerkkejé siité,
mitd muita tuloksia on tutkittu aiheeseen liittyen.

Cantorin joukko on saanut nimensé 1800-luvulla kyseisid joukkoja tutkineen Georg
Cantorin mukaan. Cantorin %—joukko C muodostetaan siten, ettd ensin suljettu véli
Co = [0, 1] jaetaan kolmeen yhté suureen osaan. Tamén jilkeen keskimméinen avoin
osavili poistetaan ja jéljelle jad reunimmaiset kaksi suljettua osavilid, jotka muo-
dostavat joukon C). Namé osavilit jactaan edelleen kumpikin kolmeen yhté suureen
osaan ja jalleen keskimmaéiset avoimet osavélit poistetaan, jolloin saadaan joukko Cj.
Téata jakamista ja poistamista jatketaan mielivaltaisen pitkdén, jolloin jéljelle jadvien
suljettujen joukkojen leikkausjoukko muodostaa Cantorin %—joukon C =Nz, Ck.

Koska Cantorin joukko muodostuu suljettujen joukkojen leikkauksesta, se on sul-
jettu. Lisiksi Cantorin joukko on rajoitettu vélille [0, 1], joten se on kompakti. Voi-
daan my6s huomata, ettd Cantorin joukko on ylinumeroituva ja vaikka Cantorin jou-
kon muodostaminen tapahtuu vilien avulla, niin itse Cantorin joukko ei kuitenkaan
sisalla yhtaan vilia.

Koska Cantorin %—joukon muodostaminen perustuu kolmeen osaan jakamiseen,
niin Cantorin joukon ja 3-jarjestelmén vélilld on selked yhteys. Jokaiselle Cantorin
joukon alkiolle on olemassa 3-jarjestelmén avulla muodostettu desimaaliesitys, jossa
alkio esitetdén vain nollien ja kakkosten avulla. Téstd seuraa esimerkiksi, ettd jos x
on Cantorin %—joukon alkio, niin my6s luvut 1 —z ja 3%;1: kuuluvat Cantorin joukkoon,
kun n on luonnollinen luku.

Cantorin joukon aritmetiikkaa tarkasteltaessa saadaan aikaan paljon mielenkiin-
toisia tuloksia. Eri laskutoimitusten avulla voidaan muodostaan Cantorin %—joukon al-
kioista kokonaisia lukuvilejd. Esimerkiksi C'+ C = [0, 2] ja toisaalta C' — C = [—1, 1].
Jos taas Cantorin joukon alkioiden summassa toista alkiota kerrotaan reaaliluvulla b,
saadaan C' + bC = [0,1 + b] kaikilla 3 < b < 3.

Cantorin joukon alkioiden tulon osalta voidaan nédyttii, ettd jokainen u € [0, 1]
voidaan kirjoittaa muodossa u = x?y, missi x,y € C. Toisaalta funktion g(z,y) = xy,
missi z,y € C, kuvajoukko g(C?) ei muodosta koko vilid [0, 1]. Kyseisen kuvajoukon
kokoa voidaan kuitenkin arvioida Lebesguen ulkomitan avulla. Kuvajoukon g(C?)
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Lebesguen ulkomitaksi saadaan vihintdén 77, mutta enintdén g. Cantorin joukon

alkioiden osamédrié tarkasteltaessa puolestaan saadaan, etté {% cx,y € C\ {0}} =
U 233 30].

m=—oo ’ 2



SISALTO

1. Johdanto

2. Cantorin joukko

3. Cantorin joukon perusominaisuuksia

3.1. Cantorin joukon yhteys 3-jirjestelméin
3.2.  Perusominaisuudet

4. Cantorin joukon aritmetiikkaa

4.1. Summa ja erotus Cantorin joukon alkioilla
4.2.  Aputuloksia

4.3. Cantorin joukon summa ja reaaliluvulla kertominen
4.4. Kertolasku Cantorin joukon alkioilla

4.5. Osaméérd Cantorin joukolla

4.6. Kahden alkion tulo ja Lebesguen ulkomitta
5. Muita sovelluksia

5.1.  Cantorin é—joukot

5.2.  Waringin ongelma

Lahdeluettelo

ot Ot W

11
13
17
19
21
24
31
31
32
34



1. Johdanto

Cantorin joukkojen tutkiminen on lahtoisin 1800-luvulta. Tuolloin kaksi eri hen-
kilo&d, Smith ja Cantor, tutkivat samankaltaisia joukkoja. Lopulta Cantor oli se, kuka
teki kyseiset joukot tunnetuiksi [4]. Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor syntyi
3.3.1845 Pietarissa Vengjalla, mutta muutti mychemmin perheensd mukana Saksaan,
jossa hin ensin opiskeli. Vuonna 1869 Cantor aloitti opettamisen Hallen yliopistos-
sa, jossa han lopulta pédtyi pysyméin koko uransa ajan. Cantorista tuli professori
poikkeuksellisen nuorena, vuonna 1879, kun hén oli vasta 34 vuotias. Cantor olisi
kuitenkin halunnut edeté edelleen urallaan ja tulla laitoksen johtajaksi Berliinin yli-
opistossa, mutta Berliinin laitoksen johtaja Kronecker ei tukenut Cantoria ja hédnen
tyotansa. Elaménsé aikana Cantor oli muutenkin herkké tyonsd arvostelulle ja kérsi
toisinaan masennuksesta, miké vei hdnet ajoittain pois matematiikan parista. Cantor
kuoli vuonna 1918 [11].

Cantor sai uransa aikana paljon aikaan matematiikassa, jossa hinen tuloksen-
sa keskittyvéat lukuteoriaan ja joukko-oppiin. Tunnetuimpia Cantorin teorioita ovat
muun muassa Cantorin joukko, késitys eri tyyppisistd ddrettomyyksista seké konti-
nuumihypoteesi [11]. Cantor ei kuitenkaan ollut ensimméinen henkils, joka tutki Can-
torin joukon kaltaisia joukkoja. Henry J. S. Smith esitti jo aiemmin tavan muodostaa
joukon, joka ei ole missdén tihed [4].

Smith havaitsi seuraavan asian: Olkoon m mikéa tahansa lukua 2 suurempi koko-
naisluku. Jaetaan vili [0, 1] m kappaleeseen yhté pitkié véleji ja poistetaan viimeinen
osavali. Jokainen jiljelle jadnyt osavéli J; jaetaan jalleen m kappaleeseen yhtd pitkia
vileja ja mistd tahansa yhdesté vilista J; poistetaan viimeinen osavéli. Kun tata jaka-
mista ja poistamista jatketaan mielivaltaisen kauan, jiljelle ja& dareton masra pisteité
vélilta [0,1]. Naméa saadut pisteet ovat ei-misséén tiheitd. Jos tdhén vield lisataén,
ettd poistettavat vilit ovat avoimia, padstadn Cantorin joukon yleistettyyn muotoon.
Smithin julkaisu vuonna 1875 jéi kuitenkin huomiotta ja Cantor pédsi muutama vuosi
myochemmin tekemédn vastaavia havaintoja uudelleen [4].

Cantorin 3-joukko muodostetaan siten, etté suljettu véli Cy = [0,1] jactaan ensin
kolmeen yhtéd suureen osaan. Keskimmaéinen, avoin osavéli poistetaan, jolloin jéljel-
le jddvat kaksi reunimmaista, suljettua osavélia I, ja I; 2 muodostavat joukon Cf.
Nyt valit I, ; ja I 2 jaetaan kumpikin kolmeen yhtd suureen osaan ja molemmista
jaoista poistetaan keskimmaéiset avoimet osavilit. Jéiljelle jaavat nelja suljettua vilia
I5;, missd ¢ € {1,2,3,4}, muodostavat joukon Cs. Tété jakamista ja keskimméisten
osavilien poistamista jatketaan mielivaltaiseen pitkéin, jolloin joukkojen C), leikkaus
muodostaa Cantorin %—joukon:

oo 2k

C=C =
k=1

k=11i=1

Cantorin joukon aritmetiikkaa on tutkittu ainakin 1900-luvulta alkaen. Muun
muassa Hugo Steinhaus ja hieman mychemmin John Randolph todistivat 1900-luvun
alkupuoliskolla, ettd jos C + C = {z +y : z,y € C}, niin C + C = [0,2]. Tésté
saadaan Cantorin joukon symmetrisyyden avulla helposti osoitettua, ettd C' — C' =
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{r —y:xy € C} =][-1,1]. Utz puolestaan julkaisi vuonna 1951 tuloksen laajen-
tamaan Cantorin joukon summan késittelyd. Utz tutki, mitd tapahtuu, jos summas-
sa toista Cantorin luvun alkiota kerrotaan reaaliluvulla. Hén péétyi tulokseen, etté
C' +bC =1[0,1 + b] kaikilla % <b<32].

Niaiden edelld mainittujen tulosten todistusten liséksi tasséd tyossa tullaan késit-
telemédan Cantorin joukon tuloa ja osamadrad. Tyossa kdydéaan 1api, miten jokainen
u € [0,1] voidaan kirjoittaa muodossa u = z?y, missi z,y € C. Lisiksi osoitetaan,
ettd osaméarille pétee

{§¢x,yeC\{0}}: G Egmg:&m}

m=—0oQ

Aritmetiikkaosuuden lopuksi tutkitaan vield tuloa g(x,y) = xy, missd =,y € C. Téssi

tapauksessa huomataan, ettd kuvajoukolle g(C?) pitee g(C?) C [0, 1] ja liséiksi joukon
9(C?) Lebesguen ulkomitalle 1 saadaan arvio 5+ < pu(g(C?)) < 3. Viimeisend asiana

téssé tyossa vilkaistaan hieman muita olemassa olevia tuloksia aiheeseen liittyen.



2. Cantorin joukko

Aloitetaan tutkimalla sitéd, miten Cantorin joukko muodostetaan. Perusidea Can-
torin joukon muodostamisessa on, etté otetaan suljettu véli nollasta ykkodseen, jota
sitten lahdetéén jakamaan osiin. Tama vili jaetaan kolmeen, yhté suureen osaan. Seu-
raavaksi néistd kolmesta osasta keskimméinen, avoin vali poistetaan, jolloin jiljelle
jad vain reunimmaiset kaksi suljettua vélid. Sitten ndmé kaksi jéljelle jadnytta valid
jaetaan jélleen kumpikin kolmeen yhté suureen osaan ja molemmista poistetaan taas
keskimméinen avoin véli. Tata osiin jakamista ja keskimmaéisten vélien poistamista
jatketaan mielivaltaisen kauan, jolloin jéljelle jadvien suljettujen joukkojen leikkaus-
joukko muodostaaa Cantorin %—joukon (Kuva 1). Maaritelladn seuraavaksi Cantorin

%—joukko suljettujen valien avulla.

0 1
CO > Y
C, e 3 273 -
] .
119 2/9 7/9 8/9
CZ . e & & Y - - -
CS *—e 0 *—e 0 *—e *—e o

.
.
.

KuvAa 1. Cantorin joukko muodostetaan jakamalla vilejd kolmeen
osaan ja poistamalla keskimméinen avoin véli.

MAARITELMA 2.1. Olkoon Cy = [0, 1] suljettu véli. Olkoot Cy, Cy, ...vélin Cy
osajoukkoja siten, etté
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Esitelldan seuraavaksi Cantorin leikkauslause, jonka mukaan Cantorin joukko on
epétyhja. Lauseen todistus 16ytyy esimerkiksi Tom Apostolin kirjasta Mathematical
Analysis, second edition [1, s. 56].

LAUSE 2.2 (Cantorin leikkauslause). Olkoon {Ji, Ja, ...} joukko epdtyhjid, suljet-
tuja joukkoja, Ji C R, siten, ettd J; O Jo D .... Oletetaan lisiksi, ettd J, on rajoi-
tettu. Tdlloin ooy Jix # 0.

Cantorin joukon mééritelmé voidaan muodostaa monin eri tavoin. Esimerkiksi kun
Cantorin joukkoa muodostetaan, kolmeen osaan jaon ei tarvitse olla tasainen, vaan
osavilit voivat olla my0s eri mittaisia. Toisaalta vileja voidaan joka konstruktion vai-
heessa poistaa enemménkin. Esimerkiksi Khan ja Islam ovat esitelleet muutamia eri
tapoja, katso [6]. Téssé tyossd kuitenkin keskitytééin tapaukseen, jossa vili jaetaan
kolmeen yhté suureen osaan. Néin ollen jatkossa Cantorin joukolla ja merkinnalld C'
tarkoitetaan nimenomaan Madritelméan 2.1 mukaista Cantorin %—joukkoa, ellei toisin
mainita.



3. Cantorin joukon perusominaisuuksia

Tassd kappaleessa késitelldédn ensin Cantorin joukon yhteyttid 3-jirjestelmién ja
sen jélkeen esitellddn joitakin Cantorin joukon perusominaisuuksia.

3.1. Cantorin joukon yhteys 3-jarjestelméén. Tulevissa tulosten todistuk-
sissa tullaan toisinaan hyddyntdmééan Cantorin joukon alkioiden esittdmisté 3-jarjes-
telmén avulla, joten perehdytéin ensin Cantorin joukon ja 3-jérjestelmén yhteyteen.
Kaikki reaaliluvut voidaan esittdd 3-jarjestelméssé, jolloin luku esitetéddn nollien, yk-
kosten ja kakkosten avulla.

LEMMA 3.1. Olkoon z reaaliluku vdlilta [0, 1]. Talloin x voidaan kirjoittaa 3-jirjes-
telmdn avulla muodossa

o] ap,
xzzg, o € {0,1,2}.
k=1

TobisTus. Todistetaan samoin kuin 10-jarjestelmén desimaaliesitys.
O

HuomauTUs 3.2. Lemman 3.1 mukainen esitys luvulle z on yksikésitteinen Can-
torin joukon alkioille, mutta ei yleisesti reaaliluvuille. Esimerkiksi koska kyseessé on
geometrinen sarja, saadaan 0.222...5 = 13.

ESIMERKKI 3.3. Olkoon 0.20223 3-jéarjestelmén luku. Talloin luvulle z = 0.20225
patee

o 2 0 2 2 0 0 62
o Z3 gt Tty Tt 81

Kun £ > 4, niin a = 0, joten summan loppupéén alkiot eivat vaikuta tulokseen.

LEMMA 3.4. Cantorin joukon alkioiden ja Lemman 3.1 mukaisen desimaaliesityk-
sen vdlilld on bijektio, kun oy, # 1 kaikilla k =1,2,3, ...

Lemman 3.4 todistuksessa hyddynnetédén ideaa, ettd jokaisen Cantorin joukon al-
kion sijainti voidaan ilmoittaa nollien ja kakkosten avulla: Jos Cantorin joukkoa muo-
dostaessa alkio 10ytyy vasemmanpuoleisesta joukosta, saadaan sijaintiin nolla. Jos
puolestaan alkio on oikeanpuoleisessa joukossa, saadaan kakkonen. N&in ollen kun
Cantorin joukkoa muodostetaan mielivaltaisen pitkélle, saadaan jokaiselle sen alkiolle
osoite esimerkiksi muotoa 0200222220202 ... sen mukaan ollaanko kussakin vaiheessa



siirrytty oikealle vai vasemmalle. (Kuva 2.)

Co » .
C 1 L * > .
0 2
c; —e *—e - - . =
0 2 0 2
C3 o—e o—e —e »—e —s o—o *—e o—o
0 2 0 2 0 2 0 2

Kuva 2. Cantorin joukon jokaiselle alkiolle voidaan muodostaa osoite
nollien ja kakkosten avulla.

TobisTus. Lemman 3.1 nojalla jokaiselle Cantorin joukon alkiolle on olemassa
kyseinen desimaaliesitys. Téaytyy osoittaa, ettd tdméa desimaaliesitys on eri jokaiselle
Cantorin joukon alkiolle. Olkoon x,y € C. Tallsin luvut x ja y voidaan kirjoittaa
muodossa

I = C1C2C3 . . ., jay:dldgdg...,

missi ¢;,d; € {0,2} kaikilla ¢ € N. Jos yhdellekin paikalle i pétee ¢; # d;, niin
x # y, silld kyseisessid kohdassa on valittu Cantorin joukon konstruktion vaiheessa
i eri osavilit, mihin haaraan lihted (Kuva 2). Néin ollen jokaista desimaaliesitysta,
joka sisiltéé vain nollia ja kakkosia, vastaa tdsmélleen yksi Cantorin joukon alkio ja

toisaalta yksi Cantorin joukon alkio ei voi kuvautua kahdeksi eri desimaaliesitykseksi.
O

Cantorin %—joukko voidaan nyt mééaritelld yhtépitdavasti Maadritelmén 2.1 kanssa
3-jarjestelmén avulla. Koska Cantorin joukossa aina keskimméiinen kolmannes poiste-
taan, talloin Cantorin joukon alkiot 3-jarjestelméssa siséltévit vain nollia ja kakkosia.



MAARITELMA 3.5. Olkoon x € [0, 1]. Télloin Cantorin joukko on

C:{x: sz%, &kE{O,Q}}.
k=1

Nyt kun Cantorin joukolle on saatu méériteltya yhtépitavasti 3-jarjestelmén avul-
la, voidaan tarkastella paria tulosta, jotka voidaan todistaa Mé&édritelmén 3.5 avulla.
Ensimmaisend huomataan, ettd jos Cantorin joukon mitd tahansa alkiota kerrotaan
luvun % potensseilla, niin myos tulos kuuluu Cantorin joukkoon.

LAUSE 3.6. Jos x € C, niin 3%:76 e C, kunn € N.

TobisTus. Maéritelméan 3.5 nojalla x € C, jos

Nyt jos x € C, niin

Summassa osoittajassa on edelleen vain nollia ja kakkosia ja nimittdjésséd puolestaan

kolmosen potensseja, joten S%x eC.
O
Seuraava tulos liittyy Cantorin joukon symmetrisyyteen.
LAUSE 3.7. Josz € C, niin 1 —z € C.

TobisTus. Méiritelmén 3.5 nojalla z € C jos

l’zza—:, ak€{0,2}.

w

Nyt jos x € C, niin

Koska ay, € {0,2}, niin télloin 2 — « € {0,2}, joten 1 — 2z € C.
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HuomAuTUs 3.8. Lauseen 3.7 nojalla jokaiselle x € C' on olemassa y € C' siten,
ettd x = 1 — y. Haluttu y saadaan selville yhtalosta x =1 -y <— y=1—x.

3.2. Perusominaisuudet. Kéyddan seuraavaksi lapi téarkeimpid Cantorin jou-
kon perusominaisuuksia.
LAUSE 3.9. Cantorin joukko on ylinumeroituva.

Lauseen 3.9 todistuksessa hyodynnetéién jélleen ideaa, ettéd jokaisen Cantorin jou-
kon alkion sijainti voidaan ilmoittaa nollien ja kakkosten avulla (Kuva 2.) N&ité eri-
laisia osoitteita voidaan 16ytad mielivaltaisen paljon ja toisaalta Lemman 3.4 nojalla
jokaista osoitetta vastaa tédsmaélleen yksi Cantorin joukon alkio. Télloin saadaan osoi-
tettua, ettd Cantorin joukko ei voi olla numeroituva.

ToDISTUS. Olkoon C' kuten Maaritelmassa 3.5:
00 o
C= {az: xzzg—k, ake{0,2}}.
k=1

Antiteesi: Cantorin joukko on numeroituva. T&ll6in on olemassa bijektio f : N —
C siten, etté jokaisella joukon N alkiolla on vastinpari Cantorin joukossa.
Olkoon f(n) = x, kaikilla n € N. Télloin C' = {z1, x9, x3,..., Ty, ...}, missd

L1 = C1,C1,C15 - - .

To = C9,C2,C24 . ..

Tp, = CpyCnyCnyg - - -

missi ¢,,, € {0,2} kaikilla n ja m. Olkoon ¢ = ¢jeacs . . . siten, ettéd

{2, joscy, =0 {2, jos co, =0 {2, jos ¢, =0
C1: C2: ..,Cn:

0, josecy, =2’ 0, joscg,=2"" 0, josec, =2

Talloin ¢ € C'. Kuitenkin kun ¢ méaéritelldéan talla tavoin, alkioiden ¢ ja x,, osoitteet
eroavat paikassa n, silld ¢, # ¢, kaikilla z,. Néin ollen Lemman 3.4 nojalla ¢ # z,,
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mutta toisaalta myds alkio ¢ kuuluu Cantorin joukkoon, miké aiheuttaa ristiriidan.
Néin ollen Cantorin joukko on ylinumeroituva.

4

Esitelldéan seuraavaksi Lebesguen ulkomitan méaritelmé, jota hyodynnetdan seu-
raavan tuloksen todistuksessa ja myohemmin tutkielmassa. Kun joukko esimerkiksi
Cantorin joukon tapauksessa ei ole yhteinédinen, vaan siitd on poistettu paloja, ei var-
sinaista joukon kokoa voida laskea. Lebesguen ulkomitalla voidaan kuitenkin arvioida
joukon kokoa kyseisen joukon peittdvien avoimien joukkojen koon avulla. Koska téssa
tekstissa keskitytddn reaalilukuvileihin, muotoillaan Lebesguen ulkomitan méaéritel-
mé kattamaan vain avaruuden R tapaus. Méairitelma 3.10 yleistyy avaruuteen R™,
katso [10, s. 17-20].

MAARITELMA 3.10 (Lebesguen ulkomitta). Madritellaan vélin I =la, b] pituus
funktiolla {(/) = b — a. Joukon E' C R Lebesguen ulkomitta on luku

W(E) =m*(E) = inf {Zl([k) EC U I, I;, avoin véli} )
k=1 k=1

Esitelldén seuraavaksi joitakin Lebesguen ulkomitan ominaisuuksia, joita tullaan
hyédyntdméaan mychemmin tulosten todistamisessa.

LAUSE 3.11. Olkoon p Lebesquen ulkomitta kuten Mddaritelmdssa 3.10. Tdalloin
(1) Jos I =la,b] tai I =]a,b[, niin u(I) =b — a.
(2) Olkoon Ey, Es, ... joukkoja, joille E; C R katkilla j = 1,2,.... Tdlloin
(U E:) <> u(E;) (subadditiivisuus).
(3) Olkoon Ey, Es, ... erillisid, mitallisia joukkoja, joille E; C R kaikilla j =
1,2,.... Talloin (U E;) = > w(E;) (additiivisuus).

Tobistus. Jatetddn Lauseen 3.11 todistus muualta luettavaksi:
Kohta 1: Royden & Fitzpatrick [8, s. 31|, Tao [10, s. 25].
Kohta 2: Royden & Fitzpatrick [8, s. 33].
Kohta 3: Royden & Fitzpatrick [8, s. 36], Tao [10, s. 35].
[

HuoMmAuTUs 3.12. Lauseen 3.11 kohta 3 siséltdéd ehdon, ettéd joukkojen on oltava
mitallisia. Téhén liittyen voidaan todeta, ettd jokainen vili on mitallinen [8, s. 38].
Samoin esimerkiksi kaikki suljetut ja avoimet joukot ovat mitallisia [10, s. 32].

HuomAuTUs 3.13. Lauseen 3.11 kohdat 2 ja 3 pétevat myos dérelliselle médaralle
joukkoja E17 EQ, c 7Ei-

LAUSE 3.14. Cantorin joukko ei sisdlld vilejd.
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Lause 3.14 saadaan todistettua siten, ettd néytetdédn ensin, ettd Cantorin joukon
komplementin Lebesguen ulkomitta on yksi. Télloin kun kyseessd on vili [0, 1], niin
itse Cantorin joukon Lebesguen ulkomitta on oltava nolla. Téllin Cantorin joukko
ei voi siséltda valejéd, silla jos se siséltdisi yhdenkin valin, Lebesguen ulkomitta olisi
oltava vahintddn kyseisen vilin pituus.

Tobistus. Olkoon k£ € N. Cantorin joukon muodostuksessa vaiheessa k poiste-
taan 28! viilid edellisestd vilien joukosta. Jokaisen poistetun vilin pituus on 3%, joten
Lauseen 3.11 kohdan 1 nojalla jokaisen poistetun vélin Lebesguen ulkomitta on myos
3%‘ Cantorin joukossa vilejd poistetaan mielivaltaisen paljon ja kaikki poistetut vélit
ovat erillisid. N&in ollen Cantorin joukon komplementin Lebesguen ulkomitta saadaan
Lauseen 3.11 kohdan 3 nojalla summaamalla kaikkien poistettujen vilien Lebesguen
ulkomitat eli poistettujen vélien pituudet:

) 0o k—1 0 k
1 1 2 1 2
Cc — § 2k71 - _ § = N = .
k=1 k=1 k=0
Tama on suppeneva geometrinen sarja, jolloin summa saadaan laskettua:

L5 1)

k=0

Kun rajoitutaan tarkastelemaan vélié [0, 1], niin CUC*® = |0, 1] ja toisaalta joukot
C ja C° ovat erillisid. Liséksi C' on suljettu ja C'° on avoin, joten kyseiset joukot ovat
mitallisia. Talloin Lauseen 3.11 kohdan 3 nojalla saadaan

u([0,1]) = pu(C) + p(C°) <= p(C) = pu([0,1]) — u(C).

Lauseen 3.11 kohdan 1 nojalla x([0,1]) = 1, joten u(C') = 1 —1 = 0. Néin ollen
Cantorin joukko ei sisdlla véleja.

t

LAuse 3.15. Cantorin joukko on suljettu ja kompakti.

TobisTtus. Cantorin joukon muodostuksessa suljetusta joukosta poistetaan aina
avoimia joukkoja, jolloin jaljelle jaa suljettuja joukkoja C,, n = 1,2,3,... Koska
Maéritelmén 2.1 nojalla Cantorin joukko on niiden suljettujen joukkojen leikkaus
C = p=; Ck, niin Cantorin joukko on suljettu. Liséksi koska kaikki Cantorin %—joukon
alkiot ovat valilld [0, 1], niin Cantorin joukko on myos rajoitettu. Talloin Cantorin
joukko on kompakti.

O
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4. Cantorin joukon aritmetiikkaa

Téassé osiossa kiydaan ldpi Cantorin joukon aritmetiikkaa padosin Athreyan, Rez-
nickin ja Tysonin julkaisun [2] pohjalta. Cantorin joukon mééritelmésta ndhdadn hel-
posti, ettd Cantorin joukko ei sisélld kaikkia vélin [0, 1] alkioita ja toisaalta Lauseen
3.14 nojalla Cantorin joukko ei sisélld yhtakaan valid. Kuitenkin jo peruslaskutoimi-
tuksilla, joissa Cantorin joukon alkioita esimerkiksi summataan tai kerrotaan keske-
néddn, saadaan muodostettua suljettuja vileji. Cantorin joukon avulla voidaan esittai
helposti muun muassa vilit [—1, 1] ja [0, 2] erotuksen ja summan avulla. Kun vield
otetaan mukaan tulo ja osaméiérd, saadaan muita mielenkiintoisia tuloksia.

4.1. Summa ja erotus Cantorin joukon alkioilla. Seuraavaksi osoitetaan,
ettd Cantorin joukon alkioita summaamalla ja vdhentdmailld voidaan muodostaa ko-
konaisia vilejd. Esimerkiksi vilin [0, 2] alkiot saadaan summaamalla Cantorin joukko
itseensé. Aloitetaan médrittelemélld summa ja erotus Cantorin joukolla.

MAARITELMA 4.1. Olkoon C' Cantorin %—joukko. Madritellddn summa C' + C' ja
erotus C' — C siten, etté

C+C={z+y:z,yeC} ja C—-C={r—y:z,yeC}.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Cantorin joukon summa itsensé kanssa siséltas kaik-
ki vélin [0, 2] alkiot.

LAUSE 4.2. Olkoon C' Cantorin %—joukko. Talloin

C+C=0,2].

Tobistus. Olkoon C' kuten Méaaritelméssa 3.5, eli

C’:{:E: ZB:Z%, ak6{0,2}}.
k=1

Olkoon u € [0, 2]. Talléin Lemman 3.1 nojalla § voidaan esittéd 3-jarjestelmén avulla
muodossa

u ad €
3= 23—’; er € {0,1,2}.
k=1
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Miééritellaan pari (o, k) siten, etté

(07 0>7 jOS € = O
(g, Br) = < (2,0), jose=1.
2, 2), jos €, = 2

Olkoon lisdksi alkiot x,y € C' siten, etta

|M8
wl@
TTMS
SSIRSS

Néin ollen u € C + C, joten [0,2] C C'+ C.

Toisaalta koska Cantorin joukko sisaltdd alkioita vain véliltd [0, 1], niin
0=04+0<z+y<1+1=2

kaikilla z,y € C. Néin ollen Cantorin joukko ei sisélld muita kuin vélin [0, 2] alkioita,
joten C'+ C C [0,2].
0

Tarkastellaan seuraavaksi Cantorin joukon alkioiden erotusta. Samoin kuin sum-
massa, my0s erotus muodostaa suljetun vélin.

LAUSE 4.3. Olkoon C Cantorin % 3-joukko. Tdlldin

C-C=[-11].

TobisTtus. Olkoon x,y € C'. Talloin Lauseen 3.7 nojalla on olemassa z € ' siten,
ettd y = 1 — z. Tésté seuraa tiedon C' + C = [0, 2] avulla yhtalo

C-C={z—yt={r—-1-2)}={z+2-1}=C+C—-1=[-1,1].
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4.2. Aputuloksia. Cantorin joukon aritmetiikkaa voidaan kéasitelld laajemmin-
kin kuin vain summalla ja erotuksella. Tuloa ja osamé&draa varten kidydaan ensin lapi
tarvittavia apuvélineitd myohempien tulosten ymmartdmiseksi. Aloitetaan kaymaélla
léapi tulos, jota tarvitaan jatkon kannalta erittdin hyoddyllisen Lemman 4.12 todista-
miseen.

LEMMA 4.4. Olkoon {Ki, K5, K3,...} C R perhe epdtyhjia kompakteja joukkoja
siten, ettd K1 D Ko D K3 D -+ ja lisikst K = NK;.
(1) Jos (zj) = x, kun j — oo, x; € K;, niin v € K.
(2) Jos F': R™ — R on jatkuva kuvaus, niin F(K™) = (2, F(K"), missi K"
on karteesinen tulo K]" = K; x I{; X -+ X K;.

TobisTus. Kohta 1. Antiteesi: On olemassa (z;), jolle (z;) — z, kun j — oo,
z; € K siten, ettd « ¢ K.

Koska joukot K; ovat sisdkkéiset, niin on olemassa K, jollakin r € {1,2,3,...},
jolle pitee = ¢ K, eli z € K¢. Koska joukko K, on kompakti, on se myds suljettu.
Talloin joukon K, komplementti K¢ on avoin. Né&in ollen on olemassa avoin véli
|z — €,z + € siten, ettéd |x — e, x 4 €[C KE. Edelleen joukkojen sisdkkéiisyydestd seuraa
Jlt —ex+elCKEC K, C---.

Nyt muistetaan, ettd x; € K; jax € K;. Jos j > r, niin talloin K; C K, eli patee
myos ¥ € Kf. Tilloin |z; — 2| > €, kun j > r. Néin ollen jono () ei ldhesty alkiota
x, kun 7 — oo, miké on ristiriita alkuehtoon ja néin ollen lauseen ensimméinen kohta
patee.

Kohta 2. Koska K = NK;, tilloin K C K; kaikilla i € {1,2,3,...}. Tést4 seuraa,
ettd K™ C K™ ja edelleen F(K™) C F(K]") kaikilla i = 1,2,... Koska nyt joukko
F(K™) on joukon F(K") osajoukko kaikilla ¢ = 1,2,..., niin télléin on padettava
F(K™) c NF(K™).

Olkoon uw € NF(K™). Valitaan x; = (2;1,...,%;,) € K™ jokaiselle i siten,
ettd F'(z;) = u. Koska K7" on kompakti, on se myos rajoitettu. Télloin Bolzano-
Weierstrass lauseen mukaan jonolla (z;) on suppeneva osajono (z,,) = (2,1, .., Tr;.m),
joka suppenee kohti alkiota y = (v1, ..., ym), kun r; — oco. Tésté seuraa, ettd jokainen
jono (z,, &) suppenee kohti alkiota y; kaikilla k = 1,2...,m. Talléin pitee z,, » € K,
ja Lauseen 4.4 ensimméisen kohdan nojalla y, € K jokaisella £ = 1,2,...,m. Nain
ollen y € K™. Nyt koska F' jatkuvana kuvauksena kuvaa suppenevat jonot suppe-
neviksi jonoiksi, niin on péadettivd F(y) = u. Néin ollen v € F(K™) ja saadaan
NF(K™) C F(K™).

0

Seuraavaksi esitellidn apumerkint6jd. Ensimmaéisenéd annetaan merkintd I kuvaa-
maan keskimmaéisen kolmanneksen poistamista vélisté.

MAARITELMA 4.5. Olkoon a ja t lukuja siten, ettd a,t € R ja ¢ > 0. Merkitdén
I =a,a+3t]jal = |a,a+t]U[a+2t,a+ 3t]. Télloin Cantorin joukon konstruktiossa
vaihe n + 1 voidaan esittdd muodossa
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2n+1

271,
n+1 U In+1 7 U In,i-
i=1
Toisinaan on hyddyllistd tarkastella erityisesti Cantorin joukon loppupuoliskoa.
Annetaan seuraavaksi merkinté C' kuvaamaan Cantorin 3-joukon alkioita vélilld [3, 1.
MAARITELMA 4.6. Jatkossa kiytetddn merkintaé

~ 1 2 ~ 1 >
O:Cﬂkﬂydﬁw?q ja @:Cﬁﬂiq:AU L.

Talloin
=G
n=1

LAUSE 4.7. Olkoon C kuten Mddritelmdssd 4.6. Tdlloin

-2 1
C=2+-C
373%

missa %C = {%x ‘T € C}.

TobisTus. Méaritelmista 3.5 ja 4.6 seuraa, ettd

k=1

+
Wl Wl
Q —N—
)

(7:00[%,1]
:{x:x Zg:,ake{() 2}, a1—2}
= 2.y 0,2
- g kz ke{v}
{g $Y e 1]
:§—|— :x—zgk,akG{OQ}}
2
3
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Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin joukon C alkioiden yhteyttd Cantorin %-joukon
alkioihin.
1

LAUSE 4.8. Olkoon x € C\ {0}. Tdlloin x voidaan esittid muodossa v = 3:17,
missd T € C ja s € NU{0}.

Tobistus. Olkoon x € C'\ {0}. Jos x € [2,1], valitaan s = 0, jolloin = = Z, eli
HAS C.

Jos x € [0, %], niin z voidaan kirjoittaa muodossa

Za—k o € {0,2}.

k=1

Kuitenkin, koska x € [0, %]7 niin tassé esitysmuodossa ainakin a4 on nolla. Valitaan
nyt s siten, ettd jos n on ensimmaéinen indeksi, jolla oy # 0, eli o = 2, kun k = n,
niin talloin s = n — 1. Nyt x voidaan kirjoittaa muodossa

1 Ooa
:3_;7

misséd ay € {0,2} ja lisdksi kun k& = 1, niin oy = 2. Néin ollen summa ).~ ,

Cantorin joukon alkio vililtd [3,1], eli = £ 7.

3& on

n

HuoMAUTUS 4.9. Lauseen 4.8 mukainen esitys x = 315;15 on yksikésitteinen, koska

Lemman 3.4 nojalla Cantorin joukon alkiolla x on yksikésitteinen 3-jarjestelmén avul-
la muodostettu desimaaliesitys. T&lloin luku s méérdytyy desimaaliesityksen alussa
olevien nollien mukaan. Toisaalta myds kaikkien £ € C' desimaaliesitys on yksikasit-
teinen, joten vain yhden luvun 2 desimaaliesitys voi sopia luvun x desimaaliesityksen
loppuosaksi.

HuomauTus 4.10. Vastaavasti voidaan perustella, ettd jos z € [0, 1], niin z voi-

daan kirjoitaa muodossa x = gzv, missé v €]3,1] ja s € NU {0}

SEURAUS 4.11. Cantorin %—joukko voidaan esittid muodossa

(1) ¢ ={0}u Uik

TopIsTUS. Lauseen 4.8 nojalla jokainen z € C'\ {0} voidaan kirjoittaa muodossa

T = 3sx missé 7 € C ja s € NU{0}. Toisaalta koska & € C, niin Lauseen 3.6 nojalla
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3%& € C kaikilla n € N. Néin ollen

o0

o\ 0y = 5@

k=0

ja koko yhtélo (1) saadaan vain lisddmalld vield nolla mukaan yhdisteeseen.
0

Nyt padstaan hyodylliseen aputulokseen, jota tullaan hyodyntdmééan useammassa
tulevassa tuloksessa.

LEMMA 4.12. Olkoon F : R™ — R jatkuva kuvaus. Olkoon [a,b] joko vdli [0,1] tai
[%, 1]. Oletetaan lisiksi, ettd jokaiselle yhtd pitkdlle erilliselle tai identtiselle osavdlille
I, C [a,b] pdtee

F(I,,....I,)=F(,...,1,).
Tdlloin F(Cpy) = F([a, 0]™), missi Clap) = a+(b—a)C, kun C' on Cantorin 5-joukko.

HuomAUTUS 4.13. Merkintd C, ) tarkoittaa kiytédnnossé niitd Cantorin %-joukon
alkioita, jotka ovat vélilld [a, b]. Jos [a,b] = [0, 1], niin selvésti Cjo 1) = 04+(1-0)C = C.
Jos taas [a,b] = [%, 1], saadaan C[%J} = % + (1 - %)C’ = % + %C’ = C, kun muistetaan
C':n Misritelmi 4.6.

Tiéssi tyossi keskitytidn Cantorin g-joukkoon vililld [0, 1], joten todistetaan tulos
vilille [a, b] = [0, 1], eli tapaus F'(C™) = F([0,1]™). Tamén liséksi jatkossa tarvitaan
tapausta [a,b] = [2,1], eli tapaus F(C™) = F([2,1]™). Lause 4.12 voi péted myds
muille véleille, mutta keskitytdan nyt vain ndihin kahteen tapaukseen.

Tobistus. Olkoon [a,b] = [0, 1]. Olkoon lisiksi

2k
Cr = I,
j=1

missé jokaisen vélin [ ; pituus on 3% ja toisaalta Cantorin joukon Mééritelmén 2.1
nojalla vélit Ij, ; ovat erillisid. Téll6in

2k 2k
FC) =F(J Lugs - U Iny) = U F(Lj s i),
i=1 i=1

1<j1,525,dm <2F



17

missé jokainen pari (1 j, I1. j;) on joko identtinen tai erillinen kaikilla j;, j; € {1,2,..., 2k,
Pari on identtinen, jos j; = j; ja erillinen, jos j; # j;. Toisaalta koska

2k
F(L,....Iy)=F(h,....1,) ja Cia =]y
j=1

niin saadaan F(C}') = F(C},). Eli jokainen Cantorin joukon konstruktion vaihe ku-
vautuu samoin. Erityisesti F(C}") = F(C§*) = F([0,1]™). Koska Cpp 1 = C = NC;,
niin Lemman 4.4 kohdan 2 nojalla saadaan F(C™) = NF(Cr™). Edelleen koska jo-
kainen konstruktiovaihe kuvautuu samoin, niin leikkaus eri konstruktiovaiheiden ku-
vauksista on sama kuin minké tahansa konstruktiovaiheen kuvaus. Télloin

F(Cigyy) = F(C™) = NF(CT") = F(CY") = F([0,1]™).

Tarkastellaan vield tapausta [a,b] = [2,1]. Koska
- ) 2
Ck: |:§,1:| ka: U [k,j;
j=2k=141
niin todistus on télle tapaukselle vastaava kuin tapaukselle [a,b] = [0, 1]. Véleja Iy

on nyt vain vihemmaén, mutta vélien maéré ei vaikuta todistuksen kulkuun.

n

4.3. Cantorin joukon summa ja reaaliluvulla kertominen. Tarkastellaan
tassé kappaleessa Cantorin joukon alkioiden summaa, jos summan toista alkiota ker-
rotaan reaaliluvulla. Tarkastellaan funktiota fy(z,y) = = + Ay, jossa z,y € C ja
A€ 3,3

LAUSE 4.14 (Utz). Olkoon X € [3,3]. Tdlldin jokainen u € [0,1 + N voidaan kir-
joittaa muodossa u = x + \y, x,y € C.

Topistus. Olkoon fy(x,y) = x+ \y. Tarkastellaan joukkoa f)(C?), joka voidaan
kirjoittaa muodossa f,(C?) = C'+ AC' = A(C' + ;C), missii 1 € [3, 1], kun A € [1,3].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f,,(C?) = [0,1+ A, kun % < A < 1. Kun tdméi pétee,
niin tilanteelle 1 < A < 3 pitee A\(C' + $C) = A[0,1 + 1] = [0,1 + A]. Niin ollen
Lauseen 4.14 todistamiseksi riittdéd tarkastella tilannetta \ € [%, 1].

Olkoon I ja I, suljettuja, yhta pitkia vileja valilta [0, 1]. Néaytetaan, etté talloin
A, L) = f(lh, I). Merkitisn I, = [r,r + 3t] ja I, = [s,s + 3t], missi 7,5 € [0, 1]
ja t €0, 3]. Nyt saadaan

I, L) = [ryr + 3t + A[s, s + 3t] = [r + As, 7 + As + 3t(1 + N)].
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Kun vield merkitdan w = r + As, saadaan yhtalé muotoon
(I, 1) = [w,w + 3t(1 + N)].

Kun vialeista I ja‘_lg poistetaan keskimmiiset kolmannekset, saadaan I; = [r,r+t]U
[+ 2t, 7+ 3t] ja I, = [s,5 + t] U[s + 2t, s + 3t]. Edelleen saadaan yht&lo

A, L) =([r,r + 1)U [r 4 2t,7 4 3t]) + X([s,5 + t] U [s + 2,5 + 3t])

([ryr + U [r + 2t,7 + 3t]) + ([As, A(s + )] U [A(s + 2t), A(s + 3t)])
([r+As,m+As+t(L+N)]U[r+As+2t, 7+ As + (3 4+ \)])U
([r+As+2X, 7+ As +t(1+3N)] U [r + As+ 2t(1+ N),r + As + 3t(1 + N)])
(Jw,w+ 1+ N)]U[w+2t,w + (34 \)])U
(I (
(I
(I
=([

w+ 20, w 4 (1 + 3N U [w + 2¢(1 4+ ), w + 3t(1 + \)])
w,w+t(1 4+ \)] U [w + 2Xt, w + t(1 + 3\)])U

w42t w+tB+ N U w+2t(1+ N),w+ 3t(1+ N)])
ay, b1] U [ag, bo]) U ([as, bs] U [ayg, by])-

Koska % < A <1, niin 2\ < 1+ X <1+ 3\ Talloin pétee a; < asg, by < by, as < by,
as S Ay, bg S b4. Lisaksi

by—as=w+tB+AN) —(w+2t(1+X)=t(1—-X)>0-0=0,
joten a4 < bs. Nyt f,\(fl, Ig) voidaan supistaa muotoon

A, L) = [a1, ba) U fas, bs] = [w, w + (1 4 3\)] U [w + 2t,w + 3t(1 + N)].

Edelleen saadaan 2 <1+ 3\ < 3+ 3A, joten a; < ag, by < by ja az < by. Nyt
fallh, I5) = a1, ba] = [w, w + 3t(1 + N)].

Niin ollen f,\(I"l, Ig) = fa(I1, I5). Erityisesti tdma pétee identtisille ja erillisille vileil-
le I ja I, vililtd [0,1] ja lisdksi funktio f) on jatkuva, joten Lemman 4.12 nojalla
r([0,1]%) = f1(C?). Niin ollen saadaan

AC%) = fa([0,1]%) = [0,1] + A[0,1] = [0, 1 + A],

kunég)\gl.
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Seuraavaksi todistetaan Lausetta 4.14 vastaava tilanne vdhennyslaskulle, kun ker-
toimena on negatiivinen luku.

LAUSE 4.15. Olkoon f\(z,y) = = + Ay, z,y € C. Olkoon lisiksi B = —X < 0.
Talloin

f5(C?) = =X + £A(C).

TobisTus. Olkoon 8 < 0 ja x,y € C. Lauseen 3.7 nojalla on olemassa z € C
siten, ettd y = 1 — z. Talloin

folz,y) =+ Py=a2+P(l—2)=c—-A1l—-2)=-A+z+Az= -1+ fi(z,2).

Koska z,y,2z € C, niin f3(C?) = =X + f1(C?).

4.4. Kertolasku Cantorin joukon alkioilla. Késitellidin seuraavaksi tuloa,
kun Cantorin joukon alkioita kerrotaan keskendén. Tarkastellaan funktiota f(x,y) =

22y, jossa z,y € C. Kisitellddn titd asiaa joukon C' = C'N 2,1] kautta.

LEMMA 4.16. Olkoon f(z,y) = 2%y, z,y € C. Jos f(C?) = (5, 1], niin f(C?) =
[0, 1].

TobisTus. Olkoon u € [0, 1].

Jos u = 0, se saadaan arvolla 0 € C, silli u = f(0,0) = 0*- 0.

Jos u > 0, se voidaan kirjoittaa Huomautuksen 4.10 nojalla muodossa u = 3%117
missi € NU {0} ja v €]3,1]. Koska 5 < %, niin v € [3,1], joten oletuksen
F(C?) = [, 1] mukaan v = %y, joillekin z,y € C. Toisaalta C' C C, joten pétee
myos z,y € C. Nyt saadaan

1 1 1
U= gu= g(xzy) = (yy) :

Lauseen 3.6 nojalla -y € C, joten f(C?) = [0,1].

Seuraavaksi kdydadn lapi jilleen yksi tarvittava aputulos.

LEMMA 4.17. Olkoon f(x,y) = 2%y, =,y € C. Jos wilit I = [a,a + 3] ja
J = [b,b+ 3t] ovat vdlin (2, 1] osavileja, niin f(I,J) = f(I,J).
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TobisTus. Méiritelmien nojalla
f(I,J) = [a,a+ 3t%[b,b+ 3t] = [a®, (a + 3t)*][b, b + 3t] = [a®b, (a + 3t)*(b+ 3t)].
Toisaalta I = [a,a +t] U [a + 2t,a + 3t] ja J = [b,b+t] U [b+ 2t,b + 3t], joten

a,a+t]Ufa+2t,a+ 3t)*([b, b+ t] U [b+ 2t, b+ 3t])

=([a®, (a+t)*] U [(a + 2t)%, (a + 3t)*])([b, b+ t] U [b+ 2t,b + 3t])
a®b, (a+t)*(b+ 1) U [a*(b+ 2t), (a+)*(b+ 3t)])U

(a+2t)%b, (a+ 3t)*(b+ )] U[(a+2t)*(b+2t), (a + 3t)*(b + 3t)]).

FJ) =

Maaritelladn nyt

[a®D, (@ +1)*(b+ t)] = [ug, v1]

[a?(b+ 2t), (a4 t)*(b + 3t)] = [ug, vo

[(a +2t)%b, (a4 3t)*(b +1)] = [us, v3]

[(a +2t)%(b+2t), (a + 3t)%(b+ 3t)] = [ug, vy),

jolloin f(1,J) = [u1, 1] U [z, vo] U [ug, vs] U [ug, va] ja toisaalta f(I,.J) = [uy,vy).
Koska a,b,t ovat kaikki aidosti positiivisia lukuja, huomataan, ettd u; < wus,
v < Vg, Uz < Uy ja vz < vy. Vertaillaan seuraavaksi erotuksia vy — ug ja vz — uy:

v —uy = (a+1)*(b+1t) —a®(b+2t) = at(2b — a) + t*(2a + b) + 3
v3 —uy = (a+3t)2(b+t) — (a+2t)2(b+2t) = at(2b — a) + t*(5b — 2a) + t°.

Koska I ja J ovat valilla [%, 1], saadaan

2b >22 1 1>0
- 3 3
5b 2>52 2-1 4>O
_a - —_— — . = - .
- 3 3

Talloin v — ug > 0 ja vg — uy > 0, joten vy > us ja vz > uy. Nain ollen saadaan, etté
[ug, v1] U [ug, va] = [u1,ve] ja toisaalta [us, vs] U [ug, v4] = [ug, v4]. Kun vield jatketaan
vertailua, huomataan, ettd u; < us ja vy < v4. Tarkastellaan vield erotusta vy, — ug:

vy —uz = (@ +t)*(b+ 3t) — (a+ 2t)*b = at(3a — 2b) + 3t*(2a — b) + 3t°,

missd 3a—2b > 3-2—-2-1=0ja2a—b>2-2—1 =L Talloin vy—us > 0, eli vy > ug ja
3 3 3
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néin ollen [uy, vs] U [ug, va] = [uy, vy]. Néin ollen saadaan f(I,.J) = [uy,vs] = f(1, J).
U

LAUSE 4.18. Olkoon f(x,y) = 2%y, z,y € C. Tdllsin f(C?) = [, 1].

TobisTus. Tarkastellaan kuvajoukkoa f([2,1]):

(BT)- BT BRG]

Toisaalta Lemman 4.17 nojalla vileille I1 ja I, vililté [2, 1] pitee f(I1, ) = f(I, I).
Koska f on jatkuva, niin Lemman 4.12 avulla saadaan

FC = f(Chy) =1 (E 1} > = [% 1] .

SEURAUS 4.19. Olkoon f(x,y) = 2%y, x,y € C. Tdlloin f(C?) = [0,1].

ToDISTUS. Lauseen 4.18 nojalla f(C?) = [, 1] pitee aina, joten myds Lemman
4.16 tulos on aina voimassa.

O

4.5. Osaméiirid Cantorin joukolla. Kisitellddn seuraavaksi jakolaskua Canto-
rin joukon alkioilla. Aloitetaan tarkastelemalla Cantorin joukon loppupuoliskon al-
kioita, eli joukkoa C'.

LEMMA 4.20. Cantorin %—joukolle pdtee
U ~ 2 3
“ovedy=[23]
{v e {3 2]

TopisTus. Olkoon Médritelmén 4.6 nojalla Cy = [2, 1]. Funktio f(u,v) = % on
jatkuva médrittelyjoukossaan ja erityisesti valilla [2, 1], jotenN{% ru,v € O} =3, 3]

Olkoon I; ja I, mitka tahansa kaksi konstruktiovaiheen C, = Uf;n_l 41 In,i muo-
dostavaa vilid ;. Télloin kyseiset vilit ovat yhtéd pitkid ja voidaan merkitd I; =
la,a+3t] ja Iy = [b,b+ 3t]. C,, muodostuu 2" kappaleesta erillisid vilejd. Talloin vilit
I ja I ovat joko identtisié, jos a = b, tai erillisié, jos a # b.

Oletetaan, ettd a < b (yhtd hyvin voisi olettaa toisin péin, koska vélien [; ja Io
jarjestykselld ei ole vélid), jolloin pétee joko I} = I3 ja a = b tai I; ja I ovat erilliset,
jolloin a + 3t < b. Osamaéarit valien I; ja I alkioista asettuvat talloin vélille

a a—+ 3t
0= —_—

b+3t b }:[TO’SO]'
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Koska I) = [a,a +t] U [a + 2t,a + 3t] ja I, = [b,b+t] U [b + 2t,b + 3], saadaan osa-
méaran avulla nelja osavalia:

7 a a-+t _[ ]

1 — _b+3t7b+2t =1,
[ a4 a+t

Jy = b——i-t’T} :[7“2732]

J_'a+2ta+3t _ [y, 53]

ST b+st btrat) VT
(a4 2t a+ 3t

<]4: _b+t7 b :|:[T4784]‘

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Jy, = J; U Jy U J3 U Jy. Tarkastellaan erikseen ta-
pauksia @ = b ja a < b. Ensin kuitenkin tarkastellaan joitakin lukujen r; ja s;,
i,7 €40,1,2,3,4}, valisia algebrallisia yhteyksia.

Ensinnédkin huomataan, ettd vy = rg ja s4 = sg. Toisaalta r1 < 1o, $1 < 89, 73 < 14
ja s3 < sy. Liséksi saadaan

a+ 2t a  2t(b—a-+t)

BTRTLNE b+t (b+ )b+ 3t)
o s _a+3t a+t  2Ab—a-—1)
U T2t b b(b+2t)
. _att a  tb—a+li)
T b2t b+t (b+1)(b+2t)
2
— .2 -1
82_T3:a+t_a+2t:t(3a+3t b)Zt(33+O ): t 50
b b+3t b(b + 3t) b(b + 3t) b(b + 3t)
a+3t a+2t tb—a—t)
S3 —Tg = =

b+2t b+t  (b+t)(b+2t)

Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa a < b, jolloin pétee myds a + 3t < b. Téll6in
saadaan, ettd b —a + ¢t > 0. Toisaalta ehdosta a + 3t < b seuraa b —a — 3t > 0 ja
koska t > 0, saadaan edelleen b — a — ¢t > 0. Néin ollen kaikki yll& olevat erotukset
ovat positiivisia, mista seuraa, ettd ro < r3, so < 83, 79 < 81, '3 < Sg ja rg < S3.

Nyt saadaan, ettd r1 < 19 < r3 < ry ja s1 < S9 < 83 < 84, eli vilit J; ovat
jarjestyksessd siten, ettéd vili J; alkaa aiemmasta pisteestd kuin véli J;,; ja toisaalta
vali J; padttyy aiempaan pisteeseen kuin vali J;,1. Liséksi koska ro < 51, 73 < 59 ja
ry < 83, niin J; N Jiq # 0 kaikilla ¢ € {1,2,3}, eli vilit ovat osittain paillekkaisia.
Néin ollen J() = Jl U JQ U Jg U J4.
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Jos taas a = b, saadaan

2t(a —a+1t) 212 =0
T3 — To = =
P T (a+t)(a+3t) (a+t)(a+3t)

2t(a —a —t —2t2
S3 — Sg = (a a4 ) = < 0.

a(a + 2t) ala + 2t)

Nain ollen ry < 73 ja s3 < So, mista seuraa, ettd J3 C Jy. Vili J3 voidaan siis jattaa
tarkastelusta pois. Nyt saadaan r; < ry < ry. Toisaalta

a+3t a4+t 2t
Sq4 — SS9 = — :—>0,
a a a

joten sy < s4 ja néin ollen s; < s9 < s4. Lisdksi

a4+t a 2 20
§1—T9 = — =
T a4t a+t (a+20)(a+t)
a+t a-+2t 12
S9 — T4 = — == >07

a a+t ala+t)

joten ro < 51 ja ry < So. Néin ollep [0 =JiUJUJ3U Jy.
Nyt pétee f(I1,Iy) = Jo = f(I1, I5) ja Lemman 4.12 nojalla saadaan

{Z:iuvel\{0}} = F(C) = F(C ) = ([gl]) — Eg] |

Tarkastellaan seuraavaksi osamééraéd koko Cantorin %—jOukolla.

LAUSE 4.21. Cantorin %—joukolle pdtee

u T2 3
2 {—: weC 0}: Zogm 2 gm|
2) uvecvo= U |30 w]
Tobistus. Olkoon u,v € C'\ {0}. Talloin Lauseen 4.8 nojalla ne voidaan esittdaa
muodossa u = 3i7l jav = 3—1ﬂ7, missi s,t € NU {0} ja @,0 € C. Talloin saadaan
1~ ¢~ . .
v  =u 3u U U
3 R 35 — __:3t—s_:3m_
®) v Lo 30 CERR

missd m = t — s voi olla miké tahansa kokonaisluku. Toisaalta koska u,v € C , niin
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Lemman 4.20 nojalla saadaan

u a _[2 3 = (2 3
— —3m_ Z.gm . .gm Z.gm Z.gm|
v 366[33’2 1Cm9m{3 "2 ]
Toisaalta Lemman 4.20 nojalla saadaan
T - B <o l2 3 oot -~

missi s,t € NU{0}. Lauseen 3.6 nojalla 55i € C ja 370 € C, joten

38 e (e o\ (0}

v .

kaikilla @, 9 € C jam € Z. Néin ollen yhtélo (2) pétee.

4.6. Kahden alkion tulo ja Lebesguen ulkomitta. Aiemmin késiteltiin funk-
tiota f(z,y) = 22y, jossa x,y € C. Tillsin havaittiin, ettd jokainen vélin [0, 1] alkio
voidaan esittdéd funktion f avulla. Tarkastellaan seuraavaksi funktiota g(x,y) = zy,
missd x,y € C. Toisin kuin funktion f kohdalla, voidaan huomata, ettd funktion ¢
kuvajoukko ei tayta koko vélia [0, 1].

ESIMERKKI 4.22. Tarkastellaan funktiota g(x,y) = xy, jossa z,y € C. Télloin
z,y €[0,3]U[3,1]. Nyt jos 2,y € [0, 5], niin g(z, y) € [0, §]. Jos taas z,y € [3,1], niin
g(z,y) € [3,1]. Jos vield tarkastellaan tapausta, ettéd « € [0, 5] ja y € [3,1] (tal toisin
péin), niin g(z,y) € [0, %] Niin ollen huomataan, ettd funktio ¢ ei koskaan voi saada
arvoja vililtd |3, 5[.

Tutkitaan seuraavaksi kuvajoukon g(C?) "pituutta”, eli Lebesquen ulkomittaa. Esi-
merkin 4.22 avulla saadaan eriis arvio joukon g(C?) Lebesguen ulkomitan ylirajaksi.
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LAUSE 4.23. Olkoon g(z,y) = zy, missi x,y € C. Olkoon lisiksi p Lebesguen
ulkomitta, kuten Mddaritelmdssa 3.10. Talloin

bei 8
w(g(C)) < 9

Tobistus. Esimerkissé 4.22 todetaan, ettd funktio g ei voi saada arvoja vililta

]3, 5[- Témin vélin pituus on §. Liséiksi g(C?) C [0,1], joten
1 8
C*))<1l—-=—_.
wo(C7)) <1-5=35

4

Kiydiin seuraavaksi lipi aputulos, jota tarvitaan myshemmin g(C?):mn Lebesguen
ulkomitan alarajan arvioinnissa.

LEMMA 4.24. Olkoon I = [a,a + 3t] ja J = [b,b+ 3t] identtisid tai erillisid vd-
lejd, mz’ssd% < a < b < 1. Olkoon lisiksi funktio g(x,y) = xy, missi z,y € C. Tdalloin

(1) Jos a < b, niin g(_:f:, J) =g(I,J).
(2) Josa=0b, niin g(I,I)=g(I,I)\|(a+2t)* -2 (a+ 2t)*[.

Tobistus. Lasketaan ensin g(I,.J) ja g(I,J):

g(1,J) =g(la,a + 3t], [b, b+ 3t])
=[ab, (a + 3t)(b+ 3t)]
[ab, ab + 3t(a + b) + 9t7],

g(I1,J) =g([a,a + ] U[a+2t,a + 3t], [b,b+ ] U [b+ 2t, b+ 3t])

[ab, (a + t)(b+ )] U [a(b + 2¢), (a + t)(b + 3t)]U

[(a+2t)b, (a+3t)(b+t)] U [(a+2t)(b+ 2t), (a + 3t)(b+ 3t)]
[ab, ab + t(a + b) + t*] U [ab + 2at, ab + t(3a + b) + 3t*|U
[
[r1,

ab + 2bt, ab + t(a + 3b) + 3t*] U [ab + 2t(a + b) + 4¢*, ab + 3t(a + b) + 9¢]

71, 81] U [rg, 9] U [r3, s3] U [r4, 54].

Koska a < b, niin ensinndkin r; < 79 ja s < so. Toisaalta saadaan myo0s, etté
2at < (a+ b)t, mistd seuraa ro < s1. Néin ollen [rq, s1] U [ra, so] = [r1, s2], eli saadaan

g(f, J) = [r1, So] U [rs, s3] U [r4, s4].
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Kohta 1: Jos a < b, niin r3 < r4 ja s3 < s4. Liséksi koska a < b, niin Lemman 4.24
oletusten nojalla valit I ja J ovat erilliset. Néin ollen a + ¢ < b. Té&ll6in

s3—ry=ab+t(a+3b)+3t> — (ab+2t(a +b) + 4*) = t(b— (a + t)) > 0,

joten 4 < s3. Néin ollen [rs, s3] U [ry, s4] = [r3, s4] ja

g1, J) =[r1,s2] U [rs, 54]
=[ab, ab + t(3a + b) + 3t*] U [ab + 2bt, ab + 3t(a + b) + 9¢%].

Edelleen huomataan, ettd ry < r3, so < s4. Kun vield muistetaan, etta % <a<b<l,
niin

2
sy — 13 = ab+t(3a + b) + 3t* — (ab+ 2bt) = t(3a + 3t — b) > t(3-§+0— 1)=1t>0,

jolloin r3 < so. Néin ollen [ry, so] U [r3, s4] = [r1, s4]. Tall6in

g(I,J) = [ab,ab + 3t(a + b) + 92 = g(I, J).

Kohta 2: Jos a = b, niin huomataan, etta

[7"2, 82] = [CLQ + 2ata a'2 + dat + 3t2] = [T3a 33]7

jolloin
g(IJ J) :[Th 82] U [T4, 84]
=[a? a® + dat + 3t*) U [a® + 4dat + 4%, a® + 6at + 9t7].
Koska nyt sy < ry, niin [rq, so] U [y, 4] = [r1, S4]\]s2, 4[. Néin ollen saadaan

g(1,J) =[r1, sa\]so, 14
=g(I, J)\]a® + 4at + 3t*, a* + 4at + 4t*|
=g(I, ))\](a + 2t)*> — 12, (a + 2t)?.

U

Nyt voidaan antaa arvio joukon g(C?) Lebesguen ulkomitalle. Kuten aiemmin mai-
nittiin, Lebesguen ulkomitalla voidaan arvioida joukon kokoa kyseisen joukon peitté-
vien avoimien joukkojen koon avulla, Maaritelméa 3.10.
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LAUSE 4.25. Olkoon g(z,y) = zy, missi x,y € C. Olkoon lisiksi p Lebesguen
ulkomitta, kuten Mddaritelmdssa 3.10. Talloin

17

w(9(C*) 2 57

TobisTtus. Koska C' on konstruktionsa ensimmaéisen vaiheen C) osajoukko, eli
C C (1, niin

@ 9(C?) C g(C2) = g <[§1} ) - El} |

Seurauksen 4.11 nojalla

1 ~
k=0
Tésta puolestaan seuraa, etté
o 1 -
(5) 9(C*) ={oyu | 309(C%).
k=0

Tarkastellaan joukkoja %g((ﬁ) Koska g(C?) C [3,1], niin joukkoja %g(é% voi-
daan arvioida seuraavasti: Ensinnékin

1~ 1 14 4 1
F90)  g5 [51] = (5o = oo
Téastd ndhdéan, ettd rp1 < rg ja spr1 < Sg. Lisdksi

4 1 4 3 1
Tk_5k+l:9.3k_3k+1:3,3k+1_3,3k+1:3k+2>0’

joten sjy1 < rg. Néin ollen joukot 3%9(5'2) ovat erillisié.

Nyt voidaan arvioida Lebesguen ulkomittaa siten, ettii kun ¢g(C?) muodostuu eril-
lisisté joukoista 3% 9(62), niin Lebesguen ulkomitta on yhtélon (5) ja additiivisuuden,
eli Lauseen 3.11 kohdan 3 nojalla

(o) = (G ég@)) = (@) =3 g (0.

k=0
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Edelleen luku ,u(g(éz)) voidaan ottaa summan ulkopuolelle yhteiseksi tekijéksi, jol-
loin saadaan

[e.9]

(6) pu(g(C?) = (Z(%)’“) u(g(C?)) = ;u(9(52))-

1

Koska C,, koostuu 27! kappaleesta =

jalla saadaan, etté

mittaisia véleja [;, niin Lemman 4.24 no-

g(C2,,) = ¢(C?),

jos valit I; ovat erillisia, tai

B _ 2n—17 1 2 1 2 1 2
g<02+1) :g(Ci) \ U (ai +2- 3n+1) - (3n+1> g (ai +2: 3n+1)
i=1 |
271 n+1 2 2 n+1 2
o ~92 (17;'3++2 1 ai-3 —|—2
=g(C3) \ U1 (T) - (3n+1 T3

on—1 _ 2 2n+2 n+1 2 2n+2 n+1
(2 a/i'3 +4az3 +3 ai'B +4a13 +4
_g(Cn) \ U 32n+2 > 32n+2

=1 -

2n—1
=9(C)\ | 4,
=1

jos vilit I; ovat identtisid. Toisaalta jos véleistd I; osa on identtisid ja osa erillisii,
niin viileji A; poistetaan vihemmin kuin 27! kappaletta. Nyt huomataan, etti jo-
kaisen vélin A; pituus on

a? 372 4 da; - 3" 44 @2 324 dq 3 43 ]
32n+2 - 32n+2 = Jont2

I(A;) =

Liséksi muistetaan, ettd Lauseen 3.11 kohdan 1 nojalla I(A;) = u(A;). Soveltamalla
Lebesguen subadditiivisuutta, eli Lauseen 3.11 kohtaa 2 saadaan

2n—1 2n—1
u (U Ai) <D (A,
i=1 i=1
Naiin ollen

- 271—1

(7) 1(g(Cry1) > n (9(55) VU Az-) > plg(C)) = D nlA:) = pl9(CR) = s




Nyt péddstddan arvioimaan koko joukkoa C. Yhtilon (4) nojalla 9(5'12) = [g, 1} ja
yhtélod (7) soveltamalla saadaan

& 2n71

1(9(C?) 2p(9(CP)) — Z o2

n=1

Il
N
=
|
O =~
~_
|

8
Wl o
i
RS

n=1
') n—1 0 n
(8) 5 1 /2 5 1 /2
- 23ly) i 2zls
n=1 n=0
5 g5 5 1
9 1-%2 9 63
_34
63

Tasta saadaan edelleen arvio koko Cantorin %—joukon Lebesguen ulkomitalle, kun
hyodynnetaéan yhtalod (6):

u(g(C?) = gu(g(52)) > ; - 2—4 = g

O

HuoMAuTUS 4.26. Lauseen 4.25 todistuksesta voidaan huomata, ettd jokaiselle
konstruktiovaiheelle m pétee

o 2n—1

n9(CR)) = m9(C%) = wla(Cr) = D s

n=m-1

Ensimméinen epiyhtilé seuraa siitd, ettd koska C' C C,, ja edelleen g(C?) C g(é’ﬁl),
niin luonnollisesti joukon g(C?) koko ei voi olla aidosti suurempi kuin joukon g(C?)
koko. Toinen epayht#lo puolestaan seuraa Lauseen 4.25 yhtaloista (7) ja (8).

SEURAUS 4.27. Olkoon g(z,y) = xy, missi x,y € C. Tdlloin

Tobistus. Yhdistetdén Lauseet 4.23 ja 4.25.
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HUOMAUTUS 4.28. Athreya ym. [2] antavat artikkelissaan my6s Mathematica so-
velluksen avulla lasketut kahdeksan ensimmaéisti desimaalia joukon g(C?) Lebesguen
ulkomitalle:

1(g(C?)) = 0,80955358...
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5. Muita sovelluksia

Téssé osiossa vilkaistaan vield, mitd muuta aiheeseen liittyen on tutkittu, mutta
varsinaiset todistukset jatetddn muualta luettaviksi.

5.1. Cantorin i-joukot. Kuten jo tutkielman alkupuolella mainittiin, Canto-
rin joukon muodostamiseen ei ole yksikésitteistd tapaa. Ensinnékin poistettavan osan
pituutta voidaan vaihdella. Tarkastellaankin seuraavaksi Cantorin é—joukkoja, joista
voidaan poistaa myds muun kuin % mittaisia véleja. Luku i, jossa a > 1, kertoo
poistettavan keskiosan pituuden, kun vili jaetaan kolmeen osaan. Jéljelle jaavat reu-

nimmaiset osavalit ovat yhtd pitkid ja kummankin pituus on ¢t = %(1 — é)

MAARITELMA 5.1. Olkoot Cy = [0,1] suljettu véli, « > 1 ja ¢t = (1 — <). Olkoot
C1, Oy, ...vilin Cy osajoukkoja siten, ettd

Cl — [O,t} U [1 - t, 1] - 11,1 U 11’2
Co=[0,JU[l —t, 1 —t+tJ U1 — 1), Ul =t} 1] = [, U Lo UL3U Iy

on
Cn = U [n,i
=1

Talloin Cantorin i—joukko on

co 2k

Co=[)Cr =L
k=1

k=11i=1

HuomauTus 5.2. Joukot C),, saadaan muodostettua kuvausten fi(x) = tx ja
fo(x) = txr + (1 — t) avulla. Kun vili I; halutaan jakaa osavileihin, ensimméinen j&l-
jelle jaava osavili saadaan kuvauksesta f; ja toinen kuvauksesta fo, kun x € I;.

HuomaAuTuUs 5.3. Valitsemalla o = 3, vastaa Maéritelma 5.1 tutkielman alussa
esiteltyd Cantorin %—joukon Maéritelméas 2.1.

ESIMERKKI 5.4. Tarkastellaan Cantorin %—joukkoa. Talloin jokaisessa konstruk-
tiovaiheessa jokainen osavéli I; jaetaan kolmeen osaan siten, ettd keskimméisen osa-
vélin pituus on % véalin I; pituudesta ja kaksi reunimmaista osavilid ovat molemmat
t =4(1— 1) = 2 vilin J; pituudesta (Kuva 3.)
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Cy Ly .
25 3/5
C, e ) . .
4/25 6/25 19/25 21/25
C; e * L L] . ™ . .

Kuva 3. Cantorin %—joukko muodostetaan poistamalla % kokoisia vilejé.

Cantorin joukon aritmetiikkaa voidaan tutkia paljon laajemmin kuin mitd téssa
tutkielmassa on kéyty ldpi. Esimerkiksi Zhigiang Wang ym. todistavat seuraavan tu-
loksen koskien Cantorin 1-joukkoja [12].

LAUSE 5.5. Olkoon C, Cantorin &—jaukko, a > 1. Tdlloin

{2} + a5+ a5+ 2 2, € C.} = 1[0,4], jos ja vain jos a >3

5.2. Waringin ongelma. Edward Waring pohti, ettd onko jokaiselle kokonais-
luvulle £ > 3 olemassa sellainen luku n € N siten, ettd jokainen luonnollinen luku
voidaan esittdd enintddn n kappaleen luonnollisen luvun k:nnen potenssin summana.
Myohemmin David Hilbert todisti, ettd téllainen luku n on todellakin olemassa jokai-
selle £ > 3. Yinan Guo késittelee tdtd Waringin ongelmaa Cantorin %—joukon osalta
ja todistaa seuraavat tulokset [5].

LAUSE 5.6. Olkoon C' Cantorin %—joukko. Talloin jokaiselle k > 3 patee

0,1 C {ay + 25+ +af 12, € O}
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Lauseen 5.6 mukaan jokainen luku véliltd [0, 1] voidaan esittdd Cantorin joukon
alkioiden k:nnen potenssien summana. Lisdksi tédssd summan alkioiden lukumé&aréd n
on pystytty rajaamaan siten, etti n < 6F.

Guo todistaa mys tarkempia tuloksia (Lauseet 5.7 ja 5.8) Lauseeseen 5.6 liittyen,
kun luvut k£ ja n on valittu [5].

LAUSE 5.7. Olkoon C' Cantorin %—joukko. Talloin pdtee

38

LAUSE 5.8. Olkoon C' Cantorin %—joukko. Talloin pdtee
(B34 ad+. +ad.2,€0}=10,8]

HuomAuTUS 5.9. My6s Lause 5.5 soveltaa Waringin ongelmaa, kun £ = 2 ja
n =4.
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