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Téamén tutkielman tarkoituksena on néyttdd p-Laplacen yhtélon, joka on
Laplacen yhtélon epélineaarinen yleistys, yhteys kahden pelaajan stokastisiin
nollasummapeleihin. Tutkielmassa kaytetty stokastinen nollasummapeli on niin
sanottu hiiritty kdydenvetopeli (tug-of-war with noise), jolle rakennetaan arvo-
funktiokandidaatti dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen avulla.

Tyo6ssd naytetddn pelin arvofunktiokandidaatin ratkaisun olemassaolo ja sen
vksikésitteisyys. Lisdksi tyossé nidytetddn martingaalien avulla arvofunktiokan-
didaatin olevan sama kuin pelin pdéttymisen odotusarvon minimointi ja maksi-
mointi pelaajien strategioiden mukaisesti. Pelin pdéttymisen odotusarvon kans-
sa joudutaan erityisesti varmistamaan, ettd mitallisten strategioiden valinta on
mahdollista.

Lopuksi tydssd muodostetaan jono pelien arvofunktioita. Jono rakennetaan
kutistamalla pelien askelpituutta kohti 0:aa. Tyon pddtuloksena osoitetaan, etti
kyseisen jonon raja-arvo on télloin viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtaloon.
Tyo6ssé joudutaan kdyttdméan viskositeettiteoriaa derivoituvuusongelmien ta-
kia.

Avainsanat: p-Laplace, stokastiset nollasummapelit, hairitty kéydenveto-
peli, dynaamisen ohjelmoinnin periaate, viskositeettiratkaisu.
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1 Johdanto

Jo klassisesti on tunnettu yhteys satunnaiskévelyn ja Laplacen yhtalon vililla,
tai ajasta riippuvassa tapauksessa ldmpoyhtdalon ja satunnaiskdvelyn vélilla.
Talla on hyvin tunnettuja sovelluksia esimerkiksi talousteoriaan, jossa Black-
Scholesin yhtéload voidaan hyodyntéaéd optioiden hinnoittelussa.
Klassisesti tunnetaan, ettd harmoniset funktiot, eli funktiot jotka toteuttavat
Laplacen yhté&lon
Au =0,

toteuttavat keskiarvoperiaatteen

Keskiarvoperiaatteen tulkinta satunnaiskdvelyn yhteydessd on seuraava. Odo-
tusarvo pisteessid voidaan laskea tarkastelemalla yhtéd askelta ja summaamalla
naapuriodotusarvot ottamalla huomioon yhden askeleen todennékoisyysmitan.

Keskiarvoperiaate on lineaarinen ominaisuus, ja ei ole ilmeisen selvai, miten
se yleistyy epélineaariseen tapaukseen. Niinpé téssé tyossd on tarkoitus késitelld
keskiarvoperiaatteen epélineaarinen yleistys

ue(z) = %gu(p) Ug + — mf us +6][ (1.1)

p-Laplacen yhtélolle
Apu = |VulP~? (Au+ (p— 2)Alu) =0,

joka palautuu Laplacen yht#loksi tapauksessa p = 2. Yld merkintd B.(x)

tarkoittaa keskiarvointegraalia ja AY normalisoitua #iireton-Laplacen operaat-
toria, jotka méaritellidn tarkemmin myShemmin. Tamé keskiarvoperiaate ei
ole aivan vastaava kuin tavallisen Laplacen yht#lon tapauksessa, silld u. ap-
proksimoi p-Laplacen yhtélon ratkaisua u, kun e — 0 (lause 5.6). Lisiiksi to-
dennékoisyydet « ja (B eivit ole mielivaltaisia, vaan ne riippuvat p:sti. Eri-
tyisesti tyOssid niytetdan keskiarvoperiaatteen approksimaation yhteys kahden
pelaajan stokastisen nollasummapelin arvofunktioon (lauseet 3.1 ja 4.2).
Lauseen 3.1, jossa osoitetaan ratkaisun olemassaolo yhtdlslle (1.1), todis-
tus perustuu sopivalla operaattorilla iteroimiseen ja kiintopisteen 16ytémiseen.
Todistuksen vaikeus on yhté&lossé esiintyvien sup ja inf késittely raja-arvon yh-
teydessé, joten sen avuksi osoitetaan, ettd suppeneminen on tasaista. Lauseen
4.2, jossa osoitetaan, etté pelin arvofunktiot yhtyvit lauseen 3.1 antamaan funk-
tioon, todistuksessa edellisen lauseen funktiota apuna kédyttden arvioidaan pe-
laajien strategioita. Todistuksessa rakennetaan supermartingaali ja Doobin op-
tionaalisen pysédytyslauseen avulla osoitetaan pelin odotusarvon ja dynaamisen
ohjelmoinnin periaatteen yhteys. Lauseessa joudutaan varmistamaan, ettd va-
lituilla strategioilla saadaan aikaiseksi Borel-mitallisia funktioita. Tyon lopuksi
todistetaan lause 5.6. Koska lauseen 5.6 todistuksessa funktion derivoituvuutta



ei voida taata, niin esitietoina késitelladn viskositeettiratkaisuja. Todistukses-
sa hyddynnetédén aikaisemmin osoitettua tasaista suppenemista ja integroidaan
testifunktion Taylorin-sarjaa.

Adretonharmonisten funktioiden ja kdydenvetopelin yhteys havaittiin ja to-
distettiin ldhteessi | ]. Hairityn kéydenvetopelin yhteys p-Laplacen yh-
téloon havaittiin pelin hieman erilaiselle versiolle viitteessd | ]. Téssé tyossd
seurataan papereissa | ] esitettyji tuloksia. Erityisesti
tyossd keskitytdan kaslttelemaan 1ahteen [ ] kiyttamaa pelid ja keskiar-
voperiaatetta.

2 Yleisid merkintGja ja esitietoja
Aloitetaan kdymaélla lapi tyossd kidytettavia merkint6jd ja joitakin esitietoja.
1. Merkitdan r-siteistd xg-keskisté avointa palloa merkinnélléa
B.(zg) ={x e R" : |z — zo| < r}.
2. Merkitdén a A b := min{a, b}.

3. Keskiarvointegraalille kéytetdan merkintad

fr=m ]

jossa |A| tarkoittaa Lebesguen mittaa joukosta A. Lisiksi tyossd jatetdsin
yleensd merkitseméttd, minké suhteen integroidaan, ellei sita tarvita sel-
keyttdméadn tilannetta.

4. Gradientti on of

Vf(z):=

fla) = (5=

missd T on vektorin transpoosi.

af

(@),-es 5= (@),

5. Laplacen operaattori on

A/ =3 5w,

=1
6. Olkoon Vf # 0. Talloin normalisoitu ddreton-Laplacen operaattori on
(@) =V (@)D ()Y f(2), V()
= |Vf(@)|2(Vf(2)" D f(2)V(2)
VIS0 S Dy D)D)
=1 j=1

Tyo6ssé kidytetdan osittaisderivaatoista molempia merkintojd sekaisin

oL @) ja Duf @),




7. Olkoon V f # 0 kuten edelld. Tallin p-Laplacen operaattori on
Apf(z) = div(|[V P72V )
= [Vi(@)[P2((p — AL f(z) + Af(2)).
8. O-notaatiolla O(g(z)) kuvataan funktion asymptoottista kiyttaytymista.
Merkintéén liittyy aina raja-arvo

f(x) = O(g(x)), kun z — o,

mutta se jatetddn valilld mainitsematta. Merkinté tarkoittaa, ettd on ole-
massa C siten, etté
|f(2)] < Clg()|

kaikille x tarpeeksi lahelld xzq:aa.

9. Funktion u Taylorin-sarja O-notaatiota kiyttiden on

1
u(y) = u(@)Vu(@) - (y = @) + 5 (D*u(@)(y - z), (y = 2)) + O(ly — =),
kun y — x, jos v on kolmesti derivoituva.

Luvussa 5 tdytyy laskea pallointegraaleja, jotka katoavat, joten lasketaan
sitd varten pieni aputulos.

Lemma 2.1. Olkoon a,b € R ja e >0 Tdlloin
/ (az; + bx;x;)de = 0.
=(0)

Todistus. Ajatellaan pallo B.(0) koordinaattien tulojoukkona, jotta pédstéin
hy6dyntdméan Fubinin lausetta. Jarjestetddn tulojoukko siten, ettd seuraavan
koordinaatin rajat riippuvat edellisisté, ja ettd viimeinen koordinaatti vastaa
integroitavaa komponenttia ;. Merkitdéin

e 2
Si = Hi

NE

>~

=1
i

Néin ollen Fubinin lauseen nojalla integraali palautuu 1-ulotteisten integraalien
laskemiseksi

/ (az; + br;xj)de = / . / (az; + brsx;) do; ... day
B.(0) VS,

ja symmetrian nojalla

EZ—Si 62—81,
/ (az; + bz;x;) do; = (a+ b;zcj)/ x; dz;
R N

=0,



joten néin ollen
/ (az; + bz;xj)de =0
B (0)
kaikilla 4,5 € {1,...,n}, j #i. O

My6s dominoidun konvergenssin lausetta tarvitaan useaan otteeseen, joten
kéydasn se kertauksen vuoksi 1api ilman todistusta.

Lause 2.2 (Dominoidun Konvergenssin lause). Olkoon (f,)22, jono integroi-
tuvia funktioita siten, ettd raja-arvo

Jim fu(z) = f(2)
on olemassa melkein kaikille x € A. Olkoon lisiksi g integroituva funktio siten,

etta
|fn(z)] < g(z) mk z€ A

Talloin f on integroituva ja

lim fn:/f

Lauseen termi melkein kaikilla (m.k.) tarkoittaa, ettd on mahdollisesti ole-
massa nollamittainen joukko, jossa kyseinen véite ei padde. Vastaava termi tulee
vastaan myos stokastiikassa. Sielld kiytetiéin ilmaisua melkein varmasti (m.v.),
joka tarkoittaa kaytdnnossd samaa. Télloin véitteen rikkova tapahtumien jouk-
ko on todennékoisyysmitan suhteen nollamittainen.

Maésritelmd 2.3 (Puolijatkuvuus). Funktio u : Q@ — (—o0, 00] on alhaalta puo-
lijatkuva, jos joukko {z € Q : u(z) > A} on avoin kaikille A € R. Toinen ekviva-
lentti médritelmé on, ettd funktio u : @ — (—oo, o0] on alhaalta puolijatkuva,
jos
Phyes o "= 1)

kaikille x € €.

Vastaavasti funktio u : Q@ — [—o00,00) on ylhddltd puolijatkuva, jos joukko
{z € Q:u(r) < A} on avoin kaikille A € R tai ekvivalentisti

lim  sup  u(y) <u(zx)
"20yeB @)\ {r)

kaikille x € Q.
Esimerkki 2.4. Paloittain mééritelty funktio

0 kun z < 0
fl@) = {1 kun z >0

on ylhaaltd mutta ei alhaalta puolijatkuva.

Puolijatkuvuutta tullaan kayttdméidn viskositeettiratkaisun méarittelemi-
sessé. Tarkemmin puolijatkuvuuteen liittyvid tuloksia késitelldéin esimerkiksi
lahteissd | ) ]



2.1 Martingaalit ja Doobin pysiytyslause

Kayda#in seuraavaksi hyvin pintapuolisesti lapi joitain stokastiikan perusteita,
joita tulemme tarvitsemaan kdydenvetopelin kanssa. Tarkempien perusteluiden
ja tulosten suhteen viitataan lihteeseen [ ].

Todennékdéisyysavaruutta merkitdan

(X7 ‘F’ P)?

jossa X on perusjoukko, F tapahtuma-avaruus ja P todennikoéisyysmitta. Tyos-
sé kidytetddn satunnaismuuttujia, jotka ovat mitallisia funktioita perusjoukolta
X avaruuksille R tai R™. Tyypillinen satunnaismuuttuja téssa tyossd on koyden-
vetopelin sijainti kierroksella k, jota merkitddn xj:1la. Lisdksi tyossd kidytetdan
satunnaismuuttujien odotusarvoja. Tarkemmin ne méériteltiisiin integraalina
todennékoisyysmitan P suhteen. Tyypillinen odotusarvon merkinté tydssé on

E[F (zy)] tai B g, [F(x)];

missé alaindeksiné olevia strategioita Sy ja Sip késitelladn yksityiskohtaisemmin
mychemmin pelin méiritelmén yhteydessd. Myoskdéan ehdollista odotusarvoa
el tédssd tyOssd médritelld tarkasti, mutta se 10ytyy esimerkiksi méaritelmésta
[ , Definition 4.1.8]. Téssé tyossi tyypillinen merkinté sille on

E[F(xk)| Fr-1] tai E[F(zk)|(xo, 21, ... Tr-1)].

Heuristisesti tdméa tarkoittaa odotusarvoa, kun tiedetdédn satunnaismuuttujien
(xo,21,. .. TK—1) sisdltdmd informaatio. Toista merkintdd E[F (xy )| Fr—1] kilytet-
téessd tdmé sama informaatio on koodattu satunnaismuuttujien (xg, 1, . .. Tx—1)
generoimaan o-algebraan Fj_1.

Tavoitteena on todistaa Doobin optionaalisen pysdytyksen lause supermar-
tingaaleille, joista molemmat pohjautuvat filtraation késitteeseen.

Maédritelmé 2.5 (Filtraatio). Olkoon (X, F,P) todenn#koisyysavaruus. Filt-
raatio (Fy)oe, on kasvava jono o-algebroja

FoCFL C---CF.

Filtraation idea on rajoittaa kaytettivissi olevaa informaatiota mallintamal-
la tapahtuneiden tapahtumien sarjaa. Annetaan seuraavaksi esimerkki ehdolli-
sista odotusarvoista filtraation havainnollistamiseksi.

Esimerkki 2.6. Tarkastellaan vélilld [0, 1] méériteltyd funktiota
f(z) :=sin(22? — 32) + x

ja sen ehdollisia odotusarvoja. Viliksi on valittu puoliavoin vain kosmeettisista
syisté, silla vélien padtepisteilld ei ole vilid integroitaessa.

Suoritetaan erdénlainen puolitushaku funktion kuvaajalle filtraatiota kaytté-
en. Voidaan ajatella, ettd satunnaismuuttujana toimii kolikonheitto, jonka tulos



kertoo mennééanko oikeaan vai vasempaan alivaliin. Kolikonheiton tulos on 0 tai
1, jotka perdkkéin asetettuna muodostavat bindédriluvun 0,... Joka askeleella
hakuvilin pituus puolitetaan ja funktion arvoa estimoidaan sen odotusarvolla
kyseiselld vililla. Filtraation tihetesséd tarkoitus olisi, ettd funktion ehdollinen
odotusarvo ldhestyy funktion arvoja.

Kun yhtéén jakoa ei ole vield tehty, tilannetta vastaava o-algebra Fy on jouk-
ko {0, [0, 1[}. T&llsin funktion f ehdollinen odotusarvo on pelkké vakiofunktio.

/
01t / 0.1 /
/

/
of / 0
0.1 // o \
04F \ 04\
\ / \

\ : /

\ \
02f 02

\
03F 03 \\
/
N

-
~— -

-0.4 -0.4
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) Funktion kuvaaja (b) Odotusarvo o-algebran Fy suhteen

Ensimmaéisen jaon jialkeen odotusarvon kuvaaja jakautuu kahdeksi palaseksi,
mité vastaava o-algebra on

7= {0,150, 5 11}

Toiseen jakoon liittyva o-algebra

1.1 1,13 3

71[a [4, 5[7 [571[7 [17 [;
1.1 3, .1 1. .3 }

Fy = {@; [0,1[;[0
[Ov 5[7 [Z’ Z[a [57 1[; [07 Z[U[Zv 1[;- ..

on jo huomattavasti suurempi, ja funktion ehdollinen odotusarvo alkaa mukailla
funktion muotoa.



02r 0.2
0.1 / 0.1 /
of / ox —

01 \\\\ / 0.1 \ /

02f \ 02—

N AN

L L L L L L L L L , 04 L L L L L L L L L ,
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) Odotusarvo o-algebran F; suhteen (b) Odotusarvo o-algebran F, suhteen

Ehdollinen odotusarvo filtraation suhteen on siis heuristisesti paras arvaus
funktion arvosta, kun tiedetéin, ettd ollaan saatu tietty kolikonheittojen sarja,
eikd se erota vileilld olevia funktion arvoja toisistaan.

Niin kuin esimerkissd 2.6 huomattiin, niin o-algebrojen varsinainen auki kir-
joittaminen on turhan tyoldstd. Tédmén takia olisi olemassa funktiojoukon ge-
neroima luonnollinen o-algebra. Koska filtraation tarkoitus on kuitenkin vain
mallintaa tiedossa olevien tapahtumien historiaa, niin yksinkertaistamme mer-
kintéja kayttamalld koydenvetopelissd luvussa 4 vain viimeisintd pelinappulan
paikkaa, silld osoittautuu, etté sitd edeltavilld pelihistorialla ei ole vaikutusta
peliin.

Maaritelldéan seuraavaksi toinen tiarked apuvéline reilun pelin késittelemises-
sd. Madritelméssi merkintd M, € £1(X, F,P) tarkoittaa kiytdnnossi, etté sa-
tunnaismuuttuja M,, on integroituva todennékoisyysmitan P suhteen. Tarkempi
médritelmé sille 16ytyy kohdasta | , Definition 4.1.1].

Maéritelmé 2.7 (Martingaali). Jono satunnaismuuttujia M = (M,)22,, M, €
L1(X,F,P), on martingaali filtraation (F,)5>, suhteen, jos Vn € N pitee, ettd

1. M,, on F,-mitallinen
2. E(|]M,]) < o0
3. E(M,41|Fy) = M, melkein varmasti.
M on submartingaali, jos kohdassa 3 péitee epayhtilod
E(Mpi1|Fn) = M,
ja vastaavasti supermartingaali, jos
E(Mp+1)|Fn) < My,

Eli martingaali on jono satunnaismuuttujia, jossa jonon seuraavan alkion
ehdollinen odotusarvo on sama kuin jonon sen hetkinen alkio riippumatta ai-
kaisemmista arvoista.



Masritelmé 2.8 (Pysédytyshetki). Kuvaus T : X — N U {+oo} on pysdiytys-
hetki, jos
{T=n}={zeX:Tx)=n}eF, ¥Ynel.

Pyséytyshetki on melkein varmasti ddrellinen, jos P({T = oo}) = 0, eli kuvaus
saa arvokseen oo vain nollamittaisessa joukossa.

Tassé tyossd tyypillinen pyséytyshetki T' on poistumiskierros alueesta 2.
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd jos pelid ei voi jatkaa mielivaltaisen pit-
k#dn, niin pysdytyshetked vastaavaan pelin lopputulokseen ei voi vaikuttaa,
mikéli tapahtumaketju on martingaalien mielessé reilu. Lauseen todistuksessa
mukaillaan 1ihteen [ ] lihes vastaavaa todistusta.

Lause 2.9 (Doobin optionaalisen pyséytyksen lause). Olkoon (Fy,)22, filtraatio
todenndkdisyysavaruudessa (X, F,P) ja olkoon M = (M,)52, martingaali filt-
raation (Fp)o2, suhteen siten, ettd My, on tasaisesti rajoitettu kaikilla n. Olkoon
lisiksi T pysdytyshetki siten, ettd T on melkein varmasti ddrellinen. Talloin Mp
on integroituva ja

E(Mr) = E(Mo).

Jos M on supermartingaali, niin
E(Mr) < E(Mo).
Jos vastaavasti M on submartingaali, niin
E(Mr) > E(M,).

Todistus. Koska pysédytyshetki T' on melkein varmasti dérellinen, niin M7 on
melkein kaikkialla mééritelty. Lisdksi koska T' on melkein varmasti déarellinen,
niin T'An — T melkein kaikkialla, kun n — oo. Néin ollen My p,, — M7 melkein
kaikkialla.

Selviisti méaritelméan nojalla Mz a, on integroituva ja martingaalien ominai-
suuksiin kuuluu E(Mra,) = E(My). Tille 16ytyy tarkempi perustelu lihteesté
[ , Proposition 4.3.1].

Koska M, on oletuksen nojalla tasaisesti rajoitettu, niin on olemassa K € R
siten, ettd |Mra,| < K. Néin ollen dominoidun konvergenssin lauseen nojalla
M on integroituva ja
Ja koska E(Mrpan) = E(M)y) kaikilla n, niin E(Mr) = E(M)).

Jos taas M on supermartingaali, niin pééttely eroaa siiné, ettd E(Mra,) <
E(My). Tallsin

E(My) > nhﬁngo E(Mran) = E(Mr).

Submartingaalin tapauksessa paéttely on aivan vastaava, mutta epdyhtalon
suunta vain muuttuu. O
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3 Dynaamisen ohjelmoinnin periaate

Tésséa luvussa on tarkoitus osoittaa, ettd yhtalolla

u(z) = @ sup u + L infou+t B u (DOP)
2B.(x) 2B Be(2)
on olemassa yksikésitteinen ratkaisu. Todistus seuraa ja tarkentaa vastaavaa
todistusta lihteessd [ .
Koska yhtilossd (DOP) tarkastellaan e-séteisid palloja, on méirittelyjoukkoa
) laajennettava e:n levyisen kaistaleen verran, jotta yht#lo olisin hyvin méaéri-
telty myos 2:n reunalla. Joten olkoon € > 0,2 C R™ rajoitettu alue ja o, 8 > 0
siten, ettd o + [ = 1. Maéritelladn Q:n e-levyinen reunakaistale

I'. = {x e R"\Q : dist(z,w) < &}

ja merkitddn Q. = I'. U Q). Kutsutaan funktion u arvoja joukossa I'. funktion u
reuna-arvoikst.

Olkoon F. joukko ei-negatiivisia Borel-mitallisia rajoitettuja funktioita, jot-
ka on méaéritelty Q. — R. Maéritelladn lisdksi operaattori T : F, — F.,

Tu(x) = {g‘supBE(x)u—&—ginfgg(m)u—l—ﬁfBg(z)u kun z € (3.1)

u(x) kun z € T..

Tarkoitus on rakentaa T:n avulla rekursiivisesti ratkaisu yhtélslle (DOP).

Varmistetaan vield, ettd T on hyvin mééritelty. Funktio Tu on selvésti ei-
negatiivinen, rajoitettu ja maé#ritelty edelleen €2.:ssa, joten jotta Tu € F. kai-
killa u € F. tdytyy osoittaa, ettd Tu on Borel-mitallinen. Sitd varten riittdé
osoittaa, ettd kaikille Borel-funktioille v joukossa §2. funktiot

sup v(y) ja inf wv(y), z€Q
yEB:(x) y€B: ()

ovat Borel-mitallisia joukossa ). Tdémaé seuraa suoraan siité, ettid kaikille A € R

joukko
{xGQ:supv>)\}—Qﬂ( U Be(y)>

Be(z) yEQv(y)>A
on avoin.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd operaattorilla T iteroimalla saadaan luotua so-
piva funktio u, joka toteuttaa (DOP):n halutuilla reuna-arvoilla.

Lause 3.1. Olkoon F : T'. — R rajoitettu Borel-funktio. Tdlloin on olemassa
rajoitettu Borel-funktio u : Q. — R, joka toteuttaa yhtilon (DOP) ja jolle
ulp = F.

Todistus. Olkoon ujy1 = Tu; kaikilla j =0,1,2,... ja

infyer, F kun z € Q
uo(x) =
F(x) kun z € T..
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Osoitetaan induktiolla, ettd néin méériteltynd jono u; on kasvava. Nyt u;(z) =
uo(x), kun = € T, ja

up(z) = %( sup ug + inf ug) + 5 Ug
B.(z) Be(z) B.(z)
> Z(inf F+ inf F)+ 8 inf F
2 ‘yer. y€T. B.(x) YET=
=qainf F+ 8 inf F
yel'e yel'e
= 1 f F =
ylélra uo(x),

kun z € Q. Eli uy(z) > up(z) kaikilla z € Q..
Oletetaan sitten, ettd u;4; > u; jollain j. T&ll6in

Ujt2 = T’uj‘+1

« o .
= - sup Ujy1 + = inf w1+ B][ Ujp1
B.(x) 2 Bc(2) B

2 (@)
ngupuj—ﬁ—ginf uj + 8 Uj
2 B.(z) 2 B.(x) B.(x)
= Uj41,

joten induktioperiaatteen nojalla u;4q1 > u; kaikilla j =0,1,2,....

Operaattorilla T' iteroimalla saadaan siis kasvava jono funktioita w;, joita
rajoittaa ylhééltéd supyer, F' < 0o. Néin ollen voidaan mééritelld u pisteittdisend
raja-arvona

w(z) == lim wu;(z), =z € Q..
Jj—o0

Osoitetaan, ettd suppeneminen on tasaista tekemélld vastaoletus. Jos u; — u

ei suppene tasaisesti, niin pétee

M := lim sup (v —u;)(z) > 0. (3.2)

J 70 e,
Olkoon § > 0 ja valitaan k > 1 tarpeeksi suuri, ettd joukossa Q.
u—ur < M+, (3.3)

ja ettd

sup 3 (u — ug)(y)dy < 0. (3.4)
2e2 JB.(2)

Kohdan (3.4) valinta voidaan tehd4, koska funktiot w; ovat vakiolla ylha&lta
rajoitettuja, ja siten dominoidun konvergenssin lausetta soveltaen pétee, ettéd

][ (u—wug) =0 kaikilla z € Q.
Be(x)
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Nyt (3.2):n nojalla voidaan valita zg € © siten, ettd u(zo) — upt1(xo) > M
< 0.

Valitaan vield tarpeeksi suuri I > k siten, ettd u(xg) — wip1(zg) < Tasta
seuraa, etta
Ul+1(fE0) - uk+1($0) Z M — 26. (35)
Lis#ksi tiedetdén, ettd mielivaltaiselle joukolle A pétee
sup u; — sup ug, < sup(u; — ug). (3.6)
A A A

Vastaava pétee myos, kun yhtdlon vasemman puolen supremum korvataan infi-
mumilla. Joten funktiojonon u; mé#ritelmén ja monotonisuuden nojalla yhdessé
epéyhtéiloiden (3.2)-(3.6) kanssa saadaan, etti

M —26 < ul+1(580) — uk+1(:z:0)

« .
— sup —|— — inf u +p uy
2 B (z0) 2 Be(wo) Be (o)

@ o
— | = sup ug+ = inf up+p U
Be (o)

BE(xU) 2 BE £0)
<a sup (u —ug)+p (ur — up)
Be(z0) Be(z0)
<a sup (w —ug)+ 0B (u — ug)
B (z0) Be(z0)
< a(M+6)+6.

Jos epayhtélon jirjestdd uuteen muotoon
(1 - a)M S (Oé + 3)67

niin huomaa, ettd se johtaa ristiriitaan, mikéli § valitaan tarpeeksi pieneksi,
koska v < 1.

Nyt koska u; — u suppenee tasaisesti, niin mielivaltaiselle g > 0 voidaan
valita k siten, ettd |u(x) — u;(z)| < go kaikilla j > k ja z € Q.. T4lloin yht&lon
(3.6) nojalla

0 < sup u— sup u;
B. () B. ()

< sup (u —uj)
Be(x)

< sup &g
B. ()

< £0-

Eli saadaan, etté

lim sup u; = sup U.
I B (x) Be(z)
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Koska yht#lod (3.6) vastaava viite pétee myos infimumille, niin soveltamalla
samaa péittelyd saadaan, etta

lim inf u; = inf w.
J—00 Be(x) B.(z)

Niiin ollen kaikille x € ) pétee

u(zx) = lim wjt1(x)

= lim Tu;(x)

Jj—o0

lim (S sup uj(@) + = inf uy(z)+ (y)d
— 11m — Su U\ 4’1H U5 U5

jroo BE(E) j 2 B 5.0 3 (Y)dy

—gsupu()—l—fmfu —l—ﬁ][
2 B.(x)

Tasaisen suppenemisen nojalla raja-arvo u siis toteuttaa dynaamisen ohjelmoin-
nin periaatteen ja silla on oikeat reuna-arvot konstruktiosta johtuen. O

Eli yhtélolld (DOP) on olemassa ratkaisu. Seuraava lause takaa, ettd anne-
tuilla reuna-arvoilla ratkaisu on myos yksikésitteinen.

Lause 3.2. Olkoon u ja u' ratkaisuja yhtiléén (DOP) reuna-arvoilla g ja g’
joukossa I'c. Talloin

sup [u' — u|(x) < sup |g" — gl(z).
€N zele

Todistus. Riittad osoittaa, ettéd

M = sup(u’ —u)(x) < sup (¢’ — g)(x) =:m,
zeQ zel'.

koska loppu tuloksesta voidaan osoittaa tédysin vastaavalla paattelylla.
Oletetaan, ettéd viite ei péde, eli M > m. Joten koska u ja u’ toteuttavat
(DOP):n, niin hysdyntimalld epéyhtilod (3.6) saadaan, etté kaikille z € € piitee

u'(z) —u(x) = g( sup v’ — sup u) + g( inf « — inf w)

2 B.(x) B.(x) 2 'B. (z) B (z)
+ B(][ - ][ w)
B.(: B.(:
(=) (z) (3.7)
<a sup (¢ —u)(y)+p (u' —u)(y)dy
yEB: () B. ()
<aM + 8 (u" —u)(y)dy.
B.(x)

Tarkastellaan seuraavaksi joukkoa

G:={ze€ Q. :u(x) —ulx)= M}
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Vastaoletuksen nojalla G C 2. Osoitetaan ensin, ettd G on epétyhjd. Valitaan
jono xy, € Q siten, ettd (v’ — u)(xp) = M, kun k — oo ja xp — xg € Q.
Koska

(o' — u)(y)dy = ][ X 20y (W) (' — 1)(5)dy
B (zr) Q

ja
IXB. (o) W) (' —uw)(y)| < sup |u' —u| kaikilla k=1,2,...,
e,

missd x on karakteristinen funktio

()= |1 o€ B(ay)
XB:(z) T 0 kun x ¢ Ba(xk)7

niin dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

tim f =y = Jim e )0 = 0y

k—o0 B, (xk)

k—o0

:][ lim X, (o) () (1’ — u)(y)dy
Q

— X )~ ) )y
Q

—f W wa
Be(z0)

Koska liséiksi kaikilla x € € pédtee M:n méaritelmén takia

aM—&-B][ (v —u)(y)dy < aM + 8 M
B.(x) Be(z)

=aM+ M =M,
niin yhtélon (3.7) nojalla erityisesti kaikille z, pétee, ettd
(0 —wa) <aM+84 (0 —u)y)dy < M.
BE(Ik)

Koska jono zj, oli valittu siten, ettad

lim (v —u)(zy) = M,

k—o0
niin suppiloperiaatteen nojalla

lim (aM + 5 (u' — u) (y)dy) = M,

Bg(wk)

josta seuraa, etté
lim (W = u)(y)dy = M,

k—oco Ba(mk)
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koska « + B = 1. Néin ollen
f =
B. (900)

Koska v’ —u < M pallossa B.(zg) € 2. M:n méiritelmén nojalla, niin saadaan
ettd v’ — u = M melkein kaikkialla B.(zg):ssa ja siten |B.(x0)\G| = 0. Eli
erityisesti G # 0.

Nyt vastaavalla péaéttelylla G:114 on ominaisuus:

Jos x € G, niin |B.(z)\G| = 0. (3.8)

Ominaisuus (3.8) johtaa kuitenkin ristiriitaan. Olkoon e; ensimméinen kanta-
vektori. Jos x € G, niin (3.8):n nojalla G'N Be(z + §e1) # 0. Néin 16ydetdén
helposti uusi alkio G:sté, jonka ensimméinen koordinaatti on suurempi kuin z:n.
Erityisesti voidaan valita sellainen jono alkioita, joiden ensimméiset koordinaa-
tit lahetyvit daretontd, miké on ristiriita, silld G C Q ja £ on rajoitettu. U

Lauseen 3.2 seuraus osoittaa, etté iterointiprosessin tuottama funktio ei riipu
lahtoarvon ug valinnasta.

Seuraus 3.2.1. Olkoon F : T'c — R ja ug : Q. — R rajoitettuja Borel-funktioita
siten, ettd “0|F5 = F. Olkoon lisiksi funktiot u; mddritelty kuten lauseessa 5.1.
Talloin jono uj suppenee tasaisesti yksikdsitteiseen funktioon u, joka on yhtdlon
(DOP) ratkaisu reuna-arvoilla F.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa funktio C' joukossa I'., jolle |F| < C.
Talloin lauseen 3.1 todistus pysyy samana, jos valitaan iteroinnin aloituspis-
teeksi joko uy = —C tai uy = C. Ainut ero néiden vilill4 on, ettd funktioon
ug liittyvd jono u;.’ on vihenevd. Mutta koska operaattori T' on jérjestyksen
sailyttava, niin v} < u; <. Lauseen 3.2 nojalla ne kaikki suppenevat kuiten-

kin samaan funktioon. O
Havainnollistetaan seuraavaksi iterointiprosessia.

Esimerkki 3.3. Olkoon 2 =]0,1[, ¢ = 0,1 ja reuna-arvofunktio F : Q. — R

Pa) 0 kun z <0
xTr) =
1 kun x > 1.

Maéritellddn aluksi funktio u reuna-alueen arvojen minimiksi ja lihdetdén ite-
roimaan operaattorilla 7', joka méériteltiin kaavassa (3.1). Kuvista nikyy kuin-
ka u alkaa nousemaan ja 100-1000 iteroinnin kohdalla funktion kuvaajan muoto
ei juuri endd muutu. Funktion kuvaaja jéa katkonaiseksi kdytetystéd askeleesta
€ johtuen. Jos tilannetta ajattelee peliméisesti, niin on huomattavasti parempi
olla alle € paéssd reunasta kuin yli. Tilanne on luonnostaan diskreettinen.
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Kuva 3: Operaattorilla T iteroimalla muodostuva kuvaaja

Seuraavassa luvussa kdymme kahden pelaajan stokastisen koydenvetopelin
médrittelyd tarkemmin 14pi. Viidennessd luvussa taas tarkastelemme, mité ta-
pahtuu, kun askeleen ¢ pituutta ldhdetéén kutistamaan kohti 0.

4 Koydenvetopeli

Téssd luvussa tarkastellaan kahden pelaajan stokastista nollasummapelid ja
tarkoituksena on osoittaa, ettd pelin arvofunktio itse asiassa onkin ratkaisu
yhtdlson (DOP). Todistuksissa seurataan paperissa | ] osoitettuja tulok-
sia.

Pelin ideana on, ettd kaksi pelaajaa pelaa erddnlaista yleistettyd koyden-
vetopelid, jossa pelinappulan paikkaa héiritdin satunnaisesti. Pelialueena toi-
mii rajoitettu avoin ja yhtendinen joukko €2 ja pelin aloituspiste on zy € €.
Pelissé heitetddn kahdenlaista kolikkoa. Toinen kolikoista on painotettu to-
dennékoisyyksille a ja 8 ja toinen kolikoista on rehellinen.

Jokaisen vuoron alussa heitetéddn ensin painotettua kolikkoa, joka ma#raé
siirtdvatko pelaajat pelinappulaa vai siirtyyko se satunnaisesti. Todennékoisyy-
delld g pelinappula siirretdén satunnaiseen paikkaan x;y; € B.(x;) tasaisen to-
dennikoéisyysjakauman mukaan. Nappulan uusi paikka arvotaan tasaisesti jou-
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kosta B:(z;), jonka jidlkeen vuoro péittyy. Todennikoisyydelld o taas pelaa-
jat heittavat rehtid kolikkoa selvittddkseen kumpi nappulaa saa siirtdd. Myos
pelaajat joutuvat valitsemaan siirtonsa avoimesta pallosta Be(x;) haluamansa
strategian perusteella.

Kuva 4: Esimerkki pelin kulusta

Peli paadttyy, kun pelinappula poistuu alueesta €2, ja pelin padtyttya pelaaja
IT maksaa pelaajalle I summan, joka riippuu siitd, mihin pelinappula péatyi.
Eli jos . on ensimméinen piste alueen 2 ulkopuolella ja F' : T'. — R pelissi
sovittu maksufunktio, niin pelaajan II pelin padtyttyd maksettava summa on
silloin F'(x,).

Téllainen maksufunktion méaéritelmé on mielekés, koska pelialue €2 on ra-
joitettu ja satunnaisen siirron todenndkéisyys S > 0. Niin ollen voidaan valita
tarpeeksi suuri Ny € N siten, ettd Ny askeleen satunnaiskévely e-mittaisia siirto-
ja padtyy pelialueen ulkopuolelle jollain positiivisella todennokdisyydellda p > 0.
Ja koska peli sisiltdd melkein varmasti ddrettomén monta téllaista kévelya, niin
peli paattyy melkein varmasti strategoista riippumatta. Todistus télle sivuute-
taan, mutta se loytyy lemmasta | , Lemma 3.1].

4.1 Mitallisen strategian olemassaolo

Koska pelaajat joutuvat valitsemaan pelin seuraavan pisteen avoimesta pallosta,
niin heidan taytyy pystyé valitsemaan piste mahdollisimman ldheltd funktion
supremumia tai infimumia. Seuraavan lauseen todistuksessa joudumme integroi-
maan néité strategioita, joten on tédrkedd, ettd ne ovat Borel-mitallisia. Lusinin
mitallisen valinnan lausetta hyddyntiden osoittautuu onneksi niin, etta téllaiset
strategiat on mahdollista rakentaa.

Lemma 4.1. Olkoon u : Q. — R rajoitettu Borel-funktio ja 6 > 0. Tallgin
on olemassa rajoitetut Borel-funktiot Seup, Sing 1 Q@ — Q. siten, ettd Sgup(x) €
B.(z), Sinf(x) € Be(z) ja

U(Ssup(x)) > sup u—94 u(Sing(x)) < inf u+4
Ba(w) BE(QJ)

kaikille x € ().
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Todistus. Riittda osoittaa viite funktiolle Sgyp, silléd toinen osa véitteestd seu-
raavaa vastaavalla argumentilla.

Merkitéddn B:ll4 numeroituvaa kokoelmaa palloja B C ()., joiden sdde ja
keskipisteen koordinaatit ovat rationaalisia. Jokaiselle B € B valitaan piste xp €
B siten, etté

u(zxg) > supu — —.
B 2
Merkit&én néin valittujen pisteiden kokoelmaa S := {xp : B € B}. Koska B on
numeroituva, niin myos S on numeroituva.

Koska mielivaltainen avoin pallo B, (x) C 2. voidaan kirjoittaa yhdisteeni
B:n palloista, niin jokaiselle x € Q

é
sup u < sup U+ —.
B.(x) SNB. (x) 2

Funktio Sg,p saadaan siten soveltamalla Lusinin lausetta, joka on muotoiltu

ja todistettu esimerkiksi lauseessa | , Theorem 5.8.11], Borel-joukkoon
{(z,y) e Ax Qi |z —y|<eja sup u<u(y)—d}NR" x9). O
B.(z)

4.2 Arvofunktioiden yksikéisitteisyys

Pelaajan I strategia on Borel-mitallinen funktio, joka pelin tdmé&n hetkisen tilan
perusteella antaa seuraavan siirron. Eli esimerkiksi, jos kyseessd on pelaajan I
vuoro ja pelid on pelattu jo k vuoroa siirroilla (zg,z1,...,2), niin pelaajan I
seuraava siirto méédrédytyy strategian S; mukaan

SI(.’L‘0,$1, A ,.”L'k> =Tpy1 € Bg(l’k)

Vastaavasti Sy; on pelaajan II strategia.

Strategioissa voisi ottaa huomioon pelin aiemmat tilat tai jopa pelin aikana
tapahtuneet kolikonheitot. Osoittautuu kuitenkin, ettd ndmé eivit tuo mitdin
uutta pelaajien strategioihin | , Corollary 3.3]. Kdytetéén siksi startegiois-
ta merkintda

Si(zk) = 241 € Be(z),

jossa pelin seuraavan siirron ajatellaan riippuvan vain tdmén hetkisestéd peli-
nappulan paikasta.

Koska pelaajien tavoite on maksimoida ja minimoida pelin padttyessd mak-
settava summa, on luonnollista valita pelin arvofunktioksi pelaajalle I

uf(zo) = supinf B o [F(z,)]
Sy St1 1,011

ja pelaajalle 11
uip(xo) = iélf sup E?IJ,SH [F(z,)],
1S
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missé Eg) g [F(2)] on pelin lopun odotusarvo, joka lasketaan kaikkien mah-
dollisten polkujen yli. Odotusarvossa kaytetty todenndkoisyysmitta rakentuu
viitteen | , 8. 6-7) mukaisesti yhden askeleen todennkéisyysmitoista.

Seuraavaksi huomaamme, ettd ndin maéritellyt arvofunktiot itse asiassa joh-
tavat samaan kuin (DOP):n ratkaiseminen.

Lause 4.2. Olkoon uj ja uj; pelaajien I ja II arvofunktiot, kuten edelld mddri-
teltiin, ja u (DOP):n ratkaisu. Tdlldin

U =Uuy = Uy

Erityisesti pelin arvofunktio on Borel ja se on mddritelty koko joukossa €.

Todistus. Koska

B 5, [Fr)] < B 5, [F(0)) < sw B, [Fla0)],

niin
supinf B, g [P(a,)] < sup B g, [F(ar)]
I I

Ja vastaavasti

supinf ) , [F(z-)] < inpfsup B, [F (-]

Joten néin ollen

Riitt&a siis osoittaa, etté
uf < u, (4.1)

silld vastaavan argumentin nojalla uf > u.

Valitaan pelaajan II strategia SPI siten, ettid pisteessid xr_1 € 2 pelaaja
siirtdé pelinappulan pisteeseen, joka melkein minimoi u:n pallossa Be(zk—1).
Eli jos kiinnitetdén n > 0, niin S} (x_1) = @, siten, ettd

u(ry) < inf w4927k (4.2)

E(Ik—l)

Lemman 4.1 nojalla ndin rakennettu strategia voidaan valita Borel-mitalliseksi.
Valitaan seuraavaksi pelaajalle I mielivaltainen strategia Sy. T#ll6in kun peli
on pisteessi x;_1, niin pelin méiritelméin mukaan

EZ’?S% [u(xk) + 772*k|:Ek_1]
«

=3 (u(SIOI(xk,l)) + u(SI(xk,l))) + B ” )udy +n27F.
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Joten jos kiiytetddn epayhtilod (4.2) ja arvioidaan pelaajan I strategiaa ylospédin
pelkélld supremumilla, niin saadaan, etti

3 (WShae) +ulSi@e-) + 8 wdy+n2t

< & inff w412+ sup wl|+7 udy +n27*.
2 Bs(zk_l) Bs(zk—l) Be(xk—l)

Koska u toteuttaa yhtdlon (DOP), niin itseasiassa
o . —k —k
— inf u+n2""4+ sup u|+p6 udy + n2
2 \ Be(zk-1) B.(zr—1) B.(xzk—1)

e

= u(@y-1) + 1271+ 3)
< u(wp—) +n2 Y.

Eli yhdessé néisté seuraa, etté
Eg g0 [u(@r) + 02 aro] <ulzp) +n2-* Y.

Niin ollen riippumatta strategiasta S; prosessi M, = u(xy) + 72~% on super-

martingaali. Liséksi koska u on rajoitettu, niin télloin myos My on rajoitettu.
Koska peli loppuu melkein varmasti, niin pysédytyhetki 7 on t&lléin m.v.

adrellinen, ja koska F(x,) = u(x,), niin M, = F(x;) 4+ n2~ 7. Tillsin

upy(wo) = g;f Sgp ]Eg?,sn [F(z7)]
I

. . (4.3)
< sgp ES(IJ,S?I [F(x;)+n277].
I

Nyt Doobin optionaalisen pyséytyksen lauseen (lause 2.9) nojalla
DB g [P (o) + 127"
_ T
W M1
= u(xo) + 1.
Koska 1 > 0 oli valittu mielivaltaisesti, niin yhdesséi yhtélén (4.3) kanssa se

todistaa viiitteen (4.1). Todistuksen toinen suunta saadaan tekemilld vastaava
strategian valinta pelaajalle I. O

5 p-Laplacen yhtilo
Téssé luvussa on tarkoitus tarkastella mité tapahtuu, kun yhtélossd (DOP) pal-

lon sédetti e lahdetidin kutistamaan kohti 0:aa. Tavoitteena on osoittaa, etté ta-
saisesti suppenevan jonon u, — u raja-arvo on viskositeettiratkaisu p-Laplacen
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yhtalslle

Apu(z) =0 z€Q
{u(x) =F(z) ze€d. (5.1)

Piittely nojaa artikkelissa | ] tehtyyn todistukseen. Ongelmana on se,
ettd on mahdollista 16ytd4 u, joka ei ole kaikkialla derivoituva. Niinpa joudum-
me kisitteleméin u:ta viskositeettiratkaisuna. Esimerkkejé p-harmonisista funk-
tioista ja niiden ominaisuuksista 15ytyy lihteestd | ]

5.1 Johtaminen ja taustoja

Aikaisemmin mé&ériteltiin p-Laplacen operaattori

Apf = div([VFP72V ),

joka on Euler-Lagrangen yhtélo p-Dirichlet’n integraalille

1
7/ |V f|Pdx.
pPJa

Johdetaan se hieman eri muotoon. Muistetaan, ettéd Laplacen operaattori on

Af(x):= 4 0 f(m)

P Ox?
Olkoon V f(z) # 0. Mééaritellasin normalisoitu ddreton-Laplacen operaattori

AL f (@) = [Vf(@)|[D*f(2)Vf(2), Vf(2)
= |Vf(@)|2(V (@) D*f(2)V f(2)

= V@) 222%” (2)D; f (=),

1=1 j=1
missid D? f on Hessen matriisi. Néin ollen

Apf = div(|VfP2V)

5.2
= [VfIP2div(Vf) + (VIVfP7?) - V f. 2

Divergenssin méaritelmén mukaan

div(Vf) V1),

Il

=1

ox;
~f
0x?

I
.MS

s

Il

Ja
=

[
>
T
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Nyt

_pfz”anP of 0*f
- 2<i_1 <8x2>> <28x18x18x1>

af 0?2
(- DIVSP- 4(2 o 35)

joten
B - I Sy O*f '\ of
(VIVIIP?) - Vf=(p-2)|Vf] 2 ; axjaa:)axj
=(p—-2)|VfP~ Z;T o, axjaxl

=(p—2)|VfP2ALS.
Niin ollen yhtilén (5.2) nojalla
= |VP2Af+(p—2)|VfP2AL S
= VP2 (Af + (p - 2)ALf) -
Eli olemme kiinnostuneita siis kdytannossa yhtalon
Af+(p—2)A%f =0 (5:3)

ratkaisuista ainakin, kun V f(x) # 0. Koska funktion derivoituvuutta ei voida
taata kaikkialla, médritelladn avuksi viskositeettiratkaisu, jossa derivoituvuus
vaaditaan vain apuna kaytettéiviltd testifunktioilta.

Maisritelméa 5.1. Funktio ¢ koskettaa funktiota u alhaalta pisteessa x € 2, jos

o(z) = u(x) ja uly) > 6(y) kun y # .

Vastaavasti funktio ¢ koskettaa funktiota u ylhddltd pisteessd x € €2, jos

o(x) = u(x) ja uly) < 6(y) kun y # a.

Jotta koskettaminen olisi ylipddtaén hyvin mééritelty, funktiosta taytyy olet-
taa sopiva puolijatkuvuus.
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Masritelmé 5.2 (Viskositeettiratkaisu). Olkoon 1 < p < oo. Alhaalta puo-
lijatkuva funktio u on superratkaisu yhtdloon (5.3), jos kaikille ¢ € C?, jotka
koskettavat funktiota u alhaalta pisteessi x € Q, ja joille V() # 0, piitee

(p—2)AN¢(z) + Ad(x) < 0.

Vastaavasti ylhééltd puolijatkuva funktio u on subratkaisu yhtéloon (5.3), jos
kaikille ¢ € C?, jotka koskettavat funktiota v ylh##ltd pisteessd x € €, ja joille
V(x) # 0, pitee

(p = 2)A%¢(z) + Ad(x) > 0.

Funktio u on wiskositeettiratkaisu, jos se on super- ja subratkaisu.

Mééritelmi 5.3. Funktio u € WbP(Q) on heikko ratkaisu yhtilssn (5.1), jos
/\vmwﬂahhv¢>:o kaikilla ¢ € C5°(€2).
Q

Lisétietoja Sobolev-avaruuksista 16ytyy ldhteisté [ , ]. Tarkemmin
p-Laplacen yhtéilon heikoista ratkaisuista 16ytyy tietoa lihteestd | ]. Vis-
kositeettiratkaisut ja heikot ratkaisut ovat osoitettu ekvivalenteiksi ldhteessé

[ J

5.2 Suppeneminen ja DOP

Koska perhe {u.} on ylinumeroituva, niin valitaan tarkasteltavaksi siitd osajono
{ue, }, jota merkitdéin yksinkertaisuuden vuoksi {u, }. Valitaan osajonon alkiot
siten, ettd e, — 0. Koska yht&lolld (5.1) on yksikésitteinen viskositeettiratkaisu,
mik& on osoitettu ldhteissi | , ], niin itseasiassa koko perhe u. — u.

Muistetaan, ettéd p-Laplacen operaattorille pétee, jos oletetaan, ettd Vu # 0
ja u on siled

Apu(z) = [Vu(@)[P~*((p — 2) Al u(e) + Au(x)).
Téll6in v on ratkaisu yhtdloén Apu = 0, jos ja vain jos
(p—2)ANu+ Au=0. (5.4)
Tahén asti DOP:n kertoimet « ja 5 ovat olleet tuntemattomia. Osoittautuu,
ettd valitsemalla
p—2 n+2

o = =
n+p h n+p

(5.5)
saadaan muodostettua yhteys (DOP):n ja (5.1) viilille. Sen havainnollistamiseksi

tdytyy kuitenkin tehdé ensin kaksi arviota.

Lemma 5.4. Olkoon u C?-funktio. Tdlloin

62

u(z) — ]{Bg(w) u(y)dy = fmAu(m) +0(%).
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Todistus. Ottamalla keskiarvointegraalin u:n Taylorin-sarjasta yli pallon B.(z)
saadaan, etta

t *u(z)(y — = —z 23
+ ]ég(x) 2(D (x)(y — ), (y — 2))dy + ]ég(x)Oﬂy #)dy

Lasketaan integraali palasissa auki. Ensimméisesté osasta saadaan, etté

_u()
]{95(1) ul(e)dy = |Be| /Bg(m) 1dy (5.6)

= u(x).

Nyt muuttujanvaihdolla z := y — x saadaan, etti

]ig(m)v ue) -y~ o)dy = | Be \Z <5$z /BE(O) Zidz>'

Lemman 2.1 nojalla fBE(O) z;dz = 0 kaikilla 7, joten

][ Vu(z) - (y —z)dy = 0. (5.7)
B (x)
Nyt jalleen muuttujanvaihdolla z := y — x saadaan, ettad

f D@y - o). - )y
B.(x)
- ][ >3 D)y iy — o)y

(z) i=1 j=1
» / (y— )y — 2),dy
=1 j=1 Be(x)
ZZDUU / ziz;dz.
| | =1 j=1 B.(0)

Jélleen lemman 2.1 nojalla

/ zizzdz = 0,
B:(0)

kun i # j. Néin ollen

f D@ - o). - )y
B (x)
g Do) [ (.

E(i)
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Koska vektorin komponentit kayttaytyviat samalla tavalla pallon yli integroi-
taessa, niin

/ (y — 2)2dy = / (y— 2)2dy, Kaikilla i, j.
B.(z) B.(x) '

Joten
/ (y — 2)2dy = Z?:l fBE(I) (y— x)?dy
B.(z) ' n
n 2
. —x);
B:(x) n
2
_ / ly — | dy.
5(93) n
Néin ollen

f D@ - o). - )y
B (x)
n 2
= Z Diiu(x)][ @dz.
i=1 B.(0)
Merkitéan n-ulotteisen yksikkopallon tilavuutta w, ja pinta-alaa o, _1. Nédiden

vililld on yhteys 0,1 = nw,, ja yleisen r-séteisen pallon tilavuus ja pinta-ala
voidaan ilmoittaa niiden avulla
n—1 n

On—1(r) :=1"""0n_1 ja W (r) = r"wy.

Néin ollen Fubinin lauseen nojalla

|22 1 ) 2
—dz=—— r* dSdr
B.(0) M €WnM Jo JoaB(o,r)
1 €

= r2r" o, dr
e"wpn Jo

€
On—1
=" rtidr
e"wpn Jo

n+2

n ¢

e"nn+2

52

n+2

Koska mééritelméin nojalla Y7 | Dj;u(z) = Au(z), niin

62

][ (Du(a)(y — 7). (y — 2))dy = —— Aufz). (5.8)
B.(z)
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Yhdistamailld yhtdlot (5.6) - (5.8) saadaan, ettd

82

= ulxr — AU 53
F o My = o) + 5 ) + 0

52

= u(x) — ]{35(1) u(y)dy = —mAu(aj) +0(?). O

Toinen arvio tulee tarkastelemalla DOP:n jéljelld olevaa osaa. Koska gra-
dientti osoittaa suurimman kasvunopeuden, niin

sup urul|lz+e ja  inf umulxz—c¢ . 5.9
Be(x) ( [Vu(z)| Be(x) Vu(z)| (5.9)
Merkitddn yksinkertaisuuden vuoksi
Vu(z)
h:=¢ .
[Vu(z)]

Heuristisesti voidaan oletettaa, ettd supremum I6ytyy pallon reunalta, koska on
tarkoitus tarkastella mitd tapahtuu, kun e — 0. Koska Vu # 0, niin supremum
16ytyy joko pallon sisélta keskipiste pois lukien tai pallon reunalta. Téasté seuraa,
ettd jostain € eteenpéin supremum osoittaa aina pallon reunalle. Vastaava pitee
infimumille.

Kéyttamilld jéilleen w:n Taylorin-sarjaa ja arviota (5.9) saadaan, ettd

sup v+ inf u

B.(z) B ()

~u(x+h)+u(z—h)

= u(z) + Vu(z) - (h) + %<D2U($)(h)7 (h)) +O(|A*)

+u(z) + Vu(z) - (=h) + %(DQU(x)(—h% (=h)) +O( = hP)

)+ Z Z Diju(x)hih; + O(|h)?)

oy (- T0@) ) (. Yula) :
*ZZD ) wx)) (cmaay), +oe
= 2u(x) ZZDWU (2))i(Vu(z)); + O(e?)
IVU, i=1 j=1
e? D2 5
= 2u(z) + Vulr )‘2< u(z)Vu(z), Vu(x)) + O(e”)

= 2u(x) + 2 AN u(z) + O(?).
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Néiin ollen

1
u(z) — = | sup u+ inf wu
2 B.(z) B.(z)

~u(r) — %(QU(QU) + 2 AN u(z) + O(e%)) (5.10)

22
= —EAﬁu(x) +0(e%).

Laskemalla lemman 5.4 ja yhtélén (5.10) tulokset yhteen kertoimilla « ja 3,
saadaan, etté

1 .
8 (u(w) - ]i - u(y)dy> ta (“(m) 2 (5&% i u>>

2 2
~ Q(fZQ)Au(x) - S aNu(@) + OE).

Jéarjestetddn yhtdlod siten, ettid oikealle puolelle saadaan (5.4) ja sijoitetaan
kertoimien « ja § paikalle valinnat (5.5)

u(z) — B u(y)dy — e sup u+ inf u | + O(e?)
B.(x) 2 \ B.(a) B:(x)
g? B
~—— (oAl ——A
5 <oz su(z) + 2 u(az))

_ f§ <p "2 AN () + 1Au(w)>

n-+p n-+p
2 n
= TP (- 2)AN u(@) + Au(a)).

Nain ollen heuristisesti yhtdlon (5.1) ratkaisut ovat muotoa

u(x) = @ sup v+ inf wu +][ u(y)dy+0(€3)7
2 B.(z) Be(x) Be(z)

kun € — 0.
Osoitetaan vastaava péédttely hieman tarkemmin lauseessa 5.6, mutta sitd
ennen tarvitaan aputulos.

Lemma 5.5. Olkoon {u,} jono jatkuvia funktioita, joka suppenee tasaisesti
funktioon wu, ja olkoon ¢ jatkuva funktio siten, ettd funktiolla uw — ¢ on aito
minims pisteessi x. Tdalldin on olemassa jono {x,}, joka suppenee pisteeseen x
siten, ettd funktiolla u, — ¢ on minimi pisteessd x,.

Todistus. Todistus ohitetaan, mutta se 16ytyy muotoiltuna maksimille |
s. 541]. O
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Lause 5.6. Olkoon Q ja F niin kuin aikaisemmin mddritelty ja jono {un}
(DOP):n toteuttavia funktioita, jotka suppenevat tasaisesti funktioon w. Tdlloin
u on viskositeettiratkaisu yhtiléon (5.1).

Todistus. Koska u,, = F joukossa 0f2 kaikilla n ja u, — u tasaisesti, niin myo6s
u = F joukossa 0f).

Yksinkertaistetaan merkint6jé korvaamalla jonon (e,,) alkiot pelkilld e:lla,
silld olemme kiinnostuneita vain siité, etts e, — 0. Olkoon ¢ € C?3 superratkai-
sun médritelmin mukainen testifunktio. Vastaava p#éttely toimisi eri virheter-
milld Taylorin-sarjassa masritelmén mukaiselle C2-funktiolle, mutta kéytettadn
yksinkertaisuuden vuoksi C3-funktiota.

Valitaan piste = € €, ja olkoon zj piste, jossa ¢ saavuttaa miniminsi sulje-
tussa pallossa B.(x)

¢(z7) = min ¢(y).

yEB.(x)

Lasketaan seuraavaksi ¢:n Taylorin-sarjat pisteissd = ja 2x — z{. Geomet-
risesti toinen piste on minimipisteen peilaus pisteen x suhteen. Téstéd saadaan,
etta

¢(x7) = ¢(z) + Vo(z) - (2] —x) + %<D2¢($)($§ — ), (2] = )) + O(|2 — al*)
ja
¢z — a7) = ¢(x) + Vo(x) - (22 — 2] — )
b L {D?0(a) (20 — a5 — ), (2 — a5 — ) + O(|2 — a5 — )
= ¢(z) = Vo(z) - (2] — x)
+ %(ngb(x)(xi —a), (2] = 2)) + O(|af — al*),

kun € — 0.
Laskemalla saadut yhtélot yhteen saadaan, etté

6(22 — 25) + 6(a5) = 26(2) + (D*6(2) (&5 — @), (a5 — 2)) + O(|a§ — af*)
— 6(20 — a5) + 6(a5) — 20(x) = (D?6(a) (x5 — 2), (25 — 2)) + O(Ja5 — af).

Koska méaéritelmén mukaan x{ oli ¢:n minimipiste ja ¢ on jatkuva, niin saadaan
arvio

P2z — 27) + ¢(a7) —2¢(x) < sup ¢(y)+ inf @(y) —2¢(x),

yEB.(x) yEB:(x)

missé funktion arvoa pisteessd 2x — x{ arvioidaan yléspéin funktion supremu-
milla. N&in ollen

N | =

( sup ¢(y) + inf ¢(y)>—¢(:ﬁ)

yEB. () veBe () (5.11)

> 5(D?¢() (25 — ), (2§ — 2)) + O(|2] — a[*).

N =
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Téamé yhdesséd lemman 5.4 kanssa antaa arvion

(supngr inf ¢>+ﬂ][ y)dy — o(x)
Be(z)

(o)

>3 <D2¢( )(z] — ), (2] — ) + %fiQ)M(J;) + O(e%)
= 55 (-2 (Do) (B22) (B22) ) + 20t + 0

(5.12)

Jatkuvien funktioiden tapauksessa lemma 5.5 takaisi, ettd on olemassa jono

{zn}, joka suppenee pisteeseen z siten, ettd funktiolla u,, —¢ on minimi pisteessi
Zp. Koska funktiot u,, eivit vilttdmatta ole jatkuvia tarvitaan avuksi 7, > 0.
T4alloin

un(y) = ¢(y) = un(zn) — ¢(xn) = 1.

Tarvittaessa funktiota ¢ voidaan siirtéii pystysuunnassa ¢ := ¢—1up (£,)— ()
joten voidaan olettaa, ettd ¢(a,) = un(z,). Niin saadaan arvio

Néiin ollen

Be(zy) Be(zn)

<2200+ suwp wut+ inf w, |+ 8 nn+][ un(y)dy | — ¢(zn)
2 Be(zn) Be(an) Be(zn)

2 \B@) Bl e

=N + Un(Tn) — O(Tn)
= MNn-

% ( sup ¢+ inf ¢> + (y)dy — ¢(z4)
B (zy)

Joten yhdessi yhtélon (5.12) kanssa téstd seuraa, etti

i 3 (-2 (Dot (B22) (222 + gt ) +0)

Valitaan 1, = O(e3) ja yhdistetiéin se epiyhtilon oikean puolen virhetermin
kanssa. Nyt jakamalla epayhtilo puolittain 2:1la saadaan, etté

8 g (5 (ot (7). (52)) ) 22
(5.13)
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O-notaation ma#ritelmén nojalla

—|Ce| < OE°) < |C€|
—|C%] _ O(®) _ |C€?]
= < <

e? e? g2
10) 3
— —jog <« 2D < ey,
€
joten suppiloperiaatteen nojalla
10) 3
lim 2 _
e—0 £

Eli ottamalla raja-arvo € — 0 epdyhtélostd (5.13) saadaan, etté

0> b

) ((p—2)AN ¢(z) + Ad())

niin ollen « on méiiritelmén nojalla superratkaisu yhtélson (5.3).

Tekemilla vastaava pééttely subratkaisun méadritelméan mukaiselle testifunk-
tiolle ¢ € C® kiyttamalld epiyhtilon (5.12) kidnteistd versiota, joka saadaan
tarkastelemalla funktion ¢~> maksimia

$z5) = max o(y)

yGEE (I)

saadaan, etté

0< 2(71‘12) (0 — VAN 6(z) + Ad(x))

Niin ollen uw on my®s subratkaisu ja siten viskositeettiratkaisu yht&loon (5.3).
O
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