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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld konformikuvauksia ja niiden merki-
tysté hyperbolisen geometrian malleissa.

Tutkielman alussa méaéritelldan tutkielman kannalta keskeisimmét asiat komplek-
siluvuista ja kompleksitasosta. Téméan jalkeen madritellddn kulma ja kéayréviivainen
kulma, joka on geometrisesti kahden kompleksitason kaaren leikkauspisteeseen piir-
rettyjen tangenttien vélinen kulma. Kéyréaviivainen kulma on my6s suunnattu, eli on
valid kummasta kyljestd kumpaan kulma mitataan.

Seuraavana esitellaén kompleksinen ja reaalinen differentioituvuus, jotka ovat tar-
peellisia diffeomorfismin késitettd varten. Diffeomorfismi on kuvaus, jonka reaaliosan
ja imaginddriosan osittaisderivaatat ovat olemassa ja jonka Jacobin determinantti ei
ole 0 missdan pisteessi. Seuraavaksi madritelldan, ettd kuvaus on konforminen, jos
se sdilyttdd suunnatut kdyraviivaiset kulmat. Sitten osoitetaan, ettd diffeomorfismin
konformisuus ja differentioituvuus tietyssi pisteessd on yhtéapitdvad, mistd seuraa, et-
td konformikuvaus ja analyyttinen injektio ovat keskenéén ekvivalentteja késitteité.

Tamaén jalkeen esitelladn joukko keskeisia konformikuvauksia, Mobius-kuvaukset.
Mobius-kuvauksilla on lukuisia hyodyllisid ominaisuuksia, kuten se, etté ne séilyttavit
yleistetyt ympyrét, siis kompleksitason euklidiset ympyrét ja laajennetun kompleksi-
tason euklidiset suorat.

Seuraavana tutkielmassa esitellddn hyperbolinen geometria, joka eroaa euklidises-
ta geometriasta siten, etté suoran ulkopuolisen pisteen kautta kulkee vahintdéan kaksi
alkuperéisen suoran kanssa yhdensuuntaista suoraa. Tutkielmassa esitelldédn keskeinen
hyperbolisen geometrian malli, Poincarén kiekko. Todetaan, ettéd konformikuvaukset
Poincarén kiekolta itselleen ovat Mobius-kuvauksia, mikd on hyodyllisté, silld ne séi-
lyttavat sekd kulmat, ettd mallin hyperboliset suorat, siis yleistetyt ympyrét.

Euklidisessa geometriassa etédisyys mitataan suoraa pitkin. Hyperbolisen geomet-
rian malleille tarvitaan erilainen etdisyyden mééritelmé. Aluksi mééritellidn Poincarén
hyperbolinen metriikka, jonka avulla voidaan laskea hyperbolinen kaarenpituus Poinca-
rén kiekossa. Hyperbolinen etéisyys kahden pisteen vililla on infimum pisteiden vé-
lissé olevien paloittain sileiden kéyrien hyperbolisista kaarenpituuksista. Osoitetaan,
ettd hyperbolinen metriikka séilyy Poincarén kiekon konformisissa itsekuvauksissa ja
ettd Poincarén kiekko varustettuna hyperbolisella etdisyydelld on metrinen avaruus.

Lopuksi yleistetdan Poincarén kiekon tulos. Aluksi esitelldéin téirked olemassaolon
tulos, Riemannin kuvauslause, joka antaa konformikuvauksen yhdesti yhtenéiseltd
alueelta yksikkokiekolle, siis Poincarén kiekolle. Hyperbolinen metriikka mielivaltai-
sessa yhdesti yhtendisessé alueessa () méaritellddn olevan Poincarén metriikan ja kon-
formikuvauksen alueelta 2 Poincarén kiekolle, yhdiste. Koska hyperbolinen metriikka
sédilyy Poincarén kiekon konformikuvauksissa itselleen, myos téilla tavalla méaéaritel-
ty metriikka on yksikésitteinen alueessa 2. Maaritelladn my6s hyperbolinen kaaren-
pituus ja hyperbolinen etiisyys alueessa () ja osoitetaan, ettd hyperbolinen etéisyys
voidaan myos kuvata Poincarén kiekon etéisyysfunktiosta. Tésté seuraa, ettd mielival-
tainen yhdesti yhtendinen alue €2 varustettuna hyperbolisella metriikalla on metrinen
avaruus.
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Johdanto

Konformisella kuvauksella tarkoitetaan kuvausta, joka kuvaa alueen toiseksi alu-
eeksi sdilyttiden alueella sijaitsevien kéyrien leikkauspisteisiin piirrettyjen tangenttien
véliset kulmat ja niiden suunnan.Vanhin tunnettu téllainen kuvaus on pallon stereo-
grafinen projektio, jota Ptolemaios kaytti 100-luvulla tdhtikartan esitykseen. Stereo-
grafinen projektio kuvaa pallopinnan konformisesti tasolle. Toinen térkeéd pallon ta-
solle kuvaava konformikuvaus on Mercatorin projektio (1568), joka kuvaa maapallon
pinnan tasolle. Téta kuvausta on kiytetty laajasti merikarttojen konstruoimisessa.

Kun stereografista projektiota ja Mercatorin projektiota vertaa, on ilmeisté, etté
saman alueen konformiset kuvaukset eivit ole keskendén samanlaisia. Lagrange esitti
vuonna 1779 kaikki konformiset kuvaukset, jotka kuvaavat osan maapallon pinnasta
tasoalueelle siten, etté pituus- ja leveyspiirit ovat ympyréan kaaria. Vuonna 1822 Gauss
esitti kaikki konformikuvaukset, jotka kuvaavat mielivaltaisen analyyttisen pinnan
pisteen riittdvan pienen ympériston konformisesti tasoalueelle. Vuonna 1851 Riemann
néytti, ettd jokainen yhdesti yhtendinen alue, joka ei ole koko taso, voidaan kuvata
konformisesti ympyrén sisélle [4].

Mita kuvaukselta vaaditaan, ettd se on konforminen? Ei paljoakaan. Kompleksi-
tason kuvauksissa riittdd, ettd kuvaus on analyyttinen injektio. Mobius tutki 1800-
luvulla suhteellisen yksinkertaista hyvin kayttaytyvad konformikuvausten joukkoa,
joka nimettiin hdnen mukaansa Mobius-kuvauksiksi [4].

Olemme tottuneet hahmottamaan geometriaa euklidisen tasogeometrian avulla.
Tutut tulokset kuitenkin menevit rikki jo mainituissa karttaprojektioissa, silld maa-
pallo noudattaa tietysti pallogeometriaa. Jos piirtdé pallon pinnalle kolmioita, huomaa
nopeasti, ettd niiden kulmien summa ei ole 180 astetta. Pallogeometria ei noudata
euklidisen tasogeometrian saantoja.

On myo0s tasogeometrian malleja, jotka ovat epaeuklidisia. Historian aikana on yri-
tetty todistaa, ettd paralleeliaksiooma olisi riippuvainen muista tasogeometrian ak-
sioomista. Yhden todistusyrityksen esitti Adrien-Marie Legendre 1700-luvun lopulla.
Paralleeliaksiooman itsenédisyyden todistamiseksi riittaa loytaa geometrian malli, jos-
sa paralleeliaksiooman negaatio, hyperbolinen aksiooma olisi voimassa. Ensimmaéisen
tallaisen mallin keksi Eugenio Beltrami vuonna 1868 [5].

Ehka tarkein hyperbolisen geometrian malli on kuitenkin Poincarén kiekko, jonka
keksi Henri Poincaré 1800-luvulla. Siin& suorat ovat pddosin ympyrén kaaria. Poincaré
maédritteli vuonna 1881 kiekkomallille Mobius-kuvauksessa séilyvén epdeuklidisen met-
ritkkan. Vuonna 1894 hén osoitti, ettd kiekon konformiset kuvaukset itselleen ovat
Mébius-kuvauksia [7].

Tutkielman alussa méaéritellddn kompleksianalyysin tutkielman kannalta keskei-
set asiat ja kidyddan ladpi muutamia yleisia differentioituvuuteen liittyvid tuloksia.
Toisen luvun lopussa madritelladn diffeomorfismit ja osoitetaan, ettéd diffeomorfismit

1



2 JOHDANTO

ovat konformikuvauksia jos ja vain jos ne ovat analyyttisia injektioita. Kolmannessa
luvussa kisitellaan Mobius-kuvauksia ja niiden ominaisuuksia. Neljinnen luvun alus-
sa méaritelladn Poincarén kiekko ja osoitetaan, ettd konformikuvaukset Poincarén
kiekolta itselleen ovat M&bius-kuvauksia.

Seuraavaksi madritelladn Poincarén kiekon hyperbolinen metriikka ja osoitetaan,
etté se sdilyy kiekon konformikuvauksissa itselleen. Metriikan avulla méaéritelldéan hy-
perbolinen kaarenpituus ja etéisyys ja osoitetaan, ettd Poincarén kiekko hyperbolisella
etédisyydellda varustettuna on metrinen avaruus.

Neljannen luvun lopussa esitellidn Riemannin kuvauslause, jonka avulla hyper-
bolinen metriikka méaaritelladn yksikésitteisesti mielivaltaisessa yhdesti yhtenéisessé
alueessa. Lopuksi osoitetaan, ettd hyperbolinen kaarenpituus ja etéisyys saadaan kon-
formikuvauksella Poincarén kiekon vastaavista rakenteista, misté seuraa, ettd mieli-
valtainen yhdesti yhtendinen alue varustettuna hyperbolisella etdisyydelld on metri-
nen avaruus.

Konformikuvauksiin ja yleisiin kompleksianalyysin aiheisiin liittyvissa aiheissa tut-
kielman ldhteend on kéytetty Bruce P. Palkan teosta An Introduction To Complex
Function Theory [1]. Mébius-kuvauksiin ja hyperboliseen metriikkaan yleisesti liitty-
vit tulokset ovat padosin peréisin James W. Andersonin kirjasta Hyperbolic Geometry
[2] ja hyperbolisen metriikan yleistys yhdesti yhteniisille alueille perustuu A. F. Bear-
donin ja D. Mindan artikkeliin The hyperbolic metric and geometric function theory
[3].

Tutkielman tulosten todistuksiin on kirjattu ldhteet, joihin todistukset perustuvat.
Mikéli todistukselle ei ole kirjattu lahdetté, se on kirjoittajan omaa késialaa. Joitakin
todistuksia on muokattu tutkielmaan sopiviksi ja joihinkin on lisdtty perusteluita
jotka oli todistuksen ldhteessa sivuutettu.



LUKU 1

Kompleksiluvut

1.1. Kompleksiluvut ja kompleksitaso

MAARITELMA 1.1 (Kompleksiluvut). Kompleksiluvut ovat lukuja muotoa z = z+
1y, missd x,y € R ja ¢ on imagindariyksikko, ¢+ = /—1. Kompleksilukuja voi merkita
tason R? pisteind: 2 = x + iy = (z,y). Ndmi luvut muodostavat kompleksilukujen
kunnan, jolle méaaritelldén yhteenlasku ja kertolasku seuraavasti:

Olkoon z = (z,y) € C ja w = (u,v) € C. Télloin

z4+w=(r+u,y+v)
ja
2w = (zu — yv, v + yu).

Kompleksitasoksi kutsutaan tasoa R?, jossa x-akselia kutsutaan reaaliakseliksi ja
y-akselia imaginédariakseliksi. Kompleksiluvut ovat kompleksitason pisteité.

Kompleksiluvun z = x + iy reaaliosa on Re(z) = x ja imaginéériosa Im(z) = y.

Kompleksiluvun z =  + iy normi |z| mééritelldén

|2l = Va? + o2
Kompleksiluvun z = x + 1y kompleksikonjugaatti z méaaritellaan
Z=x—1y.

MAARITELMA 1.2. Jatkuva funktio muotoa f : [a,b] — C, missd a,b € R,a < b
on polku ja sen kuvajoukko |f| on polun jalki.

Polku on suljettu, jos f(a) = f(b).

Polku on yksinkertainen, kun f(t) # f(s) jos t # s, lukuunottamatta polun
padtepisteitd, jos polku on suljettu.

Sanotaan, ettd polku f on jatkuvasti differentioituva, eli siled, jos f(t) = x(t) +
iy(t) missd z : [a,b] — Rjay: [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia reaalimuuttujan
t suhteen.

Sanotaan ettd polku f on paloittain jatkuvasti differentioituva, jos on olemassa
pisteet tg,t1...,ty, a = tg < t] < ty < --- < t, = b siten, ettd f on jatkuvasti dif-
ferentioituva jokaisella valilla [ty_q, tx]. Paloittain jatkuvasti differentioituvaa polkua
kutsutaan myos tieksi.

Asiayhteyksista riippuen polkuja kutsutaan tutkielmassa myo6s kayriksi.
MAARITELMA 1.3 (Laajennettu kompleksitaso). Joukkoa
C=CuU{c}

kutsutaan laajennetuksi kompleksitasoksi. Pistettd oo kutsutaan direttomyyspisteek-
si ja sen ominaisuudet ovat seuraavat:
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oz+oo:oo+z:oo,kunz§(:,
z-00=00"2=00, kun z € C\ {0},

[ ]
e = =0,kun 2z € C,
o%zoo,kunze(f:\{()}.

MAARITELMA 1.4 (Eksponenttifunktio). Olkoon z = z+iy kompleksiluku. Tall6in
e® = e"(cosy + isiny).

1.2. Kulmat

Téssa kappaleessa médritelladn tutkielman kannalta olennaisimmat asiat komplek-
sitason kaarista ja niiden vilisistd kulmista.

Kompleksilukua z = x + 1y vastaa luonnollisesti vektori origosta kompleksitason
pisteeseen (z,y). Kompleksitason vektoreita on helppo hahmottaa napakoordinaatti-
muodossa:

LAuse 1.5. Olkoon z kompleksiluku. On olemassa reaaliluku 6, jolla
(1.1) z = |z|(cos @ + isind).

Tatd kompleksiluvun esitysta kutsutaan napakoordinaattiesitykseksi. Kompleksisen eks-
ponenttifunktion mddritelmdn perusteella kaava (1.1) voidaan esittid myds muodossa

z = |z|e”.
ToDISTUS. Sivuutetaan, ks. [6, s. 5]. O

Napakoordinaattiesityksessé 6 on kompleksilukua z vastaavan vektorin ja positiivi-
sen reaaliakselin kulma ja |z| vektorin pituus. Yhtdlon (1.1) toteuttavaa lukua 0 kutsu-
taan luvun z argumentiksi, eli arg(z) = 6. Tunnetusti téllaisia lukuja on d4retén méa-
rd, joten laskuissa kannattaa yleensa kayttdd argumentin paédhaaraa Arg(z) € (—m, 7).

MAARITELMA 1.6. Olkoot z,w € C\{0}. T&ll6in kompleksilukuja z ja w vastaa-
vien vektorien vélinen suunnattu kulma 6(z, w) on

0(z,w) = Arg(w/z).
Kulman ominaisuuksia:
(1) (w, z) = —0(z,w), kun 0(z, w)
(2) 0(z,w) = —0(z,w), kun 0(z,w)
(3) kun 0(z,w) =m, (w,z) = 9(2 w) =0(z,w) =,
(4) kaikilla ¢ € C\{O} 0(cz,cw) = 0(z,w),
(5) kaikilla r, s € R\{0}, 0(rz, sw) = 9(2 w).

£
4

T,
v,

Geometrisesti kulma on siis pienempi vektorien vilille muodostuneista kulmista,
aina vélilla (—m, w]. Kulma on positiivinen jos sen suunta kyljestd z kylkeen w on
vastapéivadn ja negatiivinen jos suunta on myoétapédivaan. Tyypillinen kompleksinen
kuvaus ei sdilytd suoria suorina, vaan kuvaa ne sileiksi kéyriksi. Kahden siledn kéy-
ran valinen kulma voidaan tulkita olevan niiden leikkauspisteeseen piirrettyjen tan-
genttien vélinen kulma. Kéaytetdin téstéd ilmaisua kdyréviivainen kulma. Maarittelyé
varten tarvitsemme késitteen sddnnollinen kaari, joka mééritelladn seuraavasti:
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MAARITELMA 1.7. Olkoon «v : [a, b] — C siled, yksinkertainen ja ei-suljettu polku,
jolle o/(t) # 0 kaikilla t € [a, b]. Sddnnollinen kaari A on pistejoukko A = |af. Mika
tahansa vastaavat kriteerit toteuttava polku « on sédédnnollisen kaaren A sddnnollinen
parametrisaatio, jonka péétepisteet ovat a(a) ja a(b).

MAARITELMA 1.8. Olkoot A ja B sdénnolliset kaaret ja « : [a,0] — C ja 8 :
[c, d] — C niiden sdénnolliset parametrisaatiot, joilla on yksi sama péaitepiste a(a) =
B(c) = zp. Télloin sanotaan, ettd A ja B ovat zp-kdrkisen kdyriviivaisen kulman
kyljet. Sddnnollisten kaarien A ja B vilinen suunnattu kulma 6(A, B) on

9(*’47 B) = e[a/(a)7 5,(6)]

Ei ole vilia miki sisnnollinen parametrisaatio valitaan, silli yksikkovektorit 22

o’ (a)]
ja ‘g,—g' ovat samat riippumatta parametrisaatiosta ja kulman ominaisuuksien perus-

teella ) )

Koska kayréaviivainen kulma on muodollisesti tavallinen kulma, sithen patevét samat
kulman ominaisuudet.







LUKU 2

Konformikuvaukset

Konformiset kuvaukset sailyttaviat kulmat. On ndkokulmakysymys mééritellaéan-
ko konformikuvaus analyyttisené injektiona, mistd johdetaan tulos, etté téallaiset ku-
vaukset sdilyttiavit kulmat vai méaritelladnko se kulmat sailyttdvana kuvauksena,
mistd johdetaan tulos etté tillaiset kuvaukset ovat analyyttisid injektioita. Mukaillen
lahdetté [1] lihestymme aihetta jalkimmaéiselld tavalla.

2.1. Kompleksiset derivaatat

Ennen kuin késitelladn analyyttisid funktioita, tarvitaan keskeiset kompleksiseen
ja reaaliseen differentioituvuuteen liittyvét méédritelmét ja muutamia differentioitu-
vuuteen liittyvid tuloksia.

MAARITELMA 2.1. Funktio f : A — C on differentioituva alueen A C C sisépis-
teessd 2y, jos raja-arvo
z) — f(z
o )= I ()

zZ—20 z — ZO
on olemassa. Jos raja-arvo on olemassa, voidaan kirjoittaa
f(z) = f(=)
Z—20 Z— 20 ’
jolloin sanotaan, ettd f’(zp) on funktion f derivaatta pisteessd zp. Voidaan kayttéa

myos seuraavaa ekvivalenttia méadritelméa: funktio f : A — C on differentioituva
alueen A C C sisédpisteessi zg, jos on olemassa kompleksiluku ¢, jolla

(2.1) f(2) = f(z0) + c(z — 20) + E(2),
missid £ : A — C on virhefunktio, jolle pétee
(2.2) im L2EL

Yhtéloista (2.1) ja (2.2) seuraa
e T = £
Z—r20 z — ZO
jolloin f'(zg) on olemassa ja ¢ = f'(zp).
MAARITELMA 2.2. Olkoon U C C avoin, epétyhji joukko ja f kompleksiarvoinen

funktio, joka on médaritelty joukossa U. Jos f on differentioituva jokaisessa joukon U
pisteessé, sanotaan, ettd f on analyyttinen joukossa U.

LAUSE 2.3. Olkoon f analyyttinen funktio alueessa A. Jos [ on injektio alueessa
A, f'(2) # 0 kaikilla z € A.

ToDISTUS. Sivuutetaan, ks [1, s. 347]. O
7



8 2. KONFORMIKUVAUKSET

MAARITELMA 2.4. Olkoon f : U — C funktio muotoa f = u + v, missa

u(z,y) = Re(f(2))
ja
v(z,y) = Im(f(2)),
kun z = = 4 1y. Reaaliarvoisen funktion wu osittaisderivaatta u, on
d

uy = —u(z,y).

dx

Osittaisderivaatat u,, v, ja v, mééritellidn vastaavasti. Funktion f osittaisderivaatat
fz ja f, puolestaan voidaan mééritelld seuraavasti:

fa(20) = uzp(20) + vy (20)
ja

fy(20) = uy(z0) + ivy(20).

LAUSE 2.5. Olkoon funktio f = u + v mddritelty avoimessa joukossa U C C ja

osittarsderivaatat uy, u,, v, ja v, olemassa kaikkialla joukossa U. Tilldin, jos osittais-

derivaatat ovat jatkuvia pisteessd zo, uz(20) = vy(20) ja uy(20) = —v4(20), niin f on
differentioituva pisteessd zo ja f'(z0) = fu(20) = —ify(20).
ToDISTUS. Sivuutetaan, ks [1, s. 70]. O

MAARITELMA 2.6. Sanotaan, ettd funktio f : A — C on reaalisesti differentioitu-
va alueen A sisépisteesséi zg, jos on olemassa kompleksiluvut ¢ ja d siten, etté

f(2) = f(20) + c(z — 20) +d(Z — 2) + E(2),

kaikilla z € A, missd F : A — C on virhefunktio, jolle pétee lim,_,., |[E(z)|/|z — 20| =
0.

MAARITELMA 2.7. Olkoot funktion f = u + v osittaisderivaatat f,(zo) ja fy(z0)
olemassa pisteessé zg. Funktion f z- ja z-osittaisderivaatat f, ja f; pisteessd zy méi-

ritelladn seuraavasti: .

f(20) = §(fz(20) —ify(20))

ja
fulzo) = 5 fulin) + iy o))

LAUSE 2.8. Olkoon funktio f = wu + iv mdaritelty avoimessa alueessa U C C
siten, ettd osittaisderivaatat g, u,, v, ja v, ovat olemassa koko U:ssa. Jos jokainen
osittaisderivaatta on jatkuva U:n sisdpisteessd zg, f on reaalisesti differentioituva
pisteessd zy ja

f(2) = f(20) + f2(20)(z — 20) + f2(20)(Z — 20) + E(2),
missd £ : U — C jalim,,,, |E(2)|/|z — 20| = 0.
ToDISTUS. sivuutetaan, ks. [1, s. 100]. O

LAUSE 2.9. Olkoon funktio f = u+1iv mddritelty avoimessa alueessa U C C siten,
ettd osittaisderivaatat ug, uy,, vy ja v, ovat olemassa koko U:ssa. Jos f on reaalisesti
differentioituva pisteessd zo ja fz(z9) = 0, f on differentioituva pisteessi zy ja f'(z9) =

fz(ZO)-
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TobisTus. Lauseen 2.8 perusteella reaalisesti differentioituvuudesta seuraa

f(2) = [(20) + fo(20) (2 — 20) + [2(20)(2 — %) + E(2),
missd £ : U — C,lim,,,, |[E(2)|/|z — 20| = 0. Jos fs(20) = 0 saadaan yhtéloa (2.1)
vastaava yhtalo
f(2) = f(20) + fa(20) (2 — 20) + E(2),

missd F : U — C,lim,_,,, |E(z)|/|z — 20| = 0, jolloin f on differentioituva pisteessi
20 ja f'(20) = f2(20)- O

2.2. Schwarzin lemma

Tassa kappaleessa todistetaan Schwarzin lemma, joka on keskeisessé roolissa myo-
hemmin tutkielmassa Lauseen 4.5 todistuksessa. Tulos on sijoitettu tdhan lukuun, silld
se ja sen todistuksessa tarvittavat tulokset liittyvit keskeisesti analyyttisiin kuvauk-
siin. Schwarzin lemma koskee yksikkokiekkoa D, eli joukkoa

D={zeC:|z| <1}

LAUSE 2.10. Olkoon funktio f jatkuva avoimessa alueessa U ja analyyttinen alu-
eessa U \ zg jollain zy € w. Tdlldin f on analyyttinen alueessa U.

TobIsTUS. Sivuutetaan, ks. [1, s. 165]. O

LAUSE 2.11 (Maksimiperiaate). Olkoon funktio f analyyttinen alueessa A. Jos on
olemassa piste zg € A, jolla |f(2)| < |f(20)| kaikilla z € A, f on vakio alueessa A.

TobisTus. Sivuutetaan, ks. [1, s. 170]. O

SEURAUS 2.12. Olkoon A C C rajoitettu alue ja f : A — C jatkuva funktio, joka
on analyyttinen alueessa A. Tdalloin | f(2)| saavuttaa maksiminsa jollain zy € OA.

TobIsTUS. Sivuutetaan, ks. [1, s. 171]. O

LAUSE 2.13 (Schwarzin lemma). Olkoon funktio f analyyttinen kiekossa D ja
f(0) = 0 sekd |f(z)| < 1 kaikilla z € D. Tdllgin |f'(0)] < 1 ja |f(2)|] < |z| kai-
killa z € D. Lisiksi, jos f ei ole muotoa f(z) = cz,c € C,|c| =1, niin |f'(0)| < 1 ja
|f(2)] < |z| kaikilla z € D.

Tobistus. ([1,s. 173]) Mééritelldan funktio g : D — C:

@, kun z # 0
9(z) =9 . o
f(0), kun z=0.

g on jatkuva ja analyyttinen punkteeratussa kiekossa D* = B*(0, 1).

Lauseen 2.10 perusteella g on analyyttinen kiekossa ). Olkoon z € D ja r reaa-
liluku, jolle pétee |z| < r < 1. Nyt sovelletaan seurausta 2.12 funktioon g suljetussa
kiekossa B(0,7):

Ol _ 1

l9(2)] < maxg(C)] = max =22 < .

Koska r — 1, voidaan paitelld |g(z)| < 1. Koska z valittiin mielivaltaisesti, arvio
on péatevd koko kiekossa D. Erityisesti téstd seuraa |f'(0)] = |g(0)| < 1ja |f(2)] =
lg(2)] - |2] < |#| kaikilla z € D. Lisdksi maksimiperiaatteen (Lause 2.11) mukaan
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lg(2)| < 1 kaikilla z € D paitsi jos g on vakiokuvaus, missi |g(z)| = 1. Téstd seuraa,
ettd [ f(0)] < 1ja |f(2)| < |z| kaikilla 0 < |z| < 1 paitsi jos f(z) = cz missa |c| = 1.
U

2.3. Konformikuvaukset

Nyt olemme valmiit méaaritteleméain konformikuvaukset ja osoittamaan, ettd ne
ovat analyyttisid injektioita. Téssé tutkielmassa késitellddn vain kuvauksia, jotka ovat
diffeomorfismeja. Diffeomorfismin méérittelyyn tarvitsemme Jacobin determinantin:

MAARITELMA 2.14. Olkoon U C C avoin joukko ja f : U — C muotoa f = u+1iv
sellainen funktio, ettd sen ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat f, ja f, ovat
olemassa ja jatkuvia. Kuvauksen f Jacobin determinantti Jy on

J5(2) = ua(2)uy(2) =y (2)va(2).

Tama on z- ja z-derivaattojen avulla ilmaistuna

Tr(2) = L) = |f:(2) .

Jos f on differentioituva pisteessi 2o, f.(z0) = f'(20) ja fz(20) = 0, misti seuraa

(2.3) Ji(z0) = |f'(20) .
MAARITELMA 2.15. Kuvaus f : D — C on diffeomorfismi, jos
Ji(z) #0

kaikilla z € D.

MAARITELMA 2.16. Diffeomorfismi f : D — C on isogonaalinen pisteessé 2y € D,
jos
0(A, B)| = |0(f(A), f(B))]

aina kun A ja B ovat zp-kérkisen kdyréviivaisen kulman kyljet. Jos
0(A, B) =0(f(A), f(B))

sanotaan, ettd f on konforminen pisteessé zy. Jos f on konforminen kaikissa pisteissa
z € D, f on konformikuvaus.

LAUSE 2.17. Olkoon D C C ja f: D — C diffeomorfismi. Seuraavat vditteet ovat
yhtdapitdvid:
(i) f on differentioituva pisteessd zo,
(i) f on isogonaalinen pisteessd zy ja J¢(zo) > 0,
(iii) f on konforminen pisteessd 2.
Tobistus. ([1,s. 380]) (1) (i) = (ii) & (iii)
Oletetaan, ettd f on differentioituva. Nyt yhtélon (2.3) perusteella
Ti(20) = |f'(20)* = 0.

Koska f on diffeomorfismi, eli J¢(z) # 0, J¢(z) > 0.

Koska konformisuudesta méaéritelméllisesti seuraa isogonaalisuus, riittaé todistaa (i)
= (iii). Olkoot A ja B zp-kérkisen kéyraviivaisen kulman sivut alueessa D. Valitaan
sdannolliset parametrisaatiot « : [a,b] — C A:lle ja 5 : [¢,d] — C B:lle siten, etté
ala) = B(c) = zy. Vastaavasti ay(t) = f(a(t)) ja B1(t) = f(B(t)) ovat kaarien f(A) ja
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f(B) sdannolliset parametrisaatiot. Kuvauksen f differentioituvuudesta zq:ssa seuraa
ketjusddnnon perusteella

ja vastaavasti
Bi(c) = f'(B(c))B'(c) = f'(20)B'(c).
Nyt, koska f'(zg) # 0, Mééritelmén 1.6 kohdan (5) nojalla

0Lf(A), f(B)] = 6[f'(20)c/ (a), f'(20) ' (c)] = Ol (a), B'(c)] = O(A, B).

(2) (i) = (i)

Oletetaan, ettd f on isogonaalinen ja ettd J¢(zp) > 0. Koska f on diffeomorfismi, sen
osittaisderivaatat u,, uy,, v, ja v, ovat olemassa, joten sithen pétee Lause 2.8. Voidaan
kirjoittaa

(2.4) f(2) = f(20) + c(z — 20) +d(Z — 2) + E(2),

missd ¢ = f,(20), d = f:(20) ja E on funktio, jolle pitee |E(2)|/|z — 20| — 0 kun
2z — zp. Nyt halutaan néyttéa, ettd d = 0, mistd seuraa Lauseen 2.9 perusteella, etta
f on differentioituva ja ¢ = f.(z) = f'(20)-

Valitaan r > 0 siten, ettd suljettu kiekko B(zp,7) on alueen D osajoukko. Olkoon
A, sédnnéllinen kaari ja sen parametrisaatio au,(t) = 29 + te™, missi 0 < ¢ < r.
Néin maaritelty A, on napakoordiesityksen (Lause 1.5) mukainen jana pisteestd z
pisteeseen zp + re™. Jos 0 < 1) < 7, kaaret Ay ja A, ovat zo-kérkisen kiiyréviivaisen
kulman kyljet. Koska o, (t) = e, 0(Ag, Ay) = Arg(e™/e"?) = 4. Nyt, kuvakaarella
f(A,) on siéinnéllinen parametrisaatio 8, (t) = f(ay(t)) = f(zo+te™), kun0 <t <r.
Nyt yhtélostéd (2.4) seuraa

5{;;(0) — lim f(z0 + te™) — f(z0)

t—0+ t

t—0+ tew

. , WE tet
= lim (cew +de™™ + eV E(z + te ))
= ce™V + de ™.

Selviisti ce™ + de™™ # 0, kun 0 < v < 7. Voidaan merkiti

ce™ + de™™
O(f(A Ay)) = Arg(———
(F(Ao), (A0)) = Arg( 22—,
kun 0 < ¢ < m. Koska f on isogonaalinen,
ce™ + de~ ™
(2.5) Arg(————)| = ¢,

c+d
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kun 0 < ¢ < 7. Tarkastellaan murtolausekkeen imaginéériosaa. Koska cde™ +
ede™™ = 2Re(cde™) ja |c|* — |d|* = J;(z0) > 0, imaginéiriosa on
j_m(ce“” + de_“p) — Im ce™ + de”™ (¢ + d)
c+d lc+ d|?
_Im(|c]?e + cde™ + ede”™ 4 |d[?*e” ™)
B T dp
_ Im(|c]Pe™ + |dPe ™)
T
(Ief* = |d*) sin¢p
lc 4+ dJ? -

0.

Nyt, koska luvun (ce¥ +de™)/(c+ d) imaginéiiriosa on epinegatiivinen, tiytyy argu-
mentin padhaaran sijaita vélilld [0, 7]. Télloin yhtdlo (2.5) yksinkertaistuu muotoon

ce™ + de™™ i
g ) =Y =ArE).
Téstéd seuraa, ettd kaikilla ¢ € [0, 7], (ce™ + de™™)/(c + d) on luvun ™ positiivi-
nen reaalinen monikerta, miké tarkoittaa, etti (c + de=?")/(c + d) on positiivisella
reaaliakselilla. Kuitenkin, jos d # 0, pistejoukko {(c + de=?"%)/(c+d) : ¢ € [0,7]} on
ympyré, jonka keskipiste on ¢/(c + d) ja sidde |d|/|c + d|, jolloin tdmé& joukko ei voi
sijaita yksinomaan positiivisella reaaliakselilla. Taytyy siis olla d = 0, jolloin f’(zo)
on olemassa, miké haluttiinkin osoittaa.
(3) (i) = (1)
Téssd voidaan kiyttdéd olennaisesti tdysin samaa pééttelyd, kuin (ii) = (i) Laskel-
mat, joilla yhtélo (2.5) saatiin muotoon (2.6) voidaan jéttdéd pois, silld yhtdlo (2.5)
seuraa suoraan konformisuudesta ja viitettd J;(z9) > 0 kéytettiin vain néissd laskel-
missa. U

(2.6) Arg(

LAUSE 2.18. Olkoon D C C. Kuvaus f : D — C on alueen D konformikuvaus jos
Jja vain jos se on analyyttinen ingjektio.

Tobistus. ([1, s. 382]) Jos f on D:mn konformikuvaus, f on mééritelméllisesti
diffeomorfismi, jolloin se on Lauseen 2.17 perusteella differentioituva jokaisessa D:n
pisteessd, toisin sanoen analyyttinen. Vastaavasti jos f on analyyttinen injektio, sen
ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat olemassa alueessa D ja Lauseen 2.3
perusteella J;(z) = | f/(2)[* > 0 kaikilla z € D. Siitd seuraa, ettd f on diffeomorfismi,
jolloin Lauseesta 2.17 seuraa, ettd f on konforminen jokaisessa D:n pisteessé, eli f on
D:n konformikuvaus. ]



LUKU 3

Mobius-kuvaukset

Téarked esimerkki konformikuvauksista ovat Mobius-kuvaukset. Naméa kuvaukset
ovat suhteellisen yksinkertaisia ja hyvin kéyttaytyvid. Liséksi niilld on monia hyo-
dyllisid ominaisuuksia, kuten se, ettd ne séilyttavat yleistetyt ympyréat. Mychemmin
tutkielmassa osoitetaan myos, ettd konformikuvaukset yksikkokiekolta itselleen ovat
Mébius-kuvauksia. Témé luku perustuu padosin ldhteeseen [2].

MAARITELMA 3.1. Olkoot a,b,c,d € C ja ad — bc # 0. Talloin kuvausta

az+b
cz+d

f(z) =

kutsutaan Mobius-kuvaukseksi.

ESIMERKKI 3.2 (Yksinkertaisia Mobius-kuvauksia). ([6, s. 138]) Olkoon b € C.
Kuvausta muotoa f(z) = z + b kutsutaan translaatioksi. Téllainen kuvaus siirtaa
kompleksitason pisteitd kompleksilukua b vastaavan vektorin verran.

Olkoon a € C. Kuvausta f(z) = az kutsutaan

e kierroksi, jos |a| = 1,

e dilaatioksi, jos a € R+,

e venytykseksi, josa € R jaa > 1,

e kutistukseksi, josa € Rja0 <a < 1.

Dilaatio venyttaa tai kutistaa kompleksitason alueita ja kierto kiertdé kompleksitason
pisteitd origon ympéri. Yleinen tapaus a € C saadaan yhdistdmaélla kierto ja dilaatio:

a
a= ]a\m.

Kuvausta f(z) = 1 kutsutaan inversioksi. Se vaihtaa nollan ja #drettémyyspisteen
paikat kesken&én.

LAUSE 3.3. Mdbius-kuvaukset muodostavat ryhmdn, jossa laskutoimitus on ku-
vausten yhdistiminen.

ToDISTUS. ([4,s. 4]) Neutraalialkio on selvésti f(z) = z. Osoitetaan, ettd Mobius-

kuvausten yhdiste on Mébius-kuvaus. Olkoot f(z) = % ja g(w) = ;Z‘j—ﬂb siten, ettd

13
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ad —bc # 0 jaeh — fg# 0. Nyt

£o gl a(fiy) + 0
°9(w) = e n g
(gw-i-h) + d

aew+af + b(gw+h)

_ gw+h gw—+h

T cew+cf + d(gw+h)

gw-+h gw—+h

aew + af + bgw + bh
cew + cf 4+ dgw + dh
~ (ae+bg)w +af +bh
"~ (ce+dg)w +cf +dh’
Seuraavaksi tarkastellaan lauseketta (ae + bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg).

(ae + bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg)

= acef + adeh + befg + bdgh — acef — adf g — bceh — bdgh
= adeh + befg — adf g — beeh

= ad(eh — fg) — be(eh — fg) = (ad — be)(eh — fg) # 0.

Todistetaan kddnteisalkion olemassaolo. Olkoon f(z) Mébius-kuvaus. Etsitdan Mobius-
kuvaus g(w) siten, ettd f o g(w) = w ja g o f(z) = z kaikilla w ja z. Olkoot f ja g
aikaisemmin esiteltyd muotoa. Talloin

(ae + bg)w + af + bh

(ce 4+ dg)w + cf + dh’

fogw)=

Nyt halutaan e ja g s.e. ce +dg = 0. Valitaan e = —d ja g = c. Nyt
(ae +bg)w +af +bh  (—ad+bc)w +af + bh
(ce +dg)w + cf + dh cf +dh '
Nyt néhdéén, ettd luonnollinen valinta vakiotermin eliminoimiseksi, h = —a ja f = b,
muuttaa myos w:n kertoimen ykkoseksi. Nyt
(—ad +bc)w +af +bh  (—ad+ bc)w +ab—ab  (—ad + bc)w
cf +dh bc — ad —ad + be

fm oikeanpuoleinen kisinteisalkio on siis g(w) = =2 T&mi on Mébius-kuvaus, kos-

cw—a

ka ((—d)(—a)—bc) = ad—bc # 0. Osoitetaan, ettd g on myos f:n vasemmanpuoleinen
kidnteisalkio, eli g o f(z) = 2. Saadaan

—d(£28) 4+ b

az+b)
(cz—i-d) a
—daz—db+bcz+db
cz+d
" acztcb—acz—da
cz+d

(—da + bc)z

—da + bc

go f(z) =
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LAUSE 3.4. Kaikki Mobius-kuvaukset voidaan esittdda kierron, dilaation, translaa-
tion ja inversion yhdisteend (kuvausten mi(z) = z + B,mq(2) = Az ja ms(z) =

A\, B € C, yhdisteeni,). ’

TopISTUS. ([6, s. 139]) Aiemmin néytettiin, ettd kuvaukset muotoa f(z) = Az
ovat kierron ja dilaation yhdisteitd. Olkoon f(z) = % Mébius-kuvaus. Jos ¢ = 0,
az+b a b

Nyt f(z) = mi omy(z), missid A = g ja = g. Jos ¢ # 0,

az+b fez+2d—9%d+b a — do
fle)=EE0 R
cz+d cz+d ¢ cz+d

Nyt maéadritellddn kuvaukset fi(z) = Pl fo(z) = z + b_idi, fa(z) = % ja fi(z) =
z+ 2. Nyt f(2) = fao fzo fyo fi(z), missd fi on muotoa my, f> ja fi ovat muotoa
my ja fz on muotoa ms. O

LAUSE 3.5. Mdobius-kuvaukset muotoa f(z) = Z;st, ad — bc # 0 ovat konformisia
kaikkialla paitsi pisteessi z = —d/c.

Tobistus. Lauseen 3.4 perusteella kaikki Mobius-kuvaukset voidaan esittda ku-
vausten my(z) = z + B,ma(z) = Az ja ms(z) = %, A, B € C, yhdisteeni. Selvisti ku-
vaukset muotoa m; ja mq ovat analyyttisid injektioita koko C:ssi. Myts mg(z) = % on
analyyttinen injektio muualla, kuin pisteesséd z = 0, miké vastaa Mobius-kuvauksen
yleisessd muodossa tapausta z = —d/c. U

Mobius-kuvaukset voidaan laskujen helpottamiseksi samaistaa matriiseihin. Ku-

Z} , missé det A = ad—bc #

vaukset muotoa f(z) = %tb vastaavat matriiseja A = [OCL

cz+d
0. Selviisti kaikilla A € C \ {0} matriisit \A = [A“ Ab

Ac A
kuvausta, silla i“”’\b = 240 Kyvausten yhdistdminen vastaa matriisituloa. Kéyte-
cz+Ad cz+d

tadn esimerkkiné edellisen todistuksen laskua. Kuvausten yhdiste f; o f3 o fy 0 fi(2)
vastaa matriisituloa A;A3A5A;.

} vastaavat samaa Mobius-

ESIMERKKI 3.6. Lauseen 3.4 todistuksessa kéytetty kuvausten yhdiste f; o f3 o
fa o fi(z) vastaa matriisituloa A4A3A5A;. Siten

A=A A3A A

oo ] [ o
01100 17| 0o 1

r a b
I o o S F
- c d _b_d_ca c d|-

da da
L= =2

az+b

Matriisi A vastaa siis kuvausta f(z) = ¢=5 niin kuin pitikin.

MAARITELMA 3.7. Olkoon f kuvaus, joka ei ole identiteetti. Pistettd 2, jolle

f(Zo) = 20
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sanotaan kuvauksen kiintopisteeksi.

LAUSE 3.8. Mobius-kuvauksella, joka ei ole identiteetti, on yksi tai kaksi kiinto-
pistetta.

TopisTUs. ([2, s. 25]) Olkoon f(z) = %£ Mobius-kuvaus. Jos ¢ = 0, f(z) =
Gz + g. Télloin kiintopisteitd ovat ddrettomyyspiste (koska f(oo) = 00) ja yhtélon
gz + g = 7z ratkaisu. Jos § = 1, yhtélolld ei ole ratkaisua ja jos § # 1, yhtélolla
on yksikésitteinen ratkaisu muotoa z = ﬁ. Siis jos ¢ = 0, f:1l4 on yksi tai kaksi
kiintopistetta.

Jos ¢ # 0, yhtélon %j:s = z ratkaisut ovat toisen asteen yhtilon cz?+(d—a)z—b =

0 ratkaisut, joita on yksi tai kaksi. U

SEURAUS 3.9. Jos Mdébius-kuvauksella on kolme kiintopistettd, se on identiteetti-
kuvaus.

LAUSE 3.10. Olkoot z1, z3, 23 € C erillisid pisteitd. Talloin on olemassa yksikdsit-
teinen Mdobius-kuvaus f, jolla f(z1) =0, f(z2) =1 ja f(z3) = co.

ToDISTUS. ([2, s. 25]) Olkoot 21, 29,23 € C erillisid pisteitd. Nyt voidaan kon-
struoida kuvaus
z—212— 23 (22— 23)2 — 21(20 — 23)

m(z) = z—2320— 21 (22— 21)2 — 23(20 — 21)’

jolle pitee m(z1) = 0,m(z2) = 1 ja m(z3) = oco. Koska z;, ovat erillisid pisteita,

(22 — 23)(—23) (22 — 21) — (=21) (22 — 23)(22 — 21) = (22 — 23) (22 — 21) (21 — 23) # O,
jolloin m on Mobius-kuvaus.

Seuraavaksi todistetaan yksikésitteisyys. Olkoot m,n Mobius-kuvauksia, joilla
m(z1) = 0 = n(z1), m(za) = 1 = n(z2) ja m(z3) = oo = n(z3). Nyt kuvauksella
mon~! on kolme kiintopistetti, eli se on Seurauksen 3.9 perusteella identiteetti. Nyt
m ja n~! ovat médritelméllisesti kidnteisalkioita, jolloin m = n. 0

SEURAUS 3.11. Olkoot zy, 29,23 € C erillisid pisteitd ja wy,wq, w3 € C erillisid
pisteita . Tdlloin on olemassa yksikasitteinen Mébius-kuvaus f, jolla f(z1) = wy,

f(z2) = w2 ja f(z3) = ws.

TopISTUS. ([2,s. 25]) Olkoot m ja n Mébius-kuvaukset, joilla m(z1) = 0, m(z2) =
1,m(z3) = oo,n(w;) = 0,n(wy) = 1 ja n(wz) = co. Nyt kuvaukselle m o n™! piitee
mont(z) = w,monYz) = wy ja mont(z3) = ws, eli mon~! on haluttu
kuvaus. U

MAARITELMA 3.12. Yleistetyiksi ympyroiksi kutsutaan laajennetun kompleksita-
son C euklidisia ympyroitd ja euklidisia suoria lisdttynd ddrettomyyspisteelld. Yleis-
tetyt ympyrit noudattavat yhtaloa

Alz*+ Bz + Bz +C =0,
missid A,C € Rja |B[>?-AC > 0. (Kun A = 0, kyseessi on euklidinen suora, muulloin

ympyré.)
Vastaavasti yleistetyksi kiekoksi kutsutaan kiekkoa, sen ulkopuolta tai suoran maé-
radmaéd puolitasoa.
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LAUSE 3.13. Mébius-kuvaukset kuvaavat yleistetyt ympyrdat yleistetyikst ympyroik-
S1.

ToDISTUS. ([2, s. 28]) Mielivaltainen yleistetty ympyrd K noudattaa yhtaloa
AlzP+ Bz+ Bz + C =0,

missi A,C € R ja |B|*> — AC > 0. Lauseen 3.4 perusteella kaikki Mobius-kuvaukset
voidaan esittdd kuvausten kuvausten my(z) = z 4 8,ma(z) = Az jams(z) =2, A, 8 €
C, yhdisteeni. Selvisti kuvaukset tyyppia mq ja ms siilyttivét yleistetyn ympyran
yhtalon. Tarkastellaan kuvauksen ms(z) = % kuvapisteitd 27! = w. (Ympyrin K)
Kuvapisteet w toteuttavat yhtalon

A B B
S 2240 =0,
w2 w W

joka saadaan muunnettua muotoon
Clw* + Bw + Bw + A = 0,

joka on myds yleistetyn ympyrén, merk. K, yhtils. Nyt, piste z = 0 kuuluu K:hon
silloin, kun C' = 0, eli tdsmaélleen silloin kun w = 1/0 = oo kuuluu K:hon. Vastaavasti
piste z = 0o kuuluu K:hon tdsmaélleen silloin kun w = 1/00 = 0 kuuluu K:hon. Tisté
seuraa, ettd f(K) = K, missi K on yleistetty ympyr. O

SEURAUS 3.14. Mébius-kuvaukset kuvaavat yleistetyt kiekot yleistetyiksi kiekoiksa.
ToDISTUS. Sivuutetaan, ks. [2, s. 29]. O

ESIMERKKI 3.15. ([2, s. 187]) Konstruoidaan Mobius-kuvaus, joka kuvaa yksik-
kokiekon

D={zeC:|z|] <1}
puolitasolle
H={z=az+iy:y >0}

Lauseen 3.10 perusteella voimme konstruoida kuvauksen m(z), jolla m(i) = 0, m(—1) =
1 ja m(—i) = oc:

(2) z—1 —1+41
m(z) = .
z+1 —1—1
zZ—1 )
_z+z"(_l)
_—iz—l
oz44

Téllainen kuvaus siis kuvaa D:n reunan H:n reunalle. Taytyy vield tarkistaa, etta
tallainen kuvaus kuvaa yksikkokiekon sisédpisteen puolitason H pisteeksi. Valitaan
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D:n sisédpiste z = 0:

—1-0—1
0+1
-1
1

—1

—1

= 1.

Nyt Im(m(0)) =1 > 0, joten m(0) € H.

m(0) =



LUKU 4

Hyperbolinen metriikka

4.1. Hyperbolinen geometria

Geometrian tulokset perustuvat kulloinkin kéytossd olevaan aksioomajarjestel-
méa#n. Aksioomajarjestelmien tulisi olla minimaalisia, eli sellaisia, ettd yhtadn ak-
sioomaa ei voi johtaa muista aksioomista. Yksi laajasti kidytossid oleva geometrian
aksioomajérjestelméa on Hilbertin aksioomajérjestelmé. Yhté sen aksioomista, paral-
leeliaksioomaa, on historiallisesti yritetty johtaa muista aksioomista.

AKSIOOMA 4.1 (Paralleeliaksiooma). Olkoon [ suora ja p piste sen ulkopuolella.
Talloin pisteen p kautta kulkee tdsmaélleen yksi suoran [ kanssa yhdensuuntainen
suora.

Geometriaa, joka toteuttaa Hilbertin aksioomat lukuunottamatta paralleeliaksioo-
maa kutsutaan hyperboliseksi geometriaksi. Siinéd paralleeliaksiooman korvaa sen ne-
gaatio hyperbolinen aksiooma:

AKSI00MA 4.2 (Hyperbolinen aksiooma). Olkoon [ suora ja p piste sen ulkopuo-
lella. T&alloin pisteen p kautta kulkee ainakin kaksi eri suoran [ kanssa yhdensuuntaista
suoraa.

Téastéa aksioomasta seuraa muun muassa ettd kolmion kulmien summa on aidosti
pienempi kuin 180 astetta. Ristiriidaton hyperbolisen geometrian malli osoittaa, etté
paralleeliaksioomaa ei voi johtaa muista Hilbertin aksioomista. Yksi téllainen malli,
siis malli, joka toteuttaa hyperbolisen geometrian aksioomat on Poincarén kiekkomalli
[5]. Hyperboliseen geometriaan emme muuten syvenny, mutta malli on aiheen kan-
nalta hyvin térked, silld konformikuvaukset Poincarén kiekolta itselleen séilyttavat
kulmien lisdksi my6s hyperboliset suorat ja metriikan.

4.2. Metriikka Poincarén kiekossa

Téamén kappaleen hyperboliseen metriikkaan ja etdisyyteen liittyvét tulokset pe-
rustuvat pddasiassa lahteen [2] kuvaukseen. Téssd ldhteessd metriikkaa késitellddn
péadosin hyperbolisessa puolitasossa, joten tuloksia on muokattu sopimaan Poincarén
kiekkoon.

MAARITELMA 4.3 (Poincarén kiekko). Yksikkokiekkoa
D={zeC:|z] <1}
kutsutaan Poincarén kiekoksi.

MAARITELMA 4.4. Suorat Poincarén kiekossa ovat yksikkoympyran kanssa orto-
gonaaliset yleistetyt ympyrit.

19
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LAUSE 4.5. Kuvaukset, jotka kuvaavat yksikkiokiekon D konformisesti itselleen ovat
funktiot f: 1D — C muotoa

0 2+ cC
4.1 =e"
(4.1 fl) =025
missi 0 € R ja |c| < 1, tai ekvivalenttia muotoa
az +c¢
4.2 =
(4.2 fla) =Tl

missi |a|® — |c|?> = 1. Téllaiset kuvaukset muodostavat ryhmdin Mob(D), jonka lasku-
toimitus on kuvausten yhdistiminen.

TobpIsTUS. ([1,s.388]) Selvésti yhtdlon (4.1) muotoa olevat kuvaukset ovat Mobius-
kuvauksia ja siten konformisia kaikkialla, paitsi pisteessé %, joka on yksikkokiekon
ulkopuolella. Seuraavaksi osoitetaan ettd téllaiset kuvaukset ovat yksikkokiekon itse-
kuvauksia. Olkoon |z| < 1. Merkitddn z = = + iy ja ¢ = u + iv. Nyt

0 21T C
|f(z)| = e 15 e
= [
14cz
RER
|1+ e
B |z 4+ u+i(y + v)|
14 ru 4 yo +i(uy — vz
B V22 + 2zu + u? + y2 + 2yv + 02
V12 + 2202 + y20? + 2zu + 2yv + 2zuyv + uy? — 2uyrv + v2r?

(4.3) - ? +y*+u? +0?
' TV T @) (P %)

Koska |z| < 1 ja|c| < 1, taytyy olla myds |z|> = 22 + y? < 1 ja |¢|* = u* + v? < 1.
Voidaan merkitd 1 — (22 + y?) :==a > 0 ja 1 — (u® + v?) := b > 0. Nyt lauseke (4.3)
saadaan muotoon

2 +y? +u v l—a+1-0 _\/ 2—a—>b <1
T+ @2+ y2)(u2+0?2) \[1+(1—-a)(1—-b) V2—a—b+ab
eli |[f(2)] < 1, mika haluttiinkin todistaa.
Selviisti f = goh, missé g(z) = €z ja h(z) = £=. Koska g on pelkki kierto origon
suhteen, selviisti g(D) = D. Edellisen perusteella h(D) C D. Funktiolle A voidaan

konstruoida kadnteisfunktio k(z) = == ja lyhyelld laskulla voidaan osoittaa, etté

hok(z) = z kaikilla z € D. Tésté seuraa, etta
D = ho k(D) = h(k(D) C h(D) C D,

eli (D) = D. Kuvaukset muotoa f siis kuvaavat yksikkokiekon konformisesti itselleen
ja koska ne ovat Mobius-kuvauksia, ne muodostavat Lauseen 3.3 perusteella ryhmén,
jonka laskutoimitus on kuvausten yhdistdminen.
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Viela taytyy osoittaa, ettd kaikki yksikkokiekon konformisesti itselleen kuvaavat
funktiot ovat tdtd muotoa. Olkoon f mielivaltainen téllainen kuvaus. Olkoon ¢ =
—f710) ja k(z) = £%. Tarkastellaan funktiota g(z) = f o k(z). Télléin myds g
kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen siten, etté

9(0) = f(k(0)) = f(=c) = f(f7}(0)) = 0.

Nyt Schwarzin lemmasta (Lause 2.13) seuraa, ettéd [¢’(0)| < 1. Koska myos ¢g:n kéén-
teiskuvaus kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen siilyttden origon, Schwarzin
lemmasta seuraa |(g')'(0)] = Wlo)\ < 1, jolloin yhtésuuruus seuraa ja |¢’'(0)] = 1.
Schwarzin lemman perusteella timi on mahdollista vain, kun g on muotoa g(z) = ¢z
jollain reaaliluvulla 6. Nyt, koska k& on funktion h kéénteisfunktio, f saa muodon

0 2tc

—gok'(2) = .
f) =gok(e) = et C
Osoitetaan lopuksi, ettd kuvaukset voi kirjoittaa myos yhtélon (4.2) muodossa.
Olkoon a kompleksiluku, jolle pétee |a|> =1 — |c|* ja Arg(a/a) = 6. Nyt

g ZTC az+c
l1+cz al+cz

_ 22+ 2c
1+ecz
1 c
=z =
(44) —&s
PE
ja
|1|2 |E|2_1—‘C‘2_1—’C|2_1
a a a2 1= T
Nyt voimme maéaritelld muuttujat a; = é ja ¢ = S, jolloin lauseke (4.4) saadaan
muotoon
a1z + ¢
c1z + ay
missé |a1|* — |e1]? = 1, kuten haluttiinkin. O

MAARITELMA 4.6. Poincarén kiekossa hyperbolinen metriikka on

2|dz|
TR

MAARITELMA 4.7. Siledn kédyrdn f : [a,b] — D hyperbolinen kaarenpituus Ip
lasketaan kaavalla:

In(f) = /f Ao(2)dz]
b 9 /
- | i e

Jos f : [a,b] — D on paloittain siled kéyré, eli on olemassa pisteet g, ;... %,,
a =1ty <t <ty <---<t,=bsiten, ettd f on jatkuvasti differentioituva jokaisella
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valilla [t_1, tx], sen hyperbolinen kaarenpituus on

n t
: 2
()= [l e
; ti—1 ]‘ - |f(t)|2
Yksinkertaisuuden vuoksi merkitdédn paloittain sileéin kdyrén kaarenpituutta samoin

kuin siledn kédyran kaarenpituutta.

MAARITELMA 4.8. Pisteiden z,w € D vélinen hyperbolinen etéisyys dp méaéritel-
la4an

dp(z,w) = nf{lp(f) : f € L[z, w]},

missi [z, w] on kaikkien sellaisten paloittain sileiden kdyrien joukko, jotka yhdistéavét
pisteet z ja w.

LAUSE 4.9. Mdb(D):n kuvaukset ovat isometrioita hyperbolisen kaarenpituuden
suhteen, eli jokaisella g € Mob(D)

In(f) =lp(go f)
kaikilla paloittain sileilld kayrilld f.

ToDISTUS. Muodollisesti lauseen vaite tarkoittaa seuraavaa:

/g RECIEE /f Ao(2)]dz],

eli
b b
/Am(g(f(t)))lg’(f(t))lIf’(t)ldt=/ An(f(@)1f(#)]dt,

missé A\p on metriikka kiekossa D, f : [a,b] — D on polku kiekossa D ja g on konfor-
minen kuvaus kiekolta ID itselleen muotoa

az + ¢

9(2) = cz+a’

missi |a|? — |c|*> = 1. Kuvauksen g derivaatta on

J(z) = acz + aa — caz — cC
(cz+a)?
_ P = |e?
~ (cz+a)?
1
(cz+a)?

Olennaisesti siis riittda osoittaa, etté

A(g(fONG'(f ()] = An(f (1))
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Tarkastellaan lauseketta Ap(g(f(¢)))]g'(f(¢))]- Selkeyden vuoksi lyhennetéén f(t) :=

f.
Ao(g(FONG (F(B)] = —— !
g g —1_|%|2 (cf + a)?
2
T o v ap

2
Cef +al?—laf +¢*

Nyt riittdé osoittaa |cf + al|* — |af + ¢|*> = 1 — | f]*. Merkitéin
o f(t) = x(t) + 1y(t), lyhennetddn f = x + iy,
e a=1u+1v,

e c=p+iq.

Merkinnésta seuraa
2 2
lal* = e[ = Va2 + 0" = /PP =’ 0 - p? = ¢

joten oletuksen perusteella

u2+v2—p2—q2:1.

Nyt
cf+a=(p+ig)(z+iy)+u—iv
=px +ipy +iqr — qy + u — v
= (pr — qy + u) + i(py + g — v)
ja

af +¢=(u+w)(x+iy)+p—iq
=ux + tuy +wvxr —vy +p —iq
= (uxr — vy + p) +i(uy + v — q).

Nyt
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lef +al* = laf +2*
= \/(px—qy+u)2+(py+q:c—v)22— V(uz — vy 4 p)? + (uy + v — q)?
= (pr —qy +u)* + (py + gz — v)* — (ux — vy + p)* + (uy +vr — q)?)
= (pz)* + (qu)* + v* — 2pwqy + 2pzu — 2qyu
+ (py)? + (gz)* + v* + 2pyqr — 2pyv — 2qav
— ((ux)? + (vy)? + p* — 2uzvy + 2uxp — 2vYp
+ (uy)* 4 (vr)* + ¢* + 2uyvr — 2uyq — 2vq)
— 2P — i — ) (Pt P — 0 — )
+u? + 02— p? — ¢* + 2prqy — 2qypx + 2uzvy — 2uyv
+ 2pxu — 2uxp — 2qyu + 2qyu — 2pyv + 2vyp — 2qrv + 2vxq

2
=1- (@@ +y")=1- Va2 +y? =1-|f]".

2

g

SEURAUS 4.10. Mdb(D):n kuvaukset ovat isometrioita hyperbolisen etdisyyden suh-
teen, eli jokaisella g € Mob(D)

dp(z, w) = dp(g(2), g(w)).
TobIsTus. ([2,s. 74]) Olkoon f : [a,b] — D paloittain siled kdyré, joka yhdistaa
pisteet 2z ja w ja g € Mob(ID). Télloin selvasti go f(a) = g(z) ja go f(b) = g(b), joten
go f €T[g(2), g(w)], mistd seuraa suoraan,

{gof:fellzuw]} CTg(2), g(w)].
Koska Mob(ID):n kuvaukset ovat isometrioita kaarenpituuden suhteen,
In(go f) =Iln(f)
kaikille f € I'[z, w], joten
dp(9(2), g(w)) = inf{lp(h) : h € T[g(2), g(w)]}
<inf{lp(go f): f € 'z, w|}
<inf{ip(f) : f € I'[z,w]} = dp(z,w).
Koska g on késintyvi kuvaus ja ¢g~! € Mob(D), voimme toistaa saman péittelyn,
jolloin
{97 oh:heTg(2), g(w)]} C Ilz,u]
ja
dp(z,w)) = inf{lm(f) feTzwl}
< inf{lp(g" o h): h € Tg(2), g(w)]}
< inf{lp(h) : hGF[ (2), g(w)]} = do(g(2), g(w)),

jolloin yhtésuuruus seuraa, eli dp(z,w)) = dp(g(2), g(w)). O
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MAARITELMA 4.11. Alue A varustettuna funktiolla d4 on metrinen avaruus (A, da),
jos d4 on etéisyysfunktio, eli

o da(z,y) >0, missd da(x,y) = 0 jos ja vain jos z =y,
b dA(ZB,y) = dA(y,l'),
o dy(z,z) <da(x,y)+daly,2)

kaikilla z,y, z € A.

LAUSE 4.12. Poincarén kiekko varustettuna hyperbolisella etdisyydelli, (D, dp) on
metrinen avaruus.

ToDISTUS. ([2, s. 74]) Riittd4d ndyttaa, ettd etaisyysfunktio dp téyttdd mééritel-
man 4.11 kriteerit.
(i) dp(z,w) > 0, missé dp(z,w) = 0 jos ja vain jos z = w.
Olkoon f : [a,b] = D, f € I'(z,w). Nyt kaarenpituus on mééaritelméllisesti

In(f) = /f Ao(2)dz]

b 2
- | i o

Integroitavan funktion epanegatiivisuudesta seuraa vadjadmatta integraalin epdnega-
tiivisuus. Liséksi integroitavan funktion aidosta positiivisuudesta seuraa, ettéd integ-

raali , ,
| i @l

aina, kun a # b. Selvésti taas, jos b = a, integroidaan yhden pisteen yli, jolloin

b 2
IE T—ap ! Wl =0

Yhden pisteen yli integroiminen tarkoittaa luonnollisesti tapausta z = w.

(ii) dp(z,w) = dp(w, z).

Vertaillaan polkuja joukoissa I'[z, w] ja T'[w, z]. Olkoon f : [a,b] — D, f € I'[z,w] ja
h:[b,a] = [a,b], h(t) = a+b—t, jolloin A/(¢ ) =—1. Nyt (fo h) € F[w,z] ja

2
In(foh :/ dz
]D(f ) foh 1— |Z|2| |

:/b W|(foh) (t)|dt

a 2 / /
- | =l oy

a 2 ,
- FaaE ol

2
- [ T s = 1s().

Siten jokaiselle joukon I'[z,w] polulle voidaan konstruoida joukon I'[w, z] polku ja
vastaavalla paéttelyllda myos pdinvastainen pétee. Joukot ovat siis samat, joten niilla
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on sama infimum. Siten

dp(z,w) = inf{ip(f) : f € [[z,w]} = inf{lp(f) : f € 'w, 2]} = dp(w, 2).

(111) dﬂ)(x? Z) S dD(xv y) + dID)(y7 Z)'
Kaytetaan todistamiseen antiteesié: oletetaan, ettd on olemassa pisteet z,y,z € D
siten, etta

dp(x, 2) > dp(z,y) + dp(y, 2).
Merkitéddn
e =dp(x, z) — (dp(z,y) + dp(y, 2)).
Nyt, koska dp(z,y) = inf{ip(f) : f € I'[z,y]}, on olemassa paloittain siled kayra
f:la, b = D, f €T'x,y| siten, ettd

(4.5) In(f) — dp(z,y) < %5.

Vastaavasti on olemassa paloittain siled kiyréd g : [b,c] = D, g € I'[y, 2] siten, ettd

1
Io(9) = do(y,2) < 5.

Olkoon h : [a,c] — D kéyrien f ja g yhdiste:

) f(t), kunt <b
) = {g(t), kun ¢ > b.

Koska paloittain sileiden kdyrien yhdiste on myos paloittain siled kdyra, h € I'|x, z].
Saadaan

Ip(h) = Ip(f) + lb(g) <dp(z,y) + dp(y,z) +e.
Koska dp(z, z) < Ip(h),

d]D)(xvz) < dD<xay) + d]D)(yvz> + g,

mistd seuraa ristiriita yhtélon (4.5) kanssa. Antiteesi ei péde, jolloin alkuperdinen
véite on totta.

Lopuksi todetaan, etté etdisyys on olemassa jokaisen pisteparin x,y € D valilla, silla
jokaisen pisteparin vililla on olemassa paloittain siled kdyréa alueessa D. O

4.3. Riemannin kuvauslause

Riemann osoitti vuonna 1851, ettéd jokainen yhdesti yhtendinen alue voidaan ku-
vata konformisesti yksikkokiekolle. Téssé tutkielmassa tarvitsemme lausetta hyper-
bolisen metriikan maarittelemiseen mielivaltaiselle yhdesti yhtenéiselle alueelle. Ma&-
ritelldén ensin muodollisesti mita tarkoitetaan yhdesti yhtenéisella alueella.

MAARITELMA 4.13. Olkoon v suljettu tie kompleksitasossa ja ¢ € C\ |y|. Tien
kierrosluku pisteen ¢ ympéri on

1 1
n(vy,c) = —/ dz.
gl

271 Z—cC

MAARITELMA 4.14. Suljettu tie alueessa A on nollahomologinen kun sen kierros-
luku jokaisen pisteen ¢ € C\ A ympéri on 0.
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MAARITELMA 4.15. Alue on yhdesti yhtendinen kun jokainen sen suljettu tie on
nollahomologinen.

Intuitiotasolla yhdesti yhten&inen alue tarkoittaa yhtendistd aluetta, jossa ei ole
reikid. Esimerkiksi Jyvéskyld on yhdesti yhtendinen alue, mutta Espoo ei ole, silla
sen sisélld on Kauniainen, joka ei ole osa Espoota. Espoossa sijaitseva tie Kauniaisten
ympaéri ei olisi nollahomologinen, koska Kauniaisissa on Espooseen kuulumaton piste
¢, jonka ympéri tien kierrosluku ei ole 0.

LAUSE 4.16 (Riemannin kuvauslause). Olkoon Q C C yhdesti yhtendinen alue,
Q # C ja zy € Q. On olemassa yksikdsitteinen konformikuvaus f : Q — D, jolla

f(z0) =0 ja f'(z0) > 0.
ToDISTUS. Sivuutetaan, ks.[1, s. 420]. O

4.4. Hyperbolinen metriikka yhdesti yhteniisessid alueessa

T&hén mennessa kasitellyt asiat kulminoituvat hyperbolisen metriikan méaaritte-
lemiseen yhdesti yhtenéisille alueille. Témé kappale perustuu ldhteeseen [3].

MAARITELMA 4.17. Olkoon f konformikuvaus yhdesti yhtenéiseltéd alueelta 2 C
C kiekolle D. Télloin hyperbolinen metriikka alueessa (2 méaritellaan

Aa(2) = A (f(2)If'(2)]-

LAUSE 4.18. Hyperbolinen metritkka \q yhdesti yhtendisessd alueessa 2 C C on
yksikdsitteinen.

TobpisTus. ([3, s. 25]) Maaritelméllisesti hyperbolisen metriikan alueessa €2 méé-
rittelee konformikuvaus f : 2 — . Riemannin kuvauslauseen perusteella tillainen
kuvaus on olemassa kaikilla yhdesti yhtenéisilla alueilla. Riittd&d osoittaa, ettd met-
riikkka on sama riippumatta kuvauksesta.

Kaikki kuvaukset, jotka kuvaavat alueen €2 kiekolle D ovat muotoa h o f, missa f
on jokin konformikuvaus €2:lta D:lle ja h konformikuvaus D:1ta itselleen, siis joukon
Mob(D) kuvaus. Joukon Moéb(D) konformikuvaukset ovat isometrioita hyperbolisen
metriikan suhteen (Lause 4.9), joten kaikille w

Ap(w) = Ap(h(w))|h (w)].
Olkoon siis g = h o f. Nyt, ketjusdannon ja edellisen yhtdlon perusteella
Ao(g(2)g' (2)] = Ap(R(f(2)) W' (F DI (2)]
= A(f()If'(2)].
O

Hyperbolisen metriikan avulla voidaan mééritella myos hyperbolinen kaarenpituus
seké etéaisyys alueessa €

MAARITELMA 4.19. Paloittain siledn kdyrdn f hyperbolinen kaarenpituus lo(f)
alueessa () lasketaan kaavalla:

l(f) = /f Aa(2)ldz],

missé A\q(z) on hyperbolinen metriikka alueessa €.
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MAARITELMA 4.20. Pisteiden z,w € €2 vélinen hyperbolinen etdisyys méaéritel-
laan
inf{lo(f) : f € [z, w]},
missé [z, w] on kaikkien sellaisten paloittain sileiden kdyrien joukko, jotka yhdistavét
pisteet z ja w.

Hyperbolinen metriikka voidaan siis mééaritelld Poincarén metriikan avulla yksiké-
sitteisesti mille tahansa yhdesti yhtenéiselle alueelle. Kédytetadn esimerkkinéd Poincarén
puolitasoa H, joka on toinen merkittdva hyperbolisen geometrian malli.

ESIMERKKI 4.21. Johdetaan hyperbolinen metriikka Poincarén puolitasolle. Esi-
merkissa 3.15 konstruoimme kuvauksen m : D — H:
—1z—1
z+i
Nyt tarvitaan tdmén kuvauksen kédanteiskuvaus, joka konstruoidaan Lauseen 3.3 to-
distuksen perusteella:

m(z) =

L, —tz—1
m(z) = i n(z).
Kadnteiskuvauksella n on siis sama kaava, kuin alkuperiiselld kuvauksella m. Ka&n-
teiskuvauksen derivaatta on
, —i(z+1d)—(—iz—1) —iz+1+iz+1 2
n'(z) = . = : = .
(z41)? (z41)? (z41)?
Nyt hyperbolinen metriikka Poincarén puolitasolle H on

Aa(2) = Ap(n(2))n(2)]

B 2 2

- —iz—1 -\ 2
L= =5 P+

B 4

|42 =iz — 12

Nyt merkitddn z = x + iy, jolloin z +i =z +i(y + 1) ja —iz — 1 = (y — 1) — ix.
Saadaan

4 4
p i~ —ie = 1P T 24 ()P~ (y— 1) —a?
B 4
P2y +l—yi 42y — 1
41
Ty In()
Hyperbolinen metriikka Poincarén puolitasossa on siis ﬁ(z) Téaysin samaa metriikkaa

kiytetadn yleisesti puolitasomallissa, esimerkiksi lahteessi [2].

LAUSE 4.22. Olkoon §2 yhdesti yhtendinen alue, g paloittain siled kiyrd alueessa
Q, x,y € Qja f:Q— D konformikuvaus. Tdlloin

la(g) = In(fog)
ja
do((z,y) = dp(f(x), f(y)).
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TobisTus. Olkoon g paloittain siled kdyrd yhdesti yhtenéisessd alueessa €1 ja
f Q2 — D konformikuvaus. Nyt

la(g) = [ Aa(2)ldz]

Mo(f (2)If(2)]dz|

b

Ao (f(g@ODIS (g9’ (B)]dt

b

An((f e g)()I(f o g)'()|dt

I
— T T

Ap(2)|z] = Ip(f o g).

fog
Olkoot z,y € Q. Nyt

do(r,y) = inf{la(g) : g € ['[z,y]}
=inf{lp(fog): fogellf(x), f(y)]} = dpo(f(z), f(y))
O

SEURAUS 4.23. Mielivaltainen yhdesti yhtendinen alue €2 varustettuna hyperboli-
sella etdisyydelld dg on metrinen avaruus.

Tobistus. Olkoon 2 yhdesti yhtendinen alue ja x,y € €. Nyt Riemannin ku-
vauslauseen perusteella on olemassa konformikuvaus f : {2 — D), jolloin Lauseen 4.22

perusteella

Koska konformikuvaus f on injektio, Lauseen 4.12 perusteella dg méérittelee etéi-
syysfunktion alueessa 2. 0
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