PERUSLASKUTOIMITUSTEN ALGORITMIEN HALLINTA TOISEN ASTEEN
AMMATILLISTEN OPINTOJEN ALUSSA TEKNISILLA ALOILLA

Mari Ilveskoski
Tuija Suvilehto

Kasvatustieteen pro gradu -tutkielma
Kevit 2004

Erityispedagogiikan laitos
Jyviskylan yliopisto

URN:NBN:fi;jyu-200529



Ilveskoski, M. & Suvilehto, T. 2004. Peruslaskutoimitusten algoritmien hallinta toi-
sen asteen ammatillisten opintojen alussa teknisilld aloilla. Jyvéskylén yliopisto. Eri-

tyispedagogiikan laitos. Pro gradu -tutkielma.

TIIVISTELMA

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdd, miten toisen asteen teknisten alojen amma-
tillisia opintoja aloittavat opiskelijat hallitsevat moninumeroisten lukujen peruslasku-
toimitukset ja mitd virheitd he tekevét peruslaskutoimitusten algoritmeissa. Lisdksi
tarkasteltiin sitd, onko matematiikan osaamistasolla yhteyttd virhetyyppeihin.

Tutkimuksen kohderyhméné oli yhteensd 1089 opintojaan aloittavaa opiskeli-
jaa Jyvidskyldn ammattiopiston Tekniseltid oppilaitokselta sekd Turun ammatti-
instituutista. Opiskelijat suorittivat matematiikan ldht6tason arviointitestin, josta tés-
sd tutkimuksessa tarkasteltiin moninumeroisten lukujen peruslaskutoimitusten tehté-
vid. Testi liittyi Niilo Méki Instituutin projektiin, jossa kehitettiin toisen asteen am-
matilliseen koulutukseen soveltuva matematiikan lahtdtason arviointitestid. Peruslas-
kutoimitusten osaamista arvioitiin tehtdvien ratkaisuprosenttien avulla. Virheiden
analysointia varten muodostettiin peruslaskutoimitusten algoritmien virheluokitus ja
virhetyyppien yleisyyttd selvitettiin vertailemalla virheluokkien frekvensseilld. Opis-
kelijjoiden tekemien virheiden ja matematiikan koko kokeen pistemiddrdn yhteyttd
tarkasteltiin ristiintaulukoinnin ja y>-riippumattomuustestin avulla.

Tutkimus osoitti, ettd moninumeroisten lukujen peruslaskutoimitukset halli-
taan heikosti toisen asteen ammatillisten opintojen alussa teknisilld aloilla. Erityisesti
kerto- ja jakolaskualgoritmien osaamisessa oli puutteita. Virheiden variaatio oli suuri
ja useat virhetyypit viittasivat lukujen paikka-arvon késitteen heikkoon hallintaan.
Tutkimusta varten muodostettua virheluokitusta tdydennettiin aineistossa esiintyneil-
13 virhetyypeilld. Osaamistason ja virheiden yhteyttéd tutkittaessa havaittiin menetel-
maéllisten virheiden eli algoritmien sdantdihin liittyvien virheiden olevan erityisesti

heikkojen opiskelijoiden tekemid, joskin poikkeuksena oli jakolasku.
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kan oppimisvaikeus
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JOHDANTO

Peruskoulussa opetetaan jo alaluokilla vdline moninumeroisten lukujen peruslasku-
toimituksiin. Tdlld vilineelld eli algoritmilla tarkoitetaan ennalta maérattyd ja askel
askeleelta etenevdd menetelmid, jolla voidaan ratkaista samankaltaisia ongelmia.
Peruslaskutoimitusten algoritmien opetus aloitetaan peruskoulun toisella luokalla ja
vuosiluokkien edetessd tutustutaan uusiin algoritmeihin ja sovelletaan aikaisemmin
opittuja vaikeampiin tilanteisiin. Koska peruslaskutoimitusten algoritmien harjoitte-
luun kaytetddn runsaasti aikaa, on mielenkiintoista tutkia, miten ne hallitaan perus-
koulun jélkeen ammatillisten opintojen alussa.

Matematiikan osaamisen arviointi on painottunut peruskouluikiisiin oppilai-
siin ja ammatillisissa oppilaitoksissa opiskelevien opiskelijoiden matematiikan osaa-
mista on tutkittu vasta vihin. Tarvetta tutkimukseen olisi my0s ammatillisessa kou-
lutuksessa. Matematiikka on keskeisessd asemassa useilla ammatillisilla aloilla ja on
tarked osa ammattitaidon kehittymistd. Useissa kansainvélisissd matematiikan taitoja
vertailevissa tutkimuksissa todetaan, ettd suomalaiset peruskoululaiset osaavat ma-
tematiikkaa hyvin ja erityisesti laskutoimitusten hallinta on vahvaa. My®6s kansalliset
joka toinen vuosi tehdyt peruskoulun paittovaiheen matematiikan arviointitutkimuk-
set osoittavat, ettd luvut ja laskutoimitukset hallitaan parhaiten matematiikan eri si-
séltdalueista. Kuitenkin noin viidesosalla oppilaista on sellaisia puutteita perusasioi-
den hallinnassa, ettd ne hankaloittavat peruskoulun jélkeistd jatko-opiskelua. Nama
opiskelijat luovat haasteen matematiikan opetukselle toisen asteen koulutuksessa.
Ammatillisessa koulutuksessa on tarpeen arvioida aloittavien opiskelijoiden matema-
titkkan taidot ja pyrkid erilaisten opetusmenetelmien ja -jirjestelyiden avulla takaa-
maan ammatissa tarvittava matematiikan taso.

Tutkimuksen tarkoituksena on selvittdd, miten ammatilliset opinnot aloittavat
opiskelijat hallitsevat moninumeroisten laskujen peruslaskutoimitukset (yhteen-, va-
hennys-, kerto- ja jakolasku) ja millaisia virheitd he tekevit néissé laskuissa. Tutki-
muksen kohderyhménd ovat Jyviskyldn ammattiopiston Teknisen oppilaitoksen en-
simmdisen vuosikurssin opiskelijat (n=603) sekd Turun ammatti-instituutin (n=486)
teknisen alan ensimmaéisen vuosikurssin opiskelijoita. Opiskelijat tekivét opintojensa

alussa matematiikan kokeen, joka oli osa Niilo Miki Instituutin projektia, jossa ra-



kennetaan ammattioppilaitoksiin soveltuva matematiikan ldht6tason arviointitesti.
Arviointikokeen tehtdvit olivat koko peruskoulun matematiikan oppiméirésta, ja
kokeesta rajattiin tdmén tutkimuksen aineistoksi moninumeroisten peruslaskutoimi-
tusten tehtdvdt. Virheiden analysointia varten muodostettiin peruslaskutoimitusten
algoritmien virheluokittelu.

Tutkimuksessa tullaan selvittdimaan ammatillisia opintoja aloittavien opiskeli-
joiden moninumeroisten lukujen peruslaskutoimitusten hallintaa ja opiskelijoiden
tekemit yleisimmait virhetyypit peruslaskutoimitusten algoritmeissa. Tdmén lisdksi
tarkastellaan virhetyyppien ja koko matematiikan kokeen osaamistason vilistd yhte-
yttd. Virheiden tutkimisella voidaan arvioida opetuksen laatua ja kdytettyjen mene-
telmien toimivuutta. Tunnistettaessa tyypillisimmét virheet tiedetddan myds hanka-
limmat kohdat opetettavassa asiassa ja puutteet oppilaiden osaamisessa. Kun opetuk-
sessa kiinnitetdén néihin asioihin erityistd huomiota, virheellistd oppimista voidaan
korjata tai ennaltachkéistd virheiden syntymistd. Siten oppilaiden tekemien virheiden

analysointi antaa tarpeellista tietoa opetuksen suunnittelulle.



2 MATEMATIIKAN OSAAMINEN PERUSKOULUN JALKEEN

Matematiikan oppimista arvioidaan suhteessa matematiikan opetussuunnitelman ta-
voitteisiin. Koko peruskoulun opetussuunnitelmaa ollaan uudistamassa ja opetus-
suunnitelmaan on tulossa yksityiskohtaisemmat ohjeet oppiaineiden sisdllosté ja ta-
voitteista kuin aikaisemmassa peruskoulun 1994 opetussuunnitelmassa. Opetussuun-
nitelman toteutumista koko ikdluokan osalla arvioidaan kansallisilla arviointitutki-
muksilla. Tdmian lisdksi kansainvilisissd matematiikan osaamista arvioivissa tutki-
muksissa verrataan oppimistuloksia eri maiden vililld. Seuraavassa tarkastellaan ma-
tematiikan opetussuunnitelman tavoitteita sekd tuodaan esille arviointitutkimuksien

tuloksia.

2.1 Matematiikan opetussuunnitelma

Opetussuunnitelmassa madritellddn matematiikan opetuksen tavoitteet, sisdllot ja
menetelmit sekd kriteerit hyvélle osaamiselle. Peruskoulun opetussuunnitelman pe-
rusteiden 1994 mukaan matematiikan opetuksen tulisi tarjota oppilaalle mahdollisuus
hankkia sellaiset matemaattiset perustiedot ja -taidot, jotka luovat pohjaa jatko-
opinnoille ja antavat valmiuksia selvitid jokapdiviisissd toiminnoissa ja tyoeldmassi
(Opetushallitus 1994, 74).

Opetussuunnitelmassa tarkastellaan ala- ja yldluokkien keskeisid oppimisen
tavoitteita erikseen. Lukujen ja laskutoimitusten osalta alaluokkien opiskelussa on
tarkedd, ettd oppilas ymmartdé luonnollisen luvun kisitteen sekd murto- ja desimaali-
luvun kisitteet ja oppii peruslaskutaidot pddssd, paperilla ja laskimella ja ndiden
kiyttdmisen arkieldmin ongelmien ratkaisemisessa seki tottuu arvioimaan suuruus-
luokkia ja tulosten oikeellisuutta. Yldluokkien opiskelussa on lisdksi keskeistd, ettd
oppilas saa kuvan reaalilukualueesta ja oppii kdyttdmiin reaaliluvuilla laskemista
monipuolisesti arkieldmédn tilanteissa. (Opetushallitus 1994, 75.) Perusopetuksen
paittdarvioinnin arvosanan 8 kriteereissi on eritelty tarkemmin oppimisen tavoitteet.
Lukujen ja laskutoimituksen alueelta oppilaan tulisi hallita edelld mainittujen sisalto-
jen lisdksi mm. murtolukujen muunnokset, peruslaskutoimitukset, prosentti ja pro-

sentin kasite ja laskutoimitusten kdyttd ongelmanratkaisussa. (Opetushallitus 1999,



52-54.)

Tassd tutkimuksessa tarkastellaan 1990-luvun alkupuolella peruskoulunsa
aloittaneiden opiskelijoiden koetuloksia. Opiskelijoiden peruskouluajan aikana ma-
tematiikan opetussuunnitelma on muuttunut, silld heidén kouluajan alkupuolella oli
kiytossd vuonna 1985 vahvistettu matematiikan valtakunnallinen opetussuunnitelma,
joka uudistettiin 1994 vahvistetun peruskoulun opetussuunnitelman perusteilla.
Vuonna 1985 kéyttoon otetussa opetussuunnitelmassa pyrittiin ~ siirtyméén
"drillaavasta’ taitoharjoittelusta ongelmanratkaisua ja matemaattista soveltamista
kehittdvaan opetukseen (Kupari 1993, 81). Sama trendi on ndkynyt myds vuonna
1994 voimaan tullessa opetussuunnitelmassa. Vaikka matematiikan opetussuunni-
telmissa on asetettu tavoitteeksi vdhentdd mekaanista laskuharjoittelua, tarvitaan
edelleen peruslaskutoimitusten sujuvaa hallintaa pédsséd, paperilla ja mydhemmin
laskimella (Koponen 2001, 8). Hallitessaan matematiikan peruslaskutoimituksen
sujuvasti laskijalla on kdytossddn menetelmid ratkaista matemaattisia ongelmia, ja

siten peruslaskutoimitusten hallinta tukee ongelmanratkaisutaitoja.

2.2 Arviointitutkimukset

Edellisen vuosikymmenen aikana ja sen jélkeen matematiikan oppimistulosten kan-
sallinen arviointi on ollut jatkuvaa ja kohdistunut lihinni peruskoulun paittovaihee-
seen. Arviointi on tapahtunut pédasiassa Opetushallituksen sekd Koulutuksen tutki-
muslaitoksen toimesta. Vuosiluokkien 1-6 matematiikan oppiméérdn arviointitutki-
musta on suoritettu vuonna 2000 (Niemi, 2001) sekd vuosina 1979 ja 1990 (Kupari
1993). Opetushallitus on tehnyt matematiikan pééttGvaiheen arviointeja vuosina
1998, 2000, 2002 (Korhonen 1999, 2001; Mattila 2003). Tétd ennen Koulutuksen
tutkimuslaitos on suorittanut arviointeja vuosina 1979, 1990, 1995 (Kupari 1993;
1996). Vuosina 1993 ja 1995 Opetushallitus on tutkinut peruskoulun oppilaiden op-
pimistuloksia matematiikan aineopettajajarjeston valtakunnallisella pééttokokeella
(Korhonen 1994, Pehkonen 1997).

Néissd tutkimuksissa on matematiikan oppimééra jaoteltu eri osa-alueisiin.
Esimerkiksi Opetushallituksen vuoden 2000 tutkimuksessa osa-alueet olivat pééttely,
luvut ja laskutoimitukset, geometria, prosentit, funktiot ja algebra (Korhonen 2001,

23). Osa-alueiden jaottelun perusteena olivat mm. perusopetuksen pdéttdarvioinnin



kriteerit (Opetushallitus 1999, 53—-59). Myo6s Koulutuksen tutkimuslaitoksen suorit-
tamissa tutkimuksissa on matematiikan osa-alueiden luokituksessa kéytetty perustee-
na peruskoulun opetussuunnitelman keskeisié tavoitteita (Kupari 1993, 85). Vaikka
eri tutkimuksissa on arvioitavien matematiikan osa-alueiden valinta pohjautunut ope-
tussuunnitelmaan, on kokeiden rakenne vaihdellut ja tdstd syystd tuloksia on vaikea
verrata keskendén.

Tuorein, vuonna 2002 suoritettu, kansallinen peruskoulun péattdvaiheen arvi-
ointitutkimus osoittaa, ettd kolme neljdsosaa oppilaista hallitsee matematiikan perus-
taidot vahintddn tyydyttivisti ja kaksi kolmasosaa vdhintdan hyvin opetussuunnitel-
man tavoitteisiin ndhden. Noin kaksi viidesosaa hallitsee perustaidot kiitettdvésti tai
erinomaisesti. (Mattila 2003, 43.) Matematiikan osa-alueista luvut ja laskutoimituk-
sen hallitaan parhaiten, mutta sen sijaan algebran, geometrian sekd funktioiden hal-
linnassa on puutteita (Korhonen 2001, 55-63; Korhonen 1999; Mattila 2003, 60—61).
Myo6s kansainviéliset oppilaiden matemaattista osaamista vertailevissa tutkimukset
osoittavat, ettd suomalaiset hallitsevat hyvin laskutoimitukset (Kupari, Reinikainen,
Nevanpédd & Tornroos 2001). Vuonna 1999 tehty eri maiden oppilaiden matematii-
kan ja luonnontieteiden osaamista mittaava TIMSS-tutkimus sekéd vuonna 2000 tehty
PISA-tutkimus osoittivat Suomen koululaisten yltivin matematiikassa korkeatasoi-
siin tuloksiin. TIMSS-tutkimuksen mukaan suomalaiset osasivat luvut ja laskutoimi-
tukset OECD-maiden keskiarvoa paremmin, mutta algebran ja geometrian osaaminen
oli keskiarvoa heikompi (Kupari & Tornroos 2003, 48; Kupari ym. 2001, 70-71).
Vastaavanlaisia tuloksia saatiin myds PISA-tutkimuksessa. Merkittdivda on, ettd mo-
lemmat kansainviliset tutkimukset osoittivat, ettd suomalaisnuorten suoritusten ha-
jonta oli pienin eli oppilaiden véliset erot osaamisessa ovat pienid. Matalan keskiha-
jonnan liséksi Suomen kouluissa nikyy koulujen vélinen tasa-arvoisuus eli koulujen
valilld ei ole suuria tasoeroja. Koko ikdluokan yhdenmukainen koulutus nayttdisi siis
tuottavan tasaisen suoritustason. (Kupari & Toérnroos 2003, 54-55.)

Vaikka peruslaskutaidot osataan hyvin peruskoulun pédttyessd, runsaalla vii-
dennekselli oppilaista on peruslaskutaidoissa uuden oppimista ja soveltamista hanka-
loittavia ongelmia (Mattila 2003, 44; Korhonen 2001, 69). Matematiikan perusasioi-
den heikko hallinta vaikeuttaa ndiden oppilaiden jatko-opintoja, koska eteenpdin
paistidkseen he joutuvat kertaamaan peruskoulun oppiméardén kuuluvia perusasioita.

Toisaalta matematiikan taitojen puutteellisuus voi hankaloittaa jo jokapdivéisen ela-
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man hallintaa. (Mattila 2003, 44.)

Peruskoulun paittovaiheen matematiikan osaamisen taso on sidoksissa jatko-
opintoihin hakeutumiseen ja ammatilliseen koulutukseen hakeudutaan keskiméirin
heikommalla matematiikan keskiarvolla kuin lukioon. Esimerkiksi pojat, jotka olivat
suoriutuneet peruskoulun matematiikan opinnoista valttavélld arvosanalla verrattuna
opetussuunnitelman tavoitteisiin, hakeutuivat ldhes yksinomaan ammatilliseen koulu-
tukseen. (Korhonen 2001, 35, 43.) Vuonna 1998 ammatilliseen koulutukseen hakeu-
tuneiden nuorten paittovaiheen matematiikan arvosana oli keskimédrin numeron
verran heikompi kuin lukion lyhyen matematiikan valinneiden nuorten ja kaksi nu-
meroa heikompi kuin lukion pitkdn matematiikan valinneiden nuorten arvosanat.
Tamé kertoo opiskelijoiden heikosta ldhtotasosta ja heijastuu myo6s ammatillisten
opintojen péittovaiheen osaamiseen. (Wuolijoki 1999, 18-19). Opetushallituksen
selvityksen mukaan matematiikan osaamisen taso oli ammatillisten opintojen paatto-
vaiheessa tyydyttdvad tai heikkoa. Kolmasosa opiskelijoista ei saavuttanut opetus-
suunnitelman tavoitteiden mukaisia perusvalmiuksia. (Rdisénen & Frisk 2002, 9.)

Teknisen alan opinnoissa on matematiikalla keskeinen sija useilla aloilla, jo-
ten on tarpeellista selvittda opiskelijoiden matematiikan osaaminen ja 16ytdd keinoja
saavuttaa ammatissa tarvittava taso. Matematiikan osaaminen heijastuu myds fysii-
kan ja sdhkoopin sekd useiden alojen ammattiaineiden hallintaan. Ammattimatema-
titkan opettajia haastateltaessa on tullut ilmi, ettd matematiikan kurssin aluksi joudu-
taan usein kertaamaan peruskoulun oppisisiltjd. Kertausta tarvittaisiin sekd perus-
asioissa ettd soveltamisessa. (Helakorpi 1998, 359.) Ammatilliseen koulutukseen

hakeutuvien opiskelijoiden heikon arvosanan valossa tdima on vdistiméton tarve.

3 ALGORITMIEN OPPIMINEN

Algoritmi on yksikédsitteinen toimintaohje tehtdvélle, joka suoritetaan vaiheittain
(Thompson & Martinson 1993, 21). Algoritmilla tarkoitetaan siis systemaattista ja
tarkkaa menetelmdi, jolla voidaan ratkaista joukko ongelmia noudattamalla ennalta

madrittyjd vélivaiheita askel askeleelta. Algoritmin etu on sen yleistettivyydessi; jos
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osaa ratkaista jonkun ongelman algoritmia kéayttden, osaa ratkaista kaikki samankal-
taiset ongelmat. Algoritmin etuna on myos se, ettd laskutoimitusta, jota on mahdo-
tonta laskea pééssd, voidaan pilkkoa helpommiksi péddssilaskuiksi ja ratkaista lasku
vaihe vaiheelta. (Maurer 1998, 21-22.) Peruslaskutoimitusten algoritmeista kdyte-

tadn kouluopetuksessa nimitysté allekkainlasku tai jakokulmassa jakaminen.

3.1 Algoritmit matematiikan opetuksessa

Matemaattiseen tiedon luonteeseen kuuluu hierarkkisuus eli uusi opittava asia muo-
dostuu aikaisemmin opittujen taitojen pohjalle. Matematiikan opetus etenee perus-
koulussa siten, ettd saman sisdltdalueen aiheet vaikeutuvat ylemmille vuosiluokille
edetessd. Taman spiraaliperiaatteen mukaisesti matematiikassa jo aikaisemmin opit-
tuja asioita harjoitellaan ja laajennetaan vuosiluokittain (Koponen 1995, 45; Malinen
1972, 32-33).

Peruslaskutoimitusten algoritmien opetus etenee spiraaliperiaatteen mukaises-
ti siten, ettd opetus aloitetaan peruskoulun alaluokilla ja niiden kdytt6d varmennetaan
ja sovellusta lisdtdan myohemmilld vuosiluokilla. Samalla vuosiluokalla opetellaan
useiden eri algoritmien kayttod. Esimerkiksi kertolaskualgoritmin opetus alkaa toisel-
la luokalla tutustumisella kertomiseen allekkain, kolmannella luokalla opetetaan al-
lekkainlasku yksinumeroisella kertojalla, neljdnnelld luokalla kaksinumeroisella ker-
tojalla ja kuudennella luokalla opetetaan desimaalilukujen kertominen. Vastaavasti
jakolaskualgoritmin oppiminen alkaa neljannelld luokalla, jolloin opitaan jakokul-
massa jakaminen yksinumeroisella jakajalla, ja viidennelld luokalla osaamista laa-
jennetaan kaksinumeroisilla jakajilla laskemiseen. (Koponen 1995, 47-48.)

Algoritmien opetusta voidaan tarkastella tarkemmin oppikirjojen kautta.
Yleisin kdytossd oleva matematiikan oppikirjasarja on WSOY:n kustantama Lasku-
taito, jota kdyttdmalld on myds saatu hyvid oppimistuloksia peruskoulun alaluokkien
matematiikan opetuksessa (Niemi 2001, 57-58). Kirjasarjassa aloitetaan peruslasku-
toimitusten algoritmien opettaminen toisella vuosiluokalla, jolloin tutustutaan yh-
teen- ja vdhennyslaskuun kaksi- ja kolminumeroisilla luvuilla (Rikala, Sieppi, Uus-
Leponiemi & Ilmavirta 2003, Rikala, Sieppi, Uus-Leponiemi & Ilmavirta 2002).
Kirjasarjassa on padsdintdisesti yhdelld aukeamalla yksi uusi opittava asia. Algorit-
min ratkaisusta on esimerkki yksinkertaisine ohjeineen, jonka jilkeen kyseisestd asi-

asta on harjoituksia. Kolmannella luokalla yhteen- ja vdhennyslaskun hallintaa laa-
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jennetaan kolmi- ja nelinumeroisiin lukuihin ja opetellaan muistinumeron kaytto.
Lisédksi opetellaan lainaaminen kaksi kertaa perdkkéin, nollan yli lainaaminen seka
kahden nollan yli lainaaminen perdkkiisind kokonaisuuksina. Uutena algoritmina
opetetaan kertolaskualgoritmi. (Rikala, Uus-leponiemi & Ilmavirta 1997a, 1997b.)
Neljannelld luokalla lasketaan yksi-, kaksi- ja kolminumeroisilla kertojilla. Tdmén
lisdksi neljannelld luokalla opetetaan jakolaskualgoritmi (Rikala, Uus-Leponiemi &
[lmavirta 1999a, 1999b). Viidennelld luokalla kerto- ja jakolaskualgoritmin osaamis-
ta laajennetaan kisittdméddn myos desimaaliluvuilla laskeminen sekd opetellaan ja-
kamaan kaksinumeroisella jakajalla (Koivisto, Salonen, Uus-Leponiemi & Ilmavirta
2000a, 1999). Kuudennella luokalla kerto- ja jakolaskualgoritmin kdyttod kerrataan
ja varmennetaan (Koivisto, Salonen, Uus-Leponiemi & Ilmavirta 2000b).

Spiraaliperiaate matematiikan opetuksessa ei ole kuitenkaan ainoa mahdolli-
nen opittavan aineksen jérjestystapa. Cawley, Parmar, Yan ja Miller (1998, 73) poh-
tivat vaihtoehtoisena periaatteena spiraaliperiaatteelle ns, intensiivistd opetussuunni-
telmaa (intensified curriculum), missé yhden vuosiluokan aikana opittavia aihealueita
on vihemman, mutta niitd késitelldén syvéllisemmin. Tdlloin esimerkiksi yhteen- ja
viahennyslaskualgoritmit kisiteltdisiin sekd yksi- ettd moninumeroisilla luvuilla in-
tensiivisesti yhden vuosiluokan aikana eikd opittavaa aihetta hajautettaisi usealle
vuosiluokalle. Seuraavaan algoritmiin siirryttdisiin siis vasta sitten, kun edellinen
algoritmi hallitaan seké helpoissa ettd vaikeissa laskutilanteissa. Kerto- ja jakolasku-
algoritmien oppiminen siirtyisi ndin ollen myShemmille vuosiluokille. Télloin tulisi
kuitenkin tietdé, milloin olisi oppilaalla otollinen kehitystaso omaksua tietty matema-
titkan osa-alue.

Peruslaskutoimitusten algoritmit opetetaan siis padsddntdisesti peruskoulun
viidennen ensimmdisen vuosiluokan aikana ja opetus etenee niin, ettd opetettavaa
asiaa kerrataan ja laajennetaan vuosiluokkien edetessd. Toisaalta intensiivinen ope-
tussuunnitelma, jossa keskitytdén vain yhteen algoritmiin kerrallaan, voi antaa oppi-
laalle ja opettajalle enemmaén aikaa syventyi tietyn algoritmin hallintaan ja ymmér-

tdmiseen.
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3.2 Algoritmien kdytdssa tarvittavat matemaattiset taidot

Ennen peruslaskutoimitusten algoritmin opetusta oppilaalle on jo kehittynyt mate-
maattista tietoa ja ajattelua informaalissa ymparistossd ennen kouluikéé ja formaalisti
kouluopetuksessa. Oppilaalle pitéisi olla kehittynyt esimerkiksi lukukasitys, mentaa-
linen lukujono ja kyky laskea yksinkertaisia laskutoimituksia. Oppiessaan algoritmin
ratkaisun oppilas oppii my0s sovittuja merkintdtapoja algoritmin askelille ja valivai-
heille. Téllaisista muotosdannoistd (notational syntax) ovat esimerkkiné lukujen mer-
kintd sarakkeisiin tai muistinumeron merkitseminen tiettyyn paikkaan. (VanLehn
1990, 14.)

Joidenkin taitojen hallitseminen on erityisen tirkedé algoritminen oppimiselle
ja tarkoituksenmukaiselle kiytolle. Kymmenjérjestelmén ymmartimisen ja peruslas-
kutoimitusten algoritmien hallinnan vilisestd yhteydestd saadut tutkimustulokset ovat
vakuuttavia. Kymmenjérjestelméin kisitteen sisdistiminen on olennaista peruslasku-
toimitusten algoritmien hallinnassa, silld allekkain laskemisessa lukujen merkinta
paikka-arvon mukaan sekd yhteenlaskun muistiinvienti ja vihennyslaskun lainaami-
nen perustuvat kymmenjirjestelmédn (Fuson & Kwon 1992). Peruskoulun opetus-
suunnitelmassa kymmenjérjestelmdn ymmartdminen on kirjattu toisen vuosiluokan
tavoitteisiin (Opetushallitus 2003, 105).

Vertailtaessa kymmenjérjestelmén hyvin ja heikosti ymmartivien oppilaiden
osaamista moninumeroisten lukujen laskemisessa havaittiin, ettd kymmenjérjestel-
min hyvin ymmartivét oppilaat osasivat soveltaa laskutoimituksista olevaa tietoaan
muihin laskutehtdviin paremmin kuin huonosti kymmenjérjestelmdn ymmartévit
oppilaat. Paremmin kymmenjirjestelmian ymmartévilla oppilailla oli myos parempia
itsekeksittyjd strategioita moninumeroisten lukujen laskemiseen. (Hiebert & Wearne
1996, 279.) Algoritmien lainaus- ja muistiinvientivirheiden on myds todettu vihene-
vén, kun opetuksessa on tarkasteltu algoritmin rakentumista kymmenjérjestelméén
pohjautuen (Fuson & Briars 1990).

Keskeinen edellytys sujuvalle laskutoimitusten tekemiselle on aritmeettisten
faktojen osaaminen automaation tasolla. Talld tarkoitetaan yksinkertaisten laskutoi-
mitusten (2 + 8 = 10, 3 - 4 = 12) muistamista ja muistista palauttamista automaattisi-
na faktoina (ks. Geary 1994; Risdnen & Ahonen 1998, 172—-173). Jos aritmeettiset

faktat osataan automaattisesti, jokaisen laskun yhteydessd ei tarvitse laskea néitd
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usein toistuvia laskuja uudestaan. Pienempien lukujen faktojen (2 + 3, 2 - 3) hakemi-
nen muistiverkostosta on helpompaa ja nopeampaa kuin suurien lukujen muistista
palauttaminen. Toisaalta kahden, kolmen ja neljdn kertotaulu voi olla helpommin
muistettavissa myos siitd syystd, ettd ne saavat koulussa enemmén toistoa ja harjoit-
teluaikaa kuin seitsemédn, kahdeksan ja yhdeksdn kertotaulu. (Ashcraft 1992.)

Kertotaulujen opettelua irrallisina laskuina voidaan verrata muistilistoihin,
joissa ei eri yksikkdjen vililld ole suhdetta toisiinsa. Tdéménkaltainen opettelu rasittaa
muistia ja tuottaa vddrid vastauksia. Sen sijaan laskutoimitusten vaihdannaisuuden
(esim. 3 - 4, 4 - 3) opettaminen ja ymmartiminen kuormittaisivat vihemméan muistia,
ja samalla yksittdisten laskutoimitusten vélille rakentuisi suhteita ja kertotaulu muo-
dostuisi irtonaisten yksikkojen sijasta verkostoksi. (Dehaene 1997, 125-127.) Caw-
ley, Parmar, Yan ja Miller (1998, 70) esittivit, ettd laskutoimitusten vaihdannaisuu-
den ymmartdminen ja hyodyntaminen vihentdd puolet siitd faktamédristd, mitd pitdi-
si muistaa. Jos oppilaalla on selked aritmeettisten faktojen muistista palauttamisen
vaikeus, on hyvi arvioida sitd, kannattaako tavoitteena pitdd kaikkien kertotaulujen
ulkoa oppimista. On ehdotettu, ettd oppilaan tulisi osata vain esimerkiksi kahden,
viiden ja kymmenen kertotaulut ulkoa (Cawley ym. 1998, 70).

Toisaalta vastaukset kertolaskuihin voidaan saada muillakin keinoilla kuin
automaattisina faktoina. Aikuisetkaan eivit vilttaméttd muista kaikkia aritmeettisia
faktoja ja télloin tieto voidaan tarkistaa kéyttdmailld jotain menetelmdd (Dehaene
1997, 126). Esimerkiksi laskun 9 - 8 voi laskea osissa eli 10 - 8 — 8. Jordan ja Monta-
ni (1996, 103) lisddvit, ettd tillainen menetelmaéllinen tieto auttaa silloin, kun muis-
tista palauttaminen ei onnistu. Taémai edellyttidd kuitenkin tietoa siitd, miten ongelma

on ratkaistavissa.

3.3 Matemaattinen ajattelu algoritmeissa

Tarkasteltaessa algoritmien oppimista tulee tarkastella myos késitteellisen ja mene-
telméllisen tiedon eroja ja ndiden suhdetta toisiinsa, silld ndimi matemaattisen ajatte-
lun tavat vaikuttavat taustalla algoritmien suorituksessa. Kisitteelliselld tiedolla tar-
koitetaan ymmarrystd matemaattisten késitteiden vilisistd suhteista. Se rakentuu uu-
den tiedon linkittyessd jo aikaisemmin opittuun tietoon tai jo opittujen asioiden lin-

kittyessd toisiinsa. Tiedon palasina voivat olla esimerkiksi tieto siitd, miten yhteen-
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laskualgoritmin ratkaiseminen etenee, sekéd tieto siitd, ettd desimaaliluvuissa on pil-
kun jdlkeen ensin kymmenesosien paikka ja sen jélkeen sadasosien paikka. Kun las-
kija osaa jdrjestdd luvut allekkain paikkajirjestelmén mukaisesti ja yhteen- tai vé-
hennyslaskun aikana ymmartdd, minkd vuoksi luvut on jirjestetty siten, hinelld on
kasitteellistd ymmarrystd. Menetelméillinen tieto puolestaan viittaa tietoon matemaat-
tisesta symbolijdrjestelmastd sekd sddnnoistd, algoritmeista ja muista menetelmista,
joita kdytetddn matemaattisten ongelmien ratkaisemisessa. (Hiebert & Lefevre 1986,
3-6.)

Kasitteelliselld tiedolla on kaksi tasoa. Primaarisella tasolla (primary level)
henkild osaa yhdistdd saman kontekstiin kuuluvia asioita toisiinsa. Tallin hén osaa
esimerkiksi soveltaa yhteenlaskualgoritmin muisiinvientisddntod erilaisiin yhteenlas-
kutehtdviin, mutta ei hallitse muistiinvientid kertolaskun yhteenlaskuvélivaiheessa.
Kun yhteys pystytddn muodostamaan myos eri konteksteihin kuuluvien kisitteiden
valilla, konseptuaalinen tieto on reflektiiviselld tasolla (reflectve level). (Hiebert &
Lefevre 1986, 4-5.) Reflektiiviselle tasolle on pédsty esimerkiksi silloin, kun henki-
16 ymmartad, ettd lukujen asettelu paikkajirjestelmédn mukaisesti yhteenlaskualgo-
ritmissa on erds esimerkki yleisestd ideasta siitd, ettd allekkain laskettaessa luvut
jarjestetddn niiden paikka-arvon mukaisesti.

Haapasalo ja Kadijevich (2000) ovat analysoineet useiden tutkijoiden kési-
tyksid késitteellisen ja menetelmillisen tiedon vilisistd eroista. My0Os he pédtyvit
médrittelemadn kasitteellisen tiedon tiedoksi erilaisten késitteiden, sdéntdjen ja toi-
mintojen rakentumisesta ja suhteesta toisiinsa. Menetelmalliselld tiedolla puolestaan
tarkoitetaan ndiden sddntdjen, toimintojen ja algoritmien kdyttdmistd dynaamisesti ja
tarkoituksenmukaisesti. Menetelmilliseen tietoon kuuluu myds tietdmystd siitd, mi-
ten ndmd muodostuvat. Tadman lisdksi Haapasalo ja Kadijevich painottavat myos
kasitteellisen tiedon dynaamisuutta. He toteavat, ettid késitteellinen ja menetelmalli-
nen tieto voidaan joissakin tapauksissa erottaa toisistaan vain tietoisuuden tasossa.
Menetelméllinen tieto voi ndkyd toiminnon vaiheiden suorittamisena automatisoi-
tuneesti, kun taas késitteellinen tieto vaatii aina ajattelua. (Haapasalo 2003, 3—4.)

Kasitteellinen tieto rakentuu aina ymmartaville oppimiselle. Sen sijaan me-
netelméllinen tieto voidaan oppia myos ulkoa ilman ymmaértévai oppimista. Tdmén-
kaltainen tieto ei kuitenkaan linkity aikaisemmin opittuihin asioihin ja késitteellisen

tiedon verkkoon, vaan jii irralliseksi tiedoksi. Tietoa ei myoskddn voida yleistdd
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muihin tilanteisiin, vaan sitd osataan kdyttdd vain samanlaisissa tilanteissa, missa se
on opittu tai sitd muistuttavissa tilanteissa. (Hiebert & Lefevre 1986, 8.) Matemaat-
tisten késitteiden syvéllinen ymmartdminen riippuu juuri késitteellisen tiedon hallit-
semisesta. Koska ei ole olemassa irrallisia, toisistaan erilladn olevia kasitteitd, niitd ei
mydskddn voida tarkastella toisistaan riippumatta. Ndin ollen on tdrkeds, ettd laskija
tuntee ja hallitsee eri késitteiden merkitykset ja niiden viliset suhteet. (Haapasalo
1998, 66.)

Algoritmien oppiminen pelkkénd mekaanisena toimenpiteend ilman siihen
perustuvaa matemaattista tietimystd voi johtaa puutteelliseen oppimiseen. Lehtinen
ja Kinnunen (1993) kuvaavat artikkelissaan Lehtisen, Ketolan, Vuontelan, Huotarin
ja Savimden vuonna 1993 tekemda tutkimusta, jossa selvitettiin seitsemédsluokkalais-
ten oppilaiden koesuorituksen ja matemaattisen ajattelun vélistd yhteyttd. Matematii-
kassa hyvin menestyvien oppilaiden matemaattista ajattelua tutkittiin kahden kokeen
ja teemahaastattelun avulla. Tulokset osoittivat, ettd vain osa oppilaista kykeni perus-
telemaan kiyttimansid mekaaniset laskualgoritmit niiden edustamalla matemaattisella
tietdmykselld. (Lehtinen & Kinnunen 1993, 51.) Néin ollen oppilailla ei ollut syvaa
kasitteellistd tietimysta algoritmien kiytostd, vaikka he hallitsivat niiden kiyton hy-
vin.

Ei ole kuitenkaan itsestdén selvéd, ettd opettajalla itsellddn on késitteellistd
ymmaérrystd algoritmien rakentumisesta. Vertailtaessa kiinalaisten ja yhdysvaltalais-
ten matematiikan opettajien kisitteellistd tietoa huomattiin, ettd opettajien vililld oli
eroja siind, mitd asioita he painottivat vihennyslasku- ja kertolaskualgoritmien ope-
tuksessa. Opettajat, joilla oli itselldéin hyvaa kisitteellistd tietoa algoritmin muodos-
tumisesta, pitivdt tidrkednd sitd, ettd oppilaat ymmarsivét paikka-arvon merkityksen
lukujen rakentumisessa. Talloin esimerkiksi kaksinumeroisen kertojan 43 kertojat
ovat todellisuudessa 4:n ja 3:n sijasta nelja kymmenté ja kolme ykkostd. Osa opetta-
jista piti puolestaan hyvina keinona kaytettdvédn esimerkiksi kertolaskun vélivaihees-
sa erilaisia muistisdéntjé, jolloin opetus kuitenkin pohjautuu menetelmaélliseen tie-
toon. (Ma 1999, 33-35.) Suurin osa kiinalaisista opettajista kdytti vdhennyslaskun
opetusmenetelménd algoritmin sijasta mentaalisen strategian opettamista, jossa luku-
jen erotus ratkaistaan hajottamalla ja uudelleen ryhmittelemalld luvut mielessdin (Ma
1999, 12—15). Mikili opettajalta puuttuu kisitteellistd tietoa matematiikasta, voi olla

mahdotonta opettaa matematiikkaa kasitteellistd ymmaérrysta lisdavalla tavalla.
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Matematiikan opetuksen ja oppimisen tutkimuksissa painotetaan kisitteelli-
sen oppimisen merkitystd syvillisen ymmartdmisen saavuttamisessa. Useaan ottee-
seen palataan siithen, ettd matematiikkaa voidaan laskea mekaanisesti ilman késitteel-
listd ymmarrystd, mutta soveltaminen muodostuu télloin hankalaksi ja virheelliset
ratkaisutavat lisddntyvit. Késitteellinen oppiminen tulisi olla tavoitteena my0s ma-
tematiikassa heikommin pédrjddvien oppilaiden kohdalla. Algoritmin harjoitteluvai-
heessa on tirkedd, ettd oppilaat saavat esittdd ongelman erilaisilla menetelmilld kuten
esimerkiksi vélineiden avulla, kuvallisesti seké sanallisesti. Vasta kun ongelma osa-
taan esittdd konkreettisesti erilaisien menetelmien avulla, voidaan siirtyd laskemaan
laskutoimituksia. (Woodward & Howard 1994, 134.) Kaisitteellistd ymmaérrysté edis-
tad siis se, ettd opetteluvaiheessa ongelmat esitetdén konkreettisesti eri menetelmien
avulla. My6s peruskoulun uudessa, vield toistaiseksi kokeilussa olevassa, matematii-
kan opetussuunnitelmassa asetetaan hyvén osaamisen kriteereiksi viidennen luokan
padttyessd mm. matemaattisten kisitteiden ymmartdmisen ja kyvyn esittdd niitd seka
verbaalisesti ettd vdlineiden, kuvien ja symbolien avulla (Opetushallitus 2003, 107—
108). Oppimiseen on kuitenkin varattava riittdvéasti aikaa, silld virheelliset ajatteluta-

vat ndkyvit myohemmin oppilaan suorituksessa.

4 VAIKEUDET ALGORITMIEN SUORITTAMISESSA

Peruslaskutoimitusten algoritmien kayttdd harjoitellaan koulussa usealla vuosiluokal-
la ja ylemmilld vuosiluokilla niitd kdytetddn vidlineind matemaattisten ongelmien
ratkaisemisessa. Algoritmit on kehitetty juuri selkeiksi vilineiksi moninumeroisten
lukujen laskutoimitusten ratkaisuun. Pitkdaikaisesta opettelusta ja harjoittelusta huo-
limatta algoritmeissa tehdddn virheitd. Seuraavassa tarkastellaan algoritmeissa esiin-

tyvien virheiden taustoja ja virheelliseen oppimiseen vaikuttavia tekijoita.
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4.1 Virheelliset sddnnot algoritmeissa

Algoritmien opetuskdytdntdd on kritisoitu siitd, ettd se painottuu valmiiden algorit-
mien mieleen painamiseen mekaanisina toimenpiteind ilman huomion kiinnittdmista
kasitteelliseen ymmartdmiseen. Oppilaat oppivat merkitsemistapoja, laskustrategioita
ja muistisddntdjd ndiden tueksi, mutta algoritmien perimmadinen tarkoitus jdi ymmar-
tamattd. (Kinnunen & Vauras 1998, 273; Lehtinen & Kinnunen 1993, 50.) Myos
algoritmien sovellettavuuden erilaisiin kdytdnnon tilanteisiin ajatellaan olevan opit-
tavissa mekaanisen harjoittelun kautta. Tdlloin kuitenkin osaaminen liittyy pelkés-
tddn algoritmien pinnallisiin ominaisuuksiin eikd johda késitteiden ja matematiikan
syvilliseen ymmaértamiseen. (Haapasalo 1998, 68.) Erityisesti heikompien oppilaiden
kohdalla algoritmien pinnallinen oppiminen johtaa taidon nopeaan unohtamiseen,
ellei laskualgoritmia jatkuvasti harjoitella. Suorituksessa tdma ndkyy virheiden li-
sddntymisend ja algoritmien sddntdjen sekoittumisena. (Lehtinen & Kinnunen, 1993,
50.)

Pinnallisen ja algoritmien nopeaan automatisoitumiseen pyrkivin oppimisen
seurauksena oppilaalle syntyy helposti omia sddntojd ja véarid kisityksié, jolloin riski
systemaattisiin virheisiin lisddntyy. Oppilaan omat laskusdénnét voivat olla erittdin
sitkeitd ja niiden korjaaminen vaatia virheellisten sdéntdjen esille tuomista ja niiden
kasittelyd opetuksessa. (Lehtinen & Kinnunen 1993, 51.) Algoritmeissa esiintyvid
virheitd voidaan luokitella niiden alkuperdn mukaan ns. “erheisiin” (slips) ja “’virhei-
siin” (bugs). Néiden vélinen ero on siind, ettd erheet ovat satunnaisia huolimatto-
muusvirheitd, kun taas virheet ovat systemaattisia, jotka syntyvét esimerkiksi aikai-
semmin opitun sdédnndn yleistdmisestd loogisesti mutta virheellisesti (Bryant & River
1997, 63; VanLehn 1990, 4). Oppilaan omia virheellisid sddnt6ja voidaan kutsua
myds miniteorioiksi, joka on tosin “virheitd” laajempi késite. Miniteoriat ovat oppi-
laan itse rakentamia sdéntdjd, jotka voivat olla oikealla tavalla matemaattiseen tie-
toon perustuvia tai ne voivat olla virheellisid paikkaansa pitiméttomia sdantdja.
(Huhtala 2000, 121.)

Tutkittaessa 275 viidesluokkalaisten oppilaan kédyttimié erilaisia strategioita
jakolaskua ratkaistessaan havaittiin, ettd oppilaat kayttévit eniten opetettua algorit-
mia eli jakokulmassa jakamista. Téti strategiaa kaytettdessa esiintyi kuitenkin eniten

virheitd. Jakokulmassa jakamisen lisdksi oppilaat kdyttivit myds 14 muuta strategiaa,
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joista osa osoittautui tehokkaammaksi menetelméksi ratkaista jakolaskutehtidva ja
joita kayttamalla virheitd esiintyi vihemmain. Oppilaiden kdyttdmid hyvid vaihtoeh-
toisia strategioita olivat esimerkiksi jakajan tuplaaminen (doubling) ja jaettavan pa-
loitteleminen osiin (chunking). Jos siis oppilas on itse rakentanut menetelmén, jolla
ratkaisee jakolaskutehtdvédn, hdn osaa kadyttid menetelméd oikein. Vaihtoehtona pe-
rinteisen jakolaskualgoritmin opettamiselle olisikin opettaa juuri oppilaiden kéytta-
mid erilaisia tehokkaita strategioita. Perinteinen jakolaskualgoritmi voi jdidda oppi-
laalle pelkdksi vilivaiheiden ketjuksi, jolloin oppilas ei tiedd mitd tekee ja miksi.
Talloin lopputuloksena on virheellisid laskusuorituksia ja omituisia vastauksia. Stan-
dardoitua jakolaskua kidyttdessddn oppilas voi myos algoritmin heikon hallinnan
vuoksi pédidtyd omituiseen virheelliseen vastaukseen kyseenalaistamatta vastauksen

oikeellisuutta. (Anghileri 2001, 101.)
4.2 Matematiikan oppimisvaikeus

Algoritmisissa suorituksissa esiintyvét vaikeudet voidaan liittdd yleisimpiin matema-
titkkan oppimisvaikeuksiin. ICD-10 -tautiluokituksen mukaan matematiikan oppimis-
vaikeudella tarkoitetaan oppilaan dlykkyydesté ja opetuksesta laadusta riippumatonta
vaikeutta oppia koulumatematiikan asioita (Rasédnen 1998, 332-333). Matematiikan
oppimisvaikeutta koskevassa tutkimuksessa on pyritty 16ytdmaan matematiikan op-
pimisvaikeuden alaluokkia (mm. Rourke & Strang 1985). Geary (1994, 183—-187) on
muodostanut kiytettdvissd olevan tietimyksen perusteella kolmijakoisen matematii-
kan oppimisvaikeuksien luokittelun, jossa huomioidaan proseduraaliset eli laskutoi-
mitusten suorittamiseen liittyvdt menetelmalliset vaikeudet omana alaryhména.
Ensimmdisen luokan muodostavat oppilaat, joiden matemaattinen vaikeus
liittyy aritmeettisten laskufaktojen muistista palauttamiseen. Aritmeettisten laskufak-
tojen muistista palauttamisen vaikeus liitetddn useissa tutkimuksissa matematiikan
oppimisvaikeuteen (mm. Ashcraft 1992, Baroody 1987, Geary 1994, Jordan & Mon-
tani 1996, Lehtinen & Kinnunen 1993, Rourke & Strang 1985). Aritmeettisiin lasku-
faktoihin liittyy paljon virheitd ja laskujen ratkaisuajat ovat epdsystemaattisia nor-
maaleihin ikédtovereihin verrattuna. Tdmén tyypin vaikeudet ndyttavét olevan suhteel-
lisen pysyvia ja suorituksessa voi ndkyé vain véhdn parannusta vuosiluokilta toiselle
siirryttdessd. Aritmeettisten faktojen muistista palauttamisen ongelma on yhdistetty

lukemisen vaikeuteen. (Geary 1994, 183—184.)
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Toisen alaluokan ongelmat liittyvit aritmeettisten proseduurien, kuten lasku-
tapojen ja algoritmien, kdyttoon. Geary (1994, 184—185) huomauttaa, ettd on epéa-
varmaa, johtuvatko ndméd vaikeudet viivdstymistd proseduurien taustalla olevien
késitteiden omaksumisessa vai onko syyné erityinen proseduurien suorittamisen vai-
keus. Neuropsykologisesta tutkimuksesta on kuitenkin 18ytynyt viitteitd siitd, ettd on
olemassa erityinen proseduraalinen vaikeus, joka olisi yhteydessd vaurioon vasem-
man aivopuoliskon otsalohkossa (mm. Temple 1991). Osa proseduurien suorittami-
seen liittyvistd virheistd voi johtua visuo-spatiaalisen hahmottamisen vaikeudesta,
joka muodostaa kolmannen ja viimeisen alaryhmén tdssd matematiikan oppimisvai-
keuksien luokittelussa. Vaikeus numeerisen informaation visuo-spatiaalisen tulkin-
nassa voi ilmetéd esimerkiksi numeroiden kdidntymisena tai virheind moninumeroisten
lukujen kirjoituksessa. Peruslaskutoimitusten algoritmeissa yleisesti esiintyvéit muis-
tiinvienti- ja lainausvirheet voivat osaltaan johtua visuo-spatiaalisen hahmottamisen
vaikeudesta. Kaikki proseduraaliset virheet eivit kuitenkaan ole selitettivissd hah-
mottamiseen liittyvilld vaikeudella. (Geary 1994, 185-186.)

Matematiikan oppimisvaikeutta koskevissa tutkimuksissa on todettu, ettd ma-
temaattiset toiminnot voivat olla toisistaan riippumattomia. Téllainen tulos saatiin
esimerkiksi kahden koehenkilon tapaustutkimuksessa, joista toisella oli ainoastaan
aritmeettisten faktojen muistamisessa ongelmia ja toisella ainoastaan ongelmia las-
kuoperaatioiden suorittamisessa (double-dissociation). (mm. Temple 1997, 1991)
Ensimmadisen koehenkilon aritmeettisten laskufaktojen muistista palauttamisen vai-
keussuoritus ei parantunut intensiivisestd erityisopetuksesta huolimatta. Toisella
koehenkil6lld oli ainoastaan algoritmien suorittamisen vaikeus. On siis osoitettu, ettd
matematiikan oppimisvaikeutta ei ole yhtd tyyppid, vaan se voi ilmetd monella eri
tavalla ja toisaalta matemaattiset prosessit voivat olla toisistaan riippumattomia

Verrattaessa oppimisvaikeutisten oppilaiden ja normaalisti suoriutuvien oppi-
laiden peruslaskutoimitusten osaamista on havaittu, ettd oppilaiden vélilld on eroa
sekd osaamisen kehityksessd ettd siind, mitd virheitd he tekevit. Tamai tulos saatiin
tutkittaessa 9—14-vuotiaiden matematiikasta normaalisti suoriutuvien ja oppimisvai-
keutisten oppilaiden suoriutumista peruslaskutoimitusten algoritmeissa. Tutkimus
osoitti, ettd oppimivaikeutisilla oppilailla ei tapahtunut kehitystd osaamisessa vaan
heidén suoritustasonsa oli samaa luokkaa eri vuosiluokilla. (Cawley et al. 1998, 70—

71.) Tamén liséksi oppimisvaikeutisilla oppilailla oli virheellisten vastausten variaa-
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tio suurempi kuin normaalisti suoriutuvilla oppilailla. Oppilaat, joilla oli oppimisvai-
keuksia, olivat padtyneet vddriin vastauksiin sekd laskuvirheiden ettd algoritmien
sadntoihin liittyvien virheiden vuoksi. Oppilaiden tekemistd virheistd saattoi paitelld,
ettd oppilailla oli puutteellinen kisite paikka-arvosta. Sen sijaan normaalisti suoriu-
tuvat oppilaat saivat vadrid vastauksia padasiassa laskuvirheiden vuoksi. (Cawley et
al. 1996, 235-236.) Matematiikan oppimisvaikeus voi siis ilmetd eri tavoin. Téstd
syystd matematiikan erityisopetuksessa tulisi olla ldhtokohtana oppilaan yksilolli-

syys, jonka vuoksi on tirkedd arvioida oppilaan osaamista ja taitoja.

5 DIAGNOSTINEN VIRHEIDEN LUOKITTELU

Matemaattisessa suorituksessa esiintyvien virheiden analysoinnilla saadaan tutki-
muksellisesta ndkokulmasta riippuen erilaista tietoa. Virheitd on analysoitu opetuk-
sellisista ldhtokohdista kdsin pyrkimyksena tuottaa opetusta tukevaa tietoa (mm. Ko-
ponen 1983; Magne & Thorn 1987a, 1987b) tai psykologisista ldhtokohdista tavoit-
teena saada lisdtietoa ihmisen kognitiivisesta toiminnasta. Psykologian alalla on kog-
nitiivinen tutkimus tdhdédnnyt lisétietoon siitd, miten proseduurit opitaan (mm. Van-
Lehn 1990). Neuropsykologisessa tutkimuksessa (mm. Spiers 1987) on puolestaan
pyritty havaitun aivovaurion ja yksilon tekemien virheiden vélisen yhteyden kautta
selvittiméén kognitiivisten toimintojen takana olevaa hermostollista toimintaa.

Tédmin tutkimuksen ldhtokohta virheiden analysointiin on opetuksellinen ja
oppilaiden suorituksissa esiintyvien virheiden luokittelun ajatellaan tukevan opetusta
ja opetuksen kehittdmistd koulussa. Kun tiedetdén yleisimmat virheet ja hankalimmat
kohdat opetettavassa aiheessa, voidaan néihin seikkoihin kiinnitt44 erityistd huomiota
ja opetusta muuttamalla vahentdd virheellistd oppimista. Laskuvirheet voidaan ndin
ollen kéisittdd oireiksi oppilaan virheellisestd ajattelutavasta, joka voidaan tunnistami-
sen jilkeen korjata. Virheiden analysointi tukee my0s opetussuunnitelman kehitti-
mistéd koulussa, silld tunnistettaessa tyypillisimmaét virheet voidaan hankalimmat asiat
huomioida jo opetussuunnitelman tasolla (Koponen 1983, 5-6).

Virheiden laadullisen tutkimus on tirkedd, silld pelkkd méaérillinen analyysi
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el anna tarvittavaa tietoa oppilaiden suorituksesta (Engelhardt 1977, 154). Virheiden
analysoinnin tueksi on osassa tutkimuksista kdytetty apuna oppilaan haastattelua,
jolloin on saatu lisdd tietoa oppilaan etenemisestd laskutoimituksessa ja virheistd
ratkaisuprosessissa (mm. Huhtala 2000, Temple 1991). Myos laskuprosessin kielel-
listiminen tuo esille sellaista tietoa oppilaan ajatuskulusta, jota ei saataisi samalla

tavalla selville pelkéstdan kirjallisia tuotoksia analysoimalla.

5.1 Aritmeettisten virheiden luokittelu

Eréds varhaisimmista aritmeettisten virheiden luokituksista on Robertsin vuonna 1968
tekemé neliosainen luokittelu (Spiers 1987, 16; Engelhardt 1977, 149—-150). Virheitd
on ryhmitelty myds Greensteinin & Strainin (1977) sekd Engelhardtin (1977) tutki-
muksissa. Spiersin vuonna 1987 muodostama virheluokittelu pohjaa Engelhardtin
tutkimukseen, mutta on titd yksityiskohtaisempi (Spiers 1987, 15-21; Résdnen &
Ahonen 1995, 277-280). Rasénen ja Ahonen (1995) ovat puolestaan tiydenténeet
Spiersin laatimaa virheluokitusta. Nama virheluokitukset poikkeavat toisistaan niin,
ettd vain aritmeettisten faktojen virheet (fact errors), algoritmin virheellinen suorit-
taminen (inappropriate algorithm) sekd védrd algoritmi (wrong operation) ovat yh-
tenevéiset jokaisessa luokituksessa (Résdnen & Ahonen 1995, 277). Niiden tutki-
musten lisdksi myos Magne ja Thorn (1987a, 1987b) ovat analysoineet ja luokitelleet
oppilaiden matemaattisessa suorituksessa esiintyneitd virheita.

Virheluokitusten vélisid suuria eroavaisuuksia voidaan osaltaan selittdd sekid
1dltddn ettd oppimistaidoiltaan erilaisilla koeryhmilld. Engelhartin ja Magnen ja
Thornin tutkimuksessa oppilaat olivat yleisopetuksen oppilaita. Engelhardt muodosti
virheluokittelunsa kolmannen ja kuudennen vuosiluokan oppilaiden virheellisista
ratkaisuista ja Magnen ja Thornin laajaan virheluokitteluun on analysoitu peruskou-
luikdisten oppilaiden suorituksia. Muut virheluokitukset on sen sijaan muodostettu
oppimisvaikeutisten oppilaiden tai aivovauriopotilaiden suoritusten pohjalta. Green-
steinin ja Strainin virheluokittelussa koehenkil6t olivat 12—17-vuotiaita nuoria, joilla
oli diagnosoitu oppimisvaikeus, Spiers tutki aivovauriopotilaita ja Résésen ja Ahosen
tutkimuksessa koehenkildind oli oppilaita, joilla oli matematiikan oppimisvaikeuksia
ja lukivaikeus. Seuraavassa esitelldén ndma virheluokittelut tarkemmin.

Greenstein ja Strain tutkivat Key Math Diagnostic Arithmetic testilld 82 nuo-
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ren osaamista matematiikan eri osa-alueissa. Nuoret olivat 12—17-vuotiaita ja heilld
kaikilla oli diagnosoitu oppimisvaikeus. Suoritukset erosivat ikdryhmidn muiden
nuorten suorituksista, joten tutkijat luokittelivat testiaineiston algoritmien virheet
kuuteen eri luokkaan: virheellinen algoritmi (defective algorithm), vadrd algoritmi
(wrong algorithm), laskuvirheet (computational error), hahmottamisen virheet (spa-
tial error), vihennyslaskun reversaalivirheet (substraction problem reversal) ja yksi-
tyiskohtien virheet (detail). Reversaalivirhe on erotettu omaksi luokakseen huolimat-
ta siitd, ettd ne kuuluvat virheellisen algoritmin virheisiin, koska néitd virheitd oli
niin paljon aineistossa. (Greenstein & Strain 1977, 275-281.)

Engelhardt tutki ldhes 200 oppilaan virheitd 3.- ja 6.-luokalta tavoitteena
muodostaa Robertsin neliosaista luokitusta laajempi virheluokitus. Han analysoi
Standford Diagnostic Arithmetic testin laskutehtdvid ja muodosti kahdeksanosaisen
virheiden luokituksen. Erona Greensteinin ja Strainin virheluokitukseen on se, ettd
virheellinen algoritmi — luokan virheitd on eroteltu tarkemmin omiksi luokikseen,
mutta toisaalta Engelhardt ei huomio virheluokituksessaan spatiaalisia virheitd erik-
seen. Virheluokat ovat faktavirheet (basic fact errors), virheellinen algoritmi (defec-
tive algorithm), ryhmittelyvirhe kymmenjarjestelmissé (grouping error), epatiydelli-
nen suoritus (inappropriate inversion), keskenerdinen algoritmi (incomplete algo-
rithm), vddrd laskutoimitus (incorrect operation), nollan ja ykkdsen laskusddntdjen
sekoittuminen (identity error/zero error) ja nollavirheet (zero errors). (Engelhardt
1977, 149-153.)

Spiersin muodostama aritmeettisten virheiden luokittelu perustuu suurilta
osin Engelhardtin esittdmiin jaotteluun. Hén kiytti virheluokitusta aivovauriopoti-
laiden tekemien virheiden erittelyyn tavoitteenaan saada lisdtietoa matemaattisten
ongelmien yhteydestd neurologisiin ongelmiin. Aritmeettiset virheet jactaan luoki-
tuksessa kuuteen luokkaan, jotka ovat paikka-arvovirheet (place-holding errors), nu-
merovirheet (digit errors), lainaus tai muistiinviemisen virheet (borrow and carry
errors), faktavirheet (basic-fact errors), algoritmivirheet (algorithm errors) ja symbo-
livirheet (symbol errors). Ndma luokat on jaettu vield yksityiskohtaisempiin alaluok-
kiin. (Spiers 1987, 19-21; Ahonen & Résdnen 1995, 236-238.) Spiersin luokittelu
kisittdd aritmeettiset virheet laajasti ja algoritmien virheiti ei ole eritelty omiksi luo-
kikseen.

Résénen ja Ahonen kayttivat matematiikan ja lukemisen vaikeuksien pédllek-
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kaisyyttd koskevassa tutkimuksessaan Spiersin virheluokitusta pohjana omalle virhe-
luokitukselleen. He lisdsivét satunnaisten virheiden (random errors) luokan ja erotti-
vat Spiersin faktavirheluokasta kertolaskuvirheet (fact errors) omaksi alaryhmékseen.
Tédmin lisdksi he erottivat lainaus ja muistiinviemisen virheet -luokasta ja algoritmi-
virheet -luokasta pelkéstidén yhteen- ja vihennyslaskualgoritmeissa esiintyvit virheet
omiksi luokikseen (rule errors in addition and substraction ja algorithm errors in ad-
dition and substraction). Tamai tehtiin siksi, ettd saataisiin tietoa siitd, esiintyvétko
ndmi virheet myds yksinkertaisimmissa algoritmeissa. Lisdksi he jattivdt Spiersin
luokittelusta pois symbolivirheet ja paikka-arvovirheet, koska niitd virheitd esiintyi
vain vdhdn. (Rdsdnen & Ahonen 1995, 275-292.) Risdsen ja Ahosen virheluokitus
késittdd samoin kuin Spiersin luokitus aritmeettisten virheet ja algoritmien virheet
siséltyvat ndihin luokkiin.

Magne on tutkinut paljon peruslaskutoimituksiin liittyvid virheitd ja hénen
mukaansa yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskualgoritmeista voidaan 10ytd4 sa-
mankaltaisia virheitd (Magne 1980, 147-149). Magne ja Thorn ovat analysoineet
huomattavan méiérén tehtdvid eli 180000 tehtdvad ja muodostaneet tehtivissé esiinty-
vien virheiden pohjalta virheluokituksen matematiikan eri sisdltoalueille (Magne &
Thorn 1987a). Peruslaskutoimitusten virheet (ASMD-omradet) on erotettu omaksi
sisdltdalueekseen, ja jokaiselle peruslaskutoimitukselle on muodostettu oma virhe-
luokitus. Kaikissa ndissd laskutoimituksissa on samoja virheluokkia ja lisdksi lasku-
toimituksen ominaisuuksista riippuen lisdluokkia. Jokaisen laskutoimituksen virheet
luokiteltiin 40 eri luokkaan, joista laskutoimituksesta riippuen 13—18 luokkaa siséltda
algoritmilaskuissa tapahtuvia virheitd. (Magne & Thorn 1987b, 8-111.)

Téassd tutkimuksessa muodostetun virheluokituksen pohjalle valitut Green-
steinin ja Strainin, Engelhardtin, Spiersin, Résésen ja Ahosen sekd Magnen ja Thor-
nin virheluokitukset on laadittu pddasiassa aritmeettisia virheitd luokitteleviksi. Nais-
td virheluokituksista Magnen ja Thornin luokituksessa on esitetty kaikista tarkimmin
my0s algoritmien ratkaisussa tapahtuvia virheitd. Niin ikddn Engelhardtin muodos-
tamassa luokituksessa on ryhmitelty algoritmin virheitd hyvin, mutta luokat ovat laa-
joja eivitkd ndin ollen erottele virheitd. Tassd tutkimuksessa pyritddn luomaan katta-
va virheluokitus kaikille peruslaskutoimituksille algoritmeille. Uutta ndkdkulmaa
tdmin tutkimuksen virheluokitus tuo silld, etti kohderyhmind ovat toisen asteen

ammatillisen oppilaitoksen opiskelijat ja virheluokitus on rajattu peruslaskutoimitus-
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ten algoritmien suoritukseen. Seuraavassa esitellddn tutkimuksessa kdytetyn virhe-

luokituksen muodostaminen.

5.2 Tutkimuksessa kéytetty peruslaskutoimitusten algoritmien virheluokitus

Tutkimuksessa pyrittiin laatimaan synteesi aikaisemmista virheluokituksista ottaen
huomioon niiden eroavaisuudet. Uuden virheluokituksen muodostamiseen pédéadyttiin
siksi, ettd aikaisemmissa luokituksissa ei ollut tarkasteltu riittdvin yksityiskohtaisesti
pelkdstiddn peruslaskutoimitusten algoritmien ratkaisuissa tapahtuvia virheisti. Algo-
ritmien virheluokituksesta pyrittiin muodostamaan sellaisia virheitd erotteleva, joiden
tunnistamisesta on opetuksellista hydtya.

Algoritmien virheluokituksen rakentaminen aloitettiin Magnen ja Thornin
virheluokituksen pohjalta, silld tdmé luokitus oli yksityiskohtaisin. Muista virhe-
luokituksista etsittiin samankaltaiset virheluokat Magnen ja Thornin virheluokkien
kanssa, ja tdysin yhtenevid virheluokkia loydettiin kaksi: ”Aritmeettisten faktojen
virheet” ja ”Védrd laskutoimitus”. Virheluokkien vilistd vertailua vaikeutti se, ettd
eri virheluokituksissa oli ryhmitelty virheluokat eri tavoin. Esimerkiksi Magnen ja
Thoérnin luokituksessa “Muistiinvientivirheet” olivat yhtend luokkana, kun Spiersin
luokituksessa puolestaan muistinumeroiden kayttoon liittyvét virheet oli eritelty
omiksi alaluokikseen. Lisdksi yhdessd virheluokituksessa omana virhetyyppindén
huomioitu virhe saattoi olla eroteltu kahteen eri virheluokkaan toisessa virheluoki-
tuksessa. Tallaisissa tapauksissa huomioitiin tarkimmat virheluokat. Toisaalta luokit-
telua helpotti kuitenkin se, ettd virheluokitukset pohjautuivat osittain toisiinsa. Esi-
merkiksi Spiersin virheluokituksessa on ollut pohjana Engelhardtin luokitus ja Risa-
sen ja Ahosen luokitus puolestaan on hieman laajennettu versio Spiersin luokitukses-
ta.

Aikaisemmista virheluokituksista jétettiin pois ne virheluokat, jotka eivét
koskeneet ainoastaan algoritmien ratkaisemista, kuten esimerkiksi Magnen ja Thor-
nin virheluokituksesta murtolukuihin liittyvét virheet sekéd lukukésitykseen ja pyoris-
tdmiseen liittyvét virheet tai Spiersin virheluokituksesta paikka-arvovirheet, jotka
liittyvdt ainoastaan lukujen kirjoittamiseen. Lisdksi algoritmien virheluokitukseen ei
valittu virhetyyppejd, joiden tunnistamiseen olisi tarvittu oppilaan ldsnéoloa ja lasku-

suorituksen aikana tapahtuvaa arviointia. Téllaisia virheluokkia olivat esimerkiksi
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Magnen ja Thornin ”Epdvarmuus lukusanojen ja symbolien tunnistamisessa” (osédker
betriffande ord, termer och symboler) ja Spiersin ”’Symbolivirheet” (symbol errors).
Virheluokat ryhmiteltiin jarkeviksi kokonaisuuksiksi ja niille annettiin sisél-
tod kuvaavat nimet. Yhtddn luokkaa ei muodostettu itse, vaan jokainen luokka on
yhdessd tai useammassa aikaisemmassa virheluokituksessa. Luokittelu jaoteltiin
kahdeksaan pddluokkaan ja 31 alaluokkaan, ja padluokkien jarjestys noudattelee paa-
piirteittdin algoritmin ratkaisun etenemistd. Tutkimuksessa kéytetty peruslaskutoimi-
tusten algoritmien virheluokitus on esitetty taulukossa 1. Taulukossa on annettu ku-
vaus virhetyypistd seki tieto siitd, missd virheluokituksessa virhetyyppi on esiinty-

nyt.
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VIRHELUOKKA

KUVAUS VIRHETYYPISTA

ALKUPERAINEN
VIRHELUOKITUS

1 Virheellinen lasku-
toimitus

Kaikissa laskutoimituksissa

1.1 Korvautuminen toi-
sella

Laskee tehtdvin vadrilld laskutoimituksella.
- esim. yhteenlaskun sijasta kertolaskulla

Greenstein & Strain
Engelhardt

Magne & Thorn
Spiers

Résdnen & Ahonen

1.2 Osittainen korvau-
tuminen

Vaihtaa laskutoimitusta kesken laskusuori-
tuksen.

- esim. aloittaa yhteenlaskulla, mutta jatkaa
vihennyslaskulla

Spiers

- esim. laskee kertolaskun yhteenlaskun
sddnnoilld

1.3 Epaitiydellinen Jattaa algoritmin suorittamisen kesken tai Spiers
laskusuoritus vilivaiheita véliin. Engelhardt

1.4 Virheellinen, mutta Laskee laskun virheellisilld sddnn6illd, mutta | Greenstein & Strain
systemaattinen algoritmi | eteneminen on johdonmukaista. Engelhardt

2 Asettelun virheet

Kaikissa laskutoimituksissa

2.1 Luvut asetettu vir-
heellisesti

Lukuja ei ole asetettu minkdin algoritmin
mukaisesti.
- esim. sarakkeet eivit ole kohdillaan

Magne & Thorn
Spiers
Résdnen & Ahonen

2.2 Luvut asetettu toisen
algoritmin mukaan

- esim. jakolaskun luvut asetettu kertolaskun
mukaisesti

Spiers

2.3 Lukujen reversaali
asettelussa

Vihentija ja vihennettdva tai jakaja ja jaet-
tava kdéntyneet asettelussa.

Magne & Thorn

2.4 Viaara laskusuunta

Aloittaa laskun ratkaisemisen vaarasta las-

Magne & Thorn

jittdminen

luvut algoritmin mukaisesti.

kusuunnasta. Spiers

- esim. yhteenlaskun vasemmalta oikealle
2.5 Luvun korvautumi- Numero on korvautunut toisella numerolla. Spiers
nen - esim. 8 2 3 Résdnen & Ahonen
2.6 Luvun huomiotta Ei merkitse kaikkia numeroita asettaessaan Spiers

Résdnen & Ahonen

2.7 Pudottaa luvun vas-
taukseen

Laskualgoritmia ei ole suoritettu loppuun
vaan luvut on pudotettu suoraan vastauk-
seen.

Magne & Thorn

2.8 Vastauksen luvut
asetettu vadrdan sarak-
keeseen

Lukuja ei ole asetettu paikka-arvoltaan oike-
aan sarakkeeseen vastauksessa.

Greenstein & Strain

2 Laskuvirheet

Kaikissa laskutoimituksissa

3.1. Kertolaskufaktojen
virheet

Kertolasku lukualueella 010 laskettu vaa-
rin.

Résdnen & Ahonen

3.2 Laskuvirheet

Muut yksinkertaiset yhteen-, vihennys- ja

Greenstein & Strain

0tail

tai 1.
-esim. 0-3=3

jakolaskuvirheet Engelhardt
Magne & Thorn
Spiers
Résdnen & Ahonen
3.3 Laskuvirheet, kun on | Laskuvirhe tapahtunut laskettaessa luvuilla 0 | Engelhardt

Résdnen & Ahonen

(jatkuu)
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4 Muistiinvientivirheet | Yhteenlaskussa tai kertolaskun Magne & Thorn
Yhteenlaskuvélivaiheessa

4.1 Ei huomioi muisti- Merkitsee muistinumeron, mutta ei lisdd sitd | Spiers

numeroa seuraavaan sarakkeeseen. Résdnen & Ahonen

4.2 Muistinumero merki- | Ei lisdd muistinumeroa seuraavan sarakkeen | Engelhardt

tddn suoraan tulokseen, summaan tai tuloon, vaan merkitsee koko Spiers

el muistiinvientid

luvun tulosriville.
-esim. 67 +85=1412

Résdnen & Ahonen

4.3 Muistinumero on
lisdtty vadraan sarakkee-
seen

Merkitsee muistinumeron esimerkiksi kym-
menien sarakkeen sijasta satojen sarakkee-
seen.

Spiers
Risdnen & Ahonen

4.4 Vie paikka-arvoltaan | - Esim. luvusta 13 on numero kolme merkit- | Spiers
védrin luvun muistiin ty muistinumeroksi
4.5 Nollavirhe Sekaannus muistiinviennissi, jos luvussa on | Engelhardt
nolla. Spiers
Résdnen & Ahonen
5 Lainausvirheet Véahennyslaskussa ja jakolaskun Magne & Thorn
Vahennyslaskuvalivaiheessa
5.1 Jattda huomiotta Ei huomioi sitd, ettd luvun arvo pienenee Spiers

lainatun luvun arvon
muutoksen

siitd lainattaessa.

Résdnen & Ahonen

5.2 Lainaa luvun arvon, Lainaa vasemmanpuoleisesta sarakkeesta Spiers
ei paikka-arvon mukai- luvun samanarvoisena eikd huomioi luvun

sesti paikka-arvoa.

5.3 Lainaa paikka- Lainaa oikeanpuoleisesta sarakkeesta. Spiers

arvoltaan pienemmaélti
suuremmalle

5.4 Reversaali laskun

Vihentdji ja vahennettdva kddntyneet laskun

Greenstein & Strain

sisdlla sisdlld, jotta ei tarvitsisi lainata. Engelhardt
Spiers

5.5 Nollavirhe Sekaannus lainauksessa, jos luvussa on Engelhardt
nolla. Spiers

- esim. nollan yli lainattaessa

Résdnen & Ahonen

6 Valivaiheen virheet

Kertolaskussa ja jakolaskussa

6.1 Kerto- tai jakolaskun
vilivaiheet asetettu vaa-
rin

Luvut on sijoitettu vaariin sarakkeisiin tai
muulla tavalla virheellisesti.

Engelhardt
Magne & Thorn
Spiers

6.2 Alasottovirhe jako-
laskussa

Laskija on pudottanut véirén luvun alas tai
alasottoa ei ole suoritettu lainkaan

Magne & Thorn

6.3 Liian suuri jakojdan-
nos

Vastaukseen on hyviksytty liian suuri jako-
jéannds

Magne & Thorn

7 Desimaalipilkun vir-
heet

Kaikissa laskutoimituksissa

Greenstein & Strain

7.1 Desimaalipilkku
asetettu vadrin

Desimaalipilkku on asetettu vaédradn paik-
kaan

Magne & Thorn

7.2 Desimaalipilkku
puuttuu vastauksesta

Desimaalipilkkua ei ole merkitty lainkaan

Magne & Thérn

7.3 Desimaalipilkku
lisdtty mielivaltaisesti
vastaukseen

Desimaalipilkku on lisétty, vaikka luku ei
ole desimaaliluku

Magne & Thorn

8 Muut virheet

Virheet, joita ei pysty luokittelemaan
muihin luokkiin
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”Virheellinen laskutoimitus” -pddluokassa (1) on neljd alaluokkaa, jotka sisdltavit
koko laskutoimitukseen liittyvid virheitd. Virhetyypeissd laskeminen on aloitettu
kokonaan vaarilla laskutoimituksella, sddnnot ovat sekoittuneet tai laskusuoritus on
jatetty kesken. ”Asettelun virheet” -pddluokassa (2) on puolestaan kahdeksan ala-
luokkaa. Asettelun virheet tapahtuvat padasiallisesti laskun alussa ennen kuin varsi-
naisesti ryhdytddn ratkaisemaan laskutoimitusta algoritmilla. Ndmé virheet voivat
olla yksityiskohtaisia yhden numeron korvautumisia tai laajempia koko luvun asette-
luun liittyvid virheitd, jossa lukuja ei ole asetettu paikka-arvon tai pyydetyn algorit-
min mukaisesti.

”Laskuvirheet” -pddluokka (3) jakaantuu kolmeen alaluokkaan. Yhteen- ja
vihennyslaskuvirheet sekd kerto- ja jakolaskuvirheet on erotettu omiksi luokikseen,
silld yhteen- ja vdhennyslaskuja voidaan laskea yksinkertaisilla strategioilla, mutta
kertolaskut opitaan ulkoa ja kertolaskujen ratkaisemisessa kiytetddn enemméin muis-
tistapalauttamisen strategiaa kuin muissa laskutoimituksissa (Résdnen ja Ahonen
1995, 282). Laskuvirheet, kun laskussa on 0 tai 1, liittyvét ndiden lukujen laskusédén-
tovirheisiin.

”Muistiinvientivirheet” -pddluokan (4) virheet voivat olla yhteenlaskualgo-
ritmissa sekd kertolaskualgoritmissa lukuja kerrottaessa tai yhteenlaskuvélivaiheessa.
Téasséd padluokassa on viisi alaluokkaa. Vastaavasti ”Lainausvirheet” -padluokan (5)
virheet voivat liittyd vdhennyslaskualgoritmissa lainattavaan lukuun, lainattuun lu-
kuun tai lukuun, johon lainattu luku lisétdén. Lisdksi nollasta johtuvat lainaus- ja
muistiinvientivirheet on eritelty omiksi alaluokikseen molemmissa padluokissa.

”Vilivaiheen virheet” -péddluokan (6) sisdltimaét virheet voivat esiintyé kerto-
laskualgoritmin yhteenlaskuvélivaiheessa tai jakolaskualgoritmin vilivaiheissa.
Kolmen alaluokan virheissd vilivaiheiden luvut on sijoitettu véériin sarakkeisiin tai
vidlivaihe on suoritettu virheellisesti. Kuitenkin kerto- ja jakolaskualgoritmien vili-
vaiheissa esiintyvit muistiinvienti- tai lainausvirheet on luokiteltu padluokkiin kolme
(muistiinvientivirheet) ja nelja (lainausvirheet).

”Desimaaliluvun virheet” -padluokka (7) siséltdd virheité, jotka voivat tapah-
tua desimaaliluvuilla laskettaessa tai jakolaskun osamdirdssd. Viimeiseen luokkaan
”Muut virheet” (8) on koottu virheet, joita ei voida luokitella mihinkddn muuhun
luokkaan luotettavasti. Koska ainoastaan valmiita laskutuotoksia analysoitaessa ei

voida kysya laskijalta itseltddn ajatteluprosessin kulkua, timé luokka on tarpeellinen.
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6 TUTKIMUSONGELMAT

Tassd tutkimuksessa halutaan selvittda:

1. Miten moninumeroisten lukujen peruslaskutoimitukset hallitaan toisen asteen

ammatillisten opintojen alussa teknisilld aloilla?

2. Miti virheité opiskelijat tekevét peruslaskutoimitusten algoritmeissa?

3. Tekevitkd matematiikan testissd eri osaamistasolla olevat opiskelijat erilaisia

virheitd peruslaskutoimitusten algoritmeissa?

7 TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

7.1 Aineiston kuvaus ja keruu

Tutkimuksen kohdejoukko koostui ensimmadisen vuosikurssin opiskelijoista Jyvasky-
lan ammattiopiston Teknisessd oppilaitoksessa (n=603) sekd Turun Ammatti-
instituutissa (n=486). Oppilaitoksissa suoritetaan toisen asteen ammatillisia tutkinto-
ja, ja suurin osa opiskelijoista tulee oppilaitoksiin suoraan peruskoulusta. Opiskeli-
joiden ikd vaihteli 15 vuodesta 32 vuoteen. Opiskelijoiden keski-ikd oli 16,8 vuotta
ja keskihajonta 1,6 vuotta. Opiskelijoista 80 % oli poikia ja tyttjd oli 20 %. Opiske-
lijoista 97 % (f=1035) ilmoitti didinkielekseen suomen, 0,2 % (f=2) ruotsin ja 3,2 %
(f=42) jonkin muun kielen. Tietoa didinkielestd ei saatu 0,9 %:lta (f=10) opiskelijois-
ta.

Kaikki oppilaitosten opiskelijat suorittivat matematiikan ldhtotason arviointi
-kokeen syksylld 2002 ja koepaperit saatiin kdytettavéksi tatd tutkimusta varten. Tut-
kimukseen valittiin Jyviskyldn ammattiopiston Teknisen oppilaitoksen kaikissa kou-
lutusohjelmissa opiskelevat opiskelijat sekd vastaavilla koulutusaloilla opiskelevat

opiskelijat Turun ammatti-instituutissa. Néin ollen opiskelijat opiskelivat auto- ja
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kuljetusalan, kone- ja metallialan, vaatetusalan, rakennusalan, talotekniikka-alan,
puualan, pintakisittelyalan, audiovisuaalisen viestinndn, painoviestinnin, laborato-
rioalan sekd sdhkoalan koulutusohjelmissa.

Matematiikan l&ht6tason arviointi -koe oli osa Niilo Miki Instituutin hanket-
ta, jonka tarkoituksena on muodostaa toiseen asteen ammatilliseen koulutukseen so-
veltuva matematiikan ldhtotasotesti. Koe oli ensimmadinen versio muodostettavasta
testistd. Kokeen tehtdvit koostuivat peruskoulun oppiméiridn keskeisistd oppisisil-
16istd. Yhtend osana tehtdvistd olivat allekkain laskettavat moninumeroiset peruslas-

kutoimitukset, jotka muodostivat timén tutkimuksen aineiston.
7.2 Mittarin kuvaus

Matematiikan ldhtotason arviointi -koe koostui 78 tehtdvéstd matematiikan eri osa-
alueilta. Aikaa kokeen suorittamiseen oli 40 minuuttia. Koe tehtiin ilman laskinta,
mutta opiskelijat saivat kiyttdd tyhjid papereita laskutoimitusten tekemisti varten.
Arviointikokeen ensimmaéinen sivu koostui esitietolomakkeesta, jonka tiyttdminen ei
sisdltynyt varsinaiseen koeaikaan. Kokeen tehtivét oli valittu niin, ettd ne kattavat
peruskoulun matematiikan oppimééran. Kokeessa arvioitiin opiskelijoiden matema-
tiikkan osaamista seuraavilla sisdltoalueilla: peruslaskutoimitukset yksinkertaisilla ja
moninumeroisilla luvuilla, lukujen suuruuden vertailu, yksikkdmuunnokset, prosent-
tilaskut, murtoluvut, tasogeometria ja ensimmdiisen asteen yhtélot. Lisdksi kokeessa
oli soveltavia sanallisia tehtdvia.

Tédmin tutkimuksen aineistoksi valittiin matematiikan 14ht6tason arviointi -
kokeesta moninumeroisten lukujen peruslaskutoimitustehtdvit. Tehtdvistd kaksi en-
simmédistd olivat yhteenlaskutehtivié, joista ensimmaéinen laskettiin kokonaisluvuilla
ja toinen desimaaliluvuilla. Kaksi seuraavaa laskua olivat vihennyslaskuja, joista
niin ikdén jalkimmainen laskettiin desimaaliluvuilla. Viides lasku oli kertolasku kak-
sinumeroisella kertojalla ja viimeinen lasku jakolasku kaksinumeroisella jakajalla.

Tutkimuksessa analysoidut tehtdvit on esitetty liitteessa 1.

7.3 Analyysimenetelmaét

Tutkimusongelmaa 1 varten aineistosta laskettiin jokaisen tehtdvédn kohdalla tehtdvéin

oikein ratkaisseiden ja védrin ratkaisseiden prosenttiosuudet sekd yrittimattd jatta-
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neiden osuus. Tutkimusongelmaa 2 varten opiskelijoiden tekemadt virheet luokiteltiin
taulukossa 1 olevan virheluokittelun avulla. Niille virheille, joita ei pystytty sijoitta-
maan mihinkddn valmiina olevaan virheluokkaan, muodostettiin uusi virheluokka
virhetyypin mukaisesti. Virheiden frekvenssit laskettiin ja vaihteluviliksi saatiin 0—
155. Osaa virhetyypeistd oli mahdollista tehd4d useammin kuin kerran samassa tehti-
vassd ja virhetyyppien vertailun helpottamiseksi saman virhetyypin lukumaardd ei
huomioitu, vaan pelkistdédn se, esiintyikd virhettd vai ei. Nédin ollen yksi opiskelija
pystyi tekemédn vain yhden kerran saman virhetyypin samassa tehtidvissd. Virhe-
luokista jétettiin pois sellaiset luokat, joiden frekvenssi koko aineistossa oli alle viisi,
koska mahdolliset huolimattomuusvirheet haluttiin karsia pois. Pois jétettdvien vir-
heiden lukumaééri valittiin ndin pieneksi siksi, ettd virheiden luokittelu oli tehty yksi-
tyiskohtaisesti, mikd synnytti virheluokkia, joiden frekvenssi oli pieni. Néitd virhe-
luokkia ei yhdistetty muihin virheluokkiin sen vuoksi, ettd virheet olivat tyypeiltdén
erilaisia, mink& vuoksi niitd ei voitu rinnastaa toisiinsa.

Tutkimusongelmassa 3 haluttiin selvittdd virhetyyppien ja matematiikan osaamis-
tason vilistd yhteyttd. Tutkimusongelmaa varten ei ollut mielekéstd analysoida yksit-
tdisten virheluokkien ja koko kokeen suoritustason yhteyttd, koska yksittdisten luok-
kien frekvenssit olivat pienid, mikéd vaikeutti niiden keskindisti vertailua. Jotta ma-
tematiikassa eri osaamistasolla olevien opiskelijoiden tekemid virheitd pystyttiin ver-
tailemaan, virheluokkia yhdistettiin laajemmiksi yldluokiksi. Virheluokkien yhdisté-
minen yléluokkiin tehtiin teoreettisin perusteluin asettelun virheisiin, laskuvirheisiin
sekd laskualgoritmin sdént6ihin liittyviin menetelmaéllisiin virheisiin. Virheluokkien
yldluokat ja niihin sisdltyvit virhetyypit on esitetty liitteessa 2.

”Asettelun virheet” -yldluokan virheet liittyvét lukujen ja laskutoimitusten tun-
nuspiirteiden hahmottamiseen ja visuaaliseen huomioimiseen. “Laskuvirheet” -
yldluokan virheet liittyvét aritmeettisten laskufaktojen muistista palauttamiseen seka
yksinkertaisten laskujen laskemiseen. “Menetelmilliset virheet” -yldluokan virheet
liittyvat algoritmin sdéintdjen noudattamiseen. Néiden lisdksi omana luokkana siily-
tettiin ”Virheellinen mutta systemaattinen algoritmi” -luokka sekd “Epétdydellinen
algoritmi” -luokka, koska ndiden virhetyyppien luonne poikkesi edelld mainituista.
Laskuissa, joissa oli desimaalilukuja, virheiden frekvenssi oli suuri. Jotta desimaali-
luvun erityispiirteestd johtuvat virheet eivit sekoittuisi muihin menetelmallisiin vir-

heisiin, ndma virheet késiteltiin omana virheryhmind. Samoin kuten yksittéisten vir-
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heluokkien kohdalla yhdistetyissd virheluokissa, merkitsevdnd ei pidetty virheiden
lukumddrdd vaan ainoastaan sitd, oliko opiskelija tehnyt tietyn tyyppisen virheen.
Opiskelijat hallitsivat eri laskutehtdvit eri tavalla ja niissd tehtdvissd, joissa osaamis-
prosentti oli hyvé, virheitd esiintyi viéhemmén. Téstd syystd virhetyyppien maéra
vaihteli eri tehtdvien valilla.

Opiskelijat jaettiin matematiikan osaamistason mukaan kahteen yhtd suureen
ryhméén koko kokeen painotetun summapistemddridn perusteella. Heikommin me-
nestyneiden opiskelijoita painotettu summapistemddrd oli valillda 25—140 ja parem-
min menestyneiden opiskelijoiden painotettu summapistemaéra oli vélilld 141-266.
Osaamistason ja laajempien virheluokkien vilistd yhteyttd tarkasteltiin ristiintaulu-
koinnilla ja y>-riippumattomuustestilli. Tarkemman tuloksen saamiseksi painotettu
summapistemadrd jaettiin myds kvartiileihin, mutta nididen ryhmien analysointi y>-
riippumattomuustestilld ei tuottanut poikkeavaa tietoa puolitetun summapistemaéran
tiedoista. Ndin ollen tutkimuksen opiskelijat pidettiin jaettuna kahteen ryhméén
osaamistason mukaan. Aineistossa oli koevastauksia, joissa algoritmitehtidvissd ei
ollut merkintdd lainkaan, ratkaisuyrityksestd ei saanut selvdi tai se oli ratkaistu vaa-
rin ilman algoritmia. Ndiden vastausten méadrd rajattiin pois osaamistason ja virhe-
tyypin vélistd yhteyttd tarkasteltaessa. Télloin pystyttiin vertailemaan virhetyypin ja

tehtdvissd todellisuudessa virheelliseen ratkaisutapaan padtyneiden maaraa.

7.4 Luotettavuus

Tutkimuksen luotettavuutta tarkastellaan reliabiliteetin ja validiteetin késitteiden
avulla. Reliabiliteetilla tarkoitetaan mittarin kykya antaa ei-sattumanvaraisia tuloksia
(Heikkild 1999, 179). Jos siis tutkimuksen reliaabelius on hyvéé, saadaan samankal-
taisia tuloksia mittausta toistettaessa ja tulokset eivit riipu arvioitsijasta (Hirsjarvi,
Remes & Sajavaara 2000, 213). Tutkimuksen reliabiliteettia voidaan mitata esimer-
kiksi kahdella rinnakkaismittarilla tai mittaamalla mittarin eri osa-alueiden vilistd
korrelaatiota (Nummenmaa, Konttinen, Kuusinen & Leskinen 1997, 202). Eri tehta-
vien vilistd korrelaatiota voidaan tarkastella esimerkiksi Cronbachin o -kertoimen
avulla, miki tarkoittaa kokeen sisdistd johdonmukaisuutta. Kerroin voi olla valilla
[0,1] ja 1dhelld yhti oleva kerroin kertoo tehtdvien hyvistd kyvysti erotella oppilaita.
(Heikkila 1998, 179.)
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Tassd tutkimuksessa oli jokaisesta laskutoimituksesta vain yksi tehtdva, jol-
loin saman laskutoimituksen virheluokkien korrelaatiota eri tehtdvien vililld ei pys-
tytty tarkastelemaan. Aikaisemmissa matematiikan oppimistuloksia arvioivissa tut-
kimuksissa Cronbachin o -kertoimen arvot ovat kuitenkin olleet vélilld 0.70-0.90
(Korhonen 1999, 25; Kupari 1998, 220; Wuolijoki 2003, 41). Tutkimuksissa kaytet-
tyjen tehtidvien luotettavuusindeksit ovat siis olleet varsin hyvid. Virheiden ana-
lysoinnin reliabiliteettia pyrittiin lisidméadn toistamalla virheiden luokittelu eli opis-
kelijoiden koevastaukset analysoitiin kahteen kertaan.

Validiteetin kisitettd kéytetddn kuvaamaan mittaustuloksista tehtyjen johto-
paatosten kayttokelpoisuutta ja mielekkyyttd. Validiteetin késitteestd voidaan erottaa
sisdinen ja ulkoinen validiteetti, joista ulkoisella validiteetilla tarkastellaan sitd, missé
méidrin tulokset ovat yleistettdvissd. (Metsdmuuronen 2000, 41-42.) Mittari ei kui-
tenkaan itsessddn ole validi, vaan valideja ovat tutkijan tekemit padtelmét mittarin
antamista tuloksista (Hirsjarvi ym. 2000; Nummenmaa ym. 1997, 23.) Tarkasteltaes-
sa timén tutkimuksen ulkoista validiteettia voidaan sanoa, ettd tulokset ovat yleistet-
tavissd kisittdmadn toisen asteen opintojaan teknisilld aloilla aloittavia opiskelijoita.
Tuloksia ei voida yleistdd koskettamaan koko ikdryhméi tai yleensd toisen asteen
opintoja aloittavia opiskelijoita, silld opiskelijat ovat tehneet valinnan tullessaan
opiskelemaan teknisid aloja. Opiskelijat ovat siis valikoituneet teknisille koulu-
tusaloille. Analysoitujen koevastauksien médri oli huomattavan suuri (n=1089), mi-
ki on ulkoista validiteettia parantava tekija.

Sisdiselld validiteetilla tarkoitetaan puolestaan mittarin ominaisuuksiin liitty-
vid luotettavuutta. Télld kédsitteelld tarkoitetaan mittarin kykyd mitata juuri niitd asi-
oita, mitd on tarkoitus mitata. (Metsdmuuronen 2000, 41-42.) Tdssd tutkimuksessa
oli tehtdvét yksittdisid laskutehtévid, jolloin ei ollut vaarana, ettd monimutkaiset vir-
kerakenteet tai ylimaddrdisend annetut tiedot provosoisivat vddriin laskuratkaisuihin.
Mittarin sisdistd validiteettia voidaan tarkastella vield tarkemmin siséllon validiteetin
(content validity) ja rakennevaliditeetin (construct validity) késitteiden avulla. Sisil-
16n validiteettia tarkastellessa arvioidaan sitd, ettd kattavatko mittariin valitut kéasit-
teet tarpeeksi laajasti tutkittavan ilmion. Rakennevaliditeetin tarkastelussa puolestaan
arvioidaan mittarin osioiden rakenteiden yhdenmukaisuutta ilmién rakenteiden kans-
sa. (Metsamuuronen, 2000, 51.)

Téssd tutkimuksessa kdytetyn mittarin sisdllon validiteetin tarkastelussa on
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huomioitava, ettd mittarissa oli ainoastaan kuusi laskutehtidvad, joiden perusteella
arvioitiin peruslaskutoimitusten algoritmien hallintaa ja niissd esiintyvid virheita.
Jokaisesta laskutoimituksesta oli yksi kokonaisluvuilla laskettava tehtdvé ja lisdksi
yhteen- ja vihennyslaskuista oli desimaaliluvuilla laskettavat tehtdvét. Tuloksia tar-
kastellessa on huomioitava tdmi mittarin kapea-alaisuus. Voidaan pohtia sité, voi-
daanko yhdessd peruslaskutoimitustehtdvissd esiintyneen suorituksen perusteella
tehdé paitelmid moninumeroisten lukujen peruslaskutoimitusten ja algoritmin hallin-
nasta. Mittarin siséllon validiteettia parantaa kuitenkin se, ettd tehtdvit oli valittu
siten, ettd ne edustavat mahdollisimman hyvin niitd peruslaskutoimitusten algoritmi-
en ominaisuuksia, jotka tdytyy hallita peruskoulun kuudenteen luokkaan mennessa.
Tutkimuksen rakennevaliditeettia parantaa se, ettd mittarin tehtdvét ja tehtdvidnanto
ohjasivat laskemaan laskut algoritmeilla ja toisaalta se, ettd virheluokitus tehtiin yksi-

tyiskohtaisesti.

8 TULOKSET

Tulokset kolmeen eri tutkimusongelmaan esitetdéin omissa alaluvuissaan. Alaluvussa
8.1 kuvataan peruslaskutoimitusten hallintaa moninumeroisilla luvuilla. Jokaisessa
laskutehtdvissé tarkastellaan oikein ratkaisseiden, virheellisesti ratkaisseiden ja teh-
tdvin ilman merkintdi jittineiden opiskelijoiden osuuksia. Alaluvussa 8.2 esitetddn
opiskelijoiden tekemét yleisimmaét virheluokat. Yleisimmaét virhetyypit tuodaan esille
sekd koko ryhmén osalta ettd osaamistasoittain. Kolmannessa alaluvussa 8.3 tarkas-

tellaan virheluokkien yhteyttd osaamistasoon.

8.1 Peruslaskutoimitusten hallinta moninumeroisilla luvuilla

Ensimmadisessa tutkimusongelmassa haluttiin selvittid sitd, kuinka hyvin peruslasku-
toimitukset hallitaan moninumeroisilla luvuilla. Yhteenvetona voidaan todeta, ettd
peruslaskutoimitusten hallinnassa oli suuria eroja laskutoimituksesta riippuen. Par-

haiten osattiin yhteenlasku kokonaisluvuilla, jonka ratkaisi oikein ldhes kaikki opis-
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kelijat. Heikoiten puolestaan hallittiin jakolasku, jonka ratkaisi oikein vain viidennes
opiskelijoista. Kuviossa 1 on esitetty oikein ratkaistujen, virheellisesti ratkaistujen

sekd ilman merkintdi jitettyjen tehtivien prosenttiosuudet.

Osaamisprosentit peruslaskutoimitusten moninumeroisilla luvuilla
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KUVIO 1. Peruslaskutoimitusten hallinta moninumeroisilla luvuilla (n=1089)

Kuviosta 1 ndhdéén, etti yhteenlasku kokonaisluvuilla osattiin parhaiten osaamispro-
sentin ollen 92,6 (f=1008). Tehtdvén ratkaisi kuitenkin virheellisesti 6,8 % (f=72)
opiskelijoista. Ainoastaan 0,6 % (f=7) opiskelijoista jatti tehtdvan ilman mitdén mer-
kintad. Toinen yhteenlaskutehtévi laskettiin desimaaliluvuilla ja tehtdvin hallinta oli
selvésti heikompaa kuin kokonaisluvuilla laskettaessa. Témén tehtdvdn oikein rat-
kaisseiden osuus oli 75,5 % (f=822) opiskelijoista. Tehtdvén ratkaisi virheellisesti
20,1 % (f=219) opiskelijjoista ja 4,4 % (f=48) opiskelijoista jétti timén tehtivin il-
man ratkaisua.

Vihennyslaskun hallinta oli selvisti heikompaa kuin yhteenlaskun. Vahen-

nyslaskun kokonaisluvuilla ratkaisi oikein vain hiukan yli puolet opiskelijoista (55,6
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%). Vahennyslaskun desimaaliluvuilla ratkaisi oikein hiukan vihemmaén opiskelijoita
osaamisprosentin ollen 50 (f=544). Molemmissa vdhennyslaskuissa ldhes yhtd suuri
osuus opiskelijoista ratkaisi tehtdvén virheellisesti: kokonaisluvuilla 41,7 % (f=454)
ja desimaaliluvuilla 41,3 (f=450). Opiskelijoista 2,8 % (f=30) jétti kokonaislukuteh-
tavan ilman merkintid, mutta selvisti suurempi joukko opiskelijoita (8,7 %) jatti de-
simaalilukutehtdvin ilman merkint4a.

Kerto- ja jakolaskun ratkaisivat oikein vain selvésti alle puolet opiskelijoista.
Kertolaskun osaamisprosentti oli 39 % (f=425) ja véérin ratkaisseiden osuus oli 51,1
% (f=556). Noin kymmenesosa opiskelijoista (9,9 %) ei yrittanyt ratkaisua paperille.
Jakolaskun hallinta oli peruslaskutoimituksista kaikkein heikointa. Tdmén tehtidvin
ratkaisi oikein vain viidennes opiskelijoista (19,3 %). Virheellinen ratkaisutapa oli
50,4 %:lla opiskelijoista. Vajaa kolmannes opiskelijoista (30,3 %) ei yrittdnyt lain-

kaan jakolaskun ratkaisua paperille.

8.2 Algoritmien virheet

Tutkimusongelmassa 2 haluttiin selvittdd sitd, millaisia virheitd opiskelijat tekevit
peruslaskutoimitusten algoritmilaskuissa. Algoritmitehtidvien virheet analysoitiin ja
luokiteltiin tutkimusta varten laaditun virheluokituksen avulla. Virheluokituksessa oli
31 luokkaa, joista seitseméd virhetyyppid ei esiintynyt missddn peruslaskutehtdvassa.
Luokat olivat ’Osittainen korvautuminen”, ”V&ara laskusuunta”, ”Vastauksen luvut
asetettu vddrddn sarakkeeseen”, ”Lainaa luvun arvon, ei paikka-arvon mukaisesti”,
”Lainaa paikka-arvoltaan pienemméltd suuremmalle”, “Desimaalipilkku asetettu
vadrin ja “Desimaalipilkku lisitty mielivaltaisesti vastaukseen”. Jos algoritmin vir-
heellistd ratkaisutapaa ei pystytty tulkitsemaan, sijoitettiin se “Muut virheet” -
luokkaan. Opiskelijoiden vastauksissa esiintyi my0s virheitd, joille ei ollut valmiiksi
virheluokkia luokituksessa. Téllaisia virhetyyppeja varten muodostettiin uudet virhe-
luokat. Kuvioissa 2 (s. 38 ), 4 (s. 39 ), 6 (s. 41), 8 (s. 43), 10 (s. 45), ja 12 (s. 47) ai-
neistosta muodostetut virheluokat ovat ndkyvissd "Muut virheet” -luokan jilkeen.
Virheluokkien yleisyyttéd tarkasteltiin virheiden frekvenssien avulla. Koevas-
tauksia analysoitaessa huomioitiin vain se, oliko opiskelija tehnyt virheen vai ei, ei
virhetyypin lukumiirda samassa tehtdavéssid. Analysointi tehtiin ndin, jotta pystyttiin

vertailemaan eri virhetyyppien yleisyyttd algoritmissa. Esimerkiksi kertolaskussa oli
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mahdollista tehdd monta faktavirhettd, mutta laskutoimituksen korvautumisvirhettd
oli mahdollista tehda vain kerran samassa tehtdvassa. Niin ollen vaikka tulosten esit-
telyssd puhutaan virheiden lukuméiéréstd, tarkoittaa se todellisuudessa virhetyypin

tehneiden opiskelijoiden lukumééraa.

8.2.1 Kokonaislukujen yhteenlaskutehtdvén virheet

Virheluokituksessa oli kokonaislukujen yhteenlaskulle 20 eri virhetyyppid. Kuten
edelld todettiin, kokonaislukujen yhteenlasku osattiin parhaiten, ja tehtdvissa tehtiin
yhteensd vain 52 virhettd. Kokonaislukujen yhteenlaskun koevastauksissa esiintynei-
td virheitd varten ei ollut tarvetta muodostaa uusia virheluokkia ja lisdksi 14 virhe-
luokan virheitd ei tehty tehtivissd lainkaan. Néin ollen tehtdvéssd tehtiin kuutta eri

virhetyyppié (kuvio 2).

Virheet kokonaislukujen yhteenlaskualgoritmissa (f=52)

Korvautuminen toisella | 7

\
Epéataydellinen laskusuoritus 3

Luvut asetettu virheellisesti 5

Luvun korvautuminen | 17

Virheluokka

Laskuvirheet

Muut virheet 3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

| 17
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KUVIO 2. Kokonaislukujen yhteenlaskutehtdvén virheluokat ja virheiden frekvenssit

Yleisimmat virheet olivat laskuvirheet ja numeron tai luvun korvautuminen, joita teki
molempia 17 opiskelijaa. Kokonaislukujen yhteenlaskutehtidvassi luvussa 1062 oli

numero kuusi korvautunut yleisesti nollalla (kuvio 3).
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KUVIO 3. Numeron korvautuminen

Kokonaislukujen yhteenlaskussa virheet liittyivét siis 1dhinnd asettelun virheisiin tai
laskuvirheisiin. Yhteenlaskualgoritmin sddnnot opiskelijat olivat muistaneet, silld

algoritmin sddntdihin liittyvid virheiti ei tehty.

8.2.2 Desimaalilukujen yhteenlaskutehtdvan virheet

Sen sijaan desimaalilukujen yhteenlaskutehtividsséd tehtiin virheitd runsaasti enem-
min. Virheiden lukumiird oli yhteensd 213, ja virheet jakautuivat 12 virheluokan
kesken (kuvio 4). Tehtdvin virheet painottuivat desimaaliluvun hallintaan. Huomioi-
tavaa on, ettd yleisimmin tehtdvéssd esiintyneet virheet olivat sellaisia, joita ei ollut

virheluokituksessa, vaan virheluokat muodostettiin aineiston pohjalta.

Virheet desimaalilukujen yhteenlaskualgoritmissa (f=213)

Korvautuminen toisella §
Epitiydellinen laskusuoritus []3

Luvut asetettu virheellisesti ] 32

Nron tai luvun korvautuminen 8

Nron tai luvun huomiottajéttdminen 6

Laskuvirheet 30

Laskuvirheet, kun laskussa Otail 15

Virheluokka

Desimaalipilkku puuttuu vastauksesta ] 26

Muut virheet [J1

Lisad nollan desimaalipilkun jilkeen ] 34

Desimaaliluvun osat asetettu tai laskettu virheellisesti ] 53

Laskee viirit luvut yhteen [ 17
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KUVIO 4. Desimaalilukujen yhteenlaskutehtévin virheluokat ja virheiden frekvens-

sit
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Eniten tehtdvéssd tehtiin “Desimaaliluvut asetettu tai laskettu virheellisesti” -
virheluokan virheitd, joita teki 53 opiskelijaa. Tehtdvissd oli esimerkiksi asetettu
kymmenesosat paikkajdrjestelmin vastaisesti ja desimaaliosat laskettiin yhteen vilit-
tamattd paikka-arvosta (kuvio 5a). Seuraavaksi suurimmat luokat olivat ”Liséé nollan
desimaalipilkun jélkeen” -luokka (f=34) sekd “Virheellinen asettelu” -luokka (f=32).
”Lisdé nollan desimaalipilkun jdlkeen” -luokassa tehtdvédnannossa luvun 48,2 sadas-
osiin ei ollut merkitty lukua nolla, joten osa opiskelijoista lisdsi nollan lukuun helpot-
taakseen laskemista. Nolla liséttiin sadasosien sijasta kymmenesosien paikalle ja

luvusta tuli muotoa 48,02.

a) i b)
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KUVIO 5. Esimerkkivirheitd desimaalilukujen yhteenlaskualgoritmissa:

a) Desimaaliluvun osat asetettu tai laskettu virheellisesti, b) Virheellinen asettelu

”Virheellinen asettelu” -virheluokka liittyi myds desimaaliluvun hallintaan, silld ta-
man luokan virheissd desimaaliosia ei ollut osattu asettaa sddntdjen mukaisesti (ku-
vio 5b). Tamén vuoksi pilkut eivit olleet kohdakkain eivitkd luvut olleet paikkajér-
jestelmén mukaisesti. Myos kolmannessa aineiston pohjalta muodostetussa virheluo-
kassa “Laskee vadrit luvut yhteen” opiskelija ei ole noudattanut paikkajérjestelmaa

laskusuorituksen aikana, vaan vadrien sarakkeiden luvut on laskettu yhteen.

8.2.3 Kokonaislukujen vihennyslaskutehtdvén virheet

Viéhennyslaskutehtdvassd kokonaisluvuilla tehtiin 432 virhettd. Virheet jakautuivat

12 virheluokan kesken (kuvio 6). Yleisimmat virheet liittyivét vdhennyslaskussa tar-

vittavaan lainaamiseen.
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Virheet kokonaislukujen vahennyslaskualgoritmissa (f=432)

Korvautuminen toisella 18

Epétéydellinen laskusuoritus | 44

Lukujen reversaali asettelussa 11
Luvun korvautuminen [__] 6

Laskuvirheet 23
Laskuvirheet (0 tai 1) []6

Jatta huomiotta lainatun luvun arvon muutoksen ] 76

Virheluokka

Reversaali laskun sisalla ] 81

Sekaannus nollan yli lainauksessa ]39

Muut virheet | 43

Lainaa nollasta ]53

Lis&4 lainatun luvun virheellisesti 32
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KUVIO 6. Kokonaislukujen vihennyslaskutehtévén virheet

Yleisin virhetyyppi oli laskun sisdlld tapahtunut reversaali (f=81) (kuvio 7a), jossa
vihentdjd ja vdhennettdvd kddnnettiin, ettei lainausta tarvinnut tehdd. Seuraavaksi
yleisin virhetyyppi oli sellainen, jossa opiskelija jatti huomiotta lainatun luvun arvon
muutoksen (f=76). Téssé tapauksessa luvusta oli lainattu, mutta oli jitetty huomiotta
se, ettd luvun arvo vihenee siitd lainattaessa. Tehtdvissa tarvittiin lisdksi kahden nol-
la yli lainaamista, mistd aiheutui paljon virheitd. Sekaannus nollan yli lainauksessa -
virheluokka (f=39) tarkoitti sitd, ettd opiskelija lainasi luvut molemmille nollille tu-
hansista (kuvio 7b). Osa opiskelijoista ratkaisi nollista vihentdmisen tavalla, jossa he
lainasivat tarvittavan luvun suoraan nollasta (f=53) tai muuttivat luvun nolla kym-
meneksi (kuvio 7c). Laskutoimituksen heikkoa osaamista osoitti myds se, ettd 44

opiskelijaa jatti tehtdvén kesken.



42

KUVIO 7. Esimerkkivirheitd kokonaislukujen viahennyslaskualgoritmissa:

a) Reversaali laskun sisilld, b) Sekaannus nollan yli lainauksessa, ¢) Lainaa nollasta

Muut virheet -luokka kasvoi tdssi laskutehtdvéssa suureksi (f=43), koska osa opiske-
lijoiden ratkaisutavoista oli hankalasti tulkittavissa. Kokonaislukujen yhteenlaskussa
virheitd oli paljon vihemman, joten desimaaliluvuilla laskeminen tuotti opiskelijoille

vaikeuksia ja virheellisid ratkaisutapoja.

8.2.4 Desimaalilukujen vdhennyslaskutehtévin virheet

Desimaalilukujen vdhennyslaskussa tehtiin yhteensd 507 virhettd. Tassd tehtdvassd
olevat virheet liittyivét 1dhinnd lainaukseen ja desimaalilukuun. Virheluokat on esi-
tetty kuviossa 8 ja kuviossa 9 on esimerkkejd desimaalilukujen vdhennyslaskutehté-

van virheista.
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Virheet desimaalilukujen vahennyslaskualgoritmissa (f=507)

Korvautuminen toisella 20

Epétdy dellinen laskusuoritus B7
Luvut asetettu virheellisesti 25

Lukujen reversaali asettelussa 15

Luvun korvautuminen [7] 8
Luvun huomiottajéttaminen 12
Pudottaa luvun vastaukseen [7] 8

Laskuvirheet 25

Jéttad huomiotta lainatun luvun arvon muutoksen 139

Reversaali laskun sisdlld ] 46

Virheluokka
L

Sekaannus nollan yli lainatessa [ 10

Desimaalipilkku puuttuu vastauksesta 21

Muut virheet 14

Desimaaliosan luvut asetettu tai laskettu virheellisesti 1155

Lainaa nollasta [ ] 11
Ei liséd lainattuun lukuun lukua 28
Liséa lainatun luvun virheellisesti 28

Lisdd nollan desimaalipilkun jilkeen [ 5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Lukumaara

KUVIO 8. Desimaalilukujen vdhennyslaskutehtdvdn virheluokat ja virheiden frek-

venssit

Selkedsti suurin virheluokka oli ”Desimaaliosat asetettu tai laskettu virheellisesti”
(f=155) (kuvio 9a). Samoin kuin desimaalilukujen yhteenlaskussa myds desimaalilu-
kujen vahennyslaskussa osa opiskelijoista laski desimaaliosat niin, ettd ne eivit nou-
dattaneet paikkajirjestelméd. Toiseksi suurin virheluokka oli ”Reversaali laskun si-
sdlld” (f=46). Lainausvirheitd “Jattdd huomiotta lainatun luvun arvon muutoksen”
(f=39) seké “Ei lisdé lainattuun lukuun lukua” (f=28) (kuvio 10b) tehtiin eniten. J&l-
kimmdéinen virhe tapahtui silloin, kun lainauksessa lainattua lukua kuten esimerkiksi

kymmenta ei lisdtty ykkosiin.
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KUVIO 9. Esimerkkivirheitd desimaalilukujen vihennyslaskualgoritmissa:
a) Desimaaliluvut asetettu tai laskettu virheellisesti, b) Ei lisdd lainattuun lukuun

lukua

”Lisédd lainatun luvun virheellisesti” -luokan (f=22) virheiti tehtiin siten, ettd luvusta
lainattiin esimerkiksi yhdeksdn tai yksitoista. Mielenkiintoista oli se, ettd kuusi lai-
nausta oli tehty niin, ettd luvusta lainattiin juuri sen verran, mitd vahennettavéén tar-
vittiin. Laskusuorituksista 12:ta ei pystytty luokittelemaan luotettavasti, joten ndma
laskusuoritukset luokiteltiin muiksi virheiksi. Huomioitavaa on se, ettd “Desimaa-
liosat asetettu tai laskettu virheellisesti”, ”Ei lisdé lainattuun lukuun lukua” ja “Liséa
lainatun luvun virheellisesti” -virheluokat olivat aineistosta muodostettuja luokkia.
Desimaalilukujen vihennyslaskutehtivii varten jouduttiin muodostamaan uusia vir-

heluokkia eniten kaikista algoritmitehtivista.

8.2.5 Kertolaskutehtdvan virheet

Kertolaskun virheitd tehtiin yhteensd 605 kappaletta ja virheet jakautuivat 15 virhe-
luokan kesken. 41 laskusuoritusta ei pystytty tulkitsemaan, joten ndmi suoritukset
luokiteltiin muihin virheisiin. Kuviosta 10 nihddin kertolaskutehtdvén virheet. ”Vie
kertolaskun muistinumeron vairdan paikkaan” ei ole varsinainen virheluokka. Vaik-
ka muistinumero olisi merkitty védrdaan kohtaan laskussa, se ei vilttimaétti tuota kui-
tenkaan virheellistd ratkaisutapaa. Virheellistd merkintdtapaa kédytti kuitenkin 178

opiskelijaa.
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Virheet kertolaskualgoritmissa (f=605)

\ \ \
Epétdydellinen laskusuoritus ] 89

Virheellinen mutta systemaattinen algoritmi 35

Virheellinen asettelu =19

Pudottaa luvun vastaukseen [15

Kertolaskufaktojen virheet ] 76

Laskuvirheet []1
Laskuvirheet (0 tai 1) I,-‘_l 5
Ei huomioi muistinumeroa 42

Muistinro merkitdin suoraan tulokseen [_][7

Virheluokka

Muistinro lisédtty védrién sarakkeeseen [ 13

Vie paikka-arvoltaan vidrin luvun muistiin [ 1

Kertolaskun vilivaiheet asetettu vadrin |97

Muut virheet 41

Nollavirhe []9

Vidrd laskujirjestys kertolaskun muistinumerossa |99

Vie kertolaskun muistinumeron véardin paikkaan : : : : : : : /178
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KUVIO 10. Kertolaskutehtdvin virheluokat ja virheiden frekvenssit

Yleisin virhetyyppi oli ”Védra laskujirjestys muistinumerossa” (f=99), jossa muisti-
numeron lisdys suoritettiin vadrdssd laskujirjestyksessd, mikd aiheutti védrin tulok-
sen (kuvio 11a). Merkittdvda on se, ettd titd virhettd ei ollut huomioitu aikaisemmis-
sa virheluokituksissa. Kertolaskutehtdvdssd muistinumero oli asetettu (f=178) yh-
teenlaskun muistinumeron tapaan kerrottavan ylipuolelle (kuvio 11a, c). Ristiintau-
lukoinnilla ja y>-riippumattomuustestin avulla tarkasteltiin ndiden virheiden yhteyttad
ja havaittiin, ettd muistinumeron merkintd vaarddn paikkaan oli erittdin merkitsevésti
yhteydessd muistinumeron kertomisen kanssa. 86,6 % (f=86) opiskelijoista, jotka
olivat asettaneet muistinumeron vadrddn paikkaan, olivat kertoneet muistinumeron

(x?(1) =396.12, p = .000).
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KUVIO 11. Esimerkkivirheitd kertolaskualgoritmissa: a) Vaara laskujirjestys muis-
tinumerossa, Vie kertolaskun muistinumeron véddraan paikkaan, b) Kertolaskun vili-
vaiheet asetettu vddrin, Muistinumero merkitty suoraan tulokseen, c) Kertolaskun

vélivaiheet asetettu védrin, d) Virheellinen mutta systemaattinen algoritmi

Toiseksi suurin virheluokka kertolaskutehtdvdssd oli vélivaiheiden asettelu vddrin
(f=97), jossa kymmenten rivi oli asetettu suoraan ykkosten alapuolelle (kuvio 11b,
c). Kertolaskun faktavirheitd tehtiin my6s paljon (f=76) samoin kuin laskuvirheiti
nollalla ja ykkoselld (f=51). Kertolaskussa oli kédytetty myos virheellistd mutta sys-
temaattista algoritmia 35 kertaa, jolloin opiskelijat kéyttivdt pddasiassa yhteenlaskun
sdantdjd laskiessaan kertolaskualgoritmia (kuvio 11d). Laskutoimituksen jdtti epa-
taydelliseksi 89 opiskelijaa, mikéd oli mairéllisesti enemméin kuin aiemmissa lasku-

toimituksissa.
8.2.6 Jakolaskutehtdvén virheet
Jakolaskun hallinta peruslaskutoimituksista oli heikointa. Virheitd tehtiin yhteensi

407 kappaletta, jotka jakaantuivat 14 virheluokan kesken. Perdti 133 virhettd oli

tyyppid “Epétidydellinen algoritmi”. Kuviossa 12 on esitetty jakolaskun virheet.
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Epétéydellinen laskusuoritus

Virheellinen mutta systemaattinen algoritmi
Luvut asetettu virheellisesti

Luvut asetettu toisen algoritmin mukaan
Siséltojakovirheet

Kertolaskufaktojen virheet

Laskuvirheet

Jakolaskun vilivaiheet asetettu véarin

Vrheluokka

Alasottovirhe

Liian suuri jakojaannds

Muut virheet

Merkitsee jakojaéinnoksen vastaukseen
Desimaalipilkku asetettu vaérin vastaukseen

Laskee luvut vdérin péin

Virheet jakolaskualgoritmissa (f=407)
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KUVIO 12. Jakolaskutehtdvin virheluokat ja virheiden frekvenssit

Virheellinen asettelu oli myos yleistd (f=68). Tyypillisté oli se, ettd jakokulman sijas-

ta luvut oli asetettu jakoviivalle. Liséksi opiskelijat olivat asetelleet luvut kertolasku-

algoritmin mukaan 33 kertaa (kuvio 13a). Jakolaskulle tyypillisessd luvun alasotossa

opiskelijat tekiviat myos virheitd (f=34) (kuvio 13b). Virhe saattoi tapahtua niin, ettd

opiskelija ~oli pudottanut” vdirin luvun alas tai oli lisdnnyt nollan osamiirdén aina,

kun alasotto tapahtui.
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KUVIO 13. Esimerkkivirheitd jakolaskualgoritmissa: a) Luvut asetettu toisen algo-

ritmin mukaan, b) Alasottovirhe, ¢) Virheellinen, mutta systemaattinen algoritmi

Virheellinen mutta systemaattinen algoritmi jakolaskussa (f=25) oli tehty useimmiten
siten, ettd jakolaskutehtdva ratkaistiin kertolaskun sddnnoilla (kuvio 13c¢). Jakolasku-
tehtédvin virheitd tutkittaessa on tarkedd huomata se, ettd kuviossa 12 esitettyjen vir-

heiden liséksi 407 (30,3 %) opiskelijaa oli jéttényt tehtdvipaperin ilman merkintaa.

8.3 Matematiikan osaamistason yhteys algoritmien virheisiin

Tutkimusongelmassa 3 haluttiin selvittid sitd, onko matematiikan 1dhtdtason arvioin-
tikokeessa menestymisen ja opiskelijan peruslaskutoimitustehtévissd tekemien algo-
ritmivirheiden vililld yhteyttd. Oletettavaa on, ettd matematiikan kokeessa heikom-
min menestyneet opiskelijat tekevdt enemmain virheitd kuin paremmin menestyneet
opiskelijat. Opetuksen kannalta on arvokasta tunnistaa heikkojen opiskelijoiden te-
kemiét virhetyypit, koska télldin opiskelijan tekemét virheet antavat suuntaa hinen
yleisestd matematiikan osaamisestaan. Lisdksi oltiin kiinnostuneita siitd, onko ole-
massa virhetyyppeja, joita tekevét hyvin menestyneet opiskelijat tai kaikki opiskelijat
osaamistasosta riippumatta.

Opiskelijat jaettiin matematiikan 1dht6tason arviointikokeen painotetun sum-
mapistemédran perusteella kahteen yhtd suureen ryhméén, ja matematiikan osaamis-
tason yhteyttd algoritmien virheisiin tutkittiin vertailemalla virhetyyppien esiinty-
vyyttd ndissd kahdessa ryhmissd. Yksittdiset virheluokat yhdistettiin suuremmiksi
yldluokiksi eli asettelun virheisiin, menetelmaillisiin virheisiin sekd laskuvirheisiin,
jotta virhetyypit olisivat paremmin vertailtavissa. Virheluokkia “Epatidydellinen algo-

ritmi” ja ”Virheellinen mutta systemaattinen algoritmi” ei yhdistetty muihin ylaluok-
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kiin vaan niiden yhteyttd osaamistasoon analysoitiin itsendisind virhetyyppeind (liite
2). Kaytettdessd nimitystd ryhma 1 tarkoitetaan heikommin menestyneitd opiskelijoi-
ta ja kdytettdessd nimitystd ryhmé 2 tarkoitetaan paremmin menestyneiti opiskelijoi-

ta.

8.3.1 Yhteenlasku

Kokonaisluvuilla lasketun yhteenlaskun ratkaisua yritti 1068 opiskelijaa, joista 49,2
% (n=525) kuului ryhméén 1 ja 50,8 % (n=543) ryhmiin 2. Tehtévin ilman merkin-
tdd jatti vain osaamistasoltaan heikommat oppilaat (f=9). Yksittiisistd virheluokista
muodostettiin kaksi yldluokkaa: asettelun virheet ja laskuvirheet. Taulukossa 2 on

esitetty kokonaislukujen yhteenlaskun virheluokat osaamistasoryhmittéin.

TAULUKKO 2. Kokonaislukujen yhteenlaskutehtdvin virheluokat osaamistasoryh-
mittdin (n=1068)

Ryhma 1 Ryhma 2 Yhteensa
(n=525) (n=543)
Asettelun virheet 16 13 29
55,2 % 44,8 % 100,0 %
Laskuvirheet 13 4 17
76,5 % 23,5% 100,0 %

Yhteenlaskussa kokonaisluvuilla tehtiin vahén virheitd muihin laskutehtédviin verrat-
tuna, ja virhetyypeistd laskuvirheiden havaittiin olevan yhteydessd osaamistasoon
mutta asettelun virheiden ei. Taulukosta 2 ndhddin, ettd asettelun virheitd tehneitd
opiskelijoita oli ldhes yhtd monta molemmissa osaamistasoryhmissi. Tilastollinen
analyysi (y>-riippumattomuustesti) osoitti, ettd asettelun virheilld ja osaamistasolla ei
ole yhteyttd (3> (1) = .432, p = .511) eli ndyttéisi siltd, ettd yhteenlaskutehtdvén aset-
teluvirheitd opiskelijat tekivdt osaamistasosta riippumatta. Yhteenlaskun laskuvir-
heilld ja osaamistasolla sen sijaan todettiin melkein merkitsevd yhteys (x> (1) =

5.156, p <.05).



50

Desimaalilukujen yhteenlaskutehtévdssd virheiden méérd oli huomattavasti
suurempi kuin kokonaisluvuilla laskettaessa. Tétd tehtdvaa yritti ratkaista 1015 opis-
kelijaa, joista 46,8 % kuului ryhméén 1 ja 53,2 % ryhméén 2. Tehtdvéan jatti ilman
merkintdd 47 opiskelijaa. Osaamistasoltaan heikompia opiskelijoita oli 91,5 % (f=43)
ja osaamistasoltaan parempia opiskelijoita 8,5 % (f=4). Tehtivéssi esiintyneet virhe-
luokat yhdistettiin asettelun virheiksi, laskuvirheiksi sekd desimaaliluvun virheiksi.

Taulukosta 3 ndhdédédn virheiden miérit osaamistasoryhmittéin.

TAULUKKO 3. Desimaalilukujen yhteenlaskutehtivdan virheluokat osaamis-
tasoryhmittéin (n=1015)

Ryhma 1 Ryhméa 2 Yhteensé

(n=475) (n=540)
Asettelun virheet 39 18 57

68,4 % 31,6 % 100,0 %
Laskuvirheet 21 14 17

60,0 % 40,0 % 100,0 %
Desimaaliluvun virheet 82 25 107

76,6 % 23,4 % 100,0 %

Desimaalilukujen yhteenlaskun virheluokista asettelun virheet ja desimaaliluvun vir-
heet olivat yhteydessd osaamistasoon, mutta sen sijaan laskuvirheet olivat riippumat-
tomia opiskelijan osaamistasosta. Asettelun virheiden ja osaamistason vililld (x*(1) =
11.34, p<.001) sekd desimaalilukujen virheiden ja osaamistason (x*(1) = 42.77, p =
.000) vaililla oli erittdin merkittdva yhteys. Tdma tarkoittaa sitd, ettd ndmi virheet
ovat tyypillisesti heikkojen opiskelijoiden tekemid. Laskuvirheitd yhteenlaskussa teki
yhteensd 35 opiskelijaa, joista 60,0 % (f=21) kuului ryhméén 1 ja 40,0 % (f=14) ryh-
méén 2. Osaamistaso ei ndyttdnyt olevan yhteydessé laskuvirheisiin (3*(1) =2.54, p <
.111), mika tarkoittaa sitd, ettd virhetyyppié tekivét useat opiskelijat osaamistasosta

riippumatta.
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8.3.2 Vihennyslasku

Vihennyslaskuissa virheitd tehneiden opiskelijoiden miéréd kasvoi, ja opiskelijat te-
kivdt runsaasti my0s menetelmallisid virheitd ja moni opiskelija jétti tehtdvan ratkai-
sun kesken. Vihennyslaskutehtdvid kokonaisluvuilla yritti ratkaista 1009 opiskelijaa,
joista 47,8 % (n=482) kuului ryhméén 1 ja 52,2 % (n=527) kuului ryhméén 2. [lman
merkintdd tehtdvan jatti 28 opiskelijaa. Néistd 89,3 % (f=25) oli ryhmin 1 opiskeli-
joita ja 10,7 % (f=3) ryhmin 2 opiskelijoita. Taulukossa 4 on kuvattu tehtdvin 21
virheluokat eri osaamistasoryhmissd. Vahennyslaskutehtdvissa esiintyneet virheluo-
kat voitiin yhdistdd neljddn laajempaan luokkaan, jotka olivat epitdydellinen algo-

ritmi, asettelun virheet, laskuvirheet ja menetelmailliset virheet.

TAULUKKO 4. Kokonaislukujen vidhennyslaskutehtivdn virheluokat osaamis-
tasoryhmittiin (n=1009)

Ryhma 1 Ryhmé 2 Yhteensé

(n=482) (n=527)
Epatéaydellinen algoritmi 30 14 44

68,2 % 31,8 % 100,0 %
Asettelun virheet 27 8 35

77,1 % 229% 100,0 %
Laskuvirheet 19 10 29

65,5 % 34,5 % 100,0 %
Menetelmélliset virheet 176 87 263

66,9 % 33,1 % 100,0 %

Kokonaislukujen vihennyslaskualgoritmin virheet olivat yhteydessd opiskelijan ylei-
seen osaamistasoon matematiikan kokeessa. Erityisesti asettelun virheet (x2(1) =
12.54, p = .000) sekd menetelmaélliset virheet (x2(1) = 52.29, p = .000) olivat voimak-
kaasti yhteydessd osaamistasoon. Myds algoritmin keskenjattdminen riippui merkit-
sevisti yleisestd osaamistasosta (y*(1) = 7.68, p < .01). Nayttiisi siis silté, ettd asette-

lun virheitd, menetelméllisid virheitd sekd epatdydellistd algoritmia tekisivét erityi-
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sesti heikommin matematiikan kokeessa menestyneet opiskelijat. Laskuvirheiden ja
osaamistason vélinen yhteys ei ollut merkitsevdd (x*(1) = 3.77, p = 0.052), vaikka
laskuvirheitd tekivétkin huomattavasti enemmaén heikot opiskelijat.

Vihennyslaskua desimaaliluvuilla yritti ratkaista algoritmilla 953 opiskelijaa,
joista 45,4 % (n=433) kuului ryhmién 1 ja 54,6 % (n=502) kuului ryhmiin 2. Tadssa
tehtavissd yksittéisistd virheluokista yhdistettiin virheluokat epitdydellinen algorit-
mi, asettelun virheet, laskuvirheet, menetelmaélliset virheet sekd desimaaliluvun vir-
heet. Lisdksi tehtdvéan jatti ilman merkintdd 92 opiskelijaa, joista 84,8 % (f=78) oli
ryhmén 1 opiskelijoita ja 15,2 % (f=14) ryhmén 2 opiskelijoita. Tehtdavén jattiminen
ilman merkintdd oli merkittdvisti yhteydessd osaamistasoon (y(1) = 49.28, p =.000)
eli tyypillisesti heikot opiskelijat jittivit tehtdvin vaille merkint6jd. Taulukosta 5

ndhdéédn virhetyyppien mairét ja osuudet osaamistasoittain.

TAULUKKO 5. Desimaalilukujen vdhennyslaskutehtdvin virheluokat osaamis-
tasoryhmittdin (n= 953)

Ryhmé 1 Ryhma 2 Yhteensa

(n=482) (n=527)
Epéataydellinen algoritmi 26 11 37

70,3 % 29,7 % 100,0 %
Asettelun virheet 64 13 77

83,1 % 16,9 % 100,0 %
Laskuvirheet 15 10 25

60,0 % 40,0 % 100,0 %
Menetelmélliset virheet 111 41 152

73,0 % 27,0 % 100,0 %
Desimaalilukujen virheet 129 42 171

75,4 % 24,6 % 100,0 %

Samoin kuin kokonaislukujen vihennyslaskussa, desimaalilukujen vdahennyslaskussa
kaikki virheluokat laskuvirheitd lukuun ottamatta olivat riippuvia osaamistasosta
matematiikan kokeessa. Osaamistason ja virheiden vélinen yhteys oli voimakkainta

asettelun virheissd (x2(1) = 47.98, p = .000), menetelméillisissd virheissd (x*(1) =
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55.53, p = .000) sekd desimaaliluvun virheisséd (32(1) = 75.67, p = .000). Algoritmin
keskenjittdminen oli my0ds yhteydessd osaamistasoon tilastollisessa mielessd vakuut-
tavalla tasolla (32(1) = 9.58, p < .01). Sen sijaan vdhennyslaskun laskuvirheiti opis-
kelijat tekivdt osaamistasosta riippumatta. Laskuvirheitd teki 25 opiskelijaa, joista
60,0 % (f=15) kuului ryhméén 1 ja 40,0 % (f=10) kuului ryhméén 2. Laskuvirheiti
tehneiden opiskelijoiden lukuméddrin ja osaamistason vilisen yhteyden tilastollinen

tarkastelu osoitti, ettd laskuvirheiden tekeminen ei riipu yleisestd osaamistasosta ma-

tematiikan kokeessa (y*(1) = 2.197, p=.138).

8.3.3 Kertolaskutehtava

Kertolaskutehtdvad yritti ratkaista 894 opiskelijaa, joista 45,4 % (n=464) kuului
ryhméin 1 ja 54,6 % (n=488) ryhméén 2. Erona aikaisempiin tehtaviin kertolaskussa
opiskelijat kdyttivit myos virheellistd mutta systemaattista algoritmia tehtdavin rat-
kaisemiseen. Niin ollen kertolaskutehtdvdn virheluokat olivat epitdydellinen algo-
ritmi, asettelun virheet, virheellinen mutta systemaattinen algoritmi, laskuvirheet,
faktavirheet ja menetelmailliset virheet. Tehtdvéan jatti ilman merkintéd 113 opiskeli-
jaa, mikd on selvisti enemmaén kuin yhteen- ja vdhennyslaskuissa. Osaamistasoltaan
heikompia opiskelijoita oli 77,9 % (f=88) ja osaamistasoltaan parempia opiskelijoita
22,1 % (f=25). Osaamistasoltaan heikoimmilla opiskelijoilla ja tehtdvan yrittimatta
jattamiselld oli merkittdva yhteys (x2(1) = 39.84, p = .000). Virheiden jakautuminen

osaamistasoryhmien kesken on esitetty taulukossa 6.
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TAULUKKO 6. Virheluokat kertolaskutehtdvissi osaamistasoryhmittéin (n=894)

Ryhma 1 Ryhma 2 Yhteensa

(n=464) (n=488)
Epétaydellinen algoritmi 58 31 89

65,2 % 34,8 % 100,0 %
Asettelun virheet 7 2 9

77,8 % 222 % 100,0 %
Virheellinen mutta sys- 28 7 35
temaattinen algoritmi 80.0 % 20,0 % 100.0 %
Laskuvirheet 37 23 60

61,7 % 38,3 % 100,0 %
Faktavirheet 37 39 76

48,7 % 51,3 % 100,0 %
Menetelmélliset virheet 131 101 232

56,5 % 43,5% 100,0 %

Epatdydelliselld algoritmilla ja osaamistasolla havaittiin olevan yhteyttd (y3(1) =
15.55, p = .000). Asettelun virheité teki kertolaskussa niin vdhdinen maéréd opiskeli-
joita (f=7), ettei niitd voitu tarkastella tilastollisesti. Virheellistd mutta systemaattista
algoritmia kaytti tehtdvin ratkaisemisessa 35 opiskelijaa. Huomattava osa ndisti
opiskelijoista kuului ryhméén 1 (80,0 %, f=28). Virheellinen mutta systemaattinen
algoritmilla ja osaamistasolla oli erittdin merkitseva yhteys (x> (1) = 17.58, p = .000).
Nadin ollen tillainen virhe oli tyypillisesti osaamistasoltaan heikkojen opiskelijoiden
tekemad virhe.

Kertolaskun faktavirheiden ja laskuvirheiden yhteyttd osaamistasoon tutkit-
tiin ensin siten, ettd ndmé virheet yhdistettiin samaan luokkaan. Fakta- ja laskuvir-
heiden ja osaamistason vililld oli suuntaa antavaa yhteyttd (x*(1) = 5.60, p < .05).
Fakta- ja laskuvirheiden erilaisen luonteen vuoksi haluttiin selvittdd myds ndiden
virheluokkien ja osaamistason yhteyttd erikseen. Tilastollinen analyysi osoitti, ettd
kertolaskufaktavirheilld sekd osaamistasolla ei ole yhteyttd keskendin (x*(1) = .36, p
=.549) eli faktavirheitd tekevdt osaamistasoltaan sekéd hyvit ettd huonot opiskelijat.
Sen sijaan laskuvirheiden tekemiselld ja osaamistasolla oli merkittiva yhteys (3(1) =

6.85, p <.01) eli laskuvirheitd tekivit osaamistasoltaan heikommat opiskelijat.
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Menetelmallisid virheitd tehtiin kertolaskussa hyvin runsaasti, silld virheitd
teki yhteensd 232 opiskelijaa. Virheiden maéré jakautui suhteellisen tasaisesti opis-
kelijoiden kesken 56,5 % (f=131) ollessa ryhmin 1 opiskelijoiden tekemid virheitd ja
43,5 % (f=101) ollessa ryhmidn 2 opiskelijoiden tekemid virheitd. y>-
riippumattomuustesti osoitti kuitenkin, ettd menetelmaillisten virheiden tekemiselld
on voimakas yhteys yleiseen osaamiseen matematiikan kokeessa (y*(1) = 15.44, p =
.000). Menetelmailliset virheet -yldluokka koostui useasta yksittdisestd virheluokasta,
ja tdmén vuoksi riippuvuutta tutkittiin myds yksittdisten virheluokkien ja osaamista-
son valilla.

Menetelmallisiin virheisiin kuuluva virheluokka ”Kertoo muistinumeron” oli
kertolaskutehtdvissé yleisin yksittdinen virhetyyppi. Tarkasteltaessa timén virheen ja
osaamistason yhteyttd havaittiin, ettd virhetyyppi ei ole yhteydessd yleiseen menes-
tymiseen matematiikan kokeessa (x*(1) = .42, p = .515). Virheluokkien ’Pudottaa
luvun vastaukseen”, ”Vie paikka-arvoltaan véddrdn luvun muistiin” ja “Nollavirhe”
frekvenssit olivat yksittdin niin pienet, ettei niitd voitu tarkastella tilastollisesti omina
luokkina. Sen sijaan virheluokalla ”Ei huomioi muistinumeroa” ei havaittu olevan

yhteyttd osaamistasoon (y*(1) = 1.554, p = .21).

8.3.4 Jakolaskutehtava

Jakolaskutehtdvaa kaksinumeroisella jakajalla yritti laskea huomattavasti pienempi
madrd opiskelijoita kuin muita tehtdvid. Jakolaskutehtdvin ratkaisua yritti 593 opis-
kelijaa, joista 38,3 % (n=227) kuului ryhmédin 1 ja 61,7 % (n=366) kuului ryhméén
2. Tarkasteltaessa jakolaskun virhetyyppien ja osaamistason yhteyttd tulee huomioida
se, ettd suuri osuus opiskelijoista (30,3 %) oli jattdnyt tehtdvdn kokonaan ilman ni-
kyvad yritystd. Yrittimattd jéttdneistd 70,3 % (f=230) kuului osaamistasoltaan hei-
kompaan ryhméin ja 29,7 % (f=97) ryhméédn 2. Osaamistason ja tehtdvin ilman
merkintdd jattdmisen yhteys oli erittdin merkitsevdd osaamistasoltaan heikoimmilla
opiskelijoilla (3*(1) = 79.07, p = .000). Jakolaskutehtdavén virheluokat jaettiin epatiy-
delliseen algoritmin virheisiin, asettelun virheisiin, virheellisen mutta systemaattisen
algoritmin virheisiin, menetelmaéllisiin virheisiin sekd laskuvirheisiin, joka koostui
siséltdjako-, kerto- ja vdhennyslaskuvirheitd. Taulukossa 7 on esitetty jakolaskun

virheet osaamisryhmittéin.
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TAULUKKO 7. Jakolaskutehtidvén virheluokat osaamistasoryhmittdin (n= 593)

Ryhma 1 Ryhmé 2 Yhteensa

(n=227) (n=366)
Epéataydellinen algoritmi 80 53 133

60,2 % 39,8 % 100,0 %
Asettelun virheet 53 48 101

52,5 % 47,5 % 100,0 %
Virheellinen mutta syste- 22 7 29
maattinen algoritmi 75,9 % 24,1 % 100,0 %
Laskuvirheet 15 23 38

39,5 % 60,5 % 100,0 %
Menetelmélliset virheet 26 40 66

39,4 % 60,6 % 100,0 %

Jakolaskussa my0s osaamistasoltaan paremmat opiskelijat tekivit runsaasti virheitd
suhteessa yrittdneiden mééradn. Erona muihin peruslaskutoimitustehtdviin téssd teh-
tavissd menetelmallisid virheitd tekivit useat opiskelijat osaamistasosta riippumatta
(x>(1) = 0.04, p = .843). My®ds laskuvirheilld ei ollut merkittdvadd yhteyttd osaamis-
tasoon (y*(1) = 0.04, p = .843). Jakolaskun menetelmalliset virheet ja laskuvirheet
olivat kaikista analysoiduista virhetyypeistd ainoat, joita tekivit enemmén osaamista-
soltaan hyvit opiskelijat kuin huonot. Tétd voidaan selittdd silld, ettd osaamistasol-
taan heikommista opiskelijoista suuri osuus oli jattdnyt tehtdvin ilman merkintdd
koepaperiin.

Muiden jakolaskun virheluokkien yhteys osaamistasoon y2-riippumattomuus
perusteella oli erittdin merkitsevad, vaikka virhetyypin tehneiden opiskelijoiden frek-
venssit ovatkin ldahella toisia. Jakolaskun jétti epatdydelliseksi 133 opiskelijaa ja tima
virhetyypilld oli erittdin merkittivd yhteys heikkoon osaamiseen matematiikan ko-
keessa (32(1) = 4.71, p = .000). My0s asettelun virheilld ja osaamistasolla havaittiin
olevan voimakasta yhteyttd toisiinsa (y*(1) = 10.38, p <. 001). Virheellisen mutta
systemaattisen algoritmin sekd osaamistason yhteys oli niin ikddn erittdin merkitse-
vad (x> (1) = 18.23, p = .000). Néitd virheitd teki yhteensd 29 opiskelijaa, joista 75,9
% (f=22) kuului osaamistasoltaan ryhméén 1 ja 24,1 % (f=7) oli ryhméén 2. Kaiken
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kaikkiaan jakolaskussa tehtiin paljon virheitd, mutta merkitsevédd oli se, ettd myods
osaamistasoltaan hyvit opiskelijat tekivét algoritmin sdéntoihin liittyvid menetelmal-

lisid virheita.

9 TULOSTEN TARKASTELU JA POHDINTA

Tutkimuksessa haluttiin selvittia sitd, miten toisen asteen ammatillisia opintoja aloit-
tavat opiskelijat hallitsevat peruslaskutoimitusten algoritmit ja mitd virheitd opiskeli-
jat tekevit algoritmilaskuissa. Lisdksi oltiin kiinnostuneita siitd, eroavatko eri tavalla
matematiikkaa hallitsevien opiskelijoiden tekemait virheet toisistaan eli toisin sanoen
siitd, onko osaamistasolla ja opiskelijan tekemien virheiden viélilld yhteyttd. Virhei-
den analysointia varten muodostettiin peruslaskutoimitusten algoritmien virheluoki-
tus aikaisemmin muodostettujen aritmeettisten virheiden luokitusten pohjalta.
Tutkimus osoitti, ettd peruslaskutoimitukset hallitaan toisena asteen ammatil-
listen opintojen alussa huonosti. Heikointa on kerto- ja jakolaskualgoritmien hallinta,
silld ndiden laskutoimitusten tehtévit ratkaisi oikein selvisti alle puolet opiskelijois-
ta. Yhteenlaskualgoritmin kéyttd hallittiin parhaiten peruslaskutoimituksista, mutta
silti 1dhes 7 % opiskelijoista ei ratkaissut moninumeroisten kokonaislukujen yhteen-
laskutehtdvidd oikein. Desimaaliluvuilla laskettavat tehtavét hallittiin heitkommin kuin
vastaava laskutoimitus kokonaisluvuilla. Ammatillisiin opintoihin kuuluvien mate-
matiikan opintojen kannalta opiskelijoiden heikko matematiikan osaaminen asettaa
suuren haasteen, silld useilla ammatillisilla aloilla matematiikka on tirkedssid osassa
ja peruskoulussa opittuja matematiikan siséltoja pitdisi pystyd soveltamaan ammatil-
lisiin konteksteihin. Matematiikka muodostaa usealla alalla kivijalan ammatillisille
opinnoille ja ammattitaidon kehittymiselle. (Helakorpi 1998, 361-362).
Laskutehtivissd tehtiin runsaasti virheitd ja erityisesti sellaisia virheiti, jotka
ryhmiteltiin menetelméllisiksi virheiksi. Menetelmallisid virheitd tekivit erityisesti
heikommin matematiikkaa hallitsevat opiskelijat. Kuitenkin jakolaskussa ja osittain
my0s kertolaskussa menetelméllisid virheitd tekivit myOs osaamistasoltaan parem-

mat opiskelijat. Opiskelijoiden tekemisté virheistd havaittiin, ettd algoritmien sddnnot
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olivat osittain sekoittuneet keskenddn ja toisaalta opiskelijat olivat kéyttineet algo-
ritmissa sen logiikan vastaisia sddntdjd. Algoritmia ei ollut esimerkiksi ratkaistu
kymmenjérjestelmédn perustuen. Opiskelijoiden tekemien virhetyyppien perusteella
voidaan viittdd, ettd usealla opiskelijalla on heikko késitteellinen ymmaérrys algorit-

min rakentumisesta.
9.1 Virheluokituksen toimivuus

Tutkimusta varten laaditussa virheluokituksessa ei ollut kaikkia opiskelijoiden teke-
mid virheitd, mutta se toimi hyvind pohjarakenteena virheiden tutkimiselle. Virhe-
luokitusta tdydennettiin aineistosta 16ytyneilld virheilld ja tdydennettynd muotona se
edustaa kattavasti algoritmeissa mahdollisesti esiintyvid virheitd. Erityisesti vdhen-
nyslaskuissa ja kertolaskussa jouduttiin muodostamaan uusia virheluokkia virheiden
luokittelemiseksi. Aikaisemmat virheluokitukset kisittivdt 1&hinnd aritmeettiset vir-
heet, eikd algoritmien virheitd ollut luokiteltu yksityiskohtaisesti. Toisaalta Magnen
ja Thornin (1987b) monipuolisessa virheluokituksessa huomioitiin algoritmien vir-
heet, mutta virheluokitus ei kuitenkaan ollut kyllin kattava opiskelijoiden tekemille
virheille. Aineistossa esiintyneilld uusilla virhetyypeilld tdydennetty virheluokitus on
esitetty liitteessa 3.

Uusia virheluokkia syntyi myos siksi, ettd erityisesti vihennyslaskun lainaus-
virheet sekd yhteen- ja kertolaskun muistiinvientivirheet eroteltiin tarkemmin kuin
aikaisemmissa virheluokituksissa. Tama oli perusteltua, koska virheiden tarkka erot-
telu toi esille sellaisia virheitd, jotka muuten olisivat peittyneet suuremman virheluo-
kan sisélle. Esimerkiksi kertolaskun muistiinviennissd esiintynyt suuri virheluokka
”Vadrd laskujirjestys muistiinviennissd” on virheluokka, jonka tunnistamisesta on
opetuksellista hyotyd. Mikadli luokittelu olisi tehty esimerkiksi Engelhardtin (1977)
virheluokituksen mukaan, timi virhetyyppi olisi jadnyt yhdeksi useista virhetyypeis-
td suuren virheluokan sisélld (wrong algorithm).

Virheiden yksityiskohtaisesta luokittelusta seurasi myos hankaluuksia. Virhe-
luokkien méérd kasvoi suureksi ja niité oli hankala verrata keskenddn. Koevastauksia
analysoitaessa yksityiskohtainen luokittelu aiheutti my0s sen, ettd virheité oli hanka-
la sijoittaa juuri tiettyyn kapea-alaiseen luokkaan. Laajemmat virheluokat olisivat
sallineet suuremman variaation virheluokan sisdlld. Lisdksi virheiden luokittelua

hankaloitti se, ettd osasta vastauksista oli hankalaa tunnistaa virhetyyppié, silld opis-
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kelija ei ollut merkinnyt selvisti kaikkia algoritmiin kuuluvia merkint6ja. Tadménkal-
taisten ongelmien vilttdmiseksi olisi hyva, jos laskijaa haastateltaisiin laskusuorituk-
sen jdlkeen, jolloin hén voisi itse selventdd ajatuskulkuaan ja sen mahdolliset virheet
pystyttdisiin tunnistamaan paremmin. Vastaavaa on ehdotettu ja toteutettu myos ai-

kaisemmin (Engelhardt 1977, Huhtala 2000, Temple 1991)

9.2 Algoritmien hallinta peruskoulun jilkeen

Peruskoulun piaittovaiheen matematiikan osaamista arvioivissa tutkimuksissa on
lukujen ja laskutoimitusten hallinnan todettu olevan parasta matematiikan eri sisdlto-
alueista (mm. Mattila 2003, Korhonen 2001, 1999; Kupari ym. 2001). Luvut ja las-
kutoimitukset -alue on laaja ja se siséltdd enemmin kuin moninumeroisten lukujen
peruslaskutoimitukset, ja timé tutkimuksen tulokset tuovat lisdtietoa siitd, millainen
on peruslaskutoimitusten algoritmien hallinta toisen asteen ammatillisten opintojen
alussa.

Tehtdvien ratkaisuprosentit kertovat, ettdi moninumeroisten lukujen laskemi-
sen osaaminen vaihtelee paljon eri laskutoimituksissa. Yhteenlasku kokonaisluvuilla
hallitaan parhaiten, mutta tdssékin tehtdvassd yhteensd 7,4 % opiskelijoista ratkaisi
tehtdvin védrin tai jatti sen ilman merkintéé. Niin ollen kyseinen osuus opiskelijoista
ei hallinnut laskutehtévid, joka kuuluu peruskoulun ensimmaéisten luokkien oppisi-
séltoon. Laskutoimituksen algoritmin hallinta heikkenee samassa jérjestyksessd, kuin
missd ne opetetaan peruskoulussa. Vain runsaat puolet opiskelijoista (55 %) ratkaisi
oikein kokonaislukujen vdhennyslaskutehtévin, ja kerto- ja jakolaskun osaaminen oli
vield heikompaa. Jakolaskutehtdvén hallinta oli kaikkein heikointa vain hieman va-
jaan viidenneksen ratkaistessa tehtdvédn oikein. Kaksinumeroisella jakajalla jakami-
nen opetetaan esimerkiksi Laskutaito -kirjasarjassa viidennen luokan keviilld (Koi-
visto, Salonen, Uus-Leponiemi & Ilmavirta 2000a). Jakolaskutehtédvin heikon ratkai-
suprosentin perusteella voidaan siis sanoa, ettd suurin osa toisen asteen ammatillisia
opintoja aloittavista opiskelijoista ei hallinnut peruskoulun viidennen luokan mate-
matiikan oppisiséltoon kuuluvaa asiaa.

Tutkimuksen tulosten perusteella voidaan kriittisesti arvioida peruskoulun te-
hokkuutta peruslaskutoimitusten algoritmien opetuksessa. Kaytossd olevan spiraali-

periaatteen mukaisesti useaa eri algoritmia opetetaan samalla vuosiluokalla ja algo-
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ritmin kdyttéd sovelletaan vaikeampiin laskutilanteisiin vaiheittain ja eri vuosiluok-
kien aikana (Koponen 1995, 45; Malinen 1972, 32—-33). Jakolaskualgoritmi opetetaan
viimeisend kaikista peruslaskutoimitusten algoritmeista ja sen harjoitteluun kiytetidin
vihiten aikaa, miké saattaa olla yhtend selityksend sen heikolle hallinnalle. Opiskeli-
jat eivét siis ehkd ole oppineetkaan kunnolla ratkaisemaan moninumeroisten lukujen
jakolaskua algoritmilla peruskoulun aikana tai toisaalta oppiminen on voinut olla
laadultaan heikkoa. Spiraaliperiaatteen haittana voi olla se, ettd oppilas oppii algo-
ritmin erilaisina sddntdind, joita kdytetddn erilaisissa tilanteissa, ja puutteelliseksi voi
jaada kokonaiskuva algoritmista sekd késitteellinen ymmaérrys sen rakentumisesta.
Varteenotettava vaihtoehto voisi olla jédrjestdd opetettava aines siten, ettd jokaisen
neljan peruslaskutoimituksen algoritmiin kdytettdisiin riittdvésti aikaa, ja vasta yhden
algoritmin kunnollisen hallinnan jdlkeen siirryttdisiin seuraavaan algoritmiin. (Caw-
ley ym. 1998). Tulisikin miettid tarkemmin sitd, missd vaiheessa neljd peruslasku-
toimituksen algoritmia opetetaan ja olisiko erityisesti heikoille oppilaille hyodyllista
opettaa jokainen algoritmi erillisind eikd vuosiluokittain vaikeutuvina, koska tédlldin

algoritmit eivdt ehké sekoittuisi niin herkésti keskendén.

9.3 Opiskelijoiden tekemisté virheisti

Opiskelijoiden peruslaskutoimitusten algoritmeissa tekemistd virheistd voidaan huo-
mata, etti useassa tapauksessa virheellinen ratkaisu on johtunut lukujen paikkajarjes-
telmén heikosta hallinnasta. Paikkajarjestelmdn noudattamista tarvittiin mm. lukujen
asettelussa ja niiden laskemisessa allekkain sekd kertolaskussa ja jakolaskussa vili-
vaiheiden oikeassa asettelussa. Vdhennyslaskussa tehtiin paljon lainausvirheitd, joi-
hin voi olla syynd lukujen paikkajérjestelmidn huono hallinta tai se, ettd algoritmin
ratkaisun ei ymmaérretd perustuvan kymmenjérjestelmédn. Tdma tuli selvisti esille
virheessd, jossa kertolaskun vélivaiheet olivat asetettu virheellisesti. Jos algoritmin
ratkaisutapa opetetaan pelkkind muistisddntdind tai tietynlaisena mekaanisena toi-
mintatapana, oppilaalle saattaa jaddd epdselviksi esimerkiksi se, ettd vélivaiheiden
asettelu perustuu paikkajirjestelméén. Perimmaéinen kisitys algoritmin vélivaiheiden
asettelusta on jadnyt ymmartiméttd ja oppiminen on perustunut algoritmin vélivai-
heiden mekaaniseen suorittamiseen (Kinnunen & Vauras 1998, 273; Lehtinen &
Kinnunen 1993, 50). Osan opiskelijoiden kohdalla pinnallisesta oppimisesta oli 0soi-

tuksena my®ds se, ettd kerto- ja jakolaskualgoritmien sddannot olivat sekoittuneet mui-
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den algoritmien sddntdjen kanssa. Téllaista laskumenetelmdd eli virheellistd mutta
systemaattista algoritmia kayttivit erityisesti matematiikan kokeessa heikommin me-
nestyneet opiskelijat.

Suuri méérd opiskelijoita oli jattdnyt laskutehtdvid ilman yritystd. Hieman va-
jaa kymmenesosa opiskelijoista ei ollut yrittinyt desimaalilukujen vdhennyslaskuteh-
tdvdn ja kertolaskutehtdvdn ratkaisua koepaperiin, ja jakolaskutehtdvissd tdmén
osuus oli jopa kolmannes opiskelijoista. Huomionarvoista on, ettd niméa opiskelijat
eivit olleet yrittidneet tehtdvien ratkaisemista myOskéddan vaihtoehtoisilla strategioilla.
Esimerkiksi jakolaskutehtdvd 675 : 12 voidaan ratkaista myds jakamalla ensin luku
600 12:1la ja sen jdlkeen tarkastelemalla sitd, montako kertaa luku 12 menee lukuun
75. Téllaisia strategioita opiskelijat eivét kuitenkaan kéyttaneet. Algoritmin opetuk-
sen vaarana voikin olla se, ettd se korvaa informaalit pdéttelyn menetelmit (Anghile-
ri 2001, 102; Kamii & Dominic 1998, 135). Talloin laskijalla ei ole kdytdssd muita
menetelmid tehtdvédn ratkaisemiseen algoritmin ratkaisuvaiheiden unohduttua. Ja
toisaalta koska laskija muistaa, ettd tehtdvin ratkaisuun on olemassa menetelmi, hin
ei tule kdyttdneeksi muita paittelyn muotoja menetelmén unohduttua. Mahdollisesti
tehtdvin ilman yritystd jattaneiden suurta osuutta voidaan selittdd télld. Toisaalta
tehtdvidnannossa ei kannustettu kdyttdmaan vaihtoehtoisia ratkaisukeinoja, silld siind
pyydettiin laskemaan tehtévit juuri allekkain.

On siis viéitetty, ettd algoritmien opettamisella on jopa haitallisia vaikutuksia
matemaattisen ajattelun ja laskutaidon kehittymiselle. Vaihtoehtoisten péattelymene-
telmien kayttamattd jattdmisen lisdksi algoritmien kdyttd voi my0s heikentdd lukujen
paikka-arvon ja siten lukukisitteen ymmaérryksen kehittymisti. Algoritmia ratkaistes-
saan laskijan ei tarvitse ajatella, ettd esimerkiksi kymmenien sarakkeessa oleva luku
kahdeksan merkitsee todellisuudessa lukua 80. (Kamii & Dominick 1998, 135.) Use-
at opiskelijoiden tekemadt virheet liittyivatkin pohjimmiltaan kymmenjérjestelméaén ja
lukujen paikka-arvoon ymmartdmiseen. Esimerkkeind tdmén tyyppisistd virheistd on,
ettd kertolaskun vilivaiheet oli asetettu paikka-arvon vastaisesti tai vihennyslaskussa
oli lainaus suoritettu paikka-arvoltaan liian suuresta luvusta. Yhteen-, vihennys- ja
kertolaskualgoritmissa ratkaisun etenemissuunta on oikealta vasemmalle, mikd on
my0s vastakkainen suunta lukujen “lukemissuunnalle”. Sen sijaan kdyttdessdén itse
keksittyjd menetelmid moninumeroisten lukujen laskemiseen laskuprosessi etenee

vasemmalta oikealle ja lukujen paikka-arvo on ymmaérrettdvd oikean vastauksen
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saamiseksi. (Kamii & Dominick 1998, 135.) Vaihtoehtoisten strategioiden itse kehit-
tdmisen ja kdyttdmisen onkin todettu kehittavan kasitteellistd ajattelua enemmaén kuin
valmiina opetetun algoritmin kéyttiminen (Hiebert & Wearne 1996, Carpenter
1997).

Koevastauksista 16ytyneiden erilaisten virhetyyppien suurta miérdd voidaan
osaltaan selittdd opiskelijoiden idlld. Toisen asteen ammatillisten opintojen alussa
peruslaskutoimitusten algoritmien opettelusta ja harjoittelusta on kulunut jo vuosia,
ja opiskelija on saattanut unohtaa peruskoulussa oppimiaan algoritmisdint6jé, jolloin
hin on itse keksinyt ratkaisusdantdja tai tdydentdnyt muistamiaan sdéntdja. Tama voi
olla yksi selitys opiskelijoiden tekemien virheiden suurelle variaatiolle. Toisaalta
virhetyyppien suuri variaatio viittaisi my0s sithen, ettid algoritmien oppiminen on jo
lahtokohtaisesti ollut puutteellista tai pinnallista. On todettu, etté erityisesti heikkojen
opiskelijoiden kohdalla algoritmin pinnallinen oppiminen johtaa sen nopeaan unoh-
tamiseen, mikd ndkyy laskusuorituksessa virheiden lisddntymisend ja algoritmien
sekoittumisena, jos ei algoritmin kdyttdd harjoitella. (Lehtinen & Kinnunen, 1993,
50.) Myo0s tamén tutkimuksen tulokset tukevat tétd viitettd, silld algoritmien saantoi-
hin liittyvdt menetelmaélliset virheet olivat useassa laskutoimituksessa tyypillisesti
heikkojen opiskelijoiden tekemia.

Kertolaskun suurin yksittdinen virhetyyppi oli virheellinen laskujérjestys
muistiinviennissid. Tdmén virheen havaittiin olevan yhteydessé siihen, ettd muistinu-
mero merkittiin vadrddn paikkaan eli yhteenlaskualgoritmin sdéntdjen mukaisesti
kerrottavan luvun ylépuolelle. Kyseinen virhetyyppi ei ollut pelkédstidn matematiikan
kokeessa heikommin menestyneiden opiskelijoiden menetelmillinen virhe, vaan
opiskelijat tekividt virhettd osaamistasosta riippumatta. Erds selitys virhetyypille voi
olla muistinumeron merkitsemissdiantdjen sekoittuminen. Kertolaskun muistinumero
opetetaan merkitseméén sivuun lukujen oikealle puolelle, jolloin tehdddn ero muisti-
numeron merkitsemiselle yhteenlaskussa (Rikala ym. 1997b). Nayttéisi siltd, ettd
muistinumeron laskujdrjestyksen on vaarana sekoittua kertolaskussa, jos muistinu-
mero merkitddn yhteenlaskualgoritmin mukaisesti lukujen yldpuolelle. Tutkimuksen
tuloksen perusteella pitdisi siis algoritmeja opetettaessa pitdd tarkednd sitd, ettd mer-
kitsemissdént6ja noudatetaan ja niiden noudattamista vaaditaan my0s oppilaalta.

Desimaalilukujen yhteen- ja vdhennyslaskussa tehdyistd virheistd suuri osa

liittyi desimaalilukukésitteen hallintaan. Desimaaliluvun hallinta kuuluu peruskoulun
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opetussuunnitelman 1994 tavoitteissa alaluokkien tavoitteisiin (Opetushallitus 1994).
Tamin tutkimuksen tulosten perusteella voidaan perustellusti kyseenalaistaa tavoit-
teen saavuttaminen usean opiskelijan kohdalla. Desimaaliosat laskettiin yhtend ko-
konaisuutena sen sijaan, etti kymmenesosat olisi laskettu keskenddn ja sadasosat
keskenddn ja toisaalta desimaaliosaan liséttiin nollia paikka-arvon vastaisesti. Voi-
daan kuitenkin pohtia sitd, onko kymmenjérjestelmin ja lukujen paikka-arvon heik-
koon hallintaan viittaavia virheitd tai desimaaliluvun virheitd tekevilld opiskelijalla
todellisuudessa puutteellinen ymmarrys kymmenjérjestelmastd tai desimaalilukuké-
sitteestd. Mahdollisesti taustalla tdmin tyyppisten virheiden tekemiseen on se, etté
laskija on vain oppinut algoritmin pelkkédnd mekaanisena toimenpiteend ja vilivai-
heiden sarjallisena suorittamisena ilman késitteellistd ajattelua algoritmin perusperi-
aatteista. Algoritmin ei ajatella perustuvan kymmenjérjestelméén, ja siten sitd ei
huomata noudattaa ratkaisun etenemisessa.

Tutkimuksen tulokset viittaavat siihen, ettd opiskelijoilla on puutteellinen
késitteellinen ymmarrys algoritmien rakentumisesta. On myds aikaisemmin tunnis-
tettu, ettd opiskelijat voivat kdyttdd algoritmia ilman, ettd heilld on késitteellista tie-
toa sen perustasta (Hiebert 1986, Lehtinen & Kinnunen 1993, VanLehn 1990). Poh-
dittaessa syytd tdhdn on huomioitava, ettd algoritmeja ei mahdollisesti ole opetettu-
kaan kisitteelliseen tietoon pohjautuen. Opettajalla ei ole vilttamétté itselladn kasit-
teellistd ymmarrystd algoritmeista. Man (1999) tutkimuksen mukaan jopa hyvin pé-
tevilla matematiikan opetukseen perehtyneilld opettajilla ei valttimétti ole syvéllistd
ymmaérrystd matemaattisten késitteiden rakentumisesta. Tdlloin opettajalla ei voida
ajatella olevan vilineitd opettaa algoritmia kisitteelliseen tietoon perustuen. Monen
matemaattisen asian opetus perustuu pikemminkin konventioihin kuin késitteelliseen
tietoon eli opettaja opettaa tietylld tavalla, koska hénelle itselleenkin on opetettu niin.
Kéytanndssd opettajan oma kasitteellinen tietdmys vaikuttaa esimerkiksi sithen, mi-
ten hén perustelee oppilailleen kertolaskualgoritmin etenemisen vélivaiheittain (Ma

1999, 28-33).

9.4 Nékokulmia matematiikan opettamiseen ammatillisessa koulutuksessa

Opetuksen kehittdmisen kannalta on mielekésti suunnata kiinnostusta sithen, minka-

laisia virheitd eri osaamistasolla olevat opiskelijat tekevit ja onko virheilld eroa. Jos
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tiedetdédn, mitkd virheet ovat tyypillisesti matematiikassa heikkojen opiskelijan teke-
mid, opiskelijan tekemistd virheistd paitelli hidnen yleistd matemaattista tasoaan.
Osaamistason raja tehtiin tdssd tutkimuksessa puolittamalla opiskelijoiden kokeesta
saama summapisteméérd. Voidaan pohtia sitd, onko paremmin menestyneiden ryh-
mén opiskelijoiden suoritus matematiikassa todellisuudessa hyvii. Tamén tutkimuk-
sen paremmin menestyneiden opiskelijoiden virheiden yleistettivyyttd pitdd pohtia
kriittisesti koko ikdryhmén osalta, mutta tulokset voidaan yleistdd koskemaan teknis-
ten oppilaitosten opiskelijoita.

Matematiikan kokeessa heikommin menestyvit opiskelijat tekivét kaikkia
virhetyyppejd enemmaén kuin matematiikan kokeessa paremmin menestyneet opiske-
lijat. Matematiikassa heikommat opiskelijat tekivit tyypillisesti yhteen- vihennys- ja
kertolaskussa menetelméllisid virheitd, asettelun virheitd, kayttivét virheellistd mutta
systemaattista algoritmia seki jéttivat laskutoimituksen ratkaisun kesken. Sen sijaan
laskuvirheet jakaantuivat epdtasaisemmin osaamistasoryhmien kesken. Myds aikai-
semmin on pdddytty samaan tulokseen menetelméllisten virheiden yhteydestd mate-
matiikan osaamiseen oppimisvaikeutisten oppilaiden kohdalla. Samoin on todettu,
ettd laskuvirheitd tekevdt myOs matematiikassa normaalisti menestyvit oppilaat.
(Cawley ym. 1996.) Tamé tulos on siis vain osittain yhtenevd tdmén tutkimuksen
tulosten kanssa, silld teknisten alojen opiskelijat tekivét jakolaskussa menetelmaéllisid
virheitd osaamistasosta riippumatta. Kaksinumeroisen jakajan jakolasku oli siis toi-
sen asteen opintoja teknisilld aloilla aloittaville opiskelijoille niin vaikea tehtava, ettid
sen hallinta ei erotellut opiskelijoita osaamistasoltaan eri ryhmiin.

Osaamistason ja opiskelijat tekemien virheiden yhteydestd voidaan tehda
kahdenlaisia opetuksellisia padtelmid. Nayttéisi siltd, ettd jos opiskelija tekee moni-
numeroisten lukujen yhteen- ja vihennyslaskussa paljon menetelméllisid virheité tai
kayttavat virheellisti mutta systemaattista algoritmia, on aiheellista arvioida hinen
matemaattista osaamistaan laajemmin. Opiskelijan osaamisessa voi olla puutteita
my0s muissa matematiikan sisdltoalueissa, mikd on luonnollisesti hyodyllistéd tietda
matematiikan opetusta suunniteltaessa. Sen sijaan kerto- ja jakolaskualgoritmien vir-
heet eivit anna yhtd todenndkdisesti viitteitd matemaattisen osaamisen tasosta. Ker-
tolaskun menetelméllisistd virheistd ja erityisesti jakolaskun menetelmaillisistd vir-
heisti ei vield voida péételld opiskelijan peruskoulun matematiikan oppimédéirén hal-

lintaa, silld niissd algoritmeissa tekivdt menetelmaéllisid virheitd useat opiskelijat
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osaamistasosta riippumatta. Jos siis opiskelija tekee paljon menetelmaillisid virheitd
moninumeroisten lukujen yhteen- ja vahennyslaskuissa tai laskuvirheitd néisséd lasku-
toimituksissa, olisi aiheellista harkita peruskoulun matematiikan oppisiséltdjen ker-
taamista ja perussisiltdjd vahvistamisesta. Jo heti opintojen alussa syksyllé olisi hyva
jarjestdd kertausta yksilollisessd ohjauksessa tai pienryhméohjauksessa, jotta mahdol-
liset tulevat vaikeudet voidaan ennaltaechkaista.

Toinen pdidtelmai liittyy opetuksen sisdltdon. On ilmeistd, ettd matematiikkaa
eri tavalla hallitsevat opiskelijat tekevét erilaisia virheitd peruslaskutoimitusten algo-
ritmeissa. Talloin myds opetusta tulisi suunnata eri tavalla matematiikkaa hyvin ja
heikosti hallitseville opiskelijoille. Mikili tavoitteena pidetddn sitéd, ettd oppilaat hal-
litsevat peruslaskutoimitusten algoritmit, heikot opiskelijat tarvitsisivat peruslasku-
toimitusten algoritmien sddntdihin liittyvad opetusta sekd aritmeettisten faktojen ker-
tausta. Aritmeettisten faktojen vahvistamiseksi olisi hyodyllistd tarkastella laskutoi-
mituksen vaihdannaisuutta, silld tdlloin muistettavien faktojen mééra vihenee (Deha-
ene 1997, 125—127 & Cawley ym. 1998, 70). Olisi tarpeellista vahvistaa myos kym-
menjérjestelmin ja paikka-arvon késitteitd, silld useissa matematiikan osaamiseltaan
heikompien opiskelijoiden tekemisté virheistd oli pohjimmiltaan kyse ndiden késit-
teiden heikosta hallinnasta. Kymmenjarjestelmén késitettd vahvistavan opetuksen on
jo todettu aikaisemmin tukevan peruslaskutoimitusten algoritmien hallintaa ja vahen-
tavin virheitd (Fuson & Briars 1990). Opetuksessa olisi hyva kéyttdd konkreettisia
materiaaleja algoritmien rakentumisen havainnollistamisessa, silld tdma tukisi opis-
kelijan kisitteellisen ymmarryksen kehittymistd (Woodward & Howard 1994, 134).
Matematiikkaa paremmin hallitsevat opiskelijat sen sijaan hydtyisivét aritmeettisten
faktojen vahvistamisesta sekd jakolaskussa ja mahdollisesti myos kertolaskussa algo-
ritmin sééntoihin liittyvastd opetuksesta.

Suuri méérd opiskelijoista jatti tehtdvid ilman merkintdd paperiin ja tai tehta-
vén ratkaisu oli jétetty kesken, ja tdmén havaittiin olevan tyypillisesti matematiikan
osaamisessa heikommalla tasolla olevien opiskelijoiden piirre. Lehtisen ja Kinnusen
(1993, 52—54) kuvaaman tilanneorientaatiomallin mukaan tdmi on tyypillistd mina-
defenssiivisesti oppimistehtdvain suhtautuville oppilaille. Tehtdva koetaan vaikeaksi
ja siind epdonnistumista pidetddn varmana, joten tehtivin ratkaisemisen yrittaimétta
jattamiselld pyritddn vélttdméddn viistimiton epdonnistuminen. Matematiikan osaa-

misessa ja laskutehtdvien ratkaisemisessa on sinnikkéalld yritykselld ja ponnistelulla
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suuri merkitys, joten tdméan piirteen vahvistamista pitdisi pitdd tirkednd tavoitteena
ammatillisten oppilaitosten matematiikan opetuksessa. Matematiikan peruskésitteita
vahvistavassa tukiopetuskokeilussa on havaittu, ettd opiskelijoiden innokkuus ja
ponnistelu tehtdvin ratkaisemiseen lisdéintyi, kun matematiikan peruskasitteitd har-
joiteltiin pienryhméssa (Leino 1991, 77). Matematiikan peruskésitteitd tukevalla ker-
tauskurssilla tai erityisopetuksella voisi olla siis matematiikan sisdllollisten asioiden
tukemisen lisdksi myonteistd vaikutusta myds asenteisiin matematiikkaa kohtaan.
Tehtdvin ilman merkintdd jittdneiden suuri miiré osoittaa, ettd opiskelijat tarvitsevat
vahvistusta luottamuksessa matematiikan taitoihinsa. Taméa olisi térkedd erityisesti
matematiikassa heikommin suoriutuvien opiskelijoiden kohdalla.

Opiskelijoiden heikko peruslaskutoimitusten algoritmien hallinta asettaa
haasteen matematiikan opinnoille ammatillisessa koulutuksessa. Matematiikka on
keskeisessd asemassa usealla tekniselld alalla ja peruskoulun matematiikan oppimaa-
rad sovelletaan ammattiaineiden tilanteisiin. Jos jo peruskoulun oppiméérd hallitaan
heikosti, on aiheellista huolestua opiskelijan edellytyksistd suorittua matematiikan
opinnoista ammatillisessa koulutuksessa. Matematiikka on kumuloituva aine, joten
perusasiat on hallittava vaikeampien sisiltoalueiden hallitsemiseksi. Tamén lisdksi
hyvét matematiikan valmiudet vaikuttavat esimerkiksi fysiikan ja sdhkoopin osaami-
seen. Tdmén tutkimuksen tulosten perusteella suuri joukko opiskelijoista tarvitsisi
peruskoulun matematiikan oppimédrin kertausta ja perusasioiden vahvistamista en-
nen ammatillisen matematiikan opiskelua. Ammatillisia opintoja aloittavien opiskeli-
joiden heikkoon matematiikan osaamiseen on kiinnitetty huomiota jo aikaisemmin-
kin ja matematiikan peruskasitteitd vahvistavasta pienryhméaopetuksesta on ollut ko-
keiluja (mm. Lauttamus, Kupari & Leino 1989, Leino 1991, Leino & Kupari 1990).
Tulokset ovat olleet rohkaisevia. Opettajat kokivat pienryhmissé tapahtuneen perus-
koulun oppimddrdn kertauskurssin motivoivana ja my0s opiskelijoiden asenne ma-
tematiikkaa kohtaan muuttui positiivisemmaksi. (Leino 1991, 77.) My6s matematii-
kan opettajan ja erityisopettajan yhteisestd samanaikaisopetuksesta matematiikan
tunnilla on saatu myonteisid kokemuksia (Lauttamus ym.1989). Tédmainkaltaisille

opetusjirjestelyille olisi siis tarvetta myos jatkossa.
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9.5 Jatkotutkimusehdotuksia

Téssd tutkimuksessa ei tarkasteltu sitd, tekivitkd samat opiskelijat samantyyppisid
virheitd eri laskutehtdvissd. Témén tyyppinen tutkimusongelma olisi hyodyllinen,
koska tdlloin saataisiin tietoa siitd, onko virheissd 10ydettavissd systemaattisuutta vai
ratkaisevatko opiskelijat samantyyppisid ongelmia erilaisilla virheellisilld menetel-
milld. Toisaalta virheiden systemaattisuuden tutkiminen voisi paljastaa jotain oppi-
misvaikeuksien luonteesta, miké olisi arvokasta tietoa opetuksen suunnittelun kan-
nalta ja matematiikan oppimisvaikeutisten oppilaiden tunnistamisessa. Tutkimukses-
sa havaittiin opiskelijoiden sekoittavan algoritmien sdént6jd keskenddn ja keksivin
omia sdint6jd unohdettujen tilalle. Tdmén virheluokan virheissd vaikutti olevan sa-
mankaltaisuutta, jota kannattaisi tutkia tarkemmin. Jatkossa voisi tutkia, voiko nditd
algoritmivirheitd luokitella omiksi alaluokikseen ja onko virheellinen ajattelu saman-
laista.

Virheitd analysoitaessa oli osaa opiskelijoiden tekemistd virheellisistéd ratkai-
suprosesseista hankala tunnistaa luotettavasti. Jotta saataisiin selville opiskelijan ajat-
teluprosessi ndissad virheissd, opiskelijaa tulisi haastatella laskusuorituksen jilkeen.
Opiskelijan ajatteluprosessin selvittiminen mahdollistaisi myos opiskelijoiden omien
miniteorioiden tunnistamisen. Virheiden analysointi antoi vihjeitd mahdollisista mi-
niteorioista, mutta niiden luotettava tunnistaminen vaatisi opiskelijan haastattelemi-
sen. Esimerkiksi desimaaliluvun virheiden taustalla on mahdollisesti miniteorioita
lukujen kisitteesti ja laskemissddnndistd. Néin ollen opiskelijan haastattelu yhdistet-
tynd virheiden analysointiin tdydentéisi tutkimusta. Tdma asia on nostettu aikaisem-
minkin muissa virheisiin kohdistuneissa tutkimuksissa (Engelhardt 1977, Huhtala
2000).

Jakolaskun huono hallinta nosti esiin kysymyksen tdmén laskutoimituksen ja
jakolaskukdsitteen ymmaértamisestd. Pelkdstddn jakolaskun virheisiin keskittyminen
olisi jo itsessddin hyvi jatkotutkimusaihe. Suuri joukko opiskelijoita jitti tehtdvan
ilman ndkyvai yritystd ja moni jétti jakolaskun ratkaisemisen kesken. Sen tutkimi-
nen, kuinka pitkélle opiskelijat pdédsevét jakolaskun ratkaisuprosessissa, voisi tuoda

lisdtietoa jakolaskualgoritmin hankalimmista solmukohdista.
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Liite 1. Peruslaskutoimitusten tehtdviat moninumeroisilla luvuilla

1062 +45 = 123,15 +48,2 =

4008 — 2368 = 105,6 — 8.05 =

2045« 13 = 675:12=
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Liite 3. Toisen asteen teknisten alojen opintoja aloittavien opiskelijoiden tekemét

virhetyypit peruslaskutoimitusten algoritmeissa

VIRHELUOKKA*

KUVAUS VIRHETYYPISTA

1 Virheellinen lasku-
toimitus

Kaikissa laskutoimituksissa

1.1 Korvautuminen toi-
sella

Laskee tehtavén vairalla laskutoimituksella.
- esim. yhteenlaskun sijasta kertolaskulla

1.4 Epétiydellinen
laskusuoritus

Jattda algoritmin suorittamisen kesken tai vilivaiheita véliin.

1.3 Virheellinen, mutta
systemaattinen algoritmi

Laskee laskun virheellisilla sdanngilld, mutta eteneminen on joh-
donmukaista.
- esim. laskee kertolaskun yhteenlaskun sdannéilla

2 Asettelun virheet

Kaikissa laskutoimituksissa

2.1 Luvut asetettu vir-
heellisesti

Lukuja ei ole asetettu minkdén algoritmin mukaisesti.
- esim. sarakkeet eivét ole kohdillaan

2.2 Luvut asetettu toisen
algoritmin mukaan

- esim. jakolaskun luvut asetettu kertolaskun mukaisesti

2.3 Lukujen reversaali
asettelussa

Vihentdji ja vihennettdva tai jakaja ja jaettava kdéntyneet asette-
lussa.

2.4 Luvun korvautumi-
nen

Numero on korvautunut toisella numerolla.
-esim. 823

2.5 Luvun huomiotta
jittdminen

Ei merkitse kaikkia numeroita asettaessaan luvut algoritmin mukai-
sesti.

2.6 Pudottaa luvun vas-
taukseen

Laskualgoritmia ei ole suoritettu loppuun vaan luvut on pudotettu
suoraan vastaukseen.

2.7 Laskee vaarat luvut
yhteen

Ei laske lukuja paikkajarjestelman mukaisesti
- esim. laskee kymmenet ja sadat yhteen

3 Laskuvirheet

Kaikissa laskutoimituksissa

3.1. Kertolaskufaktojen
virheet

Kertolasku lukualueella 0—10 laskettu vaarin.

3.2 Laskuvirheet

Muut yksinkertaiset yhteen-, vihennys- ja jakolaskuvirheet

3.3 Laskuvirheet, kun on
0tai l

Laskuvirhe tapahtunut laskettaessa luvuilla O tai 1.
-esim. 0-3=3

4 Muistiinvientivirheet

Y hteenlaskussa tai kertolaskun
yhteenlaskuvélivaiheessa

4.1 Ei huomioi muisti-
numeroa

Merkitsee muistinumeron, mutta ei lisdé sitd seuraavaan sarakkee-
seen.

4.2 Muistinumero merki-
t44n suoraan tulokseen,
el muistiinvientia

Ei lisdd muistinumeroa seuraavan sarakkeen summaan tai tuloon,
vaan merkitsee koko luvun tulosriville.
- esim. 67 + 85 =1412

4.3 Muistinumero on
lisdtty vadraan sarakkee-
seen

Merkitsee muistinumeron esimerkiksi kymmenien sarakkeen sijasta
satojen sarakkeeseen.

4.4 Vie paikka-arvoltaan
védrin luvun muistiin

- Esim. luvusta 13 on numero kolme merkitty muistinumeroksi

4.5 Nollavirhe

Sekaannus muistiinviennissa, jos luvussa on nolla.

*) Uudet virheluokat on merkitty kursiivilla.
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4.6 Vaara laskujarjestys
kertolaskun muistinume-
rossa

Lisaa muistinumeron kerrottavaan lukuun eik& lukujen tuloon.

5 Lainausvirheet

Véhennyslaskussa ja jakolaskun
vahennyslaskuvalivaiheessa

5.1 Jattda huomiotta
lainatun luvun arvon
muutoksen

Ei huomioi sité, ettd luvun arvo pienenee siitd lainattaessa.

5.2 Reversaali laskun
sisdlla

Vihentdja ja vahennettava kddntyneet laskun sisilla, jotta ei tarvit-
sisi lainata.

5.3 Nollavirhe

Sekaannus lainauksessa, jos luvussa on
nolla.
- esim. nollan yli lainattaessa

5.4 Lisaa lainatun luvun
virheellisesti

Lainattua lukua ei lisaté séanttjen mukaisesti vaan esimerkiksi
tilanteessa kaytannollisimmalla tavalla.

5.5 Ei lisaa lainattuun
lukuun lukua

Lainaus merkitdan kymmeneksi ja siihen ei lisata lukua, jota varten
lainaus tehtiin.

5.6 Lainaa nollasta

Suorittaa lainauksen nollasta.

6 Valivaiheen virheet

Kertolaskussa ja jakolaskussa

6.1 Kerto- tai jakolaskun
vélivaiheet asetettu vaa-
rin

Luvut on sijoitettu vadriin sarakkeisiin tai muulla tavalla virheelli-
sesti.

6.2 Alasottovirhe jako-
laskussa

Laskija on pudottanut vdiran luvun alas tai alasottoa ei ole suoritet-
tu lainkaan

6.3 Liian suuri jakojééan-
nos

Vastaukseen on hyvéksytty liian suuri jakojadnnos

6.4 Laskee luvut vaarin-
pain

Jakaa jakajan jaettavalla.

6.5 Merkitsee jakojaan-
noksen vastaukseen

Siirtaa jakojaannoksen vastaukseen jakamatta sité.

7 Desimaalipilkun vir-
heet

Kaikissa laskutoimituksissa

7.2 Desimaalipilkku
puuttuu vastauksesta

Desimaalipilkkua ei ole merkitty lainkaan

7.3 Desimaalipilkku
asetettu vaarin vastauk-
seen

Desimaalipilkku on lisatty vaaraan paikkaan desimaaliluvussa.

7.4 Lis&a nollan desi-
maalipilkun jalkeen

Lisaa nollan, jotta laskettavissa luvuissa olisi yhtd monta desimaa-
lia
- esim. 47,22 47,02

7.4 Desimaaliosan luvut
asetettu tai laskettu vaa-
rin

Desimaaliosan lukuja ei ole asetettu paikka-jarjestelman mukaan ja
sadasosat ja kymmenesosat voidaan laskea yhteen

8 Muut virheet

Virheet, joita ei pysty luokittelemaan muihin luokkiin
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