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Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua konveksin geometrian peruskisitteisiin
ja esitelld yksi aihealueen tarkeimmistéd tuloksista: Hellyn lause. Liséksi tarked osa
tutkielmaa on néyttdd Hellyn lauseen suhde Radonin ja Carathéodoryn lauseisiin.
Néitd kolmea lausetta voidaan pitdd konveksin geometrian kulmakivind. Keskeinen
tutkielman tavoite on myos herédttéad lukijan mielenkiinto konveksiin geometriaan Hel-
lyn lauseen sovellusten ja ongelmien kautta.

Tutkielma alkaa johdannolla konveksiin geometriaan. Ensin mééritelldéan, mita yli-
padnsé tarkoittaa, ettd joukko on konveksi. Sitten mééaritelldén konveksi verho ja néy-
tetddn miten se eroaa lineaarialgebran tutuista lineaarisesta verhosta ja affiinista ver-
hosta. Konveksi verho on olennainen osa useita tutkielmassa késiteltdavia todistuksia.
Téamén jalkeen esitelladn analyysin kursseilta tuttuja késitteitd konveksin geometrian
nikulmasta. Niisté erityisen térkea lopputyon kannalta on joukkojen kompaktius. Sen
jalkeen késitellaén erilaisia keinoja erotella joukot toisistaan, kuten tarkka erottelu ja
vahva erottelu. Vahvasti eroteltujen joukkojen késite on olennainen Hellyn lauseen to-
distamisessa hyodynnettavé tyokalu. Lopulta tutkitaan erilaisia ekstreemeja pisteité
ja niiden olemassaoloa, jonka jéalkeen aiempia késitteitd yhdistellen paédstaan todista-
maan Kreinin-Milmannin lause. Johdannon viimeisessé kappaleessa késitellaén viela
monitahokkaita ja polytooppeja. Namé kaikki ovat hyoddyllisia konveksin geometrian
ongelmissa kaytettavia tyokaluja.

Seuraavaksi tutkielmassa péaédstdin kolmen suuren lauseen kimppuun. Ensin to-
distetaan &arellinen leikkausominaisuus, jonka mukaan avaruuden R" osajoukkojen
kokoelman &érellisellé osakokoelmalla on epétyhja leikkaus. Tamé on tietyssd mieles-
sé heikompi versio Hellyn lauseesta, joka antaa kétevin keinon konveksien joukkojen
epéatyhjien leikkausten etsimiseen. Hellyn lauseessa késitelldan avaruuden R™ kokoel-
maa, joka on joko &irellinen tai sen kaikki jésenet ovat kompakteja. Jos milld tahansa
(n + 1):114 kokoelman jésenelld on epétyhji leikkaus, niin lauseen mukaan kaikilla
kokoelman jésenilld on epéatyhja leikkaus. Téamén jélkeen esitelldéin Radonin ja Ca-
rathédoryn lauseet ja ohessa kiydain myos ldpi ndiden kolmen toisiinsa kytkoksissé
olevan lauseen historiaa. Monen ldhdeteoksen mukaan on yleisesti tunnettua, etta
Hellyn, Radonin ja Carathéodoryn lauseet ovat keskenddn yhtapitdvia. Téstd huo-
limatta missdén teoksista ei kuitenkaan oltu tehty asialle tayttd todistusta. Téassé
tutkielmassa naytetddn myos lauseiden yhtépitavyys.

Tutkielman loppupuoli késittelee Hellyn lauseen tédrkeimpié ja mielenkiitoisimpia
sovelluksia. Osa niistd kdydaan lapi tarkasti ja osaa vain pintaraapaistaan lukijan
mielenkiinnon heréttamiseksi. Sovelluksista tunnetuin on taidegallerialause. Sen kan-
sanldheinen muotoilu menee néin: Jos taidegalleriassa jokaiselle kolmen maalauksen
joukolle 16ytyy sellainen paikka, josta kaikki kolme pystyy nidkemé&én kerralla, niin
talloin galleriassa taytyy olla sellainen paikka josta kaikki taulut pystyy ndkeméén
kerralla. Taidegellerialauseeseen pohjautuen on keksitty useita mielenkiintoisia ongel-
mia, joista osa on vield avoimia.
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Johdanto

Konveksisuus on matematiikan késite, joka on niin yleinen, etté sitd voi soveltaa lu-
kuisiin tilanteisiin, mutta kuitenkin sen verran erityinen, ettd sen pohjalta voidaan
kehittda kiinnostavia epétriviaaleja tuloksia. Konveksia geometriaa on tietyssd mie-
lessé késitelty jo antiikin aikoina muun muassa Arkhimedeen ja Eukleideen toimesta.
Tunnetuimpia aihealueen esimerkkejé ovat Platonin kappaleet, isoperimetrinen ongel-
ma ja pyramidin tilavuuden méarittdminen.

Konveksia geometriaa alettiin erityisesti tutkia 1800- ja 1900-lukujen vaihteessa.
Tarkeimpid alan pioneereja ovat matemaatikot Cauchy, Steiner, Brunn ja Minkowski.
Heidén jalkeenséd konveksia geometriaa tutkinut, kenties alan merkittdvin matemaa-
tikko, Klee on kuvaillut aihealuetta seuraavasti:

"Konveksien joukkojen tutkiminen on geometrian, analyysin ja lineaarialgebran haa-
ra, jolla on useita yhteyksid muihin matematitkan osa-alueisiin ja se yhdistid monia
ndenndisesti erilaisia matemaattisia ilmidita. Se on myds oleellista useilla tieteen ja
teknologian aloilla.”

Lahempéana nykypéaivia konveksin geometrian haaroihin ja sovelluksiin otettiin myo6s
mukaan reilusti analyysia. Téllaisia konveksia geometriaa soveltavia osa-alueita ovat
muun muassa differentiaaligeometria, funktionaalianalyysi, variaatiolaskenta, optimi-
saatio, geometrinen mittateoria, Fourier sarjat, todenndkdisyys ja matemaattinen fy-
siikka. [4]

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua konveksin geometrian peruskasit-
teisiin. Oletuksena on, ettd lukija omaa perustiedot geometriasta, lineaarialgebrasta
ja matemaattisesta analyysista, silla uusien késitteiden madrittelyssa kaytetdan tu-
tuiksi oletettuja asioita. Tutkielman tarkein tulos on Hellyn lause, jota pidetédén ylei-
sesti konveksin geometrian yhtené tarkeimmisté lauseista. Lisdksi avainasemassa ovat
usein Hellyn lauseeseen liitettévat Radonin lause ja Carathéodoryn lause. Néitd kolme
lausetta pidetddan konveksin geometrian kulmakiviné ja on myo6s mahdollista nayttéaa,
ettd ne ovat keskenéddn yhtapitdvia. Helly julkaisi lauseensa vuonna 1913, mutta var-
sinaisen todistuksen sille keksi ensimmaéisen kerran Radon vuonna 1921 hyodyntiden
siind omaa lausettaan. Carathéodory puolestaan julkaisi lauseelleen oman todistuksen
vuonna 1907, mutta téllekin keksittiin myhemmin yksinkertaisempi Radonin lausee-
seen pohjautuva todistus. [2]

Edella mainittujen lauseiden pohjalta on keksitty lukuisia sovelluksia, joista tun-
netuin lienee taidegallerialause. Konveksiin geometriaan ja erityisesti taidegalleria-
lauseen eri variaatioihin liittyvid ongelmia on monia ja osa niistd on vield avoimia.
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Vaikka lauseiden todistukset voivat olla haastavia, niin useimmiten tulokset ovat hel-
posti geometrisesti ymmérrettavissa. Tutkielmassa tarkastellaan taidegallerialausee-
seen liittyvid tapauksia padasiassa tasossa, mutta suurin osa késitteista voidaan yleis-
tad avaruuteen R™. Niiden seikkojen johdosta Hellyn lauseen késittely on loistava
johdanto konveksin geometrian maailmaan.

Tutkielman ensimmaisessé luvussa johdatellaan lukija konveksiin geometriaan kay-
mélld 1&pi jo osittain tuttuihin késitteisiin pohjautuvia tuloksia. Niita ovat kasautu-
mispiste, kompaktit ja konveksit joukot, konveksi verho, sisus ja sulkeuma, joukkojen
erottelu, ekstreemit pisteet seké polyhedraalit joukot ja polytoopit. Lisdksi esitellaan
monessa sovelluksessa hyodyllinen Kreinin-Milmannin lause. Suurinta osaa néista ké-
sitteista sovelletaan tavalla tai toisella Hellyn lauseen todistamisessa.

Toisessa luvussa otetaan késittelyyn itse Hellyn lause. Aluksi kidyydééan lépi lauseen
historiaa ja lauseen merkitykseen johdatellaan heikomman tuloksen, darellisen leik-
kausominaisuuden, avulla. Témén jédlkeen annetaan todistus Hellyn lauseelle ja esitel-
la&n my6s Radonin ja Carathéodoryn lauseet. Kolmannessa luvussa kerrotaan niiden
kolmen lauseen yhteisesté historiasta ja nédytetédédn, ettd ne todellakin ovat yhtépi-
tavid. Neljannessa luvussa padstdadn kasitteleméddan Hellyn lauseen sovelluksia, joista
eniten painoarvoa annetaan taidegallerialauseelle. Lyhyesti sen mukaan |n/3] paikal-
laan pysyvaid vartijaa vaaditaan joskus ja riittdd aina valvomaan n-kulmaisen mo-
nikulmion muotoista taidegalleriaa. Liséksi katsotaan, miten lampaita voi separoida
Kirchbeergerin lauseen avulla ja kdyd&dan lapi Jungin lause.

Lopuksi viidenteen ja viimeiseen lukuun on koottu lisdd mielenkiintoisia taide-
gallerialauseeseen pohjautuvia sovelluksia. Luku alkaa monikulmion kolmioinnin ja
nelikulmioinnin késitteilld. Témén jalkeen kaydéaan 1api sovelluksia, joissa taidegalle-
rian vartijoille annetaan uusia voimia tai muutetaan muuten sdantoja. Naistd tunne-
tuimpia ovat linnoitusongelma, jossa pohditaan monta vartijaa tarvitaan valvomaan
monikulmion ulkopuolta ja vankilan piha- ongelma, jossa tehtdvéanéa on valvoa seké
monikulmion sisdpuolta ettd ulkopuolta.

P&dldhteend tutkielmassa on kéytetty [LE. Leonardin ja J.E. Lewisin kirjaa Geo-
metry of Convex Sets [5]. Siind on kiyty perusteellisesti lapi konveksin geometrian
peruskasitteiti sekd Hellyn lause ja sen sovelluksia. J. Eckhoffin tekstissa Helly, Ra-
don and Carathéodory Type Theorems [2] on esitelty kattavasti Hellyn, Radonin ja
Carathéodoryn lauseiden historiaa. Tutkielman viimeisessd luvussa esitellyt sovelluk-
set ja paljon lisdd 16ytyy Joseph O’Rourken kirjasta Art Gallery Theorems and Al-
gorithms [7]. Mainitsemisen arvoinen on myds L. Danzerin, B. Griinbaumin ja V.
Kleen artikkeli Helly’s Theorem and its Relatives [1], jota pidetdén erityisen térkedna
Hellyn lauseeseen liittyvéana julkaisuna.



LUKU 1

Konveksia geometriaa

Aloitetaan konveksiin geometriaan tutustuminen kdymélla ldpi aihealueen peruské-
sitteitd. Koko tyOssé asioita kasitellddn yleisesséd vektoriavaruudessa R”™. Lisdksi kéy-
tetddn saman avaruuden Fuklidista normia. Kaikissa konveksin geometrian lauseissa
ja niihin liittyvissa sovelluksissa luonnollisesti oletetaan, ettd kasiteltdvét joukot ovat
konvekseja. Liséksi monesti joukkojen oletetaan olevan myos kompakteja. Méaritel-
ladan aluksi kasautumispiste, jonka avulla pystytdan méaéritteleméadn kompakti joukko.

1.1. Kasautumispiste

Kasautumispiste pystytddn méaritteleméian sekéd geometrisesti avaruuden avoimien
pallojen avulla ettd analyysilla suppenevien jonojen avulla. Esitelldéin ensin geomet-
rinen méaaritelma.

MAARITELMA 1.1. Olkoon A C R"™. Piste p € R™ on joukon A kasautumispiste,
mikéli jokainen p-keskinen positiivisen sdteen omaava avoin pallo sisédltdéd joukon A
pisteen, joka ei ole p. Siis tétyy pétea

(A\{p}) N B(p,d) # 0 kaikilla 6 > 0.

Kasautumispiste voidaan méaritelld myds suppenevien jonojen avulla.

LAUSE 1.2. Olkoot joukko A C R", ja piste p € R". Piste p on joukon A kasautu-
mispiste, jos ja vain jos on olemassa pisteistd p, € A\{p} muodostuva jono (pr)k>1
siten, ettd

Ji o =
1.2. Kompaktit joukot

Méaritellddn seuraavaksi kompakti joukko kasautumispisteen avulla.

MAARITELMA 1.3. Joukon R" osajoukko K on kompakti, jos jokaisella déretto-
mélld K:n osajoukolla on kasautumispiste, joka kuuluu joukkoon K.

HuomauTus 1.4. Jotta K C R” olisi kompakti, vaatii edellinen méaritelmé seu-
raavat kaksi ehtoa:

(i) Jokaisella K:n dérettomaéllda osajoukolla on ainakin yksi kasautumispiste p.
(ii) Kasautumispisteen p taytyy kuulua joukkoon K.

Kompaktius voidaan méaritelld usealla yhtapitavalla tavalla. Yksi yleisimpid tapoja
on hyodyntdd avointen joukkojen peitteitd. Joukoista koostuvaa perhettd sanotaan
joukon K peitteeksi, jos perheen yhdiste sisdltda joukon K.

LAUSE 1.5. Olkoon K C R™. Tdlloin K on kompakti, jos ja vain jos sen jokaisella
avoimella peitteelld on ddrellinen osapeite.

3
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Lauseelle 16ytyy yksityiskohtainen todistus Jussi Vaiséldn luentomonisteesta Topolo-
gia 1 (1999) [10]. Sivuhuomautuksena Véiséldn teokset ovat hyvié léhteité, jos topo-
logiasta ja konveksista geometriasta haluaa lukea suomenkielelld. Perustietoa 16ytyy
my6s Jouni Parkkosen luentomonisteesta [8].

Kompaktiudelle saadaan johdettua myos seuraavanlainen muoto:

LAUSE 1.6. Avaruuden R™ osajoukko K on kompakti, jos ja vain jos

(i) Jokaisella K :n ddrettomalla osajoukolla on ainakin yksi kasautumispiste p.
(i1) Kaikki K:n kasautumispisteet kuuluvat K :hon.

Yksi tdarkeimpia kompaktien joukkojen ominaisuuksia on se, ettd ne ovat suljettuja ja
rajoitettuja.

LAUSE 1.7. Avaruuden R™ kompakti osajoukko K on suljettu ja rajoitettu.

Lyhyet ja ytimekkééat todistukset télle seké edeltavélle lauseelle 16ytyvét I.E. Leonar-
din ja J.E. Lewisin kirjasta Geometry of Convex Sets (2016) [5].

1.3. Konveksit joukot

Aloitetaan konvekseihin joukkoihin ja niiden sovelluksiin tutustuminen kdyméalla méai-
ritelmén muodossa lapi, miké oikeastaan on konveksi joukko.

MAARITELMA 1.8. Avaruuden R" osajoukko A on konveksi, jos ja vain jos minké
tahansa kahden A:n pisteen z ja y vilinen jana [z, y] on A:n osajoukko. Toisin sanoen
joukko A on konveksi, jos ja vain jos kaikille pisteille z,y € A ja jokaiselle vakiolle
A €]0, 1] pétee, ettd (1 — Nz + \y € A.

Yksiulotteisessa avaruudessa R konveksit joukot voidaan rajata tarkasti. Niitd ovat
tyhji joukko, yksittiiset pisteet, vilit, puolisuorat ja koko reaaliakseli. Tasossa R? sen
sijaan konveksit joukot vaihtelevat paljon. Geometrisesti konveksi joukko on sellainen,
missé ei ole reikid, kuoppia tai toyssyja. Esimerkkeja siitd millaiset tason joukot vat
konvekseja ja millaiset eiviat on kuvissa 1.1 ja 1.2.

Kuva 1.1. Esimerkkejd konvekseista joukoista tasossa.

Konveksin joukon késite voidaan myos selittdd nakyvyyden avulla seuraavasti: Joukko
on konveksi, jos kaikista sen pisteistd on mahdollista ndhda kaikki muut pisteet siten,
ettd nékolinja ei kulje joukon ulkopuolelta.
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Kuva 1.2. Esimerkkejé ei-konvekseista joukoista tasossa.

Konveksien joukkojen monet ominaisuudet ovat dimensiosta riippumattomia. Té&-
mén seurauksena n-ulotteisista konvekseista joukoista pystytddn saamaan jonkinlai-
nen késitys tutkimalla kaksi- ja kolmiulotteisia konvekseja joukkoja. Sen vuoksi kon-
veksisuus on térkeéd osa n-ulotteista geometriaa.

Téassé tyossa keskitytaan konvekseihin joukkoihin liittyviin geometrisiin sovelluk-
siin, mutta konveksisuudella on my6s analyyttisempié kdyttokohteita. Konveksisuutta
voidaan soveltaa muun muassa lineaariseen ja epélineaariseen ohjelmointi- ja optimi-
saatioteoriaan. Esimerkiksi kéytettdessa lineaarista ohjelmointia optimaalisen ratkai-
sun loytdmiseksi havaitaan, ettd suotuisa alue on konveksi joukko. Ymmaérrys kon-
veksien joukkojen geometriasta on vélttdmétontd, kun késitellddn konveksisuuden
sovelluksia.

ESIMERKKI 1.9. Naytetddn, ettéd suljettu yksikkopallo R™:ssé
B(0,1) ={z e R": |jz| <1}
on konveksi joukko.
TobisTus. Olkoot x,y € B(0,1). Tallsin miki tahansa piste z € [x,%] voidaan
esittdd muodossa

z=(1— Nz + My,
missd A € [0, 1] on jokin vakio.
Niytetidn vield, ettd z kuuluu yksikképalloon eli z € B(0,1). Tamé on yhtépita-
véd sen kanssa, ettd z:mm normi on korkeintaan 1. Siis ||z|| < 1.
Viite seuraa melko suoraan kolmioepéyhtalosta:

2] = I(T = )z + Ay
< =Nl + [yl
= [T = Al flzll + ATyl

Koska 0 < A <1, niin [1 - A =1-=Xja|Al = A\
Siispa
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Kaydaan seuraavaksi lapi konveksien joukkojen perusominaisuuksia. Osoitetaan ensin
lause, jonka seurauksena pystytddn nayttaméaén, ettd joukon siirto ja skaalaaminen
sdilyttavat konveksisuuden. Tété varten tarvitaan seuraavat magritelmaét.

MAARITELMA 1.10. Olkoon joukko A C R™. Talloin aeA on joukko, joka saadaan
kertomalla jokainen joukon A jésen kertoimella o € R eli
aA={aa € R":a € A}.
MAARITELMA 1.11. Olkoot joukko A C R"™ ja vektori v € R™. Télléin joukko
A + v madritelladn seuraavasti:
A+v={a+veR":ae A}
Tata kutsutaan joukon A translaatioksi.
Seuraavaksi padstaan késiksi ennen méaaritelmid mainittuun lauseeseen.
LAUSE 1.12. Jos p,q € R™ ja [p,q| on pisteiden p ja q madrdiimd jana, niin
(i) [p,q] + xo = [p+ 0o, q + x0] jokaisella xo € R™ ja
(i1) a[p, q] = [ap, aq] jokaisella vakiolla .

TobisTus. (i) Otetaan mielivaltainen piste x ja ndytetdin, ettd se kuuluu jouk-
koon [p, q]4+0, jos ja vain jos se kuuluu joukkoon [p+xg, g+x¢]. Siis x € [p, q]+z0,
jos ja vain jos on 0 < A < 1 siten, ettd

x=(1—=XNp+ Ag+ xo
=1 =Np+Ag+ (1 —=XNxo+ Az
= (1 =A)(p+ z0) + Mg + 20),
eli toisin sanoen, jos ja vain jos x € [p+xg, ¢+xo|. Siispa [p, q|+xo = [p+x0, ¢+20)

jokaisella xq € R".
(i) Vastaavasti x € ap, ¢|, jos ja vain jos on 0 < A < 1 siten, ettd

r=al(l=XNp+ A
= (1= XNap+ \ag,

eli, jos ja vain jos x € [ap, aql. Siispé «a[p, ¢] = [ap, aq].

t

SEURAUS 1.13. Jos joukko C' on avaruuden R™ konveksi osajoukko, niin C + xq
ja aC' ovat konvekseja kaikilla xqg € R ja a € R.

TobisTus. Néytetiin ensin, ettd C' 4 xg on konveksi. Olkoot p ja ¢ pisteita jou-
kossa C' + xy. Talloin p — z¢ ja ¢ — xo ovat joukon C' pisteitd. Koska C' on konveksi,
niin myos jana [p — g, ¢ — o] kuuluu joukkoon C' ja edellisen lauseen nojalla

[p — 20,9 — 20| + 20 = [p — w0 + T0,q — W0 + T0] = [p, q]-
Siispé [p, q] C C + xg, kunhan pisteet p ja g kuuluvat joukkoon C + zq ja siten C' + x
on konveksi.

Niytetiidn sitten, ettd aC on konveksi. Jos a = 0, niin aC' = {0} on konveksi
riippumatta siitd, onko joukko C' konveksi vai ei. Voidaan siis olettaa, ettd o # 0.
Olkoot p ja g pisteitd joukossa aC' siten, ettd p = ax ja ¢ = ay, missid z ja y ovat
joukon C pisteita. Koska C' on konveksi, niin [z,y] C C jasiten afz,y] C aC. Edellisen
lauseen nojalla [p, q] C aC' eli aC' on konveksi. O
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Taméa seuraus on kétevé, koska joskus joukon siirto tai skaalaaminen voi helpottaa
konveksin geometrian ongelmaa. Néytetddn seuraavaksi, ettd konveksisuus séilyy leik-
kauksessa. Huomionarvoista on, ettéd joukko F' seuraavassa lauseessa voi olla dérellinen
tai adreton.

LAUSE 1.14. Jos joukko F' on avaruuden R™ konveksien osajoukkojen perhe, niin
Joukko

C=({A:AeF}
on konveksi.

TobisTus. Olkoot z ja y pisteitd joukossa C'. Naytetédén, ettd [x,y] C C. Koska
C on kaikkien perheen F' jisenten leikkausjoukko, niin z € A jokaisella A € F.
Vastaavasti y € A jokaisella A € F. Koska jokainen A on konveksi, niin tiedetéén,
ettd [z, y] C A. Siten

[z,y] cC=(|{A: AcF}
ja C' on konveksi. O

Téamén luvun loput kappaleet késittelevit tyon padatuloksen, Hellyn lauseen, kannalta
tarkeitd tuloksia. Erityisesti konveksia verhoa, joukkojen erottelua ja polytooppien
ominaisuuksia tarvitaan Hellyn lauseen todistuksessa.

1.4. Konveksi verho

Konveksin verhon ldhtékohtana on tdmén tukielman lukijoille oletettavasti tuttu line-
aarikombinaatio. Lineaarikombinaation kaksi téarkedé tyyppia ovat affiini kombinaatio
ja konveksi kombinaatio, joka on erityisen merkittava tdmén tyon kannalta. Esitelldan
seuraavaksi kaikkien kolmen méaaritelmaét.

MAARITELMA 1.15. Olkoon S = {x1,xa,...,zx} C R™ ja olkoot Aj, Ag, ..., \x va-
kioita. Pistetta

T = MNT1+ Aoxy+ -+ A2y
sanotaan
e lineaarikombinaatioksi kaikilla vakioiden A; arvoilla.
e affiiniksi kombinaatioksi, jos Zle i = 1.
e konveksiksi kombinaatioksi, jos Zle Ai=1 ja N\, >0 kaikilla 1 <12 < k.

Nama maaritelmét patevat darellisille osajoukoille S C R™. Ne voidaan kuitenkin laa-
jentaa myos ddrettomille osajoukoille S késittelemélla joukon S dérellisia osajoukkoja.
Esimerkiksi, jos S on jokin R™:n osajoukko, niin S:n pisteiden konveksilla kombinaa-
tiolla tarkoitetaan jonkin S:n #érellisen osajoukon konveksia kombinaatiota. Kaikki
konveksit kombinaatiot saadaan soveltamalla téaté kaikkiin mahdollisiin S:n dérellisiin
osajoukkoihin.

MAARITELMA 1.16. Olkoon S avaruuden R™ osajoukko.

e Kaikkien S:n alkioiden lineaarikombinaatioiden kokoelmaa kutsutaan S:n li-
neaariseksi verhoksi tai ykinkertaisemmin S:n verhoksi. Sitd merkitéén span(S).
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e Kaikkien S:n alkioiden affiinien kombinaatioiden joukkoa kutsutaan S:n af-
fiiniksi verhoksi ja merkitaan aff(.S).

e Kaikkien S:n alkioiden konveksien kombinaatioiden joukkoa kutsutaan S:n
konveksiksi verhoksi ja merkitddn conv(S).

Joukon S konveksi verho voidaan muotoilla my&s konveksin kombinaation avulla seu-
raavasti.

HuomAuTUS 1.17. Piste x kuuluu joukkoon conv(S), jos ja vain jos on olemassa
alkiot xq, xa, ..., xx € S ja vakiot i, A9, ..., \i € R siten, etté

k
T = ZM% = MZ1, Moo + - - - 4+ A\pTg,
i=1

missii \; > 0 kaikilla i = 1,2, ... k, ja S0 A = 1.

Mille tahansa joukolle S C R™ joukon S lineaarinen verho, affiini verho ja konveksi
verho siséltavit joukon S. Lineaarialgebran perusteella span(S) on joukon S virittiméa
lineaarinen aliavaruus, joka on yleensé paljon suurempi, kuin joukko S. Voidaan siis
olettaa, ettd myos aff(S) ja conv(S) ovat joukkoa S suurempia. Selvéisti myos verhoille
patee seuraava:

conv(S) C aff(S) C span(S).

Katsotaan seuraavaksi pari yksinkertaista esimerkkié, joiden avulla on helppo havaita
eri tyyppisten verhojen ero.

ESIMERKKI 1.18. Jos S = {p, ¢}, missd p ja ¢ ovat eri pisteet avaruudessa R",
niin

e aff(S) on pisteiden p ja ¢ kautta kulkeva suora.

e span(.S) on origon ja pisteiden p ja ¢ kautta kulkeva suora, mikéli joukko S
on lineaarisesti riippuva. Jos S on lineaarisesti riipumaton, niin span(S) on
origon ja pisteiden p ja g kautta kulkeva taso.

e conv(S) on jana [p, ql.

ESIMERKKI 1.19. Jos S = {a,b, c}, missi a,b ja ¢ ovat pisteitd avaruudessa R™
siten, ettéd ne kaikki eivét ole samalla suoralla, niin

e aff(S) on pisteiden a, b ja ¢ kautta kulkeva taso.

e span(S) origon ja pisteiden a, b ja ¢ kautta kulkeva taso, jos S on lineaarisesti
riipuvainen. Mikéli S on lineaarisesti riipumaton, niin span(S) on kolmiulot-
teinen aliavaruus.

e conv(.S) on kérkipisteiden a, b ja ¢ virittamé klomio ja sen sisus.

On olemassa myos tapauksia, joissa span(S), aff(S) ja conv(S) eivit ole joukkoa S
suurempia. Esimerkiksi, jos S on avaruuden R" lineaarinen aliavaruus, niin S sisiltda
kaikki lineaarikombinaationsa. Vastaavanlainen tulos on olemassa myds konvekseille
joukoille.

LEMMA 1.20. Konwveksi joukko S C R™ sisdltad kaikki sen konveksit kombinaatiot.
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TobisTus. Jokainen kahdesta pisteestd, x; ja x2, muodostuva konveksi kombi-
naatio on piste janalla [y, xs]. Tasta seuraa, ettd jos S on konveksi, niin se sisiltda
kaikki sen kahdesta pisteestd muodostuvat konveksit kombinaatiot.

Oletetaan, ettéd x1,x9 ja x5 ovat kolme joukon S pistetta. Oletetaan liséksi, ettd z on
néiden kolmen pisteen konveksi kombinaatio eli

z = )\191:1 + )\21'2 + )\3%3,

misséi)\l—i—)\g—l—)\g:lja)\l ZO,)\Q 20,ja )\3 20
Jos miké tahansa kertoimista A;, Ao tai A3 olisi nolla, niin silloin kyseessé olisi oikeas-
taan vain kahden pisteen konveksi kombinaatio ja télloin mitéddn todistettavaa ei olisi
jéaljellda. Voidaan siis olettaa, ettd \; > 0 kaikilla ¢ = 1, 2, 3. Esitetddn z muodossa

A1 Ao

T+

PVEID VR VNI
Hakasulkeiden sisélld oleva lauseke on kahden joukon S pisteen konveksi kombinaatio
ja siten sitd voidaan merkitd joukon S pisteend w. Tamé tarkoittaa sité, ettd

z = ()\1 + )\2) Tol| + )\31’3.

Z = ()\1 + )\2)?1] + )\3]}3.

Havaitaan, ettd nyt tdmé lauseke on kahden joukon S pisteen, x3 ja w, konveksi kom-
binaatio, joka on siten joukon S piste. Tamé osoittaa sen, ettd miké tahansa joukon S
kolmen pisteen konveksi kombinaatio on joukon S piste. Tekemélld samanlaiset pat-
telyt suuremmalle mééarélle pisteitéd, voidaan induktion avulla nédyttiaéd, ettd joukko
S sisdltdd minka tahansa dédrellisestd madrdastd sen pisteitd muodostuvan konveksin
kombinaation. 0

HuomAauTus 1.21. Konveksi verho on konveksi.

Tobistus. Olkoon S C R™ konveksi. Edellisen lemman nojalla conv(S) C S.
Lisaksi aina S C conv(S), joten S = conv(.S). Siispd conv(S) on konveksi. O

MAARITELMA 1.22. Olkoot joukot S C R" ja C' C R". Joukko C on pienin
konveksi joukko, joka siséltda joukon S, jos ja vain jos seuraavat kaksi ehtoa péteviét:

(i) C on konveksi ja S C C.
(ii) Jos C" C R™ on konveksi ja S C C’, niin C' C C".

Edella madritelméssa 1.16 esitettiin konveksi verho algebrallisesti. Seuraavaksi néy-
tetddn geometrinen esitystapa.

LAUSE 1.23. Jos S on avaruuden R" osajoukko, niin S:n konveksi verho on leik-
kaus kaikista konvekseista joukoista, jotka sisdltdvit joukon S. Toisin sanoen

conv(S) = ﬂ{C’ : S C C ja C on konveksi}.
Tamd on pienin konveksi joukko, joka sisdltdd joukon S.

TobisTus. Néaytetaén ensin, ettd conv(.S) on pienin konveksi joukko, joka sisdltaa
joukon S. Osoitetaan, ettd jokainen konveksi osajoukko C', joka siséltdd joukon .S,
sisaltdd myos joukon conv(S).

Olkoon C' konveksi joukko, joka sisaltdéd joukon S. Téalloin S C C ja mééritel-
mén nojalla conv(S) C conv(C). Toisaalta conv(C) = C, silla C' on konveksi, joten
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conv(S) C C. Siispa conv(S) todella on pienin konveksi joukko, joka siséltaéd joukon
S.

Néytetddn sitten, etté
conv(S) = ﬂ{C’ : S C C ja C on konveksi}.

Olkoon F' perhe, joka muodostuu kaikista joukon S sisdltavistd konvekseista jou-
koista. Joukko [ F' on joukon S sisdltévé konveksi joukko, joten conv(S) C () F'. Kos-
ka se on kaikkien joukon S siséltdvien konveksien joukkojen leikkaus, niin sen taytyy
olla jokaisen joukon S sisaltdvin konveksin joukon osajoukko eli () F* C conv(S). Toi-
sin sanoen (] F' on pienin konveksi joukko, joka sisdltdé joukon S, ja siten sen taytyy
olla konveksi verho. U

Tutkielman toisessa luvussa esitelldin Carathéodoryn lause. Sen avulla voidaan osoit-
taa, ettd jos C' C R™ on avoin, niin my6s conv(C') on avoin. Carathéodoryn lauseesta
seuraa myos, ettd jos C' C R™ on kompakti, niin my6s conv(C') on kompakti.

Suljetun joukon konveksi verho ei kuitenkaan valttamatta ole suljettu. Naytetdan
esimerkki téllaisesta tilanteesta.

ESIMERKKI 1.24. Etsitddn suljettu joukko C siten, ettd conv(C') ei ole suljettu.

Olkoon C' joukko, joka muodostuu avaruuden R? suorasta ja pisteestd, joka ei ole
suoralla. Télloin C' on suljettu, koska se on kahden suljetun joukon yhdiste, mutta
konveksi verho conv(C) ei ole suljettu. Tilanne on havainnollistettu kuvassa 1.3.

o ®
o
conv(C)

Kuva 1.3. Suljetun joukon konveksi verho ei aina ole suljettu.

1.5. Konveksien joukkojen sisus ja sulkeuma

Téssé kappaleessa nédytetédédn, ettd konveksin joukon sisépisteiden joukko ja sulkeuma
sdilyttavat konveksisuuden. Kun tutkitaan, kuuluuko piste joukon sulkeumaan, niin
pitda nayttad, ettd piste joko kuuluu annettuun joukkoon tai se on joukon kasautu-
mispiste. Aloitetaan osoittamalla, ettd konveksin joukon sulkeuma séilyttad konvek-
sisuuden.

LAUSE 1.25. Jos C C R"™ on konveksi joukko, niin sen sulkeuma C on myds
konveksi joukko.
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TopisTus. Olkoon C konveksin joukon C' sulkeuma. Niytetiifin, etté jos p ja g
ovat C'm pisteit#, niin mys koko jana [p, ¢] kuuluu joukkoon C'.

Olkoon z = (1 — A\)p + Ag, missd 0 < A < 1, mielivaltainen piste janalta [p, q].
Viitetéddn, ettd = on joukon C' sulkeuman piste. Toisin sanoen véiitetdan, ettd jos 0
on miké tahansa positiivinen luku, niin avoin pallo B(z,¢) sisdltdd C:n pisteen.

Taméa on yhtépitdvad alkuperdisen vaitteen kanssa. Otetaan kaksi avointa 9-
siteista palloa, joiden keskipisteet ovat p ja q. Koska p ja g ovat joukon C' sulkeuman
pisteitd, niin molempien pallojen B(p,d) ja B(q, ) tdytyy siséltad vihintddn yksi jou-
kon C piste. Olkoot ndma pisteet y ja z vastaavasti. Tilanne on hahmoteltu kuvaan
1.4.

Ny

Kuva 1.4. Avoin pallo B(z, ) sisdltdd C:n pisteen.

Koska joukko C' on konveksi, niin piste w = (1 — A)y + Az kuuluu joukkoon C.
Néytetadn vield, ettd w sisiltyy palloon B(z,¢). Kolmioepiyhtéilon nojalla

|z —w|l = llz — (1 = Ny + Az)||
=[[(1=Np+Ag— (1 =Ny + Az)]l
=[[(1=Np— (1 =Ny +Ag— Az
<X =Xp— (1 =Nyl + [[A\g = Az]]
= (L=Nlp =yl + Allg — 2|l

=< (1=XN)d+ Ao
=0,
joten w € B(x,d) ja x kuuluu joukon C' sulkeumaan. Siispa lause on tosi. O

Kéaytannon kannalta usein halutaan 16ytaé pienin suljettu konveksi joukko, joka sisél-
tdd annetun joukon A. Tdmé& on mahdollista méarittelemalla suljettu konveksi verho.

MAARITELMA 1.26. Joukon A suljettu konveksi verho, éonv(A), on kaikkien jou-
kon A sisdltdvien suljettujen konveksien osajoukkojen leikkaus. Siis

conv(A) = ﬂ{C’ : C' on suljettu ja konveksi, ja A C C'}.
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HuomAuTuUs 1.27. Maéritelmén nojalla conv(A) on

e suljettu, koska se on suljettujen joukkojen leikkaus,

e konveksi, koska se on konveksien joukkojen leikkaus, ja

e pienin suljettu konveksi joukko, joka siséltdd A:n, koska se on kaikkien sel-
laisten joukkojen leikkaus.

On my6s mahdollista nayttéds, ettd conv(A) = conv(A). TAmé on todistettu kirjassa
[5].

Seuraavaksi todistetaan saavutettavuuslemma. Se on kitevé tyokalu, kun seuraavassa
kappaleessa aletaan tarkastelemaan tangentiaalisia hypertasoja ja joukkojen erotte-
lua.

LEMMA 1.28 (Saavutettavuuslemma). Olkoon C' C R" konveksi joukko, jolla on
epdtyhji sisus. Jos x € int(C) ja y € C, niin puoliavoin jana pisteiden z ja y vdlilld,

[z, y={(1 =Nz +Ay:0< A <1},
sisdltid ainoastaan joukon C' sisapisteitd. Toisin sanoen [x,y[C int(C).

TobisTus. Koska x on joukon C' sisépiste, niin on olemassa positiivinen luku &
siten, ettd B(z,d) C C. Jos z € (x,y), niin

z=Xx+(1-N)y
jollakin 0 < A < 1. Néytetddn, ettd z on joukon C' sisépiste osoittamalla, ettd
B(z,A\) C C.
Olkoon v € B(z, \0). Halutaan niyttii, ettd v € C. Jos asetetaan

w= (o= (1= Ny,

niin
v=2Aw+(1—-N)y.

Siis, jos pystytddn ndyttdméadn, ettd w € C, niin konveksisuuden nojalla v € C.
Huomataan, etté

o =2l = 50 = (1= N)y) = 2l = 50 = (1= 2y = x)l| = (0 = 2)| <&

Tama ndyttdd sen, ettd w € B(x,0) ja siten w € C. Siispd v € C eli B(z, \J) sisiltyy
kokonaan joukkon C' ja edelleen z on joukon C' sisépiste. U

Saavutettavuuslemmasta seuraa yleinen konveksin geometrian tulos:

SEURAUS 1.29. Jos C C R"™ on konveksi joukko, niin se sisdpisteiden joukko
int(C') on myds konveksi.

TobisTus. Tehdddn antiteesi: Oletetaan, etta sisdpisteiden joukko int(C') ei ole
konveksi. T&ll6in on olemassa pisteet x,y € int(C') siten, ettd jokin piste z €]z, y] ei
ole joukossa int(C'). Edeltdvén lemman nojalla tdmé ei ole kuitenkaan mahdollista,
joten ollaan ristiriidassa. U
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1.6. Joukkojen erottelu ja ekstreemit pisteet
Maéaritelladn aluksi hypertaso.

MAARITELMA 1.30. Olkoot oy, as, ..., o, ja [ vakiokertoimia, joista ainakin yksi
a; on nollasta poikkeava. Télloin pistejoukkoa (x1,zs,...,x,) € R", joka toteuttaa
yhtélon
Q1T + Qs + -+ Ty, = f3,
kutsutaan avaruuden R" hypertasoksi.
Toisin sanoen joukko Hg € R™ on hypertaso, kun

H,B = {(iUl,l’z, ,l'n) eR": a2y + o+ -+, = ﬁ}

Esimerkiksi hypertasot R?:ssa ovat suoria ja hypertasot R3:ssa ovat tasoja.

Sanotaan, ettd hypertaso H on tangentiaalinen joukon A C R"™ kanssa, jos ja vain jos
AN H # () ja A siséltyy jompaan kumpaan hypertason H médrddmisté suljetuista
puoliavaruuksista. Siis, jos

H={xeR": (p,z)=a},

missd p € R™ ja p # 0, niin H on tangentiaalinen joukon A kanssa, jos ja vain jos

(i) on olemassa piste ag € A siten, ettd (p,ag) = « ja

(ii) joko (p,x) < « kaikilla x € A tai (p,x) > « kaikilla x € A.
Téssé tapauksessa sanotaan, ettd H on joukon A tangentiaalinen hypertaso ja miké
tahansa joukon A N H piste on A:n tangenttipiste.

Joukkojen erottelu on oleellinen osa Hellyn lauseen todistusta. Méaritelldédn seuraa-
vaksi hypertasojen avulla erotellut joukot.

MAARITELMA 1.31. Avaruuden R" kaksi osajoukkoa A ja B on eroteltu hyperta-
solla
H={zeR": (p,z) =a},
jos ja vain jos A kuuluu jompaan kumpaan H:n médrdamaéaédn suljettuun puoliavaruu-
teen ja B toiseen H:n méadrddamédn suljettuun puoliavaruuteen. Toisin sanoen seu-
raavien ehtojen tulee olla voimassa:

(i) (p,a) < a kaikilla a € A ja
(i) (p,b) > « kaikilla b € B.
Joukot A ja B on tarkasti eroteltu hypertasolla H, jos ja vain jos A kuuluu jom-
paan kumpaan H:n madrddméian avoimeen puoliavaruuteen ja B toiseen H:n maarié-
médn avoimeen puoliavaruuteen. Toisin sanoen seuraavien ehtojen tulee olla voimassa:

(i) (p,a) < a kaikilla a € A ja
(ii) (p,b) > « kaikilla b € B.

Pelkka joukkojen erottelu ei ole riittdvé jatkon kannalta, silld esimerkiksi on mah-
dollista, ettéd erottelun ehdot tayttyvat, mutta joukot A ja B eivét ole edes erillisia.
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Néin kay ainakin silloin, jos joukoilla on yksi yhteinen piste ja hypertaso kulkee té-
mén pisteen kautta. Voi myos kéyda niin, etté toinen joukoista on toisen osajoukko ja
ehdot silti toteutuvat. Tamé& on mahdollista, jos toinen joukoista on toisen reunapiste
ja hypertaso kulkee sen kautta. Esimerkit tilanteista ndkyvéat kuvassa 1.5. Tarvitaan
siis vahvempi, tarkan erottelun késite.

H1 H2

Kuva 1.5. Joukot A; ja B eivit ole erillisid, mutta ne on eroteltu hy-
pertasolla Hy. Joukko By on joukon A, osajoukko, mutta ne on eroteltu
hypertasolla H.

Madéritelmén loppuosan tarkka erottelukaan ei vield riité kaikkiin tilanteisiin. On mah-
dollista, ettd H erottelee joukot A ja B tarkasti ja H erottelee joukkojen sulkeumat
A ja B, mutta ndmé eivét ole tarkasti eroteltuja. Tarvitaan siis vield vahvempi méai-
ritelma.

MAARITELMA 1.32. Avaruuden R" osajoukot A ja B on vahvasti eroteltu hyper-
tasolla

H={xeR": (pz)=a}l,
jos ja vain jos H erottelee joukot A ja B tarkasti ja lisdksi dist(4, H) > 0 ja
dist(B, H) > 0, missd dist on etéisyysfunktio.

Méaritelméssé kidytetty etaisyysfunktio méadritellain seuraavasti.

MAARITELMA 1.33. Olkoot piste xg € R"™ ja epétyhja joukko A C R™. Tallsin
etdisyytté pisteen zp ja joukon A valilla merkitaédn dist(zg, A) ja maaritellddn

dist(xg, A) = inf{||xzg — 2| : x € A}.

Vastaavasti epéatyhjien joukkojen A C R" ja B C R"™ vélista etéisyyttd merkitadn
dist(A, B) ja méiaritelldén

dist(A, B) = inf{||z —y|| : x € A,y € B}.

Vahvasti eroteltujen joukkojen mukaan on myo6s nimetty vahva erottelulause. Vahvaa
erotteluausetta kidytetddn myshemmin tasséa luvussa késiteltdvan Kreinin-Milmannin
lauseen todistamisessa sekéd Hellyn lauseen todistamisessa. Lauseen todistuksessa vii-
tataan seuraaviin lauseisiin ja lemmoihin.
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LAUSE 1.34. Olkoon L suora avaruudessa R™ ja p piste suoralla L. Tdlloin p on
origoa lihimpdnd oleva suoran L piste, jos ja vain jos p on ortogonaalinen janaan
q — p ndhden kaikilla muilla suoran L pisteilld q.

Lauseen todistus on pitkdhkoé normin ominaisuuksiin perustuva pyorittely, joka 10ytyy
kirjasta [5]. Sivuutan sen téssi.

LEMMA 1.35. Olkoon hypertaso H tangentiaalinen suljetun yksikkopallon B(0,1)
kanssa pisteessd vyo. Olkoon lisdksi zg mikd tahansa piste siind avoimessa puoliava-
ruudessa, joka sisdltida origon. Talloin jana [yo, zo] sisdltdd avoimen pallon B(0,1)
pisteitd.

Yo

Ce

B(0,1) l

20

KuvA 1.6. Lemman 1.35 tilanne.

TobisTus. Téssé tilanteessa hypertaso on H = {z € R" : (yo,x) = 1}. Jos viite
ei pidé paikkaansa, niin pisteiden yq ja 2o kautta kulkeva suora ei leikkaa avointa palloa
B(0,1). Siis ||z|]| > 1 kaikilla suoran pisteilld z. Koska [|yo|| = 1, tdmé tarkoittaisi
sité, ettéd yo on origoa lahimpéand oleva suoran piste. Edeltdvin lauseen nojalla y, on
ortogonaalinen janan zg — 1y kanssa eli

(Yo, 20 — Yo) = 0.

Téasté seuraa, etté

(40, 20) = (Yo, yo) = 1.
Siispé zp kuuluisi hypertasoon H, miké on ristiriita. O

LEMMA 1.36. Olkoot C' C R™ suljettu konveksi joukko, xqo joukon C komplement-
tiin kuuluva piste ja yo € C' pistettd xo lahimpdnd oleva piste. Tdlloin pisteen g
kautta kulkeva, janaan [xq,yo] ndhden ortogonaalinen, hypertaso H on joukon C' tan-
gentiaalinen hypertaso, joka erottelee joukon C' ja pisteen xg.

TobisTus. Viitetadn, ettd C' siséltyy siihen suljettuun puoliavaruuteen, joka ei
sisdlld pistettd xg. Jos néin ei olisi, niin jokin joukon C' piste z olisi samalla puolel-
la hypertasoa H, kuin z,. T&lloin konveksisuuden nojalla koko jana [yo, z] kuuluisi
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Zo

Kuva 1.7. Lemman 1.36 tilanne.

joukkoon C'. Kuitenkin edellisen lemman nojalla tdmén janan taytyy siséltda avoi-
men pallon B(zo, ||yo — zol|) pisteitd, minkéd seurauksena jokin joukon C' piste olisi
ldhempana pistettad xg, kuin piste yy. Tdmé on ristiriita. U

LAUSE 1.37. Olkoot kompakti joukko A C R™ ja suljettu joukko B C R™. Tdlloin
on olemassa pisteet ag € A ja by € B siten, ettd

HCLO - boH = dlSt(A, B)

Todistus sivuutetaan, mutta se 16ytyy jilleen teoksesta [5].

Nyt on kiyty lépi tarpeeksi tyokaluja vahvan erottelulauseen todistamiseksi.

LAUSE 1.38 (Vahva erottelulause). Jos joukot A ja B ovat avaruuden R" erillisid
konvekseja osajoukkoja siten, etti A on kompakti ja B on suljettu, niin A ja B on
vahvasti eroteltu jollain hypertasolla.

TobisTus. Koska A on kompakti ja B on suljettu ja joukot ovat erilliset, niin
joukkojen téytyy olla positiivisen etdisyyden pééssé toisistaan. Siis dist(A, B) > 0.
Edellisen lauseen nojalla 16ydetéaén pisteet ag € A ja by € B siten, ettd

Hao - boH = dlSt(A, B)

Olkoot H,, pisteen a kautta kulkeva hypertaso ja H;, pisteen by kautta kulkeva
hypertaso siten, ettd hypertasot ovat yhdensuuntaiset ja kohtisuorassa janaa [ag, by
vastaan. Talloin hypertasojen taytyy olla positiivisen etdisyyden pédssé toisistaan.
Koska a on ldhin pistettéd by oleva joukon A piste, niin lemman 1.36 nojalla H,, on
joukon A tangentiaalinen hypertaso pisteessé ag ja H,, erottelee joukon A ja pisteen
by. Vastaavasti Hj, on joukon B tangentiaalinen hypertaso pisteessa by ja Hy, erottelee
joukon B ja pisteen ag. Tamé tarkoittaa sitd, ettd hypertasojen H,, ja H;, vilisessd
alueessa ei ole yhtdan joukkojen A tai B pisteitd. Olkoon hypertaso H siten, etté se
on yhdensuuntainen hypertasojen H,, ja H;, kanssa ja kulkee niiden puolesta viélisté.
Talloin H vahvasti erottelee joukot A ja B. U

Néin on saatu kaytya lapi tdrkeimmat joukkojen erotteluun liittyvat késitteet. Seu-
raavaksi siirrytdén tutkimaan ekstreemejé pisteité.
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Ekstreemien pisteiden késitteitd ei varsinaisesti suoraan tarvita Hellyn lausetta
tutkiessa. Ne ovat kuitenkin oleellinen osa konveksia geometriaa ja niiden ominaisuuk-
sia tarvitaan kappaleessa 1.8 Kreinin-Milmannin lauseen todistamisessa. Aloitetaan
palauttamalla mieleen, mitéd tarkoitetaan joukon reunapisteellé ja erakkopisteellé.

MAARITELMA 1.39. Piste g € R™ on joukon A reunapiste, jos ja vain jos kaikilla
€ > 0 avoin pallo B(x, €) sisiltdd pisteet x € A ja y ¢ A. Toisin sanoen, jos ja vain
jos kaikilla € > 0, B(xg,€) N A # 0 ja B(zg,e) N (R™\ A) # 0. Jos puolestaan on
olemassa € > 0 siten, ettd ainut palloon B(x,€) kuuluva joukon A piste on zy itse,
niin xy on joukon A erakkopiste. Toisin sanoen zy on joukon A erakkopiste, jos on
olemassa € > 0 siten, ettd B(zg,€) N A = {x}.

ESIMERKKI 1.40. Olkoon A € R? siten, etté
A={zeR*:0< || <1}.

Té&ll6in 0 on joukon A reunapiste ja jokaiselle 0 < e < 1 ainut pallon B(0,€) piste,
joka ei kuulu joukkoon A, on 0. Muut Am reunapisteet ovat pisteet x € R2, joille
lzfl = 1.

Muotoillaan tangentiaalisiin hypertasoihin liittyvid késitteitd hieman eri tavoin, kuin
edeltévissd kappaleissa. Seuraava lause antaa keinon 16ytéaé tangentiaalisen hyperta-
son kompaktille joukolle analyysin keinoin.

LAUSE 1.41. Olkoot K avaruuden R™ kompakti osajoukko ja p € R™ # 0. Tdlloin
on olemassa o € R siten, ettd

H,={z eR": (p,x) =a}
on joukon K tangentiaalinen hypertaso.

TobisTtus. Koska f on jatkuva kompaktissa joukossa K, se saavuttaa maksiminsa
jossain pisteessid xy € K, jolle

f(z) < flxo)
kaikilla z € K. Jos asetetaan a = f(x¢), niin H, on joukon K tangentiaalinen
hypertaso pisteessa xg. U

Kayd&aan nyt 1api varsinainen konveksin joukon ekstreemin pisteen mééritelma.

MAARITELMA 1.42. Jos C € R™ on konveksi, niin piste g € C' on joukon C'
ekstreemi piste, jos ja vain jos xg ei ole minkédén suljetun jonon [u,v] C C' sisépiste.
Toisin sanoen xy on ekstreemi piste, jos ja vain jos pisteen esitysmuodosta

zo = (1 — Nu+ v,

missd u,v € C' ja 0 < A < 1, seuraa, ettd u = v. Kaikkien konveksin joukon C
ekstreemien pisteiden joukkoa merkitaan extr(C).

Katevin tavan konveksin joukon ekstreemien pisteiden 16ytdmiseen antaa seuraava
lause.

LAUSE 1.43. Jos C on avaruuden R™ epdtyhji konveksi osajoukko, niin xo on
joukon C' ekstreemi piste, jos ja vain jos C'\ {xo} on konveksi.
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TobpisTus. Niytetddn ensin, ettd jos xy on joukon C' ekstreemi piste, niin C'\ {zq}
on konveksi. Olkoon C' avaruuden R"™ epatyhja konveksi osajoukko ja oletetaan, etta
zo € extr(C). Olkoot z,y € C\ {zo} ja 0 < A < 1. Koska C' on konveksi, niin
z=(1=Nz+ Iy e Cija(l—Nzx+ Ay # xg, koska xy on joukon C' ekstreemi piste.
Siispd C'\ {zo} on konveksi.

Néytetaén sitten, ettd jos C'\ {zo} on konveksi, niin xy on joukon C' ekstreemi
piste. Oletetaan, ettd C'\ {xo} on konveksi ja g = (1 — A\)u + Av, missd u,v € C ja
0 < A < 1. Télloin molemmat, u ja v eivdt voi kuulua joukkoon C'\ ¢, koska joukon
C'\ x¢ konveksisuudesta pitéisi seurata, ettid xg = (1 — N)u+ Av € C'\ {zo}, mikid on
ristiriita. Oletetaan, ettd u ¢ C'\ {zo}. Tésta seuraa, ettd u = xg, joten

(1 —XN)xo + Ao = x

eli M(z — z¢) = 0. Koska A > 0, niin tisti seuraa myos, etti v = xq. Siispd zg €
extr(C). O

1.7. Ekstreemien pisteiden olemassaolo

Kaikilla avaruuden R" konvekseilla osajoukoilla ei ole ekstreemeja pisteitéd. Esimerkik-
si, jos H C R™ on hypertaso, niin extr(H) = (). Seuraavassa lauseessa niytetdin, etti
kompaktilla konveksilla R™:n osajoukolla puolestaan aina on ekstreemi piste. Ennen
sitd késitelldadn kuitenkin lauseen todistamisessa tarvittava lemma.

LEMMA 1.44. Jos B ja C ovat avaruuden R™ konvekseja osajoukkoja ja C' C
B, niin mikd tahansa B:n ekstreemi piste, joka sisdltyy joukkoon C, on myds C':n
ekstreems piste.

Tobistus. Olkoot B ja C' avaruuden R"™ konvekseja osajoukkoja, joille pitee
C C B. Olkoon lisdksi xy joukon B ekstreemi piste, jolle g € C. Jos xq ei ole C:n
ekstreemi piste, niin on olemassa joukon C' pisteet u ja v siten, ettd u # g, v # z¢ ja

Ty = E(U + U).

Koska u,v € C ja C C B, niin u,v € B ja g on kahden B:n pisteen vilisen janan
keskipiste. Taméa on kuitenkin ristiriita, silla xy:n piti olla joukon B ekstreemi piste.
Siispéd xg on joukon C' ekstreemi piste. O

LAUSE 1.45. Jos C' on avaruuden R™ epdtyhjd kompakti konveksi osajoukko, niin
joukolla C' on ainakin yksi ekstreems piste.

Tobistus. Olkoon f : R™ — R maééritelty siten, ettd f(z) = ||z| kaikilla x € R™,
missé ||z|| on pisteen z euklidinen normi. Jos z,y € R", niin kolmioepayht#lon nojalla

(@) = f)l = [llll = Iyl < llz =yl

kaikilla z,y € R™ ja f on jatkuva avaruudessa R".

Koska C on avaruuden R™ epétyhja kompakti osajoukko, niin jatkuva funktio f
on rajoitettu (':ssé ja se saavuttaa maksiminsa jossain pisteessd zo € C.

Olkoon M = I?Eaé(f(x) = f(zo) = ||lmo||. Naytetdédn, ettd x¢ on suljetun pallon

B ={x € R": ||z|| < M} ckstreemi piste.
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Koska zy € B, jos x¢y = %(u + v) joillakin w,v € B, niin kolmioyhtdlon nojalla
patee

1 1 1 1
M = llzo]l < Slhull + 5loll < 5M + M = M.

-2
Jos joko |lul| < M tai ||v|| < M, niin edeltévistéd epayhtalosta seuraisi, ettd M < M,
miké on ristiriita. Siispa ||u|| = ||v|| = M. Téalloin patee
[u +vll = 2[|zol| = [lull + [|v]]

eli toisin sanoen kolmioepédyhtdlon yhtasuuruus on voimassa. Siispd v = Au jollekin
A > 0 ja koska ||u|| = ||v|| = M, niin tdytyy olla A = 1 eli u = v. Siten zy on joukon
B ekstreemi piste.

Koska zp € C'ja ||z|| < [|zo|| = M kaikilla 2 € C, niin C' C B. Koska xy on joukon
B ekstreemi piste, niin edeltdvin lemman nojalla xg on my6s joukon C' ekstreemi
piste. O

Néytetéddn sitten, ettd kompaktin konveksin joukon tangentiaaliselta hypertasolta 16y-
tyy ainakin yksi ekstreemi piste. Téaté lausetta kiytetddn apuna seuraavan kappaleen
Kreinin-Milmannin lauseen todistamisessa.

LAUSE 1.46. Jos C on avaruuden R™ epdtyhja kompakti konveksi osajoukko, niin
jokainen C':n tangentiaalinen hypertaso sisdltda ainakin yhden joukon C' ekstreemin
pisteen.

TobisTus. Lauseen 1.41 nojalla on olemassa o € R siten, etté

H ={(p,x) = o},

on joukon C' tangentiaalinen hypertaso. Koska C' on kompakti, niin C'" H on avaruu-
den R” epétyhja kompakti konveksi osajoukko ja edeltdvén lauseen nojalla joukolla
C' N H on ainakin yksi ekstreemi piste zy. Koska H on tangentiaalinen hypertaso,
niin zy on joukon C' N H ekstreemi piste, jos ja vain jos zy on joukon C' ekstreemi
piste. O

1.8. Kreinin-Milmannin lause

Téassé kappaleessa yhdistetdan konveksien joukkojen ja ekstreemien pisteiden ominai-
suuksia muotoilemalla Kreinin-Milmannin lause. Lause néayttda, ettd avaruuden R™
kompakti konveksi osajoukko on konveksi verho, joka muodostuu osajoukon ekstree-
mien pisteiden joukosta. Kreinin-Milmannin lausetta ei varsinaisesti tarvita Hellyn
lauseen todistamisessa, mutta se on kuitenkin mielenkiintoinen ja hyodyllinen kon-
veksin geometrian lause.

LAUSE 1.47 (Kreinin-Milmannin lause). Olkoon C C R™ epdtyhji kompakti kon-
veksi joukko ja olkoon extr(C') joukon C' ekstreemien pisteiden joukko. Tdlloin

C = conv(extr(C)).

TobisTus. Edeltdvin lauseen nojalla extr(C) # (). Koska extr(C) C C ja C on
konveksi, niin

conv(extr(C')) C conv(C) = C.
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Vastaavasti, koska C' on kompakti ja koska conv(extr(C')) = conv(extr(C')), niin

conv(extr(C)) c C = C.

Néytetéain nyt, ettd C' C conv(extr(C)). Oletetaan, ettd néin ei ole; eli on olemassa
piste xy € C siten, ettd xq ¢ conv(extr(C)).

Koska conv(extr(C')) on konveksi suljettu joukko ja {zo} on kompakti konveksi
joukko, niin vahvan erottelulauseen nojalla on olemassa hypertaso

H={zeR": (p,z) =a},
missid p # 0, siten, ettd
(*) <p7 ZL’> <a< <p7 I0>

kaikilla z € conv(extr(C)). Toisin sanoen x, ja conv(extr(C')) on vahvasti ja siten
tarkasti eroteltu.

Olkoon nyt 8 = max{(p, z) : x € C'}. Koska C' on kompakti ja sisidtulo on jatkuva,
niin maksimi saavutetaan jossain pisteessi z; € C' siten, etté

Hy ={xeR": (p,x) = p}

on pisteen z; kautta kulkeva joukon C' tangentiaalinen hypertaso. Lauseen 1.46 nojalla
H, siséltaa joukon C' ekstreemin pisteen z;. Siis 2y € conv(extr(C)) N Hy ja siten

(%) B =(p,z1) < a.

Lausekkeiden (x) ja (xx) nojalla

a < <p7 I()) < 5
Téstéd seuraa f < a < f3, joka on ristiriita. Siispd C' C conv(extr(C)) eli viite on
tosi. O

Kayd&an 1api esimerkki, jossa hyodynnetdédn Kreinin-Milmannin lausetta.

ESIMERKKI 1.48. Annetaan esimerkki avaruuden R? epétyhjisté konveksista kom-
paktista osajoukosta, jonka esktreemien pisteiden joukko ei ole suljettu.
Olkoot A ja B avaruuden R? osajoukkoja siten, etté

A= {.TERB : (x1—1)2+3322 < 1,%3:0}
B={r R 2, =0,20=0,—-1< 13 <1}
Siis A on zy-tason yksikkokiekko, jonka keskipiste on (1,0,0) ja B on z-akselin jana
pisteiden (0,0, 1) ja (0,0,—1) valilld. Tilanne on hahmoteltu kuvaan 1.8.
Olkoon C = conv(A U B). Koska A ja B ovat avaruuden R? kompakteja osajouk-

koja, niin niiden yhdiste A U B on myo6s kompakti. Siten C' on kompakti konveksi
joukko ja Kreinin-Milmannin lauseen nojalla

C = conv(extr(C)).

Selvisti joukko extr(C') on rajoitettu, mutta se ei ole suljettu.
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[ )
!
A
B
[ ]

Kuva 1.8. Joukot A ja B.
Kuvan avulla havaitaan, etta
extr(C) = {(0,0,1)}U{(0,0, =1) }U{(21, z2, x3) : (1—351)2‘1‘3522 = 1,23 =0, (21,22) # (0,0)}.

Origo 0 = (0,0,0) on joukon extr(C) kasautumispiste, mutta 0 ¢ extr(C), joten
extr(C') ei ole suljettu.

Jos C' C R™ on epétyhja kompakti konveksi joukko, niin C' on rajoitettu ja siten myos
extr(C') on rajoitettu. Edeltdvé esimerkki kuitenkin ndyttaé sen, ettd vaikka C' on
kompakti, niin ekstreemien pisteiden joukko ei vélttamétté ole suljettu. Siispé tdméan
pohjalta ei voi vield paatella, ettd conv(extr(C')) on kompakti.

Avaruudessa R" Krein-Milmannin lauseelle on kuitenkin voimassa seuraavanlainen
vahvempi versio.

LAUSE 1.49. Olkoon C C R™ epdtyhji kompakti konveksi joukko. Tdalloin C =
conv(extr(C)).

Lauseen voi todistaa induktiolla joukon C' dimension suhteen. Sivuutan todistuksen,
mutta erds versio 16ytyy teoksesta [6].
1.9. Polyhedraalit joukot ja polytoopit

Téssé kappaleessa kiydédan ldpi, mikd on monitahokas konveksin geometrian mielessé.
Lisdksi méaaritelladn polytoopin kisite, jota kiaytetdan Hellyn lauseen todistuksessa.

MAARITELMA 1.50. Sanotaan, ettd avaruuden R"™ osajoukko P on monitahokas,
jos se on darellisen monen suljetun puoliavaruuden leikkausjoukko.

Polyhedraaliin joukkoon voidaan tietyin ehdoin soveltaa Kreinin-Milmannin lausetta,
kuten nédhdédén seuraavassa huomautuksessa.

HuomAuTUS 1.51. Monitahokas P C R" on suljettu konveksi joukko ja se voi olla
joko rajoitettu tai rajoittamaton. Jos P on rajoitettu, niin se on kompakti konveksi
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joukko ja Kreinin-Milmannin lauseen nojalla
P = conv(extr(P)).

ESIMERKKI 1.52. Hahmotellaan avaruuden R? monitahokas, jonka méiirivit seu-
raavat epayhtilot:

r+y=>10
de —y >0
y—ax >0.

Méaritetadn lisdksi hahmotellun polyhedronin ekstreemit pisteet.
Polyhedronin rajoittavat hypertasot ovat

x4y =10, dr —y =0 ja r—y=0

ja epéyhtéloiden madraama alue on kolmen suljetun puoliavaruuden leikkausjoukko.
Monitahokas on hahmoteltu kuvaan 1.9.

£y

e —y =10

r+y=10

Kuva 1.9. Polyhedronin rajaavat puoliavaruudet.
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Esimerkin polyhedronilla on kaksi ekstreemié pistetté.:
(i) Kahden rajoittavan hypertason, z +y = 10 ja 4z — y = 0, leikkausjoukko (2, 8).
(ii) Kahden rajoittavan hypertason, = +y = 10 ja y — z = 0 leikkausjoukko (5, 5).
Tamén esimerkin monitahokas on rajoittamaton.
HuoMmAuTUS 1.53. Edeltévasséd esimerkissd rajoittavien hypertasojen 4x —y = 0

jay —x = 0 leikkausjoukko (0, 0) ei ole polyhedronin ekstreemi piste, silla se ei kuulu
puoliavaruuteen x + y > 10.

Méaritelladan sitten polytooppi ja annetaan siitédkin késitteestd esimerkki.

MAARITELMA 1.54. Polytooppi tai konveksi polytooppi P C R™ on &érellisen
joukon konveksi verho.

ESIMERKKI 1.55. Olkoon P monitahokas, jonka méaaradvat epayhtalot

3r+2y>6
dr +y <8
x>0
y>0.
Naytetédan, ettd P on polytooppi.

Polyhedronin P rajoittavat hypertasot ovat x = 0,4x +y = 8 ja 3z + 2y = 6.
Polyhedroni on hahmoteltu kuvassa 1.10.

Kuva 1.10. Polyhedroni P.

Polyhedraalin joukon P ekstreemit pisteet ovat

u = (2,0), ug = (0,3) ja  uz3=1(0,8).
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Tassé esimerkissd P on rajoitettu ja siten kompakti. Siispd Kreinin-Milmannin lauseen
nojalla

P = conv({uy, ug, us}).
Toisin sanoen P on &arellisen monen pisteen konveksi verho ja siten polytooppi.

Esimerkin tulos voidaan myos yleistdé eli jokainen rajoitettu monitahokas on poly-
tooppi.

LAUSE 1.56. Jos P C R™ on monitahokas ja P on rajoitettu, niin P on polytooppi.

Todistus télle 16ytyy kirjasta [5]. Monen sivun pyorittelyn jilkeen teoksessa on myos
niytetty, ettd kadnteinen tulos pétee. Siis jos P on polytooppi, niin P on rajoitettu
monitahokas. Sivuutan tédssd molemmat todistukset.

Seuraavassa luvussa Hellyn lauseen todistuksessa tarvitaan tieto siitd, ettd jokai-
nen polytooppi on konveksi ja kompakti. Osoitetaan siis tAmé.

LAUSE 1.57. Jokainen polytooppi on konveksi ja kompakta.
Tobistus. Olkoon polytooppi

P = conv{wy, 23, ... tn} = {)_ Ann 1 A €ER™,N; > 0ja Y A = 1 kaikilla i}.
=1 =1

Joukko .
A = {(z1,x9,...,2,) € R" : 2; > 0 kaikilla i ja ZIZ =1}
i=1
on suljettu ja rajoitettu ja siten myts kompakti Kuvaus

fA—=>R" 2 — Z)\nxn
i=1
on jatkuva. Siispa f(A) = conv{zy,...,x,} on kompaktin joukon kuvajoukko jatku-
vassa kuvauksessa ja siten se on kompakti. O



LUKU 2

Hellyn lause

Nyt péddstadn tdmén tutkielman tarkeimpéén lukuun, jossa esitellddn Hellyn lause ja
sen todistus. Liséksi tutustutaan Radonin ja Carathéodoryn lauseeseen. Naitd kolmea
lausetta pidetdan yleisesti konveksin geometrian kulmakivind ja onkin mahdollista
osoittaa, etté kaikki kolme ovat yhtépitavia. Esitellddan aluksi Hellyn lauseen historiaa.

Hellyn lauseen 16ysi ensimméisen kerran nimensd mukaan Eduard Helly vuon-
na 1913. Hén kertoi 16ydostaan Johann Radonille, joka julkaisi lauseelle ensimméisen,
Radonin lauseeseen pohjautuvan, todistuksen vuonna 1921. Hellyn lause on esiintynyt
historian saatossa niin useasti eri teskteissé, ettd sitd voidaan pitdéd kaikkein tunne-
tuimpana #arellisulotteisen konveksin geometrian lauseena. Lause tuo esille perusta-
vanlaatuisen avaruuden R™ ominaisuuden ja sen on ldheisesti kytkoksissd jo aiemmin
tunnettuihin Radonin ja Carathédoryn lauseisiin.

Vuosien kuluessa Hellyn lauseelle on keksitty monia sovelluksia ja yleistyksia.
Lauseelle on myo6s keksitty useita eri todistuksia. Todistuksista geometrisin ja in-
tuitivisin ainakin opiskelijan nékokulmasta on Hellyn oma todistus vuodelta 1923.
Siind tehdiddn induktio avruuden dimension n suhteen ja hyddynnetdén konveksien
joukkojen erottelulauseita. Laajemmin Hellyn lauseen ja siihen liittyvien késitteiden
historiasta on kerrottu J. Eckhoffin tekstissa Helly, Radon and Carathéodory Type
Theorems (1993) [2].

2.1. Adirellinen leikkausominaisuus

Adrellinen leikkausominaisuus on tietysséi mielessé heikompi versio Hellyn lauseesta.
Se onkin yksi tdrkeimmistd Hellyn lauseen todistukessa tarvittavista tuloksista.

MAARITELMA 2.1. Sanotaan, ettd avaruuden R™ osajoukkojen kokoelmalla F' on
adrellinen leikkausominaisuus, jos jokaisella dérelliselld kokoelman F' osakokoelmalla
on epatyhjé leikkaus.

ESIMERKKI 2.2. Olkoon F' = {F}, Fy, ...} sisiikkéinen kokoelma, jolle pitee F; 1 C

F; kaikilla ¢ = 1, 2, ... Kokoelmalla F' on &dérellinen leikkausominaisuus.

ESIMERKKI 2.3. Olkoon F suljettujen pallojen B(z,1) € R" kokoelma, missi
r € R" on &ireton pistejoukko, jolle ||z|| = 1. Nyt F ei ole sisikkidinen kokoelma,
mutta silld on kuitenkin &darellinen leikkausominaisuus, koska kaikilla suljetuilla pal-
loilla B(x,1) € R, joilla ||z| = 1, on yhteisen# pisteeni origo.

Joukkojen kompaktius voidaan muotoilla kayttamalla aérellista leikkausominaisuutta
seuraavan lauseen muodossa:

LAUSE 2.4. Olkoon K avaruuden R™ osajoukko. Tdlloin seuraavat kohdat ovat yh-
tapitdvid:

25
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(i) Joukko K on kompakti.
(ii) Jos F on ddrelliselld leikkausominaisuudella varustettu joukon K suljettujen
osajoukkojen kokoelma, niin joukolla F on epdtyhjd leikkaus.

TobisTus. Niytetddn ensin, ettd kohdasta (i) seuraa (ii). Olkoon K avaruuden
R™ osajoukko ja olkoon {F, : a € I'} miké tahansa kokoelma suljettuja K:n osajouk-
koja. Olkoon U, joukon F, komplementti kaikilla indeksijoukkoon I kuuluvilla a. Siis
U, = R"\ F,. Koska F, on suljettu joukko, tdytyy sen komplementin U, olla avoin
joukko.

Oletetaan, ettéd kokoelman F,, leikkaus on tyhji eli () F,, = 0. Télloin

ael
R"=R"\0=R"\ [ F=JR"\ F.) = V..
acl ael ael
Siten K C |J U,. Koska K on kompakti ja {U, : @ € I} on K:n avoin peite, niin

acl
lauseen 7?7 mukaan on &érellisen monta indeksid aq, as, ..., o, siten, etté

T
K c | Us,.
k=1
Siis Ny Fa, € R™\ K. Jos kuitenkin = € (,_, F,,, niin téstd seuraa, ettd x ¢ K
Tama4 on ristiriidassa sen kanssa, ettd jokaisella o piti pated F,, C K. Siispd taytyy
olla (;_, Fu, = 0.
Nyt on néytetty, ettd jos K C R"™ on kompakti ja {F, : « € I} on K:n suljetuis-
ta osajoukoista koostuva perhe ja (| F, # 0, niin on olemassa &direllinen osaperhe
ael
{Fu,, Fa,, ..., F,, } siten, ettd (),_, Fo, = 0.
Tésta seuraa, ettd jos K C R™ on kompakti ja {F,, : @ € I} on K:n suljetuista

osajoukoista koostuva perhe, jolla on #érellinen leikkausominaisuus, niin () £, # 0.
acl
Néytetaéan sitten, ettd kohdasta (iz) seuraa (i). Oletetaan, ettd kun F' on K:n

suljetuista osajoukoista muodostuva perhe, jolla on &arellinen leikkausominaisuus,
niin F:114 on epatyhja leikkaus.

Oletetaan myds, ettd K ei ole kompakti eli on olemassa K:n avoin peite U = {U, :
a € I}, jolla ei ole adrellistd osapeitettd. Olkoon {U,,, Ua,, ..., Uy, } jokin avoimen
peitteen U dérellinen osaperhe, joka siis ei peitd joukkoa K. Téten

K\ Us, #0.
k=1

Olkoon K, = K \ U, kaikilla a € I ja olkoon F = {K, : a € I}. Tédllén F on
K:n suljetuista osajoukoista koostuva perhe, jolla on &arellinen leikkausominaisuus.
Oletuksen nojalla perheelld F' on epétyhja leikkaus eli

(w ngzz r](l<w\CA0 ::I(\\LJ Db #ﬁ@’

joten

K¢ |]J U

ael
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Tamaé on ristiriidassa sen kanssa, ettd joukon U piti olla joukon K avoin peite. Siispa
K:n téaytyy olla kompakti. O

Sen nayttamiseksi, ettd kokoelmalla kompakteja joukkoja on epétyhjé leikkaus, riit-
taa kasitella ddrellistd otosta kokoelman joukoista. Témé aputulos on hyodyllinen
seuraavan luvun Hellyn lauseen todistamisessa.

LEMMA 2.5. Olkoon F = {F,}acy kokoelma kompakteja joukkoja. Jos ddrelliselli
otoksella kokoelman joukkoja on epdtyhji leikkaus, niin myds koko kokoelmalla on
epdtyhyd leikkaus. Toisin sanoen halutaan ndyttdd, ettd jos

() Fs # 0 kaikilla darellisilla I C J, niin (] Fa # 0.

Bel acl

TobisTus. Olkoon Fy € F. Talloin Fy on kompakti. Jos on F’ € F, niin F' N
Fy C Fy on kompakti ja siten myos suljettu. Merkitédén F' = {F, N Fy}aes. Télloin
jokainen kokoelman F” jasen on kompaktin joukon Fj suljettu osajoukko. Lauseen 2.4
nojalla kokoelmalla F’ on darellinen leikkausominaisuus. Siispé joukkojen F” leikkaus
on epatyhji eli (Vo z F' # 0. Téstd seuraa lemman véite. U

2.2. Hellyn lause

Lauseessa 2.4 on oleellista, etté késiteltavit joukot ovat kompakteja. Kun lisdksi vaa-
ditaan joukkojen konveksisuus, niin saadaan vield darellista leikkausominaisuutta vah-
vempi lause. Olkoon F' C R™ kompaktien konveksien osajoukkojen kokoelma. Jotta
voitaisiin padtelld, ettd kokoelmalla F' on epétyhja leikkaus, ei ole pakko tutkia kaik-
kia darellisid kokoelman F' osakokoelmia. Riittédé tarkastaa osakokoelmat, joiden koko
on n + 1 tai vihemmén. Tamé tulos on osa Hellyn lausetta, joka otetaan kasittelyyn
seuraavaksi.

LAUSE 2.6 (Hellyn lause). Olkoon F kokoelma, joka koostuu avaruuden R™ kon-
vekseista osajoukoista. Oletetaan, ettd joko F' on ddrellinen tai kaikki kokoelman F
jasenet ovat kompakteja. Jos kokoelmasta F otetaan mitkd tahansa n + 1 jasentd ja
niilld on yhteinen piste, niin kaikilla F:n jasenilld on yhteinen piste.

TobpisTus. Todistetaan lause matemaattisella induktiolla samaan tapaan, kuin
Helly itse lauseen todisti.

e Tapaus n = 1.

Kun n = 1, niin R” = R. Joukon R konveksit osajoukot ovat véleja ja kompaktit kon-
veksit osajoukot ovat suljettuja vileja. Naytetddn ensin, ettd viite patee silloin, kun
kokoelman F jiasenet ovat kompakteja. Merkitddn kokoelman F' vilien vasemmanpuo-
leisten péatepisteiden joukkoa A:lla ja oikeanpuoleisten paétepisteiden joukkoa B:ll4.
Olkoot a = sup A ja b = inf B.

Talloin taytyy olla a < b, koska jos olisi b < a, niin pisteen b mééritelmén perus-
teella 16ytyisi véli [aq,b1] € F, jolle pitee

1
b< b < 5(a+b).

Vastaavasti pisteen a mééritelmén nojalla olisi véli [ag, by] € F', jolle pétee
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1
§(a+b)<a2§a.

Siis olisi by < ag, miké tarkoittaa sité, ettd vélien [aq, bq] ja [ag, by leikkaus on tyhjé,
mik on ristiriita. Siispd a < b, jonka seurauksena jokainen F'n jisen sisdltdd joukon
[a, b], joka on joko yksittdinen piste tai aito véli.

Tapauksessa, jossa F' on ddrellinen, mutta ei valttaméatta kompakti, voidaan tehda
samankaltainen pééttely. Ainut ongelma tulee silloin, jos a = b. Koska F' on dérellinen,
niin on olemassa véli I; C F' siten, ettd sen vasemmanpuoleinen pédtepiste on a ja
liséksi véli on avoin tassé pisteessd. Joukon F' dédrellisyys ja a:n ja b:n méaaritelmat
takaavat sen, ettd taytyy myos olla olemassa vili I, C F' | jonka oikeanpuoleinen
pédtepiste on b. Koska oletettiin, ettd a = b, niin vélien I; ja Iy leikkaus on tyhja.

e Yleinen tapaus.

Adrellisen leikkausominaisuuden ansiosta kompakti tapaus yksinkertaistuu dérellisek-
si. Lemman 2.5 nojalla riittda nayttaé, etté jokaisella F:n dérelliselld osaperheelld on
epatyhja leikkaus. Tarkemmin sanoen riittda tarkastella tilannetta, jossa &érellinen
perhe F' koostuu joukon R™ kompakteista konvekseista osajoukoista ja jokaisella per-
heen n + 1 jasenté sisdltavalla otoksella on epétyhja leikkaus.

Yleisessé adrellisessé tapauksessa joukkojen ei tarvitse olla kompakteja. Tama vii-
te kuitenkin seuraa myos aérellisestd kompaktista tapauksesta. Oletetaan, ettd ' on
avaruuden R"™ konvekseista osajoukoista muodostuva darellinen perhe. Kun tutkitaan
kaikkia mahdollisia tapoja valita n 4+ 1 jasentd perheestd F', niin oletukset takaavat,
ettd sellaisella perheelld on yhteinen piste. Valitaan téllainen piste jokaisesta n + 1:n
kokoisesta osaperheesté ja merkitdan valittujen pisteiden joukkoa B:lla. Korvataan
jokainen F'n jasen C vastaavalla leikkauksen B N C' konveksilla verholla C’. Koska
B on aarellinen, niin my6s C” on déarellinen. Siispé aérellisend konveksina verhona C’
on polytooppi ja edelleen lauseen 1.57 nojalla se on kompakti ja konveksi. Joukon B
muodostustavasta seuraa, ettéd jokaisella verhon C” n+1:114 jisenelld on epétyhja leik-
kaus. Koska C” on C':n osajoukko, niin minkd tahansa pisteen, joka kuuluu kaikkiin
joukkoihin C’, taytyy myos kuulua kaikkiin joukkoihin C'. Tamé& nédyttad sen, ettid
yleinen &arellinen tapaus seuraa &dérellisestd kompaktista tapauksesta..

Lausetta ollaan todistamassa induktiolla. Voidaan siis olettaa, ettd lause on totta
ulottuvuudessa n — 1. Olkoon (n — 1)-ulotteinen avaruus ja olkoon kompakteista
konvekseista osajoukoista koostuva perhe. Oletetaan, ettd jos jokaisella perheen n:sta
jasenestd muodostuvalla osaperheelld on epétyhja leikkaus, niin koko perheelld on
vahintdin yksi yhteinen piste.

Oletetaan sitten, etté viite ei pida paikkaansa avaruudessa R™ eli perheelld F' on
tyhja leikkaus. Téll6in taytyy olla pienin mahdollinen osaperhe

G ={C,Cs, ..., Cy},
(joka voi olla F' itse, kunhan k& > n + 1) jolla on seuraavat ominaisuudet:
(i) Kaikilla (n 4 1):n joukon G jésenelld on yhteinen piste.

(i) C1NCyN---NCq #0
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Olkoon A =C;NCyN---NCk_y. Ehtojen (ii) ja (iii) perusteella joukot A ja C} ovat
avaruuden R"™ erillisid kompakteja konvekseja joukkoja. Siispd lauseen 1.38 mukaan
ne voidaan tarkasti erotella jollain hypertasolla H, kuten seuraavassa kuvassa.

Ci

Oi NH Ck

Kuva 2.1. Joukkojen A ja Cj erottelu.

Otetaan jokin Cj, jolla i < k. Téllsin A C C; ja C; N Cy # 0, koska kaikilla
(n + 1):114 G:n jdsenelld on epétyhji leikkaus. Toisin sanoen jokainen Cj, jolle i < k,
sisaltad pisteitd molemmista hypertason H méadrdaamista puoliavaruuksista. Siis C;NH
on H:n epétyhja konveksi osajoukko. Olkoon

Viitetadn, etté kaikilla n:114 joukon &£ jésenelld on epétyhja leikkaus. Tamé on selvaé,
sillé jos

Ci,"H,C,NH,...C, "H
ovat mitkd tahansa n joukon & jédsenté, niin

ACCil ﬂCi2m"'Cin

ja

(CyNCiyN---Ci )N Cy # 0.
Tama pitdd jilleen paikkansa siksi, koska kaikilla (n+ 1):114 G:n jasenelld on epéatyhja
leikkaus. Téten joukko C;, N H,C;, N H, ..., C;, sisdltdé pisteitd molemmilta puolilta
hypertasoa H, joten joukolla

{C,NH,Cy,NH,....C;, NH}

on epatyhji leikkaus.

Induktio-oletuksen nojalla viite on totta (n— 1)-ulotteisessa affiinissa osajoukossa
H, minké seuraksena joukolla £ on epétyhji leikkaus. Taméa kuitenkin tarkoittaa sité,
ettd joukko A leikkaa hypertasoa H, koska

ANH=(C;NCyN---NCy1)NH=(CiNH)N(ConH)N---N(Cr_1 N H) #0.

Taméa on ristiriidassa sen kanssa, ettd hypertason H piti tarkasti erotella joukot A ja
C},. Siispé viite on tosi.
O
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Tamén esityksen perusteella Hellyn lause pétee dérellisille kokoelmille kompakteja
konvekseja joukkoja ja muut versiot palautuvat tdhdn tapaukseen. Kaytdnnon kan-
nalta voi kuitenkin olla jarkevampéé jakaa lause kahdeksi erilliseksi lauseeksi.

SEURAUS 2.7 (Hellyn lause darellisille kokoelmille). Olkoon F = {C4,Cy, ..., Cy}
adrellinen R™:n konvekseista osajoukoista muodostuva kokoelma. Jos kaikissa kokoel-
man F' jasenistd muodostuvissa (n+1)-kombinaatioissa on yhteinen piste, niin kaikilla
F:n jasenilld on yhteinen piste.

SEURAUS 2.8 (Hellyn lause kompakteille konvekseille joukoille). Olkoon F ko-
koelma, joka koostuu R™:n kompakteista konvekseista osajoukoista. Jos kaikissa ko-
koelman F jasenistd muodostuvissa (n + 1)-kombinaatioissa on yhteinen piste, niin
kaikilla F':n jdsenilld on yhteinen piste.

Molemmat lauseet késittelevit konvekseista joukoista koostuvia kokoelmia. Lauseis-
ta ensimméinen ei rajoita millddn joukkojen avoimuutta tai rajoittuneisuutta, mutta
vaatii sen, ettd kokoelma koostuu dérellisestd méarésta joukkoja. Jalkimmé&inen puo-
lestaan ei rajoita joukkojen méaérid, mutta vaatii sen, ettd joukot ovat seka suljettuja
ettd rajoitettuja.

Kun n = 1, niin R™ on pelkké reaaliakseli. Reaaliakselilla kompaktit konveksit
osajoukot ovat suljettuja vileji, joten Hellyn lause saa seuraavanlaisen muodon:

SEURAUS 2.9 (Hellyn lause reaaliakselilla). Olkoon F reaaliakselin suljetuista vd-
leistd koostuva kokoelma. Jos jokaiselle viliparilla on yhteinen piste, niin kaikilla
vdleilld on yhteinen piste.

Vastaavasti, kun n = 2, saa Hellyn lause muodon:

SEURAUS 2.10 (Hellyn lause tasossa). Olkoon F kokoelma, joka koostuu tason
konvekseista osajoukoista. Oletetaan, ettd joko F' on ddrellinen tai kaikk: F':n jisenet
ovat kompakteja. Jos jokaisella F':n jisenkolmikolla on yhteinen piste, niin kaikilla
jasenilld on yhteinen piste.



LUKU 3

Hellyn, Radonin ja Carathéodoryn lauseiden yhtapitiavyys

3.1. Radonin ja Carathéodoryn lauseet

Seuraavat kaksi lausetta liitetdin usein Hellyn lauseeseen ja onkin mahdollista osoit-
taa, ettd kaikki kolme lausetta ovat loogisesti yhtapitavid. Esimerkiksi Danzerin,
Griinbaumin ja Kleen teoksessa Helly’s Theorem and its Relatives (1963) [1] osoi-
tetaan, ettd Radonin lauseesta seuraa Carathéodoryn lause. Lauseiden todistukset
sivuutetaan tésséd vaiheessa, silla téssd luvussa ndytetddn ndiden kolmen lauseen yh-
tapitavyys.

Edellisen luvun alussa mainittiin, ettd Hellyn lauseen todisti ensimmaéiseksi Jo-
hann Radon. Todistus oli lyhyt ja tyylikéds. Siind kédytettiin avuksi lemmaa, joka ni-
mettiin mychemmin Radonin lauseeksi. Radon itse ei koskaan palannut lemmansa
pariin, eikéd hén pitdnyt tulosta lauseeksi nimedmisen arvoisena. Siitd huolimatta Ra-
donin lause osoittautui hyddylliseksi kombinatoriaalisessa konveksissa teoriassa ja sille
on keksitty monia sovelluksia, erityisesti eri todistuksissa.

LAUSE 3.1 (Radonin lause). Olkoon S on mikd tahansa avaruuden R™ osajaoukko,
joka sisdltad ainakin n + 2 alkiota. Tdlloin S voidaan hajottaa kahdeksi erilliseksi
osajoukoksi, joiden konveksit verhot leikkaavat toisiaan.

Carathéodoryn lause on térkeéd konveksissa geometriassa kéytettiviin dimensioihin
liittyva tulos. Lauseen julkaisi Constantin Carathédory vuonna 1907, mutta jélleen
yksinkertaisemmin lause voidaan todistaa Radonin lauseen avulla. Carathéodoryn
lauseeseen perustuvia konveksin geometrian sovelluksia on lukuisia, mutta usein niissé
ei ole suoraan mainittu Carathédoryn lauseen osallisuutta. Yksi hyodyllisimmista ja
kédytetyimmistd lauseen seurauksista on se, ettd kompaktin joukon konveksi verho
on kompakti. Carathéodoryn lausetta voidaan myos monesti kayttda Hellyn lauseen
sijaan, jotta geometrinen tilanne saadaan yksinkertaistettua.

LAUSE 3.2 (Carathéodoryn lause). Jos S € R™, niin jokainen konveksin verhon
conv(S) piste on konveksi kombinaatio (n + 1):std tai vahemmdstd mddrastd joukon
S pisteitd.

ESIMERKKI 3.3. Olkoon joukko X C R2. Carathéodoryn lauseen nojalla jokai-
nen konveksin verhon conv(X) piste tiaytyy olla joukon X piste, kahden X:n pisteen
vilisen janan sisépiste tai sisépiste kolmiolle, jonka kéarkispisteet ovat X:n pisteité.

Jos X sisdltdd nelja pistettd, niin Radonin lauseesta seuraa, ettd joko yksi pis-
teista sisdltyy kolmioon, jonka kérkipisteitd ovat muut X:n pisteet tai kahden pisteen
vélinen jana leikkaa jaljelle jadneiden kahden pisteen vélistd janaa. Tilannetta on
hahmoteltu kuvassa 3.1.

31
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Kuva 3.1. Radonin lause tasossa.

Naita kolmea lausetta - Erityisesti Hellyn lausetta - on tutkittu, sovellettu ja yleis-
tetty monen matemaatikon toimesta. Monet tdmén aihealueen tuloksista (todistuk-
sia lukuunottamatta) ovat geometrisesti niin helposti ymmaérrettavia, ettd ne pystyy
késittamaéadn, vaikkei olisikaan opiskellut matematiikkaa pitkélle. Lisdksi monet to-
distuksista ovat elementaarisia siten, ettd ne pitdvéit paikkansa suurimmassa osassa
kombinatoriikka-analyysia, mitd ei ole vield laajalti formalisoitu. Joillakin tuloksista
on merkittdvia sovelluksia muissa matematiikan osa-alueissa ja aiheesta l6ytyy myos
kiinnostavia ratkaisemattomia ongelmia, jotka voi pintapuolin ymmartéa, vaikkei oli-
sikaan kokenut matemaatikko. Hellyn lauseella ja sen kaltaisilla lauseilla on useita
alkeisnumeroteorian kanssa samanlaisia puolia, miké ei vaadi merkittavaa teknista
osaamista. Siten Hellyn lause on loistava johdanto konveksisuuden késitteeseen.

Kaikissa lukemissani konveksia geometriaa késittelevissid teoksissa on mainittu,
ettd Hellyn, Radonin ja Carathéodoryn lauseiden yhtépitdvyys tiedetédén yleisesti.
Misséadan kirjassa ei kuitenkaan ole osoitettu kaikkien lauseiden yhtéapitavyytta. Té-
mé asia olikin tiedostettu Peter M. Gruberin kirjassa Convexr and Discrete Geometry
(2007) [4], jonka mukaan kirjan kirjoittajat eivit kyenneet 1oytdméaan taytta todis-
tusta mista#n kirjallisuuslahteesté. Osatodistuksia puolestaan 16ytyy satunnaisesti eri
teoksista. Esimerkiksi edelld mainitussa kirjassa on nédytetty, miten Radonin lauseesta
seuraa Carathéodoryn lause ja edelleen, miten Carathéodoryn lauseesta seuraa Hellyn
lause.

Edeltavén luvun alussa on todistettu Hellyn lause. Kédytéan siis Hellyn lausetta ldh-
tokohtana ja osoitan, etté siitéd seuraa Carathéodoryn lause ja edelleen Carathéodoryn
lauseesta seuraa Radonin lause. Lopuksi vield naytetdén, ettd Radonin lauseesta seu-
raa seuraa Hellyn lause, jolloin on saatu kaytya téysi kierros lapi ja néytetty, etté
kaikki lauseet ovat yhtépitéavia.

3.2. Hellyn lauseesta seuraa Carathéodoryn lause

Hellyn lauseen ja Carathéodoryn lauseiden yhtépitdvyys on osoitettu ainakin H. G.
Egglestonin tekstissda Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics -
Convezity (1958) [3]. Tété todistusta apuna kédyttden Adam Robinson on néyttanyt
tyossaan Helly’s Theorem and its Equivalences via Convex Analysis (2014) [9] sel-
kedmmin sen, miten Hellyn lauseesta seuraa Carathéodoryn lause. Myo6tailen téssa
kappaleessa Robinsonin muokkaamaa todistusta.



3.2. HELLYN LAUSEESTA SEURAA CARATHéODORYN LAUSE 33

LAUSE 3.4. Hellyn lauseesta seuraa Carathéodoryn lause.

TobisTus. Olkoot S C R™ epétyhja konveksi joukko ja y € conv(S). Halutaan
nayttid, ettd y on konveksi kombinaatio (n+1):sté tai vihemméastd madristd joukonS
pisteité. Jos y € .S, niin selvésti se on itsenséd konveksi kombinaatio, jolloin johtopaé-
tos on triviaali. Oletetaan, ettd y ¢ S. Asetetaan jokaiselle pisteelle z € S suljetut
puoliavaruudet L;(z) ja Lo(z) siten, ettd niitd rajoittava hypertaso kulkee pisteen z
kautta ja on kohtisuorassa pisteiden x ja y kautta kulkevaa suoraa vastaan ja puolia-
varuus Lo(x) sisiltdd pisteen y, kuten kuvassa 3.2. Siis

Li(z) ={w eR": (x —y,w —x) > 0}.

Ly(z) ={w e R": (z —y,w — z) <0}.

Kuva 3.2. Puoliavaruudet L;(x) ja Lo(z).

Naytetaan, etta

() Li(z) = 0.

z€S
Oletetaan, ettd témaé joukko on epétyhja. Téll6in on olemassa piste z € (), g L1 ().
Siis
(x —y,z—x) >0 kaikilla =€ S.
Tésta seuraa, etté
(z=y,y—z) = (z—ata—y,y—z) = (=2, y—2)+{z—y,y—2) = (z—z,y—2)—[a—y[* <0

kaikilla x € S. Huomataan, etti ||z — y||*> > 0, silli y ¢ S. Koska y € conv(S), niin
on olemassa x; € S ja \; > 0 kaikilla ¢ = 1, ..., m siten, etta

i=1 i=1
Talloin

O=(z—yy—y)={(z—yy—> Xz)=> Mf{z—y.y— ;) <0.
=1 ]

Néin péadstiin ristiriitaan ja siten
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Koska Li(x) on epétyhjé suljettu konveksi joukko kaikilla z, niin Hellyn lauseen
nojalla on olemassa alkiot x4, ..., z,41 € S siten, ettd

n+1

Néytetaén, ettd tdstd seuraa y € conv{xy,...,x,11}. Oletetaan, ettd niin ei ole,
eli on olemassa alkiot a,b € R" siten, etta

(a,y) >b ja (a,z;) <b kaikilla i=1,..,n+ 1.
Maéritellaan puolisuora
l={y—ta:t>0}.
Talloin
(ri —y,y —ta—x;) = (xi —y,y — x;) — UHa,z; — y).
Siispé voidaan loytda arvo tg siten, ettd lauseke on positiivinen kaikilla t > #; ja
kaikilla 7, mutta téstd seuraa ﬂ?;l Ly(x;) # (. Jélleen pédstiin ristiriitaan, joten

y € conv{xy, ..., Ty}

U

3.3. Carathéodoryn lauseesta seuraa Radonin lause

En onnistunut 16ytaméan mistaédn kirjallissuuslahteesta todistusta sille, miten Hellyn
lauseen tai Carathéodoryn lauseen avulla saadaan osoitettua Radonin lause. Asia ei
sindlldédn ole yllattava, silla néistd kolmesta lauseesta Radonin lause on alunperin
todistettu ensimmaéisend ja sen avulla on néytetty Carathédoryn ja Hellyn lauseet.
Adam Robinson on kuitenkin tyossadn nayttinyt, miten Carathéodryn lauseen avulla
saadaan todistettua Radonin lause.

LAUSE 3.5. Carathéodoryn lauseesta seuraa Radonin lause.

Tobistus. Olkoon joukko S C R™ mééritelty siten, ettd S = {sq, ..., S; }, missa
m > n + 2. Talloin
S1+ -+ Sm
m
Halutaan nayttéa, ettd S voidaan hajottaa kahdeksi erilliseksi osajoukoksi, joiden
konveksit verhot leikkaavat toisiaan. Carathédoryn lauseen nojalla saadaan esitys

€ conv({s1, ..., Sm})-

n+1
S1+ -+ Sm Z
— =) Ais;,
m i=1
missd \; > 0 ja S\ = 1. Tésti seuraa, etti

m m
E Bisi = E AiSis
i=1 i=1
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missi 3; = %;i =1,...m;\ > 0; Zirll A = 1; ja \; = 0 kaikilla i = n + 2, ..., m. Siis

(3
m

Z(ﬁz — Ai)si = 0.
i=1
Kirjoitetaan ylédpuolen lauseke uudestaan muodossa

Z Yisi = 07
i=1
jolloin v; = B; — Ai, Y ivy v = 0, missé kaikki lausekkeet ~; eivit ole nollia. Talléin

Z%xi + Z’inﬂj =0,

iel jeJ
missd [ = {i € {1,...,m} v >0} jaJ ={j e {l,...,m}: v <0}. Huomataan,
ettd sekd I ettd J ovat epdtyhjid. Asetetaan v = > . ;7,51 = {s; : i € I} ja
Sy ={sj:j€J} Tallsiny = -3, ;7; ja

1 1
— Z%Si =—— Z 7vj8; € conv(Sy) N conv(Ss).
v v

i€l jeJ

Téastd nahdédan, ettd joukot S ja Sy toteuttavat Radonin lauseen ehdot. O

3.4. Radonin lauseesta seuraa Hellyn lause

Lyhyt ja ytimekas todistus télle suunnalle 16ytyy esimerkiksi Horst Martinin ym. kir-
jasta Bodies of Constant Width - An Introduction to Convex Geometry with Applica-
tions (2019) [6].

LAUSE 3.6. Radonin lauseesta seuraa Hellyn lause.

Tobistus. Hellyn lause koskettaa kahden tyyppisid perheité; sellaisia, jotka ovat
aarellisid ja sellaisia, joiden jédsenet ovat kompakteja. Hellyn lauseen todistuksessa
kuitenkin perusteltiin, ettd Hellyn lause riittda osoittaa aérelliselle kokoelmalle kom-
pakteja joukkoja ja muut tapaukset yleistyvét sithen. Todistetaan lause siis dérelliselle
perheelle F'| johon kuuluu m alkiota, tekemélld induktio alkoiden m suhteen.

Huomataan ensin, etté lause on selviésti tosi perheelle, joka koostuu n+1 joukosta.
Oletetaan, ettd lause on tosi perheelle joka koostuu j — 1 konveksista joukosta, missé
J > n+ 2. Késitellddn perhettd F' joka koostuu j konveksista joukosta, joista milla
tahansa n + 1 joukolla on yhteinen piste. Induktio-oletuksen nojalla jokaisella ¢; €
F,i =1 € {1,...,m}, on olemassa piste p; joka on yhteinen joukon F'\ {¢;} kaikille
jésenille. Radonin lauseen nojalla joukko I voidaan osittaa kahdeksi osajoukoksiU ja
V' siten, ettd on olemassa piste

x € conv({p;:i € U})Nconv({p; : j € V}).

Koska kaikki perheen F' jasenet konvekseja joukkoja, niin piste x on yhteinen kaikille
F:n jasenille. Tilanne on hahmoteltu kuvaan 3.3 Tamé osoittaa dérellisen version

Hellyn lauseesta ja siten koko lauseen.
O

Niin on saatu naytettyé, ettd Hellyn, Carathéodoryn ja Radonin lauseet ovat yhté-
pitavia.
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P
S
<L

Kuva 3.3. Piste p; on yhteinen kaikille jésenille F'\ {¢1}, piste py on
yhteinen kaikille jasenille F'\ {¢2} jne. Piste x on yhteinen kaikille F:n
jésenille.



LUKU 4
Hellyn lauseen sovelluksia

Téassd luvussa esitellddn muutama Hellyn lauseen keskeinen sovellus. Sovelluksista
tunnetuin on taidegallerialause, josta on tehty monia eri variaatioita. Luvussa todis-
tetaan Mark Krasnoselskyn vuonna 1946 kehittdmé versio, jota ei vield tuolloin oltu
nimetty taidegallerialauseeksi. Nimitys tulee tiettavasti siitéd, ettd Victor Klee esitti
vuonna 1973 ongelman, jossa piti médrittadd vahintdédn tarvittavien vartijoiden maé-
rd valvomaan n-seindistd taidegallerian huonetta. Han keksi ongelman toisen mate-
maatikon, Vasek Chvatalin, pyynnosté keksié jokin kiinnostava geometrian ongelma.
Vastaus tédhdn ongelmaan on se, ettd n-sivuisen monikulmion valvomiseen tarvitaan
korkeintaan |n/3] vartijaa. Tamé tulos seuraa suoraan taidegallerialauseesta. Ennen
kuin pédstdédn varsinaiseen taidegallerialauseeseen kdydadn lapi, mitd tarkoitetaan
tahtimaéiselld joukolla.

Sanotaan, ettd S C R"™ on tdhtiméinen, jos on olemassa piste p € S siten, ettd
[p, 2] C S kaikilla x € S. Toisin sanoen jokaisen joukon S pisteen z ja pisteen p vilisen
janan tulee olla kokonaan joukon sisdpuolella.

Kuva 4.1. Esimerkkeji tahtiméisistéd joukoista tasossa R2.

Selvisti voidaan havaita, ettd kaikki konveksit joukot ovat tdhtiméisid, mutta
kaikki tdhtiméiset joukot eivit ole konvekseja.

Tahtiméisen joukon késite voidaan selittdd myos nakyvyyden avulla. Olkoon p €
S C R™. Sanotaan, etté piste z € S nikyy pisteesta p, jos jana [p, x] siséltyy kokonaan
joukkoon S. Téamén késitteen avulla ilmaistuna joukko S C R™ on tdhtiméinen, jos
ja vain jos jokainen joukon S piste ndkyy pisteesti p.

4.1. Taidegallerialause

Madritelladn ensin monikulmio tasossa R2.

37
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Kuva 4.2. Esimerkkeji ei-tdhtiméisistd joukoista tasossa R2.

MAARITELMA 4.1. Monikulmio on kokoelma karkipisteita vy, vs, ..., v, ja sivuja
[v1, Vo], [2, V3], ..., [Un_1, Un], [Un, v1] siten, ettd milladn parilla ei-perdkkéisia sivuja ei
ole yhteisté pistetta.

LAUSE 4.2 (Taidegallerialause). Olkoon P monikulmio tasossa R?. Jos aina, kun
monikulmiosta P valitaan kolme pistettd, loydetdidn piste q € P, josta kaikki kolme
pistettd voidaan ndhdd, niin P on tdihtimdinen.

X2

€3

KuvaA 4.3. 1, x5 ja x3 nidkyvit pisteesta q.

Lausetta sanotaan taidegallerialauseeksi, koska se voidaan muotoilla seuraavalla ta-
valla:

Jos taidegalleriassa jokaiselle kolmen maalauksen joukolle 16ytyy sellainen paikka,
josta kaikki kolme pystyy nidkeméén kerralla (oletetaan, ettd niakokentta on 360°), niin
talloin galleriasta tédytyy olla sellainen paikka, josta kaikki taulut pystyy ndkeméin
kerralla.

TobisTus. Huomataan, ettd lause on totta, jos ja vain jos kaikki monikulmion
P reunapisteet voidaan ndhda jostain yhteisestd pisteestd p. Annetaan monikulmion
sarmille suunnat siten, ettd kun sdrmaé kévelladn annettuun suuntaan, niin monikul-
mion sisépuoli jad sdrméan vasemmalle puolelle. Oletuksen nojalla mitkdan monikul-
mion sdrmista eivit risted, joten tallainen kévely on hyvin méaéritelty.
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7\

—

Kuva 4.4. Kulkusuunta siten, etté sisdpuoli jaa vasemmalle.

Jokainen sdrmaé sisiltyy suoraan ja sdrméille annettu suunta méarés suoran suun-
nan. Kaikkia monikulmion P sédrmié e, kohtaan on olemassa suljettu puoliavaruus
suunnatun suoran vasemmalla puolella. Merkitdan naita puoliavaruuksia H,. Havai-
taan, ettéd jokainen monikulmion ulkopuolinen piste on ainakin yhden annetun puolia-
varuuden ulkopuolella. Jokainen H, on konveksi joukko. Naité joukkoja on dérellinen
madra, koska monikulmion sérmié on dédrellinen m&ara.

Viitetddan, ettd jokaisella kolmen konveksin joukon H, kokoelmalla on ainakin
yksi yhteinen piste. Naytetddn tdmé tutkimalla kolmea mielivaltaista suljettua puo-
liavaruutta H;, H; ja Hy. Valitaan pisteet x;, x; ja x) vastaavilta sirmilté e;, e; ja ey.
Oletuksen nojalla on olemassa piste p € P, josta ndhdéén kaikki pisteet z;,z; ja xy.
Tasté seuraa, etté

p,x;] € Hy, [p,x;] € Hy ja [p,ay] € Hy.

Siispd pisteen p tdytyy kuulua puoliavaruuksien leikkaukseen H; N H; N Hy, mikéd
todistaa viitteen.

Siten joukot H, toteuttavat seuraavat ehdot: ne ovat tason R? konvekseja osajouk-
koja, niitd on airellinen mé#ra ja jokaisella kolmen joukon kokoelmalla on yhteinen
piste. Hellyn lauseen nojalla on olemassa niille kaikille yhteinen piste q. Jéljelle j&a
nayttad se, ettd monikulmio P on tdhtimé&inen.

Aluksi todetaan, ettd ¢ on monikulmion P piste. Jos se ei olisi, niin sen taytyisi
sijaita sdrmén méadrddméadn suunnatun suoran oikealla puolella. Taméa taas tarkoit-
taisi sité, ettd ¢:n pitéisi olla vahintaén yhden puoliavaruuden H, ulkopuolella, mik&
on ristiriidassa pisteen ¢ konstruktion kanssa.

Sitten néytetddn, ettd monikulmion P reunapiste ndhd&dn pisteestd ¢. Jos tama
ei pitdisi paikkaansa, niin pisteen ¢ ja reunapisteen vélinen jana kulkisi ainakin osit-
tain monikulmion P ulkopuolella. Tdmén seurauksena pisteen g pitéisi jalleen olla
jonkin puoliavaruuden H, ulkopuolella, mistd seuraa sama ristiriita, kuin edellisessa
kohdassa. 0
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4.2. Kirchbergerin lause ja lampaiden separointi

Toinen Hellyn lauseen keskeinen sovellus on Kirchbergerin lause. Se antaa uuden
keinon tutkia tarkasti eroteltuja joukkoja. Lauseen l0ysi ensimméisen kerran Paul
Kirchberger vuonna 1902 ja sen todistus oli melkein 24 sivua pitké. Seuraavan lyhyen
todistuksen keksivit Hans Rademacher ja Isaac Schoenberg vuonna 1950 kéyttéden
hyddyksi Hellyn lausetta. Tamé todistus on loistava esimerkki siitd, miten Hellyn
lauseen avulla saadaan yksinkertaistettua monimutkaisempia konveksin geometrian
péttelyita.

LAUSE 4.3 (Kirchbergerin lause). Olkoot A, B C R"™ ddrellisid joukkoja siten, etti
AUB sisdltdd vahintadn n+2 pistettd. Jos jokaiselle joukolle C C AU B, joka sisdltdd
n + 2 pistettd, voidaan joukot AN C ja BN C erotella tarkasti, niin joukot A ja B
voidaan erotella tarkasti.

TobisTus. Olkoot a = (ay,as,...,a,,1) € R* ja b = (b1, bay ..., by, 1) € R
jokaisella a € A ja b € B. Olkoot lisiksi H, ja H, avaruuden R"*! avoimia puoliava-
ruuksia siten, etta

H,={zeR"™: (a,2) <0} ja  Hy,={zeR":(bz)>0}

Olkoon F' niiden avoimien puoliavaruuksien H, ja H, perhe.

Olkoon nyt C' joukko, joka koostuu (n + 2):sta yhdisteen A U B pisteestd. Kos-
ka leikkaukset A N C' ja B N C' voidaan tarkasti erotella, niin on olemassa ¢ =
(€1, Coy ey Cry Cry1) € R siten, etté

@Ga)<0 ja (G0 >0
kaikilla a € ANC jab e BNC. Siispd ¢ € H,, kun a € ANC ja ¢ € Hy, kun
be BnC.

Joukko F' on avaruuden R™™! konveksien osajoukkojen #érellinen perhe, joka sisil-
taa ainakin n+ 2 jésenté. Lisdksi jokaisella perheen F' n+2 jésenelld on epétyhja leik-
kaus. Hellyn lauseen nojalla avaruudessa R™*!, on olemassa piste d= (dy,dy,...;dy, dpir),
joka kuuluu kaikkiin perheen F' jéseniin. T&ll6in

(d,a) <0
kaikilla a € A, kun taas

S

(d,b) >0
kaikilla b € B.

Siispéa avaruuden R™ hypertaso
Hd:{l’ERn2d1$€1+d23}2+"'+dn$n+dn+1 :O}
tarkasti erottelee joukot A ja B. O

Kirchbergerin lausetta voidaan soveltaa seuraavassa esimerkissé lampaiden separoin-
nissa.

ESIMERKKI 4.4. Jos pellolla on paikoillaan pysyvia valkoisia ja mustia lampaita,
niin miké ehto takaa sen, ettd suoralla aidalla voidaan erotella valkoiset ja mustat
lampaat omille puolilleen?

Kirchbergerin lauseen avulla vastaus on helppo. Koska ollaan tasossa, niin n = 2.
Merkitaan valkoisten lampaiden joukkoa V:ll4 ja mustien lampaiden joukkoa M:1l4.
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Olkoon joukko C' C VUM, joka sisdltdd mitka tahansa n+2 = 4 lammasta. Jos kaik-
kia joukkoja C' kohtaan joukot V' N C' ja M N C voidaan erotella tarkasti, niin joukot
V ja M voidaan erotella tarkasti. Toisin sanoen, jos kaikista neljan lampaan otoksis-
ta voidaan erotella valkoiset ja mustat omille puolilleen, niin silloin kaikki lampaat
voidaan erotella omille puolilleen.

4.3. Jungin lause

Téassd kappaleessa kidytava Jungin lause sai alkunsa seuraavanlaisesta ongelmasta.
Oletetaan, ettd tason osajoukon halkaisija on d. Halutaan méérittdd pienin mahdol-
linen halkaisija ympyrékiekolla, joka siséltdd koko annetun joukon.

Jos ongelmaa ei mieti kovin pitkélle, niin voisi kuvitella, ettd yhta suuren halkaisi-
jan omaava kiekko on oikea ratkaisu. Néin ei kuitenkaan ole. Esimerkiksi tasasivuinen
kolmio, jonka sivun pituus on 1, ei sisélly kokonaan ympyréakiekkoon, jonka halkaisija
on 1. Esitetddn oikea vastaus tdhdn ongelmaan lauseen muodossa.

LAUSE 4.5. Jos tason osajoukon halkaisija on 1, niin se se sisdltyy kokonaan
suljettuun kiekkoon, jonka sdde on \/ig

ESIMERKKI 4.6. Kaydasn 14dpi edelld mainittu tasasivuisen kolmion tapaus. Ol-
koon tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 1. Olkoon ympyrikiekko, jonka kes-
kipiste O on kolmion painopisteessé ja side r on sellainen, ettéd kiekon reuna leikkaa
kolmion kérkipisteitd. Tilanne on hahmoteltu kuvaan 4.5. Merkitddn kolmion kér-
ked muuttujalla A ja kolmion korkeusjanan ja sivun leikkauspistettd muuttujalla B,
kuten kuvassa. Tarkastellaan muodostuvaa suorakulmaista kolmiota AABQO. Tasa-
sivuisen kolmion kérkikulma on 60°, joten karkikulman puolikkaana kulma £OAB
on 30°. Jana AB on puolet kolmion sivusta, joten sen pituus on % Lasketaan janan
AQ pituus, joka on samalla ympyrikiekon sdteen pituus. Suorakulmaisen kolmion
trigonometrialla saadaan seuraava lauseke:

AB| V3 _|AB

30° = =
Cos 40| — 5 .

Téastéd saadaan ratkaistua ympyréakiekon séde 7.
_2AB] 2-3 1
VERRVEREVED

Siispé ainakin tasasivuisen kolmion tapauksessa pienimmén kolmion siséltdvan ym-
pyrikiekon séide on tasan \/Lg

Jungin lause siirtdid ongelman avaruuteen R™.

LAUSE 4.7 (Jungin lause). Olkoon T avaruuden R™ osajoukko, jonka halkaisija
on 1. Tdlloin on olemassa pallo, jonka side on \/5."= siten, ettd pallo sisdltdd koko
joukon T

TobisTus. Todistetaan ensin tapaus, jossa T sisdltdd n + 1 tai vihemmaéan pis-
teitd. Yleisyyttd menettaméattd voidaan olettaa, ettd 0 on etsityn pallon keskipiste.
Siis oletetaan, ettd B(0,0) on pienimmén séteinen pallo, joka siséltad joukon 7'. Ol-
koon ¢ € R™ kompakti konveksi joukko, jonka sisus on epétyhji. Oletetaan, etti
¢»NIB(0,0) = {x1,..., T}, missd IB on pallon reunajoukko ja m < n + 1. Pallon
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Kuva 4.5. Pienin mahdollinen ympyrékiekko, joka siséltda 1—séiteisen
tasasivuisen kolmion.

keskipisteen o taytyy kuulua joukon {1, ..., ,, } konveksiin verhoon, silld muutoin sé-
dettéd o voitaisiin pienentdd. Selvennetédn vield tata todistuksen jélkeisessd lemmassa.
Siispa

Mxy 4+ F AT, =0,missd Ay + -+ A, =1ja A, . A, > 0.
Talloin

L=X=> M=) N\ |xl—wk| = N (2l + Jal® = 2(zs, a4))
Y 1

i#k 1#£k
= 20?2 Z i —2(2 Ny, T) = 207,
: 1 - 0
Siis jokaisella indeksilld k pdtee 1 — A, > 202 Toisin sanoen summaamalla kaikkien
indeksien £ yli saadaan seuraava epayhtilo:

(T=A)+ Q=)+ +(1=Ap) >20"+20"+--- +20°.

(.

mIpl
Siispé,
Z 1-— Z i > 2mo?
1 1
eli
m—1>2mo?.
Téastéd saadaan pallon B séteelle o ylaraja:
(n + 1)
(n+1) 2n+2°

Yleisessd tapauksessa ylemmaén perusteella joukko 7" on avaruuden R” osajoukko
ja silla on sellainen ominaisuus, ettd mitka tahansa n+ 1 joukon 7' pistetta siséltyvét
palloon, jonka sdde on /5."5. Olkoon F perhe, joka muodostuu kaikista ,/5."5-
siteisisté palloista, joiden keskipiste kuuluu joukkoon T'. Néytetéddn, ettd perheelld
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F on Hellyn lauseen vaatima &#rellinen leikkausominaisuus. Jos otetaan n + 1 per-
heeseen F' kuuluvaa palloa keskipisteilld {xq, 21, ..., z,} € T, niin t&éll6in on olemassa
pallo, jonka séde on /5.7 ja keskipiste on x siten, etté se sisiltdd kaikki keskipisteet
{zo, 21, ..., 2, }. Talloin pisteen x tdytyy sijaita annettujen n + 1:n pallon leikkausjou-
kossa, jolloin Hellyn lauseen nojalla piste z on yhteinen kaikille perheen F' jésenille.
Siispd pallo, jonka side on /5.5 ja keskipiste on z, sisiltda koko joukon T'.

O

LEMMA 4.8. Olkoon K C R™ kompakti ja konveksi. Olkoon B(0,0) pienimmdn
sateinen pallo, joka sisdltdda joukon K. Pallon keskipisteen tdytyy kuulua joukon K
konveksiin verhoon, silld muutoin sddettd o voitaisiin pienentdd.

TobisTus. Selvyyden vuoksi nédytetddn tilanteen paikkansapitdvyys tasossa sil-
loin, kun annetun pallon séde on 1. Siis méarataan joukko K siten, ettd se siséltyy
kokonaan yksikkokiekkoon, jonka keskipiste on 0, mutta keskipiste ei kuulu joukon K
konveksiin verhoon. Ympyran keskipiste on suljettu joukko ja K on kompakti, joten
ne voidaan tarkasti erotella hypertasolla H. Tilanne on hahmoteltu kuvaan 4.6.

Olkoon keskipisteen etéisyys hypertasosta d. Merkitddn hypertason ja etéisyys-
janan leikkauspistettd muuttujalla A ja hypertason ja ympyrikiekon reunan leik-
kauspistettd muuttujalla X. Asetetaan konstruktio koordinaatistoon siten, ettéd edel-
14 mainittu etédisyysjana on z—akselin suuntainen. Ndin muodostuva kolmio AOAX
on suorakulmainen ja Pythagoraan lauseella saadaan janan AX pituudeksi /1 — 62.
Selvésti joukko K siséltyy kokonaan hypertason H ja yksikkokiekon rajaamaan alu-
eeseen. Siis vastaavasti K siséltyy kiekkoon, jonka keskipiste on A ja sdde on /1 — 62.
Osoitetaan, ettd samalla keskipisteelld sddettéd voidaan pienentéé ja joukko K siséltyy
tahan pienempéadnkin kiekkoon.

Otetaan yksikkokiekon kehéltd mielivaltainen piste B siltd puolelta hypertasoa
H, johon joukko K kuuluu. Kehdkulman avulla ilmaistuna pisteen B koordinaatit
ovat (cosd,sinf). Merkitddn sitd x—akselin pistettd muuttujalla C', johon etiisyys
yksikkokiekon keskipisteestd on cos . Néiin saadaan suorakulmainen kolmio AACB,
jossa sivun AC' pituus on cosf — ¢ ja sivun BC' pituus on sin . Nyt Pythagoraan
lauseella saadaan sivun AB pituudeksi y/(cos§ — §)2 + (sin 0)2.

Néaytetdan, ettd jana AB on lyhyempi, kuin jana AX. Yhtapitdvia on osoittaa,
ettd |[AB|* < |AX ]2

|ABJ? = (cos ) — 6)? + (sin6)?
= cos?f — 20 cos f + 0% 4 sin? @
=14 6% —25cosd
Osoitetaan, etté
1+6*—26cosf <1— 6
Lauseketta muokkaamalla saadaan
26(6 — cosf) < 0.

Taméa on tosi, silld 0 < cosf. Tamén havaitsee helposti esimerkiksi mallikuvasta, sillé
d = |OA] < |OC| = cos 6. Siispd myos pienempiséteinen A—keskinen kiekko siséltéé
koko joukon K ja néin véite on tosi. U
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*C

Kuva 4.6. Jos pallon keskipiste ei kuulu konveksiin verhoon, niin sé-
dettéd voidaan pienentéd.

Jungin lauseesta voidaan myos muodostaa skaalaamalla versio, jossa annetun joukon
halkaisijan ei tarvitse olla 1.

LAUSE 4.9. Olkoon C C R"™, jonka halkaisija on d. Tdlloin on olemassa pallo,

Jonka side on d, /5"y siten, ettd pallo sisdltid koko joukon C'.

(n+1)

Lauseen todistus loytyy kirjasta [5].



LUKU 5
Muita mielenkiintoisia sovelluksia

Tutkielman viimeisessd luvussa esittelen vield pintapuolisesti mielestédni mielenkiin-
toisia Taidegallerialauseen kaltaisia sovelluksia ja ongelmia. taidegallerialauseeseen
perustuvia pahkinditd on kehitetty monia ja osa ongelmista on vield avoimia. Téssé
luvussa kaikki tapahtuu avaruudessa R? ellei toisin mainita. En en#é tdssd luvus-
sa juurikaan todista mitdédn, mutta lisédd sovelluksia ja muutamia todistuksia 16ytyy
ainakin Joseph O’Rourken teoksesta Art Gallery Theorems and Algorithms (1987)
[7].

5.1. Monikulmion kolmiointi

Monikulmioiden kolmiointi on varmasti monelle tuttu toimenpide peruskoulusta. Si-
td, miksi monikulmion voi kolmioida, ei kuitenkaan varmaan ole peruskoulutasolla
perusteltu. En myoskdan muista, ettd asiaa olisi késitelty milldén kaymisténi yliopis-
tokursseista. Kolmiointi on avain monimutkaisempiin sovelluksiin, joten kidyda&n sen
todistus lapi.

LAUSE 5.1. Monikulmio, jolla on n kulmaa voidaan osittaa (n — 2):ksi kolmioksi
lisd@dmdlla monikulmion sisdpuolelle n — 3 ldvistdjda.

TobisTus. Todistetaan lause induktiolla n:n suhteen. Viite on selvisti totta, kun
n = 3. Olkoon P monikulmio, jolla on n > 4 kulmaa. Pidetdén itsestddnselvina, etta
jokaisella monikulmiolla on véhintdéan yksi konveksi kérki. Olkoon vy monikulmion
P konveksin kérjen piste ja tutkitaan kolmea peridkkéista kérkipistettd vy, vy ja vs.
Monikulmion kérjen tilanne nékyy kuvassa 5.1. Etsitddn P:n sisdpuolelta lavistija d.
Jos jana vjv3 on kokonaan monikulmion P sisdpuolella, niin valitaan lavistéjaksi
d = vivs. Muussa tapauksessa kérkikolmion vyvovs tédytyy siséltdéd ainakin yksi P:n
karjista. Olkoon x edelld mainituista kérjista se, joka on on lahimpéané kirkeé v, kun
etaisyyttd mitataan kohtisuorassa janaa vivs vastaan. T&lloin lavistdja on d = vex.
Kummassakin tapauksessa d jakaa monikulmion P kahdeksi pienemméksi moni-
kulmioksi P ja P,. Jos P;:lla on n; kirked, ¢ = 1,2, niin n; +ns = n+2, koska halkaisi-
jan d péadtepisteet ovat yhteiset kummallekin monikulmiolle P, ja P». Selvésti n; > 3,
misté seuraa, ettd n; < n. (Seuraa aiemmasta yhtélostéa: n =ny+n,—2 > 3+3-2 =
4 > n;.) Induktio-oletuksen nojalla monikulmio P; voidaan osittaa (n; — 2):ksi kol-
mioksi lisidmalla sen sisdpuolelle ny — 3 lavistdjad ja vastaavasti P, voidaan osittaa
(ny — 2):ksi kolmioksi lisaamalla ny — 3 lavistajaé. Siispd monikulmio P voidaan ja-
kaa (ny — 2) + (ng — 2) = n — 2 méardan kolmioita (ny —3) + (ne —3)+1=n—3
lavistéjalla, mukaanluettuna d.
O

MAARITELMA 5.2. Monikulmio on ortogonaalinen, jos sen kaikki sdrmét ovat
yhdensuuntaisia koordinaattiakseleiden kanssa.

45
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Vo,

Kuva 5.1. Monikulmion P kéarki vs.

Yksinkertaisuuden vuoksi voidaan olettaa, ettd akselit ovat pystysuorassa ja vaaka-
suorassa. Télloin ortogonaalisen monikulmion sivut ovat aina joko pysty- tai vaaka-
suorassa ja kahden perdkkéisen sivun vélinen kulma on aina joko 90° tai 270°.

ESIMERKKI 5.3. Kuvan 4.2 toinen monikulmio on ortogonaalinen.

Monikulmio voidaan myos nelikulmioida. Se, ettd monikulmio voidaan osittaa kol-
mioiksi lisadmélla 1avistédjia on melkein itsestdédn selvéd, eikd se vaadi mitdan moni-
mutkaista metodia. Monikulmion osittaminen nelikulmioiksi puolestaan vaatii huolel-
lisuutta. Monikulmion kolmiointi ja néin saatujen vierekkéisten kolmioiden yhdisté-
minen nelikulmioiksi ei ole riittava keino nelikulmioinnin toteuttamiseksi. Kuvan 5.2
(a) kohdassa ortogonaalinen monikulmio on kolmioitu. Siitd (b) kohdassa kolmioita
yhdistdmalld saatu nelikulmiointi ei ole konveksi, silla nelikulmio (2, 3, 6, 9) ei ole
konveksi eikéd kolmioita yhdistelemélld edes ole mahdollista paédsta yksikéasitteiseen
konveksiin nelikulmiointiin (c¢). Kuvasta 5.3 kuitenkin néhd&én, ettd ortogonaalisella
monikulmiolla ei aina ole yksikésitteistd konveksia nelikulmiointia.

5 4

10 1
a b C

Kuva 5.2. Kolmioiden yhdistdminen (a) ja (b) ei johda monikulmion
yksikésitteiseen nelikulmiointiin (c).

LAUSE 5.4. Konveksi nelikulmiointi on mahdollinen mille tahansa ortogonaaliselle
monikulmiolle.

Lause on esitetty kirjassa [7] sivulla 45 ja sen todistamiseen vaaidttavia tuloksia on
esitetty saman kappaleen alkuosassa.
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Kuva 5.3. Konveksi nelikulmiointi ei aina ole yksik&sitteinen.

5.2. Ortogonaalinen taidegallerialause

LAUSE 5.5. Ortogonaalisen n-kulmion muotoista taidegalleriaa vartioimaan riit-
tad aina |n/4| vartijaa, mutta joissain tapauksissa selvitidan vihemmdallikin.

Lauseen todistuksessa vartijoiden maksimimé&aran tarpeellisuuden nédyttamiseksi riit-
tad kuvan 5.4 mukainen esimerkkitilanne. Kuvan 16-kulmion sisédpuolen vartioimiseen
tarvitaan 16/4 = 4 vartijaa, jotta jokainen sakara pystytddn ndkemé&én.

Sen néyttdmisessd, ettd tdméa maédrd vartijoita riittda aina, kidytetddn hyodyksi
nelikulmiointia ja niin kutsuttua nelivérilausetta (engl. The Four-Color Theorem).
Nelivérilauseen mukaan miké tahansa tasokuvio voidaan aina varittda neljalla varilla
siten, ettd milladan kahdella samanvériselld alueella ei ole yhteisté rajaa.

Kuva 5.4. Téssé tapauksessa tarvitaan |n/4] vartijaa.

5.3. Liikkuvat vartijat

Uudenlaisiin tapauksiin péadstéddn, kun sen sijaan ettd muutetaan monikulmion muo-
toa, annetaankin vartijoille kyky liikkua pitkin monikulmion sisépuolella olevaa janaa
pitkin.

MAARITELMA 5.6. Olkoon s jana, joka on kokonaan monikulmion P sisépuolella.
Téllsin piste x € P nidkyy janalta s, jos on piste y € s siten, ettd jana [z, y| sisiltyy
monikulmioon P. Toisin sanoen vartija ndkee pisteen x, jos se on nédkyvilla misté
tahansa vartijan kulkureitin pisteesté.

On mahdollista nédyttda taidegallerialausetta ja ortogonaalista taidegallerialausetta
vastaavat tulokset liikkuvien vartijoiden tapauksessa. n-kulmaisen monikulmion var-
tioimiseen joskus tarvitaan ja aina riittdd [n/4] liikkuvaa vartijaa. Ortogonaalisen
n-kulmaisen monikulmion vartioimiseen puolestaan joskus tarvitaan ja aina riittaé
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|(3n 4+ 4)/16] liikkuvaa vartijaa. Kummankin tuloksen todistukset ovat todella pit-
ki ja monimutkaisia. Ensimmaéisen todistus vaadittavine lemmoineen ja kuvineen on
8 sivua pitka ja jalkimmaisen 23 sivua. Mikéli asia kiinnostaa niin taydelliset todis-
tukset 16ytyvét kirjasta [7] sivulta 81 alkaen.

5.4. Ulkopuolen nikyvyys

Alkuperéinen taidegalleriaongelma voidaan kd#ntdd myos toisin péin. Linnoituson-
gelmassa kysytéddn, kuinka monta vartijaa tarvitaan linnan muureille tarvitaan, jotta
nihdédan joka puolelle linnoituksen ulkopuolelle. Vankilan piha -ongelma puolestaan
yhdistad aiemmat ongelmat. Siiné kysytdan, kuinka monta vartijaa tarvitaan vankilan
muureille ndkeméédn yhta aikaa sekéd vankilan piha, ettd vankilan ulkopuoli. Molem-
missa ongelmissa oletetaan, ettd muurit ovat monikulmion sédrmié. Linnoitusongelma
oli pystytty jo ratkaisemaan, mutta vankilan piha -ongelma oli vield avoin ldhdeteok-
sen [7] julkaisuvuonna.

Linnoitusongelma on seuraavanlainen. Kuinka monta kérjissa seisovaa vartjiaa tar-
vitaan ndkeméin koko n-kulmaisen monikulmion ulkopuoli? Vartija, joka seisoo mo-
nikulmion kérkipisteessd y kykenee ndkemédn ulkopisteen z, jos jana [y, z| ei leikkaa
monikulmion sisédpuolta.

LAUSE 5.7. [n/2] vartijaa vaaditaan joskus ja riittdd aina niakemddn n-kulmaisen
monikulmion ulkopuolen.

Kuvassa 5.5 on esitetty esimerkki, jossa ulkopuolen nékemiseen vaaditaan [n/2] var-
tijaa. Intuitivisesti voisi ajatella, ettd vartijat pystyisi aina sijoittelemaan joka toiseen
monikulmion kulmaan ja homma toimisi. N&in ei kuitenkaan ole, kuten havaitaan
Shermerin esimerkkiin perustuvassa kuvassa 5.6. Jos siiné sijoitellaan vartijat parit-
tomiin kulmiin, niin vartijat eivit nde koko aluetta B. Jos taas vartijat sijoitellaan
parillisiin kulmiin, niin vartijat eiviat néde koko aluetta A.

Lauseen todistuksessa kolmioidaan alue, joka on monikulmion konveksissa ver-
hossa, mutta kuitenkin monikulmion ulkopuolella. Liséksi todistuksessa sovelletaan
tasoalueen kolmivéritystd (engl. three-coloring).

Tastikin ongelmasta on muodostettu ortogonaalinen versio. Siind vastaava tarvit-
tavien vartijoiden méérd on [n/4] + 1.

Kuva 5.5. Kuvan konveksi 7-kulmio vaatii [7/2] = 4 vartijaa ulko-
puolen nidkemiseen. Vartijat on sijoiteltu pisteiden kohdalle.

Vankilan piha -ongelmassa pohditaan kuinka monta kérjisséd seisovaa vartijaa tarvi-
taan ndkemédn yhté aikaa sekéd n-kulmaisen monikulmion P ulkopuoli etté sisdpuoli.
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Kuva 5.6. Vartijoita ei voi aina sijoittaa joka toiseen kulmaan.

Vartija, joka seisoo monikulmion kérkipisteessé y kykenee nakemééan ulkopisteen z, jos
jana [y, 2] ei leikkaa monikulmion sisdpuolta. Vastaavasti sama vartija pystyy néke-
méén sisdpisteen x, jos jana [z, y] ei leikkaa monikulmion ulkopuolta. Tatd ongelmaa
rajoitetaan siten, ettd vartioiden tulee todellakin seisoa monikulmion kérkipisteissé.
Ongelmasta tulee selvisti erilainen ja helpompi, jos vartijoiden sallitaan seistéd kauka-
na monikulmion ulkopuolella. Ongelman monimutkaisuuteen ei kuitenkaan oleellises-
ti vaikuta se, sallitaanko vartijoiden seistd muissakin kohdissa monikulmion reunaa,
joten téssd ongelmassa késitellddn vain kérjissé sijaitsevat vartijat.

Hankalin tapaus on se, jossa késitelladn konveksia n-kulmiota. Jélleen pystytdaan
padtteleméin, ettd joskus tarvitaan [n/2] vartijaa ndkeméddn sekd monikulmion si-
sdpuoli ettd ulkopuoli. Vartijoiden riittavyydelle ei oltu ainakaan kirjan [7] julkaisu-
vuonna keksitty muuta, kuin seuraava heikko tulos.
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LAUSE 5.8. Olkoon monesti yhdistyneella monikulmiolla (ks. kuva 5.7) n karked,
joista r on sisddanpdin kdadntyneitd ja h kuuluvat monikulmion konveksiin verhoon.
Talloin

min([n/2] +r, [(n+ [h/2])/2],[2n/3])

kdrkuin syoitettua vartijaa risttdvdt ndkemdadn sekd monikulmion sisdpuolen ettd
ulkopuolen.

Monesti yhdistynyt monikulmio on sellainen missé misté tahansa kérikipisteestd on
voitu vetdd jana johonkin toiseen ei-viereiseen kérkipisteeseen. Lopputulos muistut-
taa konstruktiota, jossa useita monikulmioita on yhdistetty toisiinsa yhteisilla sivuil-
la. Taidegallerialauseen ndkokulmasta voidaan siis ajatella ettd tutkittavassa moni-
kulmiossa on monta suljettua huonetta.

Jos edeltavista tuloksesta unohdetaan lattia- ja kattofunktiot, niin luvulle saadaan
hieman siistimpi muoto: n/2 + min(r, h/4,n/6).

On jo pystytty ndyttaméan, ettd jos vartijoiden sallitaan olla myds monikulmion
ulkopuolella, niin |n/2]+1 vartijaa riittdvit. Téméan ndyttdmisessi sovelletaan jalleen
kolmiointia ja neliviritystd. Nayttdisi kuitenkin siltd, ettd tédtd vapautta sijoitella
vartijoita myds monikulmion ulkopuolelle ei vaadita. Sen perusteella on muotoiltu
seuraava avoin ongelma.

Kuva 5.7. Esimerkki monesti yhdistyneestd monikulmiosta.

KONJEKTUURI 5.9. [n/2] kirkipisteisiin sijoitettua vartijaa riittdd nikemé&én n-
kulmaisen monikulmion sisé- ja ulkopuolen.
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Jélleen ortogonaalisille monikulmioille on kehitetty oma versio ongelmasta.

LAUSE 5.10. |Tn/16| 4+ 5 kdrkipisteisiin sijoitettua vartijaa riittia nikemddn n-
kulmaisen ortogonaalisen monikulmion sisd- ja ulkopuolen.

Lauseen todistuksessa yhdistelldédn jo aiemmin todistettuja ortogonaalisiin monikul-
mioihin liittyvid lauseita.

5.5. Kolmiulotteisuus

Taidegallerialauseista tiedetddn hyvin vdhén kolmiulotteisissa tilanteissa. Hankalan
asiasta tekee se, ettd kolmessa ulottuvuudessa ei ole toimivaa vastinetta tasossa hyo-
dynnettyyn monikulmion kolmiointiin. Voisi kuvitella, etté jokaisen (reidttémén) mo-
nitahokkaan pystyisi osittelemaan tetraedreiksi lisdédmaélla viliin tasoja. On kuitenkin
naytetty (Lennes 1911), ettd on olemassa (reidtén) monitahokas, jota ei pysty osit-
tamaan tetraedreiksi. Vartijoiden erilaiseen sijoitteluun liittyvié lauseita on kylld ke-
hitetty myos kolmiulotteiseen avaruuteen, mutta hankalan tilanteesta tekee juuri se,
ettd kaikki monitahokkaita ei pystyté osittelemaan tetraedreiksi.

Kolmiulotteisesta taidegallerialauseesta on yksi selkeéltd kuulostava versio. Siind
tutkitaan monitahokkaan ulkopuolen nédkyvyyttéd, kun vartijat on sijoiteltu monita-
hokkaan pinnalle. Vastaava tilanne tasossa on lauseen 5.7 mukainen. Kolmiulotteinen
tapaus ei ole yhtd suoraviivainen, silla tarkastelun ldhtokohdaksi voidaan valita mo-
nitahokkaan kérjet, reunat tai tahkot. Seuraava taidegallerialause on muotoiltu mo-
nitahokkaan tahkojen perusteella ja siitd kiytetddn nimitysté satelliittivartijat (engl.
Sattelite Sentries).

LAUSE 5.11. [ (2T —4)/3] kdrkiin siojitettua vartijaa tarvitaan joskus ja riittdd
aina ndkemdadn T-tahkoisen konveksin monitahokkaan ulkopuolen, kun T < 10.

Todistus vaatii monia uusia késitteitd, mutta kun ne ovat kaytossé, niin itse todistus
on melko lyhyt. Todistus 16ytyy kirjasta [7] sivulta 257 alkaen.
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