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Tamaé tutkielma késittelee Brachistochrone-ongelmana tunnettavaa minimointion-
gelmaa. Ongelmassa on ideana loytéaa kahden tason pisteen A ja B vilinen kéyra, joka
minimoi ajan, joka massalliselta kappaleelta kuluu liukua pisteestéd A pisteeseen B.
Ongelma ratkaistaan téssé tyosséa variaatiolaskentaa hyodyntéen ja siten tyo esittelee
Brachistochrone-ongelman liséksi myés tiettyja variaatiolaskennan perusideoita. Vari-
aatiolaskenta on matemaattisen analyysin ala, joka tarjoaa keinoja dériarvotehtévien
ratkaisemiseen, kun minimoitavat kuvaukset ovat funktioavaruuksista reaaliluvuille
médriteltyja funktionaaleja.

Tutkielmassa esitellddn aluksi, kuinka sanallisesti muotoiltu ongelma saadaan joh-
dettua matemaattiseen muotoon. Sen jélkeen perehdytdéin ongelman varsinaiseen rat-
kaisemiseen. Nykyé&in yleisesti tunnetaan, ettd Brachistochrone-ongelman ratkaiseva
kéayrd on sykloidi. Tyo0sséd nédytetdsdn, kuinka sykloidi variaatiolaskennan avulla 1dh-
tokohtaisesti 10ydetddn. Keskeisin tyokalu on variaatiolaskennan oleellisimpiin véali-
neisiin kuuluva Euler-Lagrangen differentiaaliyhtélo. Tyossé osoitetaan, ettd Brac-
histochrone-ongelman ratkaisun on vélttamétta toteutettava Euler-Lagrangen yhté-
16. Lisdksi naytetdédn, ettd jos Brachistochrone-ongelmalla on ratkaisu, se toteuttaa
my6s Beltrami-yhtéaloksi kutsuttavan differentiaaliyhtélon. Beltrami-yhtéalo ratkaise-
malla saadaan néytettyd, ettd ongelman mahdollinen ratkaisu on sykloidi.

Tyon viimeinen vaihe on todistaa Brachistochrone-ongelman ratkaisun olemas-
saolo ja siten néyttid, ettd sykloidi todella ratkaisee ongelman. Olemassaolo todis-
tetaan erddn riittdvan ehdon avulla, joka kertoo, milloin Euler-Lagrangen yhtélon
toteuttava funktio on variaatio-ongelman ratkaisu. TyOssd esiteltdva riittdvéd ehto
hyodyntéaéa funktioiden konveksisuutta. Riittdvé ehto ei ole suoraan sovellettavissa
Brachistochrone-ongelmaan, joten tyossd paadytdadn vield tarkastelemaan toista mi-
nimointiongelmaa, joka ratkaisemalla myos Brachistochrone-ongelma saadaan ratkais-
tua.
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on esittaé yksityiskohtainen kuvaus Brachisto-
chrone-ongelmalle ja sen ratkaisulle. Kyseinen ongelma on sveitsildisen matemaatikon
Johann Bernoullin vuonna 1696 esittdmé ja Bernoulli muotoili ongelman seuraavasti
[4]:

Kun A ja B ovat pisteitd pystysuorassa tasossa, etsi polku AMB, jota alaspdin kul-
kiessaan, oman painonsa vaikutuksesta, litkkuva piste M ehtii pisteestd A pisteeseen
B lyhyimmdssd mahdollisessa ajassa.

Brachistochrone-ongelma on siis dédriarvotehtéva, jossa etsitddn sellaista kayrad kah-
den tason pisteen vililld, joka minimoi ajan, joka massalliselta kappaleelta kuluu
liukua painovoiman vaikutuksesta pisteesté toiseen. Vastusvoimia ei oteta ongelman
tunnetuimmassa versiossa huomioon. Ongelman ratkaisevaa kayrid kutsutaan brakis-
tokroniksi. Sana tulee kreikan kielesté ja tarkoittaa lyhyinté aikaa.

Ennen Bernoullia Brachistochrone-ongelmaa oli pohtinut Galileo, mutta héan paa-
tyi ratkaisussaan vaardan lopputulokseen, silla hén totesi brakistokronin olevan ym-
pyran kaari. Todellisuudessa ratkaisu ongelmalle on sykloidi. Kun Bernoulli esitti
ongelman matemaattiselle yleisolle 1700-luvun vaihteessa, oikean ratkaisun ongelmal-
le esittivat tunnetusti ainakin Newton, Leibniz, Johann Bernoulli itse, sekd hénen
veljenséd Jacob Bernoulli. Ongelma on hyvin kuuluisa erityisesti siksi, ettd sen rat-
kaisemisen my6tda Bernoullin veljekset kehittivét ja ratkaisivat lisdd samantyyppisié
ongelmia, mistd voidaan katsoa alkaneen uuden matemaattisen alan kehittyminen.
Kyseinen matemaatiikan ala tunnetaan nykyéén variaatiolaskentana.

Variaatiolaskenta on matemaattisen analyysin ala, joka perehtyy erdénlaisten &a-
riarvotehtdvien ratkaisemiseen. Variaatiolaskennassa tutkittavat ongelmat nousevat
usein esimerkiksi geometriasta, fysiikasta, teknologiasta tai taloustieteistd. Brachis-
tochrone-ongelman ohella muita variaatiolaskennan tunnettuja ongelmia ovat esimer-
kiksi Lyhyimmdn kdyrdn ongelma, jossa etsitddn lyhyintd mahdollista kdyrda kahden
tason pisteen vililla ja Isoperimetrinen ongelma, jossa etsitdéan tietyn mittaisten sul-
jettujen kayrien joukosta kéayrad, joka sulkee sisdénsd suurimman mahdollisen pinta-
alan. Analyyttisesti muotoiltuna edelld kuvatut dériarvotehtéivét ovat sellaisia, missa
minimoitava suure esitetdén integraalina ja etsitdén funktiota, joka minimoi kyseisen
integraalin. Kuten tavallisten funktioiden &dériarvotehtévien kanssa tyoskenneltédessé,
myo6s variaatiolaskennassa paadytdaan tekemisiin erilaisten valttdméttomien ja riitta-
vien ehtojen kanssa.



2 JOHDANTO

Téasséd tyosséd esitettdva ratkaisu Brachistochrone-ongelmalle hyodyntéda variaa-
tiolaskennan keinoja ja on siten perinteinen tapa ldhestyd ongelmaa. Tyossd tuo-
daan esiin variaatiolaskennan perusperiaatteita ja sovelletaan niitd Brachistochrone-
ongelman ratkaisemiseksi. Erityisesti tyossd hyodynnetdén variaatiolaskennan olen-
naisimpiin tyokaluihin kuuluvaa Euler-Lagrangen differentiaaliyhtdlod seké siita joh-
dettavaa Beltrami-yhtéloéd. Lisdksi pyritddn nostamaan esiin ja huomioimaan Brac-
histochrone-ongelman ratkaisemiseen liittyvia erityispiirteité; tyossa kiinnitetdan huo-
miota muun muassa Brachistochrone-ongelmassa minimoitavan integraalin epéoleel-
lisuuteen.

Tyon ensimmaéisesséd luvussa ldhdetddn tutustumaan Brachistochrone-ongelmaan
johtamalla se analyyttiseen muotoon. Toinen luku késittelee tyosséd tarvittavia esi-
tietoja muun muassa dariarvotehtéviin ja funktioiden konveksisuuteen liittyen. Kol-
mannessa luvussa perehdytddn ongelman varsinaiseen ratkaisemiseen. Ongelman rat-
kaisemista varten osoitetaan aluksi, ettd Euler-Lagrangen yhtélo on véalttdmaton eh-
to Brachistochrone-ongelman ratkaisulle. Sen jéilkeen naytetddn, ettd meitd kiinnos-
tavassa tilanteessa Euler-Lagrangen yhtélé voidaan johtaa Beltrami-yhtéloksi, joka
ratkaisemalla pédstddan kiinni ongelman mahdollisen ratkaisun parametriesitykseen.
Saadusta parametriesityksestd nédhdaén, ettd sykloidi on Brachistochrone-ongelman
ratkaisuehdokas. Lopuksi perehdytédéan siihen, kuinka Euler-Lagrangen yhtalon avul-
la johdettu ratkaisuehdokas saadaan todistettua ratkaisuksi. Tatd varten esitellaan
funktioiden konveksisuutta hyodyntava riittdva ehto, jonka avulla ongelma lopulta
ratkeaa.

Brachistochrone-ongelmaan voidaan perehtya myos muilla tavoilla kuin variaatio-
laskennan ideoita hyddyntéden. Esimerkiksi lahteesta [8] 1oytyy geometriaa hyddynta-
vé tapa todistaa, ettd sykloidi on brakistokroni. Kyseisesséd todistuksessa kadytetadn
erdédnlaista "viipalointi” -tekniikkaa (engl. slicing). Brachistochrone-ongelmasta 16y-
tyy myos paljon erilaisia versioita. Yksi ilmeinen versio on, miten ongelman kasittely
ja ratkaisu muuttuvat, jos tilanteessa otetaan vastusvoimat ja kitka huomioon. Kit-
kan huomioon ottavaa Brachistochrone-ongelman muunnosta on késitelty ldhteessé
5].



LUKU 1

Ongelman esittely

Aloitetaan Brachistochrone-ongelmaan perehtyminen johtamalla se matemaatti-
seen muotoon ja tutustumalla sithen esimerkkien avulla. Témén luvun tarkeimpéna
ldhteend toimii Mike Mesterton-Gibbonsin teos A Primer on the Calculus of Varia-
tions and Optimal Control Theory [9].

1.1. Ongelman johtaminen matemaattiseen muotoon

Téasséd kappaleessa johdetaan Brachistochrone-ongelma sen analyyttiseen muo-
toon. Tutkitaan tilannetta, jossa on kaksi pistettd A ja B pystysuorassa tasossa siten,
ettd piste B on oikeammalla ja alempana kuin piste A. Brachistochrone-ongelma ky-
syy, minkélaista kdyraa pitkin massallinen kappale liukuu lyhyimmaéssé ajassa pistees-
td A pisteeseen B, kun liuku tapahtuu painovoiman vaikutuksesta ja vastusvoimat
oletetaan merkityksettomén pieniksi. Tarkastellaan tilannetta koordinaatistossa, jossa
positiivinen x-akseli osoittaa oikealle ja positiivinen y-akseli alaspéin, kuten esitetty
kuvassa 1.1. Oletetaan, ettéd ldhtopiste on origo, jolloin tarkasteltavan tilanteen ylei-
syys séilyy, kunhan péétepiste B voi olla miké tahansa molemmilta koordinaateiltaan
positiivinen piste.

Olkoot siis A = (0,0) ja B = (b, ) tason pisteitd, missd b > 0 ja § > 0 ovat
reaalilukuja. Olkoon I pisteet A ja B yhdistava kayréa, joka on jatkuvan funktion y =
y(x) kuvaaja. Olkoon lisiksi funktio y jatkuvasti derivoituva vélilla (0, b]. Jos kappale
ldhtee liikkeelle pisteestd A ajanhetkelld ¢ = 0 ja saavuttaa pisteen B ajanhetkelld

Kuva 1.1. Esimerkki kidyrasta tarkasteltavassa koordinaatistossa

3



4 1. ONGELMAN ESITTELY

t = t¢, niin liukuun kuluva aika 7" saadaan integraalista

(1.1) T= /Otf dt.

Kappaleen liukuessa pitkin kayrda I', sen hetkellinen nopeus kullakin ajanhetkelld ¢
on

ds de., dy,
(12) vV = ET - El + E.L

missé 1 ja j ovat x- ja y-akselin suuntaiset yksikkovektorit ja 7 on kidyréan tangentin
suuntainen yksikkovektori tarkasteluhetkella. Yhtélon (1.2) avulla saadaan

_||_ds_ dx 2+ dy 2_ N dy *d
T T\ L at) = Az ) dt’

it = &
v

du\ 2
ds = 1+(—y> dz.
dx

Merkitsemaélla Zl—i = y/(x) = ¢ saadaan edelleen

ds = \/1+ (v')’dz.

Nyt integraali (1.1) voidaan kirjoittaa muodossa
ty sy d b 1 N2
(1.3) T :/ dt = / as :/ —\/Jr(y)dx,
0 o 0 v

missé sy on kappaleen kulkema matka ajassa t; pitkin kdyraa I'.

Koska vastusvoimat oletetaan tilanteessa merkityksettomén pieniksi, kappaleen
mekaaninen energia séilyy. Kun kappale ldhtee levosta ja potentiaalienergian nollata-
soksi asetetaan tarkastelun loppupiste, mekaanisen energian séilymislaista saadaan

1
(1.4) mgy = §mv2,
missd m on kappaleen massa, g on putoamiskiihtyvyys, y kappaleen korkeus potenti-
aalienergian nollatasoon nidhden ja v on kappaleen nopeus. Yhtélostd (1.4) saadaan
ratkaistua nopeus

jolloin

ja toisaalta

v =1/2gYy.

Sijoittamalla saatu nopeuden lauseke integraaliin (1.3) saadaan kappaleen liukuun
kuluva aika kirjoitettua muotoon

1 e,
(15) T_\/%/O W




1.2. ONGELMAAN TUTUSTUMINEN ESIMERKKIEN AVULLA 5

Integraalin (1.5) arvot selvésti muuttuvat, kun funktiota y muutetaan. Voidaan-
kin ajatella, ettd liukuun kuluva aika on saatu esitettyd "funktion y funktiona”. Siis-
pé integraali (1.5) on reaaliarvoinen funktioavaruudessa mééiritelty kuvaus. Tamén-
kaltaisista kuvauksista, jotka liittdvit annettavaan funktioon reaaliluvun, kaytetdan
yleisesti nimitysta funktionaali.

Koska Brachistochrone-ongelmassa halutaan minimoida aika, joka kappaleelta ku-
luu siirtyé pisteestd A pisteeseen B, tulee edelld johdetun perusteella 16ytdaa kiyra,
joka minimoi integraalin (1.5). Kdyran tulee lisiksi olla sellainen, ettd sen méaérittelee
vélilld (0, b] jatkuvasti derivoituva funktio y(z) € C([0,b]), joka toteuttaa reunachdot
y(0) = 0 ja y(b) = B. Huomataan, ettd vakiokertoimella %g el ole merkitystd sen
kannalta, miké kayrd minimoi integraalin (1.5). Tutkitaan siis jatkossa integraalia

(1.6) / ,/H

jolloin Brachistochrone-ongelman ratkaisee kdyra, joka minimoi funktionaalin

J@wiéfw@xmexzé,ﬂifﬁzz

HuomAuTUs 1.1. Brachistochrone-ongelma on erikoistapaus tyypillisestd variaa-
tiolaskennan ongelmasta. Variaatiolaskennassa pyritédin usein ratkaisemaan dériarvo-
tehtdvid, joissa halutaan 16ytaa sellainen kdyra kahden pisteen (a, «) ja (b, 5) vélilla,
jonka méirittelee funktio y = y(x) ja joka minimoi funktionaalin

awz/memwwm.

Funktionaalin £ méaérittelevi integraali voi siis riippuaa seké kdyrin méarittelevisti
funktiosta y(z), sen derivaatasta y'(x), ettd myds suoraan muuttujasta z. Brachis-
tochrone-ongelma on siis erikoistapaus, jossa integraali ei riipu suoraan muuttujasta
x.

Tutustutaan ongelmaan seuraavaksi vield konkreettisten esimerkkien avulla.

1.2. Ongelmaan tutustuminen esimerkkien avulla

Lasketaan téassa kappaleessa, minkélaisia arvoja funktionaali J saa, kun muuttu-
jana toimii erilaisia kéyrid. Pyritddn néin saamaan kuvaa siitéd, minkédlainen etsitty
brakistokroni on tai véhintdankin siitd, mitka kayrat eivit ainakaan ole etsimdmme
ratkaisu. Jotta saadaan konkreettisia vertailtavia lukuarvoja, tdytyy loppupisteeksi
B valita jokin tason konkreetti piste. Olkoon B = (1,1). Liséksi olkoon kappaleen
lahtopiste A = (0,0), kuten ongelman matemaattista muotoa johdettaessa.

Etsitdén siis kiyrad, jota pitkin massallinen kappale liukuu pisteesté (0, 0) pistee-
seen (1,1) lyhimméssd mahdollisessa ajassa. Lihdetddn siten tarkastelemaan, millai-
sia arvoja erilaiset kiayrédt I' antavat integraalille

(1.7) JI(y) = /01 , /HTWM



6 1. ONGELMAN ESITTELY

ESIMERKKI 1.2.
a) Olkoon kayra I'y suora pisteiden (0,0) ja (1,1) vélilla. T&lloin kéyran Iy
méérittelee funktio yo(x) = x. Siispa

1 1 12
J (Yo) / + dx—/ +

—f/ —d:c:2\/_~283

b) Olkoon kayrd I'y neljdsosa ympyran kaaresta, jonka sdde on 1 ja keskipis-
te on (1,0). Talloin kdyrd I'y kulkee pisteiden (0,0) ja (1,1) kautta ja sen

maarittelee funktio
y1(z) = vV —a? + 2x.

Siispa
(z) = —2x 42
& 2V —x2 + 22
ja

1 ( 1 + —2z2+2 )
T (1) / yl dx—/ V) e w2, 62.
V=22 + 2¢

Esimerkin 1.2 perusteella huomataan, ettd ainakaan suora ei ole etsimdmme bra-
kistokroni, silld ympyrén kaarta kuvaava funktio antaa pienemmén arvon funktionaa-
lille J. Herdd kysymys, voisiko ympyrén kaaren osa olla etsimdmme brakistokroni.
Galileo on tiettdvésti ensimmaéinen, joka pyrki selvittdméadn, millaista kdyraéd pitkin
kappale liukuu tasossa lyhyimméssd mahdollisessa ajassa pisteestéd toiseen, kun liu-
ku tapahtuu kitkatta. Han péétteli, ettd kyseessd olisi ympyréan kaari, mutta kuten
seuraavan esimerkin avulla ndhdaén, hinen pédtelméansa ei pida paikkaansa.

ESIMERKKI 1.3. Olkoon kdyré I'y neligjuurifunktion kuvaaja eli funktion ys(x)
Vv, kuvaaja. Talloin kiyra 'y kulkee pisteiden (0,0) ja (1, 1) kautta ja yh(x) = %x_
Siispé

(1.8) j(yg):/011/%dx:/01\/i\/§2)2dx%2,58.

Esimerkin 1.3 avulla ndhd&dén, ettd nelidjuurifunktio antaa pienemmén arvon
funktionaalille J kuin ympyrén kaarta kuvaava funktio ja siten ympyrén kaari ei
ole etsimdmme brakistokroni. Kokeilemalla lisda erilaisia funktioita voitaisiin néyt-
tad edelleen, ettei neliGjuurifunktion kuvaajakaan ole etsittdvé brakistokroni. Laske-
malla funktionaalille 7 arvoja erilaisilla funktioilla, ei kuitenkaan Brachistochrone-
ongelmaa voida ratkaista. Tarvitaan jokin toinen ldhestymistapa ja hyviksi tavaksi
osoittautuu erilaisten valttaméattomien ja riittédvien ehtojen tarkastelu, kuten tavallis-
ten funktioiden dériarvoja etsittdessé. Siispd kerrataan seuraavaksi, miten tavallisten
funktioiden dédriarvo-ongelmia lihdetédén ratkaisemaan ja nostetaan esiin myos muita
tassa tyOssa tarvittavia esitietoja.

1
2



LUKU 2
Esitietoja

Tassa luvussa esitellddn tutkielman lukemista helpottavia esitietoja. Erityisesti
muistutetaan mieliin avaruudessa R™ méériteltyjen funktioiden dariarvotehtéavien rat-
kaisemista. Néin saadaan ideaa myds sithen, miten Brachistochrone-ongelmaa voidaan
lahted ldhestymédn. Luvun pédasiallisia ldhteitd ovat Tero Kilpeldisen luentomoniste
Vektorianalyysi 1 [7], Rodney Colemanin teos Calculus on Normed Vector Spaces [3]
seké Brechtken-Manderscheidin teos Introduction to the Calculus of Variations [1].

2.1. Merkint6ja
Merkintd Selitys

R Reaalilukujen joukko
R" RxRx---xR
n‘krpl
R*% {reR:z>0}
(a,b) {reR:a<z<b}
[a, b] {reR:a<x<b}
C(Q) {f:Q — R; f on jatkuva joukossa Q}
cH(Q) {f:Q — R; f on jatkuvasti derivoituva joukossa Q}
C*(Q) {f: Q2 = R; f on kahdesti jatkuvasti derivoituva joukossa 2}
B(zg, ) {z € R": |z — x| < r} (zo-keskinen ja r-sdteinen avoin pallo)

2.2. Adriarvoista

Kerrataan aluksi, mitd funktion &ériarvot tarkoittavat ja miten dariarvotehtévia
voidaan ratkaista, kun késitelladn avaruudessa R™ méaéariteltyja funktioita. Tarkastel-
laan tdmén kappaleen lopuksi myo6s ideaa, miten dédriarvojen loytdamista voi lahestyé
suuntaisderivaatan avulla. Kyseinen idea on sovellettavissa myos funktionaalien &&-
riarvojen selvittdmiseen ja sitd tullaan myohemmin tyosséd hyodyntamaéaén.

MAARITELMA 2.1. Piste xg € €2 C R” on funktion f : Q2 — R lokaali ddriarvo-
kohta, jos on olemassa r > 0, jolle joko

f(z) < f(xy) kaikilla x € B(zo,7)NQ (lokaali maksimi)
tai
f(z) > f(xo) kaikilla z € B(zg,7)NQ (lokaali minimi).
Liséksi funktiolla f on suurin arvo eli globaali maksimi pisteessa xq € €2, jos
f(zo) > f(x) kaikilla z €
ja toisaalta pienin arvo eli globaali minimi pisteessa xg € €, jos
f(zo) < f(x) kaikilla =z € Q.
7



8 2. ESITIETOJA

Kun puhutaan dariarvotehtévisté, niin yleensé kiinnostuksen kohteena on selvit-
taa ne tutkittavan funktion f méaérittelyjoukon pisteet, joissa funktio saavuttaa lokaa-
lin tai globaalin dédriarvon. Mikéli funktio, jonka &ddriarvokohdat halutaan selvittéa,
on derivoituva, niin yksiulotteisessa tapauksessa d#riarvokohtia etsitddan derivaatan
nollakohdista. Samanlainen tulos yleistyy myos n-ulotteiseen tilanteeseen.

LAUSE 2.2. Olkoon funktiolla f : 2 C R™ — R osittaisderivaatat pisteessi xqy € €.
Jos xg on funktion [ lokaali maksimi- tai minimipiste, niin

(2.1) V f(xzo) =0.
TobisTus. Kisitelty ldhteessé [7]. O

Ehdon (2.1) toteuttavaa pistettd zy kutsutaan funktion f kriittiseksi pisteeks.
Ehto (2.1) toimii vélttaméttomand ehtona derivoituvan funktion dériarvokohdalle ja
siten derivoituvan funktion dédriarvoja etsitddn gradientin nollakohdista. On kuiten-
kin oleellista huomata, ettid funktion kriittiset pisteet eivéit valttaméatta ole funktion
adriarvokohtia.

ESIMERKKI 2.3.

a) Olkoon f:R — R, f(x) = 23. Tallsin f'(0) = 0. Kuitenkaan funktiolla f ei
ole kohdassa x = 0 dériarvoa vaan kyseinen piste on satulapiste.

b) Olkoon g : R*? = R, g(z,y) = —2%+ 3y> Tillsin Vg(z,y) = (—2z,6y), joten
origo on funktion g kriittinen piste, silla Vg(0,0) = (0,0). Kuitenkin pysty-
tddn ndyttamadn, ettd origo ei ole funktion g dériarvopiste, vaan satulapiste.

Jotta saadaan todennettua, ettd Esimerkissd 2.3 esiintyvalla funktiolla g ei ole
ddariarvokohtaa origossa, tarvitaan jokin ehto, joka erittelee, onko 16ydetty kriittinen
piste dariarvokohta vai ei. Esitelld&n seuraavaksi méaritelmét Hessen matriisille seké
matriisin definiittisyydelle, joiden avulla saadaan halutunlainen ehto muodostettua.

MAARITELMA 2.4. Olkoon O C R”" avoin joukko ja oletetaan, ettd funktiolla
f + O — R on toisen kertaluvun osittaisderivaatat olemassa. Funktion f Hessen
matriisi pisteessd x € O on

6181f<X) agﬁlf(x) ce anﬁlf(X)

010 f(x) O90:f(x) ... 0,0.f(x
o - | BRI kS 0.uf)

D0uF(X) DoDuf(x) .. Dudhf(X)

MAARITELMA 2.5. Symmetriseen n X n-matriisiin A = [a;;] liittyva neliomuoto
Ax - x on
a) positiivisesti semidefiniitti, jos Az - x > 0 kaikilla z € R™.
) posititvisesti definiitti, jos Az - x > 0 kaikilla z € R™, x # 0.
) negatiivisesti semidefiniitti, jos Az - x < 0 kaikilla z € R™.
) negatiivisesti definditti, jos Ax - x < 0 kaikilla x € R", z # 0.
e) indefiniitti, jos se ei ole positiivisesti semidefiniitti eikd negatiivisesti semide-
difniitti, ts. jos on olemassa sellaiset u,v € R", joilla

b
c
d

Au-u <0< Av - v.



2.2. AARIARVOISTA 9

LAUSE 2.6. Olkoon Q C R™ avoin ja olkoon zq € Q C*-funktion f : © — R
kriittinen piste (ts . V f(xo) = 0). Tdlloin
i) Jos V2f(xo) on positiivisesti definiitti, on xo funktion f lokaali minimipiste.
ii) Jos V2f(x0) on negatiivisesti definiitti, on xy funktion f lokaali maksimipis-
te.
iii) Jos V2f(xo) on indefiniitti, on xy funktion f satulapiste

Tobistus. Kisitelty 1dhteessi [7]. O

Lauseen 2.6 avulla on mahdollista tietyissa tilanteissa péaatella kriittisen pisteen
luonne, jolloin lause toimii riittédvéané ehtona todentamaan, onko kriittinen piste funk-
tion d&riarvokohta vai satulapiste. Tarkastelemalla nyt Esimerkin 2.3 funktiota g huo-
mataan, ettd sen Hessen matriisi on muotoa

s [ =20
Vig(x) = [ 0 6 } :
Valitaan u = (1,2) ja v = (4,1). Télloin

—26 = V?¢(0,0)v - v < 0 < V?g(0,0)u - u = 22.

Siispd V2¢(0,0) on indefiniitti ja Lauseen 2.6 perusteella piste (0,0) on funktion g
satulapiste.

Lausetta 2.6 voidaan pitéd yleistyksené yksiulotteisesta tilanteesta tutulle toisen
derivaatan testille:

LAUSE 2.7. Olkoon I C R avoin wvdli. Olkoon xq € I C?*-funktion g : I — R
kriittinen piste (ts. g'(xo) = 0). Tdlloin:
i) Jos ¢"(xg) > 0, on xo funktion g (aito) lokaali minimipiste.
ii) Jos ¢"(z9) <0, on xy funktion g (aito) lokaali maksimipiste.
iii) Jos xg on funktion g lokaali minimipiste, on g"(x¢) > 0 (vastaavasti maksi-
mipisteessd " (xo) < 0).

Avaruudessa R™ méariteltyja dariarvotehtavid voidaan siis ldhestyé etsimélla en-
sin kriittiset pisteet, silld jotta piste voi olla dédriarvopiste taytyy sen olla kriittinen
piste. Kriittisen pisteen luonteen voi seuraavaksi tarkistaa esimerkiksi Hessen matrii-
sin definiittisyyden avulla, mikd parhaimmillaan riittdd osoittamaan, ettd kyseinen
piste todella on dariarvopiste. On myos paljon tilanteita, joissa ddriarvopisteité ei voi
selvittad edelld kuvatulla tavalla esimerkiksi, jos tutkittava funktio ei ole derivoituva
tai edes jatkuva. Kuitenkin paédperiaate dédriarvotehtédvia ratkaistaessa on se, ettd en-
sin tarkastellaan, mitké pisteet toteuttavat ddriarvopisteen vélttamattoméat ehdot ja
tdman jélkeen dériarvopisteet 16ydetédén jonkin riittdvéan ehdon avulla. Paadytéaan siis
tekemisiin erilaisten vélttamattomien ja riittdvien ehtojen kanssa. Télla periaatteella
lahdetéddn téssé tyossa ratkaisemaan myos Brachistochrone-ongelmaa.

Tarkastellaan tamén kappaleen lopuksi vield lyhyesti, milla tavalla funktioiden ja
funktionaalien d&riarvoja voidaan ldhestyé suuntaisderivaatan avulla. Siispa kerrataan
vield, mitd suuntaisderivaatta tarkoittaa ja esitelldén yksi siihen liittyvé hyodyllinen
ominaisuus, jota tarvitaan tyossd mychemmin.

MAARITELMA 2.8. Olkoot E vektoriavaruus, f reaaliarvoinen funktio, joka on
madritelty joukon E avoimessa osajoukossa X ja x € X. Olkoot lisdksi v € F jae > 0
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siten, ettd vili [v — ev, x + ev] kuuluu joukkoon X. Jos raja-arvo
. fle+tv)— f(z) d
11_{% ; = af(x%—tv)]t:o

on olemassa, sitd kutsutaan funktion f suuntaisderivaataksi pisteessd x suuntaan v
ja merkitééan 9, f(x).

Koska Méaritelméssé 2.8 vektoriavaruus E on yleinen vektoriavaruus, kyseinen
madritelmé on pateva myos funktionaaleille. Todistetaan nyt seuraava hyoddyllinen
tulos:

LAUSE 2.9. Olkoon E vektoriavaruus ja X C E. Jos x on funktion f : X —
R ddriarvopiste (minimi tai maksimi), niin 0,f(x) = 0 kaikkiin suuntiin v, joihin
suuntaisderivaatta O, f(x) on mdadritelty pisteessi x.

TobisTtus. Olkoon = € X funktion f &ériarvopiste. Oletetaan lisiksi, ettd x

on funktion f minimipiste. Olkoon nyt v sellainen suunta, johon suuntaisderivaat-
ta 0, f(x) on méiritelty. Talloin raja-arvo

o @+ 1) = F(@)

t—0 t

on olemassa ja erityisesti toispuoleiset raja-arvot

i FEH) @) ) - ()

t—0— t t—0+ t

ovat samat. Kuitenkin, koska z on funktion f minimi, niin f(z + tv) — f(x) > 0,
jolloin

lim <0
t—0~ t
ja toisaalta
i JE ) = @)
t—0+ t

Tasté seuraa, etté

_ i (2 t0) — f(2)

Vastaava padttely saadaan tehtyd myos tilanteessa, jossa x on funktion f maksimi-
piste. ]

=0.

2.3. Konveksit joukot ja funktiot
Muistutetaan seuraavaksi mieliin, mité tarkoittavat konveksit joukot ja funktiot.

MAARITELMA 2.10. Joukon A C R™ sanotaan olevan konveksi, jos mille tahansa
joukon A alkioille u ja v pétee, ettd kaikki alkiot, jotka sijaitsevat alkiot u ja v
yhdistavalla segmentilla, kuuluvat myos joukkoon A. Toisin sanoen, joukko A on
konveksi, jos kaikilla u,v € A ja kaikilla ¢ € [0, 1] pétee

u+ttlv—u)=tv+ (1l —tjuec A

ESIMERKKI 2.11. R" ja reaaliakselin vilit ovat konvekseja joukkoja.
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MAARITELMA 2.12. Funktion f, joka on mééritelty konveksissa joukossa A, sa-
notaan olevan konveksi, jos kaikilla u,v € A ja kaikilla ¢ € (0,1) pétee

fltv+ (1 =t)u) <if(v) + (1 =) f(uw).

Funktion f sanotaan olevan aidosti konveksi, jos kaikilla u,v € A, missd u # v ja
kaikilla ¢ € (0,1) pétee

fltv+ (1 —=t)hu) <tf(v)+ (1 —1t)f(u).

Suoraan mééritelmén avulla voi olla hankala selvittédé, onko jokin annettu funktio
konveksi vai ei. Seuraavaksi esitellddn kolme lausetta, joista kaksi ensimméistd anta-
vat ehtoja, joiden avulla funktion konveksisuus on tietyissé tilanteissa helppo toden-
taa. Viimeinen lause esittelee hyodyllisen funktion konveksisuuden kanssa yhtéapitavan
ominaisuuden.

LAUSE 2.13. Olkoon f : O C R? = R kahdesti jatkuvasti differentioituva funktio.
Talloin f on konveksi jos ja vain jos kaikilla (x,y) € O pdtee

o*f Pf 0% f ?

JE —_— — >

92 (x,y)ayg (z,v) (axﬁy(x’w) >0,
O*f . 0*f
— > — > (.
5ozt y) 20 Jja 0 (z,y) =0

Ehdot vastaavat tilannetta, jossa funktion f Hessen matriisi on positiivisesti semide-
finiitti.

Tobistus. Kasitelty ldhteessi [1]. O

LAUSE 2.14. Olkoon O C R? avoin joukko ja f : O — R kahdesti jatkuvasti
differentioituva funktio. Olkoon lisiksi X C O konveksi joukko. Tdlloin f on aidosti
konveksi joukossa X, jos kaikilla (xz,y) € X pdtee, etti funktion f Hessen matriisi
on positiivisesti definiitti.

HuomAuTUs 2.15. Lauseessa 2.14 médritellyn funktion f Hessen matriisin posi-
tiivisesti definiittisyys on yhtapitavaéd sen kanssa, etté

0*f N 0 f ?
@(w,ybo ja @(“;’y)a—y?(:ﬁ’y)_(axay(w’w) > 0.

LAUSE 2.16. Olkoon O normitetun vektoriavaruuden E avoin osajoukko ja f re-
aaliarvoinen differentioituva funktio, joka on mddritelty joukossa O. Jos X C O on
konveksi joukko ja x,y € X, niin tdlloin f on konveksi joukossa X jos ja vain jos

fy) = f@) = fl(2)(y — ).
Lisdksi, jos x # y, niin f on aidosti konveksi jos ja vain jos

fy) = fl) > fl@)(y — ).
Lauseiden 2.14 ja 2.16 todistukset 16ytyvit lahteesta [3].
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2.4. Maéritelmia ja tuloksia

Téssé kappaleessa nostetaan esiin vield erinéisia kasitteitd, méaritelmia ja tulok-
sia, jotka on hyva tietda téata tyota lukiessaan.

Muistetaan, ettéd vektorikentta on kuvaus, joka liittda jokaiseen maérittelyalueensa
pisteeseen vektorin. Esimerkiksi, jos D C R"™, niin kuvaus F' : D — R" on vektori-
kentta.

MAARITELMA 2.17. Olkoon E normitettu vektoriavaruus ja O C E. Olkoon X :
O — E vektorikenttd. Jos I C R on avoin vili ja ¢ : I — O derivoituva kuvaus siten,
etta
¢'(t) = X(o(1))

kaikilla ¢ € I, sanotaan, ettd ¢ on vektorikentan X integraalikdyrd.

HuomauTus 2.18. Avoimella vélilla I méaritellyn integraalikdyréan sanotaan ole-
van maksimaalinen, ts. maksimi-integraalikdyrd, mikali ei 16ydy kyseisen integraali-
kdyran laajennusta, joka olisi madritelty avoimella vililla, joka siséltad véalin I. Toisin
sanoen, jos ¢ : I — O on maksimi-integraalikdyré vektorikentélle X : O — E, ty € [,
zo € O ja ¢(ty) = xp, niin jos ¥ on mikd tahansa vektorikentdn X toinen integraali-
kéyra, jolle ©(ty) = xg, niin ¢ on funktion ¢ rajoittuma.

Seuraavaksi halutaan esitelld kaksi integraalikdyriin liittyvad hyodyllista tulosta,
mutta niitd varten taytyy ottaa vield esiin késitteet Banachin avaruus ja Lipschitz-
jatkuvuus. Banachin avaruus on taydellinen normiavaruus eli normiavaruus, jonka
jokainen Cauchy-jono suppenee. Esimerkiksi, jos médritelldidn normi vektoriavaruu-
dessa C(]a, b]) seuraavalla tavalla

V| = sup |y (#)],
te(a,b)

niin C([a, b]) on Banachin avaruus [2]. Olkoon nyt E vektoriavaruus, joka on Banac-
hin avaruus ja O C E avoin joukko. Voidaan todeta, ettd mikili kuvaus f € C! on
joukossa O maédritelty ja x € O, niin f’ on jatkuvana funktiona rajoitettu avoimes-
sa x-keskisessé pallossa ja siten f on lokaalisti Lipschitz. Téssé tyossi ei perehdyté
tarkemmin siithen, mité tarkoittaa, ettd funktio on lokaalisti Lipschitz, silla tata tyo-
td varten riittda tietdd, ettd jatkuvasti derivoituva kuvaus on lokaalisti Lipschitz.
Lipschitz-jatkuvuudesta 1oytyy lisdd tietoa esimerkiksi ldhteestd [3] ja normiavaruu-
det 16ytyy tarkemmin esiteltyni esimerkiksi ldhteestd [6]. Olkoon nyt X : O — E lo-
kaalisti Lipschitz vektorikenttd ja x¢ € O. Namaé oletukset pohjana voidaan todistaa
seuraavat kaksi tulosta, joita hyoédynnetdédn tyossd myohemmin:

LAUSE 2.19. Olkoot ¢ ja i) vektorikentin X integraalikdyrid, jotka on mddritelty
samalla avoimella valilla 1. Jos ty € I ja ¢(tg) = ¥(to), niin ¢(t) = (t) kaikilla
tel.

LAuse 2.20. Olkoon ty € R ja xy € O, missd O on vektorikentin X mddritte-
lyjoukko. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen maksimi-integraalikdyrd ¢ siten, ettd

P(to) = xo.

Lauseiden 2.20 ja 2.19 todistukset on késitelty ldhteessa [3].
Esitellddn lopuksi vield kolme hyodyllistd tulosta. Ensimméinen tuloksista ker-
too, milloin derivoinnin ja integroinnin jarjestys on mahdollista vaihtaa ja kyseinen
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tulos tunnetaan Leibnizin integraalisdantona. Kaksi muuta esiteltdvad tulosta ovat
kaanteiskuvauslause sekd implisiittifunktiolause.

LAUSE 2.21. (Leibnizin integraalisiinto) Olkoon

10= [ s

Jos [ ja sen osittaisderivaatta % ovat jatkuvia joukossa {(x,€) : x € [a,b], € € [e1, €3]},
niin 1(€) on derioituva valilli (€1, €2) ja

b
0
I'(e) = /a a—{(z, e)dz.
TobpisTus. Loytyy esimerkiksi lahteesta [10]. O

LAUSE 2.22. (Kidnteiskuvauslause) Olkoon O C R? avoin joukko ja F : O — R?
on jatkuvasti derivoituva kuvaus. Olkoon (xo,10) € O siten, ettd derivaattamatriisi

DF(l“o’yo)

on kadntyva. Tallin on olemassa avoin joukko (xo,v0) € U C O ja avoin joukko
F(xg,1y0) € V C R? siten, ettd kuvaus

F:U—=>V

on bijektio. Lisdksi kidinteiskuvaus F~1 : V. — U on jatkuwvasti derivoituva ja jos
(u,v) €V ja (x,y) € U siten, etti F(x,y) = (u,v), niin kidnteisfunktion derivaatta-
matriisi pisteessd (u,v) saadaan yhtdlostd

DF~'(u,v) = [DF(x,y)] "
Lauseessa 2.22 esitetty versio kddnteiskuvauslauseelle on tasoon rajoittuva erikois-

tapaus. Kéddnteiskuvauslause esitetddn usein yleisemméssd muodossa, jossa O C R"
ja F': O — R™. Yleiselle tapaukselle on esitetty todistus esimerkiksi ldhteessa [7].

LAUSE 2.23. (Implisiittifunktiolause) Olkoon Q@ C R™, n > 2, avoin, f : Q@ — R

jatkuvasti differentioituva funktio ja y = (y1, Y2, - - -, Yn) sellainen, ettd

of
=0 J 0
f(y) L e
Télloin on olemassa avoimet joukot U C R ! ja V C R" ja funktio g : U — R siten,
etti y = (y1,Y2, -+ Yn-1) €U, y €V ja

g<y17y27 o aynfl) = Yn

Jja
{(x1,29,...,2,) €V : f(a1,29,...,2,) =0} =
{(x1,. . xn 1,921, .. 2y 1)) s (21, ., 20 1) € U}
Toisin sanoen joukko {x € V : f(x) = 0} on funktion g : U — R graafi. Edelleen g

on differentioituva pisteessd (Y1, Y2, .-, Yn—1) ja
of
g o)
Oz (y17y27"'ayn—l):_T 7=12...,n—1.

J Ozn (y) ’
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Implisiittifunktiolause on edelld muotoiltu samalla tavalla kuin lihteessd [7] ja
kyseisesta lahteestd 16ytyy myos todistus lauseelle.



LUKU 3

Ongelman ratkaiseminen

Téasséd luvussa ratkaistaan luvussa 1 esitelty Brachistochrone-ongelma variaatio-
laskennan keinoin. Kuten etsittidesséd tavallisille funktioille ddriarvoja, myos variaa-
tiolaskennassa tyoskennellddn valttaméattomien seké riittdvien ehtojen parissa. Siispé
tésséd luvussa johdetaan ensin valttdmaton ehto sille, etta funktio voi olla funktionaa-
lin &ariarvokohta ja sen jédlkeen muodostetaan riittdva ehto. Riittdvéan ehdon avulla
saadaan varmennettua, onko mahdollinen &dériarvokohta todella etsitty ratkaisu. Lu-
vussa esitettdvien todistusten pidasiallisena ldhteené on kéytetty Rodney Colemanin
artikkelia A Detailed Analysis of the Brachistochrone Problem |[2].

3.1. Lyhyesti variaatio-ongelmista

Brachistochrone-ongelma on klassinen variaatiolaskennan ongelma, joten esitel-
ladn aluksi muutama téssé tyossd kéytettdva variaatio-ongelmiin liittyva kisite ja
merkintéd. Tyypillisesti variaatiolaskennassa tarkastellaan ongelmia, joiden tavoittee-
na on minimoida (tai maksimoida) funktionaaleja, jotka voidaan esittdd maarattyind
integraaleina seuraavalla tavalla:

b
Ly) = / Fz,y(2), ¢ (¢))dz.

Kuten luvussa 1 havaittiin, my6s Brachistochrone-ongelma on téllaista muotoa. Té&-
ménkaltaisille integraalille saadaan laskettua arvo useilla eri funktioilla y, mutta mi-
nimointiongelmien tapauksessa kiinnostuksen kohteena ovat vain tietyt funktiot. Néi-
téd kiinnostuksen kohteena olevia funktioita kutsutaan sallituiksi funktioiksi. Sallitut
funktiot ovat siis sellaisia, jotka ovat mééritelty valilla [a, b], jotka tayttavit tutkitta-
van ongelman reunaehdot ja mahdolliset sileyteen liittyvét ehdot. Siispa variaatiolas-
kennassa usein késiteltdvat ongelmat voitaisiin muotoilla seuraavasti: Kaikkien sal-
littujen funktioiden y joukosta, mdadritd se, jolla funktionaali L saavuttaa pienimmdn
arvonsa. Sallittua funktioita yy kutsutaan variaatio-ongelman ratkaisuksi tai absoluut-
tiseksi minimiksi, mikéli epayhtélo L(yo) < L(y) pétee kaikilla sallituilla funktioilla
Y.

Kuten luvusta 1 muistetaan, Brachistochrone-ongelmassa tarkasteltava integraali
ei riipu eksplisiittisesti muuttujasta x. Siispd tarkastellaan téstd eteenpéin funktio-
naaleja, jotka ovat muotoa
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Merkitaéan jatkossa riippumatonta muuttujaa symbolilla ¢ ja riippuvaa muuttujaa
symbolilla v, jolloin

awz/mewmw

Lisiksi otetaan kidyttoon lyhennysmerkinta (y(t),~/(t)) = [y(¢)], jolloin voidaan kir-
joittaa

aw:/mew

Muistetaan, etté Brachistochrone-ongelmassa tarkasteltava funktionaali on

j(v)—/o th(t)]dt—/o Fb(V(t),W/(t))dt_/O 1+ J;z;(t)dt

1+ 4?2
Fb(xvy): x .

Néitd merkintoja ja peruskasitteitd hyodyntéden aloitetaan seuraavaksi perehtyméin
Brachistochrone-ongelman ratkaisemiseen.

eli

3.2. Euler-Lagrangen yhtilo

Tassé kappaleessa nédytetdin, ettéd variaatio-ongelman ratkaisu toteuttaa differen-
tiaaliyhtélon, jota kutsutaan Fuler-Lagrangen yhtdloks:. Téméa tarkoittaa sitéd, et-
td variaatio-ongelman, eli myos Brachistochrone-ongelman, ratkaisut 16ytyvat kysei-
sen differentiaaliyhtdlon ratkaisujen joukosta. Tété voi verrata tavallisten funktioiden
adriarvotehtavien ratkaisemiseen niin, ettd avaruudessa R™ ddriarvopisteité etsitdan
niistéd pisteisté, joissa funktion gradientti on nolla ja nyt niistd funktiosta, jotka to-
teuttavat Euler-Lagrangen yhtélon. Euler-Lagrangen yhtdlon toteuttaminen on siis
valttdméaton ehto sille, ettéd funktio voi olla funktionaalin dériarvokohta.

Johdetaan Euler-Lagrangen yhtéld aluksi hieman Brachistochrone-ongelmaa yk-
sinkertaisemmassa tilanteessa, joten mééritelladn seuraavanlainen variaatio-ongelma:

MAARITELMA 3.1. Olkoon O C R? avoin joukko ja F' : O — R jatkuvasti dif-
ferentioituva funktio. Olkoon liséksi v : [a,b] — R jatkuvasti derivoituva funktio ja
oletetaan, etta (y(t),7'(t)) € O kaikilla ¢ € [a, b]. Asetetaan

b
£i) = [ Pl
Olkoot a, 8 € R ja merkitdén sallittujen funktioiden joukkoa
X ={y € C'([a,0]) : 7(a) = a,7(b) = B ja ((t),7'(t)) € O kaikilla t € [a,b]}.
Etsi funktio v € X, joka minimoi funktionaalin L.

Jotta v € X voi olla edelld mééaritellyn variaatio-ongelman ratkaisu, taytyy sen
olla funktionaalin £ &&riarvokohta. Etsitddn nyt siten valttdméatonta ehtoa, joka sal-
litun funktion v taytyy toteuttaa, ollakseen funktionaalin £ &ddriarvokohta. Tarkas-
tellaan aluksi apulausetta, joka on nimetty saksalaisen matemaatikon Paul du Bois-
Reymondin mukaan. Kyseinen apulause kuuluu variaatiolaskennan perustuloksiin.



3.2. EULER-LAGRANGEN YHTALO 17

LEMMA 3.2. (DuBois-Reymond) Jos f € C([a,b]) ja f f@)V'(t)dt = 0 kaikilla
funktioilla v € C*([a,b]), joilla v(a) = v(b) =0, niin f on vakzofunktzo.

TobisTus. Koska funktio f on jatkuva suljetulla valilld [a, b], integraali f; f(t)dt
on hyvin mééritelty. Olkoon nyt
1 b
— / F(t)dt

jolloin ¢ on jokin reaaliluku. Olkoon liséksi

C =

Talloin

ja

v(b):/a ) — c)dt = /f t)dt — /cdt /f t)dt — (b —a)c = 0.

Lisiiksi v € C'([a, b]) ja v'(s) = —c¢. Nyt

/ab(f(t)—c)th:/a (f(t) = ' (t)dt = /f dt—c/abvf(t)dt
:/a FOV)dt — cv(z)|> = 0.

Koska f(t) — ¢ on jatkuva, niin edeltd seuraa, ettd f(t) — ¢ = 0 kaikilla t € [a, b].
Siispé f(t) = ¢ = vakio. O

Du Bois-Reymondin lemman avulla saadaan osoitettua seuraava hyddyllinen tulos,
jota voidaan pitdd myos toisena versiona kyseisestéd lemmasta.

SEURAUS 3.3. Jos f,g € C([a,b]) ja

[ 0w + gt oar =
kaikilla funktioilla v € C’l([a b)), joilla v(a) = v(b) =0, niin g € C'([a,b]) ja g’ = f.

TopisTus. Olkoon F(s) = [ f(t)dt, missi s € [a,b]. Téllsin F € C'([a,b]) ja
F'(s) = f(s). Olkoon hsak81 v € C([a,b]) sellainen, etti v(a) = 0 ja v(b) = 0.
Osittaisintegroimalla saadaan

(3.1) / f)w(t)dt = F(t)v(t)|® —/ F(t)v' (t)dy = —/ F(t)v'(t)dt.
Oletuksen ja yhtdlon 3.1 nojalla saadaan
0= / f@o(t) + g(t)o'(t)dt = / (g(t) = F(£))v'(t)dt.

Nyt Lemman 3.2 nojalla on olemassa vakio ¢ siten, ettd g(t) — F(t) = c eli g(¢)
F(t) — c. Télléin selviisti g = F + ¢ € C*([a,b]) ja ¢ = F' = f.

Ol
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Hyddyntéen erityisesti Seurausta 3.3 saadaan johdettua valttdméton ehto funk-
tionaalin £ a#riarvokohdille. Lahdetdén liikkeelle oletuksesta, ettd funktionaalilla £
on aariarvokohta joukossa X ja merkitddn kyseistd funktiota 7y. Oletetaan lisdksi,
ettd o on funktionaalin £ minimikohta. Lahdetdan tarkastelemaan yritefunktiota

Ye(t) = v0(t) +en(t),

missé € € R ja n on mielivaltainen, valilli [a, b] jatkuvasti derivoituva funktio, jolle
n(a) = n(b) = 0. Kun € on riittdvin pieni, joukon O avoimuudesta seuraa, ettd
v. on sallittu funktio kaikilla 7 eli 7. € X. Kun € = 0, niin yritefunktiosta tulee
funktionaalin £ minimoiva funktio, joten

(3.2) L(v0) < L(7e)

kaikilla funktioilla 7. Huomataan, etta valittaessa yritefunktioon tietty n, funktionaa-
lista £ tulee ainoastaan muuttujan e funktio. Siispé epayhtélo (3.2) voidaan kirjoittaa
muotoon

L£(0) < L(e),

£ = [ Pl e, (r+ e/ ®)de = [ Flla+ e

Koska € voi olla positiivinen tai negatiivinen reaaliluku ja £(0) < £(€), niin nyt £ on
tavallinen yhdenmuuttujan funktio, joka saavuttaa lokaalin minimin kohdassa e = 0.
Siispé

(3.3) £(0) = 0.

Koska 7 oli mielivaltainen funktio, niin yhtalo (3.3) pétee kaikille 7.
Derivoinnin ketjusddnnon avulla saadaan

20l = 5 [ Pl + en

—

*

b d
) / Pl + en)(0)t

N

de
YOF 0x  OF Oy
= j a—xa—l-a—yadt

= [ Slta entoln+ Gl + enar

Kohta () seuraa Leibnizin integraalisiénnost, silld funktio F' on jatkuva sekd muut-
tujan e suhteen, ettd kaikilla ¢ € [a, b] ja my6s funktio

2w+ en@) = 210+ emoin+ 2 0+ )l

on jatkuva muuttujan e suhteen ja kaikilla ¢ € [a,b], silld funktiot n, 7/, %—5 ja %—5

ovat jatkuvia. Funktion 25[(vo + en)(t)]n + %—5 [(v0 +€n)(t)]n" jatkuvuuden muuttujan
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e suhteen ja yhtélon (3.3) perusteella saadaan nyt

b
0=£0) = [ S0+ Ol g+ G [0+ en o)t

a

b
= [ S0l + 5 batola

kaikilla n € C'([a, b]), joille n(a) = n(b) = 0. Siispa Seurauksen 3.3 nojalla

(3.4) O o] = %g—g[wﬂ

kaikilla ¢ € [a,b]. Yhtdlod (3.4) kutsutaan Euler-Lagrangen yhtdloksi.

HuomAuTUs 3.4. Euler-Lagrangen yhtélé on tavallinen toisen kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtélo, joka voidaan kirjoittaa muodossa

(35) b - G o) =o

kun funktio F' ei riipu suoraan muuttujasta t. Ketjusddnnon avulla saadaan Euler-
Lagrangen yhtéalo télloin kirjoitettua laajennettuun muotoon

oF 0’F 0*F

— ()] — Oy (t) — =N O]Y'(t) =0

50 = S BOL () = S b (@) =0,

misté tulee paremmin esiin differentiaaliyhtélon toinen aste. Usein on kuitenkin hyo-
dyllisempaa kéayttad Euler-Lagrangen yhtélostd muotoa (3.5).

Ennen Huomautusta 3.4 tehdysté paéttelystd saadaan muotoiltua seuraavanlainen
tulos:

SEURAUS 3.5. Olkoot X ja L, kuten esitetty Mddritelmdssd 3.1. Mikdli v € X
minimot funktionaalin L, niin v toteuttaa Euler-Lagrangen yhtdlon.

On saatu naytettya, ettd mikéli funktio v on funktionaalin £ minimoija, sen taytyy
toteuttaa Euler-Lagrangen yhtdlo. Samaan tapaan voidaan yleisemmin todeta, etté
mikéli funktionaalilla £ on mink&énlaisia d4riarvoja joukossa X, niin dériarvokohdat
toteuttavat Euler-Lagrangen yhtélon.

Kuten kappaleen alussa todettiin, Méaaritelmén 3.1 asettama ongelma on hie-
man Brachistochrone-ongelmaa yksinkertaisempi ja siten Seuraus 3.5 ei ole suoraan
sovellettavissa Brachistochrone-ongelmaan. Tamé& johtuu siitd, ettd Méaadritelméssé
3.1 esitetyn sallittujen funktioiden joukon X méaérittelyssd vaadittiin, ettd pisteet
(v(t),7/(t)) kuuluvat funktion F méiirittelyjoukkoon O kaikilla ¢t € [a,b]. Brachis-
tochrone-ongelmassa funktion

méérittelyjoukko on R x R. Kuitenkin kun ¢ = 0, niin reunachdon mukaisesti
(7(0),7'(0)) = (0,0) ¢ R% x R. Siispé pisteet (y(t),7/(t)) eivét kuulu funktion Fj
méérittelyjoukkoon O kaikilla t € [0, b]. Nédytetaéan seuraavaksi, ettd Euler-Lagrangen
yhtalo on vélttdamaton ehto funktionaalin dédriarvokohdalle myos tilanteessa, joka on
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sovellettavissa Brachistochrone-ongelmaan. Maéaritellaan uusi variaatio-ongelma, joka
vastaa Brachistochrone-ongelmaa.

MAARITELMA 3.6. Olkoon O = I x J, missid [ = (¢,d) ja J C R ovat avoimia
vilejd, ¢ € R ja olkoon F' : O — R jatkuvasti differentioituva funktio. Olkoon liséiksi
v : [a,b] — R jatkuva funktio, joka on jatkuvasti derivoituva puoliavoimella vélilla
(a,b] ja (v(t),~'(t)) € O kaikilla t € (a, b]. Asetetaan

jolloin kyseinen epéoleellinen integraali ei valttamaéatta ole maaritelty. Olkoot o, 5 € R,
jolloin sallittujen funktioiden joukko Y koostuu funktioista v, jotka ovat jatkuvia valil-
14 [a, b], jatkuvasti derivoituvia vélilla (a, b], joille y(a) = a, v(b) = B, (v(¢),~'(¢)) € O
kaikilla ¢ € (a,b] ja joilla £ on méiritelty. Etsi funktio v € Y, joka minimoi funktio-
naalin L.

HuoMAUTUS 3.7. Brachistochrone-ongelmassa O = R% xR ja funktio Fy, : O — R
on

1+y2 1/2

Fy(z,y) = (

Kyseinen funktio on jatkuvasti differentioituva, silld osittaisderivaatat

Or 2

an 1 14 y2 12 o an Yy
0y T G+

3

ovat olemassa ja jatkuvia joukossa O. Lisdksi luku b > 0 on kiinnitetty ja

ﬂﬂzlﬂMM%

missd v : [0,b] — R on jatkuva funktio, joka on jatkuvasti derivoituva vélilla (0, b].
Reuna-arvot ovat 0 ja 8 > 0, jolloin sallittujen funktioiden joukko Y}, koostuu niista
funktioista ~, joille integraali J on médritelty, v(0) = 0 jay(b) = Bja (v(t),7'(t)) € O
kaikilla ¢ € (0,b]. Huomataan liséksi, ettd joukko Y} ei ole tyhja, silla v(t) = [—gt €Y.
Siispd Brachistochrone-ongelma on samaa muotoa kuin Maéritelméssa 3.6 esitetty

variaatio-ongelma.

LAUSE 3.8. Olkoot Y ja L, kuten esitetty Mddritelmdssa 3.6. Jos v on funktio-
naalin L ddriarvokohta joukossa Y, niin v toteuttaa Euler-Lagrangen yhtdlion puolia-
voimella valilld (a, b].

TopisTus. Olkoon v € C'([a,b]) ja v(b) = 0. Oletetaan, ettd on olemassa ¢ €
(a, b) siten, ettd v(t) = 0 kaikilla ¢ € [a, ¢]. Joukon O avoimuudesta seuraa, ettéd kun
s € R on riittdvén pieni, niin kaikilla v € Y my6s v+ sv € Y, jolloin L(y + sv) on
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maédritelty. Téllin epdoleellinen integraali fab F(v + sv)(t)]dt suppenee ja siten

Ly + sv) — L(7) JYF[(y + so)(0)]dt — [ Fly(t))dt

lim = lim
o S Flo e so)@de + f7F((y+ s)(0))de — [ Fly(0)]dt — [ Fly(6)dt
© o Flo o+ so)Odt — [ Fly()dt
i LGOS L)

missi £ (v) = fch[(y)(t)]dt. Yhtasuuruus kohdassa (x) seuraa siité, ettd v(t) = 0
kaikilla ¢ € [a, ¢]. Nyt suuntaisderivaatan mééritelmén nojalla

L LOts)-L() _ d a [
i 20420 = S L) = 3 PG+ s
Koska funktio F' ja sen osittaisderivaatta %—I; ovat jatkuvia sekd muuttujan s suh-

teen, ettd kaikilla ¢ € [c, b], niin Leibnizin integraalisiannon nojalla funktionaalin £
suuntaisderivaatta pisteessé v suuntaan v on olemassa kaikilla v € Y. Liséksi

0.L0) = [ Sl + o))y

= [+ sy ot + g—i[w  s0) (D] v/ (D)t

= [ Grhor + 5o b

Merkitddn nyt u:lla funktion v rajoittumaa joukkoon [c, b], jolloin u € C1([c,b]). Jos
nyt v on funktionaalin £ dériarvokohta, niin 9,L(y) = 0 eli

" OF OF
(3.6) C o5 V(Oult) + a—yh(t)]u'(t)dt =0.
Haluttaisiin niyttii, ettd yhtilo (3.6) pétee kaikille u € C*([c, b]), joille u(c) = u(b) =
0, jolloin voitaisiin hyddyntdi Seurausta 3.3. Kuitenkaan kaikki joukon C*(]c, b]) alkiot
u, joille u(c) = wu(b) = 0 eivit ole halutunlaisia rajoittumia. Ndin on jos ja vain
jos u'(c) = 0. Joka tapauksessa yhtdsuuruus (3.6) pétee yleisesti, kuten pystytddn
nayttamaan.

Osoitetaan kuitenkin ensin, ettd funktio u € C([c, b]), jolle u(c) = u(b) = 0, on
funktion v € C'([a, b)), jolle v(t) = 0 kaikilla [a, ¢] ja v(b) = 0, rajoittuma viilille [c, b]
jos ja vain jos u/(c) = 0. Oletetaan aluksi, ettd u on kuvatunlainen rajoittuma. Talloin
u(t) = v(t) kaikilla ¢ € [c, b], jolloin my6s u'(t) = o'(t) kaikilla ¢ € [c, b]. Erityisesti
u'(c) = v'(c). Koska v on vakiofunktio koko vililld [a, ¢], niin ¢'(t) = 0 kaikilla [a, c|.
Siispd u/(c) = v/(c) = 0. Oletetaan seuraavaksi, ettd funktiolle u € C*([c,b]), jolle
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TCT

Kuva 3.1. Hahmotelma funktion g kuvaajasta
u(c) = u(b) = 0 pétee, ettd u/(c) = 0. Asetetaan
|0 t €la,c
v(t) = { u(t) t €]
Télléin v on jatkuvasti derivoituva vileilld [a, ¢) ja (¢, b]. Tarkstelemalla funktion v
toispuoleisia derivaattoja pisteessd ¢ huomataan, ettéa

t) —
vl(c)zlimM:limlzo
t—c™ t—c twc— T —cC
ja
by e VB —vle) ) —ule)
0= i M1 o MM g <

jolloin v on derivoituva myos pisteesséa c ja

/ 0 a,c
0= 1l
eli v € C'([a,b]. Liséiksi v(t) = 0 kaikilla t € [a q], v(
funktion v rajoittuma vélille [c, b].

Niytetiiin nyt, ettd yhtisuuruus 3.6 pitee vaikka u/(c) # 0. Olkoon u € C([c, b]),
u(c) = u(b) = 0 ja oletetaan, ettd u'(c) = § > 0. Valitaan ¢ € (0,1] siten, ettd
d = ¢ — e > a ja maéritellddn reaaliarvoinen funktio g valilla [a, ¢] seuraavalla tavalla:
funtkio g saa arvon 0 vililld [a, d], funktio g rajoitettuna vélille [d, d+-¢] on kéd&nteinen
teltta-funktio, jonka korkeus on —¢ ja funktio g rajoitettuna vilille [d+ £, c] on affiini
funktio arvosta 0 arvoon ¢. Hahmotelma funktion g kuvaajasta on esﬂ;etty kuvassa
3.1.

Jos asetetaan

b) = 0 ja selviisti funktio u on

u(t) teleb

niin funktio v € C*([a,b]) on funktion u laajennus vilille [a,b] siten, ettd v(t) = 0
kaikilla t € [a, d]. Siispd v on sallittu suunta funktionaalille £ kohdassa ~ ja mikéli

v(t) = { f;g(s)ds t € la,c
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on funktionaalin £ &ariarvokohta, niin

b OF OF ,
0.00) = [ Gob@ll) + 5 LN (Bt =0,
Néin ollen
[ St + 5o b ode =~ [ 5 bl + 5 b @
Koska vililla [d, c] |[v'(t)] < ja |v(t)] < §6 < 6, niin
1) |[ Gebone+ Ghewod <o [T+ T ]

Koska F' on jatkuvasti derivoituva funktio, kun ¢ € [d, ¢], niin integroitava lauseke

bl +| 5 )

on rajoitettu. Nain ollen integroimisvéalin pituuden € = ¢ — d ldhestyessa nollaa, myos
integraali (3.7) suppenee nollaan. Tésté seuraa, etti

(3.8) O o utr) + %—fmmu%t)dt 0,

Jos u/(¢) < 0, toistamalla samankaltainen paittely saadaan myos téssi tapauksessa
niytettyd, ettd yhtilo (3.8) pétee, jolloin kyseinen yhtélo pétee kaikilla u € C*(c, b]),
joille u(c) = u(b) = 0. Néin ollen Seurauksen 3.3 avulla saadaan, etté

2010 = 55 b

Siispd funktio v toteuttaa Euler-Lagrangen yhtalon vililla [c, b]. Koska ¢ oli mieli-
valtainen reaaliluku véliltd (a,b), niin v toteuttaa Euler-Lagrangen yhtéalon vélilla

(a, 0. O

Edella todistetun lauseen nojalla voidaan siis todeta, ettd mikéli Brachistochrone-
ongelmalla on ratkaisu, sen tédytyy toteuttaa Euler-Lagrangen yht#ld. Seuraavassa
kappaleessa téta tietoa hyodynnetddan Brachistochrone-ongelman ratkaisun etsimises-
sa.

3.3. Mahdollisen ratkaisun selvittiminen

Edelld johdettiin valttdmé&ton ehto variaatio-ongelman ratkaisulle ja téssad kap-
paleessa ehtoa sovelletaan Brachistochrone-ongelmaan. Kappaleen lopussa esitetdian
Brachistochrone-ongelman mahdolliselle ratkaisulle parametriesitys ja huomataan, et-
ta kyseessd on geometriasta tuttu kédyra, sykloidi.

Euler-Lagrangen yhtalé on toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo ja sellaisen rat-
kaiseminen ei ole aivan ongelmatonta. Kyseinen yhtélé saadaan kuitenkin tietyissé
erikoistapauksissa muokattua helpommin ratkaistavaan muotoon. Téllaisia erikoista-
pauksia ovat esimerkiksi tilanteet, joissa funktionaalin £ integrandi F' ei riipu muut-
tujasta v eli ?9_1; = 0, F ei riipu suoraan muuttujasta t eli 2€ = 0 tai kun F on

ot
lineaarinen muuttujan ' suhteen eli % = 0. Nyt ollaan erityisesti kiinnostunei-
ta Brachistochrone-ongelmaa vastaavasta tilanteesta, jossa %—f = 0. Siispa néytetidén
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seuraavaksi, ettd mikéli v toteuttaa Euler-Lagrangen yhtélon ja %—f = 0, niin vy to-
teuttaa erdéin ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélon, jota kutsutaan Beltrami-
yhtdloksi. Taméan osoittamiseksi tarvitaan myos oletus, ettd v on kahdesti jatkuvasti
derivoituva.

Oletetaan siis nyt, ettd funktio v € C?((a,b)) toteuttaa Euler-Lagrangen yht#lon

ja 28 = 0. Tallsin kaikilla t € (a,b) pétee

SF0] = 5o 0 + 5Ol
_ doF oF

= Ea—yh(t)h’(t) + 8—y[’y(t)h”(t)-

d (OF
=—(=PHO® ),
i (Grbno)
missd ensimmainen yhtédsuuruus seuraa derivoinnin ketjusdannostéa ja toinen yhtésuu-

ruus Euler-Lagrangen yhtélosta. Kolmas yhtédsuuruus saadaan perusteltua derivoinnin
tulosdénnon nojalla, silld

% (5 BN ) = 45 hOn 0 + 10 bl

Nyt yhtélosta
4r001=5 (Sonon)

seuraa, ettd on olemassa vakio c siten, etti

(3.9) FMW—%@W#WW

kaikilla t € (a,b). Yhtdloa (3.9) kutsutaan Beltrami-yhtaloksi.

HuomauTus 3.9. Yhtilod (3.9) johdettaessa oletettiin, ettd v toteuttaa Euler-
Lagrangen yhtdlon. Kuitenkaan yhtdlon (3.9) toteuttava funktio ei vilttdmétta to-
teuta Euler-Lagrangen yhtéloa eiké siten tayta valttaméatonta ehtoa ollakseen funk-
tionaalin £ &driarvokohta. Voidaan kuitenkin nayttéd, ettd mikéli funktio v toteuttaa
Beltrami-yhtélon ja lisiksi v/(¢) # 0 kaikilla t € (a, b), niin télloin funktio v toteuttaa
my6s Fuler-Lagrangen yhtélon.

LEMMA 3.10. Olkoon v vdlilla (a,b) kahdesti jatkuvasti derivoituva funktio, jo-
ka toteuttaa yhtdlon (3.9) ja oletetaan, etti v'(t) # 0 kaikilla t € (a,b). Tdlloin ~
toteuttaa Fuler-Lagrangen yhtdlon vdlilli (a,b).

TobisTus. Oletetaan, ettd y toteuttaa yhtilon (3.9) ja«/(t) # 0 kaikilla ¢ € (a, b).
Yhtalosta (3.9) seuraa derivoinnin tulosédénnon nojalla, etta

(3.10) FFB0) = £5hON O + 5-hOh'®).

Toisaalta derivoinnin ketjusdénnon nojalla

d _OF OF

(3.11) FDO] = 2 [yO1 (1) + Z - (O] (?)-
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Merkitsemélla yhtaloiden (3.10) ja (3.11) oikeat puolet yhtésuuriksi saadaan
OF d OF
— O () = =[OV ().
gz 1O (1) = 5O ()

Koska +/(t) # 0, niin edelleen

b0 = 25 b

O
Pystytéén siis ndyttamadn, ettd Brachistochrone-ongelmaa vastaavassa tilantees-
sa (eli kun %—f = 0) Euler-Lagrangen yhtilo saadaan muokattua ensimmaéisen ker-

taluvun differentiaaliyhtéloksi, joka on usein huomattavasti helpompi ratkaista kuin
itse Euler-Lagrangen yhtald. Téta varten tarvitaan kuitenkin tieto siitd, ettd Euler-
Lagrangen yhtilon toteuttava funktio v on C2-funktio. Todistetaan seuraavaksi tulos,
joka kertoo, ettd mikéli funktio F' on kahdesti jatkuvasti differentioituva sopivalla ta-
valla, niin myo6s Fuler-Lagrangen yhtélon toteuttava funktio v on kahdesti jatkuvasti
derivoituva.

LAUSE 3.11. Olkoot F,O ja'Y, kuten Madritelmdssd 3.6. Olkoon lisiksi funktio F
kahdesti jatkuvasti differentioituva siten, ettd sen toisen kertaluvun osittaisderivaatta

8;75 # 0 joukossa O. Jos tilléiny € Y toteuttaa Euler-Lagrangen yhtilon, niin v € C?

valilld (a,b).

Tobistus. Olkoon ty € (a,b) ja asetetaan xo = Y(to) ja yo = 7' (to). Tarkastellaan

kuvausta

2:0 5 RxR, (r,y) s (x5 (5,9))
Yy

Huomataan, ettd kuvaus ® on jatkuvasti derivoituva. Koska oletuksen perusteella

%275(37, y) # 0 joukossa O, niin %275’(9;0, yo) # 0, jolloin kuvauksen ® derivaattamatriisin
determinantti eroaa nollasta pisteessé (xg, o). Télloin kddnteiskuvauslauseen nojalla

on olemassa pisteen (zg,yo) avoin ympéristd U ja pisteen ®(zg,v0) = (20,20) =
(o, %—5(%, Yo)) avoin ympéristo V' siten, ettd funktio ® : U — V' on bijektio ja sen
kasnteisfunktio =1 : V' — U on jatkuvasti derivoituva. Voidaan merkiti

Oz, 2) = (z,h(x, 2)),

misséd h on jatkuvasti derivoituva kuvaus. Méaaritelldédn nyt vektorikenttd X : V —
R x R,

X(z,2) = (h(x,z), g—i(a:,h(x, z))) .

Vektorikentta X on jatkuvasti derivoituva, silld sen komponenttikuvaukset ovat jatku-
vasti derivoituvia. Siispd X on lokaalisti Lipschitz ja Lauseen 2.20 nojalla, on olemas-
sa maksimi-integraalikayrd ¢(t) = (z(t), 2(t)), joka toteuttaa ehdon ¢(ty) = (xo, 20)-
Integraalikiyrd ¢ on jatkuvasti derivoituva, silld vektorikenttd X on jatkuvasti deri-
voituva. Integraalikdyrdn mééaritelmén nojalla
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joten 2'(t) = h(x(t), 2(t)). Siispa funktio 2’(t) on jatkuvasti derivoituva, misté seuraa,
ettd funktio z(t) on kahdesti jatkuvasti derivoituva. Asetetaan nyt

misséd v € Y toteuttaa Euler-Lagrangen yhtélon ja ndytetdédn, ettd ¢(¢) on myds
vektorikentédn X integraalikdyrd. Tulee siis ndyttédd, ettd ¢'(t) = X (¢(¢)). Kun ¢t on

ldhelld lukua tg, niin
OF ,
h (wt), @Mm) —

Lisédksi koska v toteuttaa Euler-Lagrangen yhtdlon, niin

o (0.0 (0. 501 ) ) = Sohtol = S5 B
Néin ollen

10 = 00, g5 b0 = (1 (20, 57001) 57 (0.0 (0. 5b00)) )

oF
X (y(t), a_yh(t)]> = X (¥(1)),

jolloin v on vektorikentén X integraalikiyri. Lisdksi i (ty) = (v(to), 2E oy E(v(tg),7 (to))) =
(20, 20) ja siten Lauseen 2.19 nojalla ¥ (t) = ¢(t) pisteen t, ympéristossid. Néin ollen
~v(t) = z(t) ja siten 7 on kahdesti jatkuvasti derivoituva pisteen ¢, ympéristossa.
Koska piste ty oli mielivaltainen vilin (a,b) piste, niin v € C? vililld (a, b). O

Léahdetddn nyt soveltamaan saatuja tuloksia Brachistochrone-ongelman ratkaise-
miseksi. Huomataan, ettd funktiolle F}, pétee, ettia

OPF, 3 (1+4142\* PR, _ 1
ox? 4 ooy 23 (14 42)2

s
ja

82Fb . 82F b 1 Y

oyox  O0xdy 225(1+42)2
Siispa funktion Fb toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia jou-
kossa O. Liséksi 8 F 2 # 0 kaikilla (z,y) € O. Jos nyt oletetaan, ettd v € Y} on funktio-
naalin J m1n1m01Ja jolloin se toteuttaa Euler-Lagrangen yhtélon, niin Lauseen 3.11

nojalla v € C? vélilld (0,b). Lisiksi, koska 8F S = 0, niin vy toteuttaa Beltrami-yhtélon,
jolloin

1 /2 t 1/2 2 t
(1) V()AL +~2(1)1?
kaikilla ¢ € (0,b). Laventamalla yhtdlon (3.12) vasemman puolen ensimméinen termi
tekijalla (1 ++/(t)?)"/? saadaan

1
V()AL +~2(1)1?

=c>0,
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joten edelleen

(3.13) YL +A2(1) =k,

missd k = c% Huomataan erityisesti, ettd k on positiivinen reaaliluku, sillda ¢ > 0.
Siispé jos Brachistochrone-ongelmalla on ratkaisu, se toteuttaa differentiaaliyhtéilon
(3.13), joka on mahdollista ratkaista separoimalla. Ennen kyseisen differentiaaliyhté-
16n ratkaisemista, todistetaan tulos, jonka avulla saadaan lisda tietoa mahdollisesta
ratkaisusta v. Huomataan, ettéd seuraavan tuloksen todistamisessa hyodynnetédan seké
Euler-Lagrangen yhtéloa, ettd yhtaloa (3.13).

SEURAUS 3.12. Olkoon v Brachistochrone-ongelman ratkaisu. Tdlloin
a) lim;_,o7/(t) = oo;
b) ~v ei ole vakio millidn valilld;
c) funktiolla v on korkeintaan yksi kriittinen piste, joka on maksimi;
d) v on joko aidosti kasvava tai yksthuippuinen;
e) v on aidosti vihenevd valilld (0,D).

TODISTUS.
a) Koska v(0) = 0, niin lim;_,o y(¢) = 0. Siispé yhtélosté (3.13) seuraa, etté

. ! T v —
7' (0) = limy [ Sy — 1= o
b) Osittaisderivaatan %” lausekkeen perusteella ndhdéaén, ettd on olemassa jat-
kuvat funktiot a ja b siten, ettd

dOF, - alty(t) — (k)
i oy "= ma ey

Jos v on vakio milldén valilld, niin dia—h(t)] saa arvon nolla kyseiselld vé-
lilla. Kuitenkaan lauseke

OF, 1 (1+~2(1)\?
ox 2 ( v(t)? )

ei ole nolla milldan vililla. Viite seuraa Euler-Lagrangen yhtélosté.

¢) Huomataan, ettd koska ~(t) = ﬁa(t), niin funktio v on rajoitettu arvolla
k ja funktio v saavuttaa arvon k pisteessd ¢y jos ja vain jos tp on kriittinen
piste eli 7/(tg) = 0. Oletetaan nyt, ettd on olemassa eri pisteet ty ja tq, jotka
ovat molemmat funktion ~ kriittisia pisteitd. Koska v ei ole vakio valilla
[to, 1], on olemassa piste t € [to, t1] siten, ettd y(t) < k. Koska 7 on jatkuva
suljetulla valilla [to, 1], niin 7 saavuttaa minimin kyseiselld vélilld jossain
pisteessi to. Néin ollen v(t2) < k ja 7/(t2) = 0 ja ollaan paadytty ristiriitaan.
Siten funktiolla ~ voi olla korkeintaan yksi kriittinen piste, joka on selvésti
maksimi.

d) Edellisen kohdan perusteella funktiolla v on korkeintaan yksi kriittinen piste.
Jos funktiolla v ei ole yhtdan kriittisté pistetta tai kriittinen piste on pisteessé
b, niin funktiolla v ei ole kriittistd pistettda valilla (0,b). Olkoon s,t € (0,b)
siten, ettd s < t. Jos y(s) = (t), niin Rollen lauseen nojalla on olemassa
r € (s,t) C (0,b) siten, ettd ~/(r) = 0, mikd on ristiriita. Toisaalta jos
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v(s) > 7(t), niin differentiaalilaskennan véliarvolauseesta (engl. mean value
theorem) seuraa, ettd on olemassa v € (s,t) siten, ettd 7/(v) < 0. Kuitenkin
koska v(0) = 0 ja y(t) > 0 kaikilla ¢ € (0, b], niin on olemassa u € (0, v) siten,
ettd 7/(u) > 0. Nyt Bolzanon lauseen nojalla on olemassa r € (u,v) C (0,b)
siten, ettd 7/(r) = 0, mik& on ristiriita. Siispd on oltava y(s) < y(t) eli v on
aidosti kasvava.

Jos funktiolla v on kriittinen piste ¢’ valilla (0,b), niin kdyttaméalla vas-
taavia paattelyitd kuin edelld, saadaan naytettyd, ettd v on aidosti kasvava
vélilld [0,t'] ja aidosti vihenevéa valilla [¢/, b]. Talloin v on yksihuippuinen.

e) Seuraa suoraan d)-kohdasta ja differentiaaliyhtdlostéa (3.13).

U

Johdetaan nyt parametriesitys Brachistochrone-ongelman mahdolliselle ratkaisulle
ratkaisemalla yht#lo (3.13). Kyseinen yhtélo saadaan muokattua muotoon

k=)
v(E)

joten kyseessi on separoituva differentiaaliyhtélo. Huomataan, etté differentiaaliyhté-
16114 (3.14) on erikoisratkaisu v(¢) = k. Kuitenkaan tdmé ei voi olla Brachistochrone-
ongelmassa etsittava ratkaisu, silla Seurauksen 3.12 nojalla « ei voi olla vakiofunktio.

Koska v/ = ZZ, niin

(3.14) V() =

dry k—~
3.15 uudl SR (i
(3.15) i 5

Muokkaamalla yhtilod (3.15) ja ottamalla integraali puolittain saadaan

/\/:m [

Tekemélla sijoitus v = g(l — cos#), jolloin dy = g sin 6df, saadaan

E(1 —cos®
/ 2( cos 6) Esmﬁd@-t—i—kl
E(1—cosf)2

cos B k
/ 1+cos€2$m9d6_t+kl
cosOk .
/Wi sin 6df = t+ kl

/g(l —cos@)dl =t + ky

g(@ —sinf) =t + k

t= g(@—sine) — k.
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Kuva 3.2. Sykloidikédyréin muodostuminen ympyrén vieriessé pitkin x-akselia

Koska Brachistochrone-ongelmassa on asetettu alkuarvo v(0) = 0, niin ratkaisemalla
seuraava yhtéalopari

(3.16) { t=0=2%(0—sing) -k

7(0) = 0 = £(1 — cosb)

saadaan, ettd k; = 0. Siispad Brachistochrone-ongelman mahdollisen ratkaisun v ku-
vaajalla on parametriesitys P:

t=5(6 —sinb)
(3.17) { v(t) = £(1 — cos0)

Kyseinen parametriesitys kuvaa funktiota, jonka kuvaaja on sykloidi. Sykloidi on kéy-
ré, joka muodostuu ympyran kehélle kiinnitetyn pisteen piirtdména, kun ympyré vierii
pitkin vaakasuoraa tasoa. Esimerkki sykloidikdyrdn muodostumisesta on esitetty ku-
vassa 3.2. Parametriesityksessd P vakio k kuvaa vierivin ympyrin halkaisijaa, jolloin
k/2 on vierivdn ympyran sidde ja parametri € kuvaa kulmaa, joka on esitetty kuvassa
3.2. Seurauksen 3.12 perusteella Brachistochrone-ongelman ratkaiseva kayra on joko
aidosti kasvava tai yksihuippuinen. Jotta parametriesityksen P kuvaama kayra to-
teuttaisi tdméan ehdon, rajoitetaan parametri 0 vélille [0, 27]. Siispd Brachistochrone-
ongelman mahdollinen ratkaisu on sykloidin yksi kaari tai sen osa.

Merkitaén jatkossa parametriesityksen P madritteleméad funktiota vy. Néytetdan
vield, ettd funktio vy on kahdesti jatkuvasti derivoituva, kun 6 € (0,27). Tata tie-
toa tarvitaan tyon viimeisesséd kappaleessa. Léhdetddn osoittamaan kyseinen ominai-
suus néyttdmélld ensin, ettd parametrisoitu kiyrd vo(6) = £(6 — sin6,1 — cos¥),
missd 0 € (0,27), on jonkin funktion F' tasa-arvojoukko ja hyddynnetddn sitten
implisiittifunktiolausetta funktioon F'. Muistetaan, ettd kuvauksen F': (2 — R tasa-
arvojoukkoja ovat joukot {z € Q : F(z) = ¢}, missd ¢ € R on vakio. Olkoon nyt
Y0(0) = £(6 —sinf,1 — cos ), € (0,2n) kiyrd ja G: V = (0,27) x R = R?,

G(0,2) =v(0) + z = (g(ﬁ —sinf), g(l —cosf) + z)

kuvaus. Talloin

E(1—cosf) 0
DG<97Z>:|:2(ESH19 ) 1:|
2
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ja det(DG(0, 2)) = £(1 — cosf) # 0, kun 6 € (0,27). Kuvaus G on jatkuvasti deri-
voituva, joten kadnteiskuvauslauseen nojalla on olemassa jatkuvasti derivoituva ku-
vaus H = G™' : W — V,H = (Hy, Hy), missi W = G(V) C R? Miéritellain
F:W = R, F(z,y) = Hy(z,y). Huomataan, ettd kuvaus F' on jatkuvasti derivoitu-
va, silld H on jatkuvasti derivoituva. Jos nyt (z,y) = G(6, z), niin
Fz,y) = F(G(0,2)) = Hy(G(0,2)) = z.

Erityisesti F(x,y) = 0 jos ja vain jos z = 0. Siispd F'(z,y) = 0 jos ja vain jos
(x,y) = G(0,0) = 70(0), mikd on edelleen yhtépitivdd sen kanssa, ettd (x,y) €
{£(0 — sinf,1 — cosf) € R? : § € (0,2m)}. Ndin ollen kiyrad y,(6),6 € (0,27) on
tasa-arvopinta F'(x,y) = 0.

Hyodynnetddan seuraavaksi implisiittifunktiolausetta kuvaukseen F. Kéanteisku-
vauslauseen perusteella

_ -1 _
2 0

" k(1 —cosf) | —%5sinf £(1—cosf) |’
missd G(0, z) = (x,y). Siispa koska F' = H,, niin

2 k
k(1 — cosf) 2
kun 6 € (0,27). Koska 0,F (z,y) # 0 kaikilla 6 € (0,27) ja F(z,y) = 0 tdsmélleen
silloin, kun (z,y) € {£(6 —sinf,1 — cosf) € R* : § € (0,27)} = A, niin implisiit-
tifunktiolauseen nojalla on olemassa funktio g siten, ettd y = g(x) tdsmaélleen, kun
(x,y) € A. Liséksi g on differentioituva pisteessa x ja

dy — 0.F(x,y)  sinf

dr ~ 9,F(x,y) 1—cosf

Koska F(z,y) = 0 jos ja vain jos pisteet (z,y) kuuluvat kéyrille 7o, niin edellisen
perusteella saadaan, ettd funktio v on derivoituva muuttujan ¢ suhteen ja
sin ¢

/
)= ———
%0(0) 1 —cost
kun 0 € (0, 27). Implisiittisesti derivoimalla saadaan edelleen

?y i () ~ cosf(1 —cosf) —sin*f

Z
W)= -5 =g =
0 dx? dr E(1 - cosf)?

-1
E(1—cosf) 0 1

1

S

0y F (z,y) = (1 —cosf)=1+#0

Néin ollen funktio 7((¢) on jatkuva, kun 6 € (0,27), joten funktio 7o on kahdesti
jatkuvasti derivoituva, kun 6 € (0, 27).

Nyt ollaan péadsty Brachistochrone-ongelman ratkaisemisessa siihen vaiheeseen,
ettd on loydetty funktio vy, joka toimii ratkaisuehdokkaana ongelmalle. On siis saa-
tu néytettyd, ettd jos Brachistochrone-ongelmalla on ratkaisu, se toteuttaa Euler-
Lagrangen yhtélon, jolloin se edelleen toteuttaa Beltrami-yhtélon ja edelleen ratkai-
su on talléin funktio 7. Seuraavaksi tulee pohtia, kuinka saadaan todistettua, etta
Brachistochrone-ongelmalle on olemassa ratkaisu. Tédhén kysymykseen perehdytéian
seuraavassa kappaleessa.
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3.4. Ratkaisun olemassaolo

Variaatiolaskennassa ei ole yksinkertaista yleistd metodia, jolla voitaisiin kaikissa
tilanteissa todeta, onko variaatio-ongelman mahdollinen ratkaisu todella etsitty rat-
kaisu. On myo6s variaatio-ongemia, joille ei ole olemassa ratkaisua. Samaan tapaan
kuin tavallisten funktioiden tapauksessa kriittiset pisteet voivat olla satulapisteité,
niin my6s Euler-Lagrangen yhtélon toteuttavat funktiot eivit valttamaéatta ole dédriar-
vokohtia tutkittavalle funktionaalille. Téssé kappaleessa esitellaéin variaatio-ongelman
ratkaisulle erés riittava ehto, jota pystytddan hyodyntamasan Brachistochrone-ongelman
ratkaisemisessa. Kappaleen lopuksi saadaan osoitettua, ettéd sykloidi on etsitty bra-
kistokroni eli funktio 7y minimoi funktionaalin J. Muotoillaan nyt riittdva ehto
variaatio-ongelman ratkaisulle seuraavalla tavalla:

LAuse 3.13. Olkoot O, F, L ja 'Y, kuten Mddritelmdssd 3.6. Oletetaan, ettd funk-
tio F' on lisdksi konveksi joukossa O ja ettd v € Y toteuttaa Fuler-Lagrangen yhtdlon
valilli (a,b). Jos %—5 on rajoitettu, niin vy on funktionaalin £ minimikohta joukossa
Y.

TopisTus. Olkoon funktio F konveksi. Koska O on avoin joukko ja F' € C*(O),
niin funktion F suuntaisderivaatta kaikkiin suuntiin h € R? on médiritelty ja

y oF OF
ahF<X) =F (X)h = 8_371<X)h1 + 8_372<X)h2
Jos nyt x,x 4+ h € O niin Lauseen 2.16 nojalla
(3.18) F(x+h)— F(x) > F'(z)h > a—F(x)hl + 8—F(x)hg.
axl 8x2

Oletetaan, ettéd v on sellainen vélilld (a, b] jatkuvasti derivoituva funktio, etté f; Fl(v+
v)|(t)dt on maaritelty. Talloin erityisesti v(a) = v(b) = 0. Jos ¢ € (a,b) ja t € [c,b],
niin (7 +0)(¢), (v +0)'(#)) € O ja siten
b b b
OF OF
F tldt— [ Fly@®)] > | =—[(@®)]vt) + =
[ Pl o= [ Faerz [ 5ohene + 5

C

b
— [ 53O0 + 5o bow

- [ (Spw ) a

:%mwwm

= L 00) - S (o),

(t)dt

missi epayhtdsuuruus ensimméiselld rivilla seuraa epayhtélosta (3.18), yhtdsuuruus
toisella rivilld seuraa Euler-Lagrangen yhtélosta ja yhtdsuuruus kolmannella rivilla
seuraa derivaatan tulosdédnndsti. Jos nyt oletetaan, etta da—l; on rajoitettu, niin

oF

@—y[v(b)]v(b) =0,
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silld v(b) = 0. Liséksi, koska v(a) = 0 ja integraalit ff Fl(y 4 v)(t)]dt ja fab Fly(t)]dt
ovat médritelty, niin

b b
L0y +v) — Liy) = / Fl(y +0)(8))dt — / Fly(t))t
b
= [ Flor+ o) 0] - P

= lim [ Fl(y+0)(0)] = Fly(t)]dt

> ;m (-5 nM) o

Siispa kaikilla ¢ = v+ v € Y pétee L(g) — L(y) > 0, joten v minimoi funktionaalin
L joukossa Y. Jos F on aidosti konveksi, niin vastaavalla péaattelylld saadaan, etta
on funktionaalin £ yksikésitteinen minimoija eli £(g) — £(y) > 0 kaikilla g € Y. O

Edeltavin lauseen nojalla saadaan siis mahdollinen dariarvokohta osoitettua funk-
tionaalin minimoijaksi, mikéli funktio ' on konveksi ja osittaisderivaatta %—5 on ra-
joitettu. Kuitenkin funktiolle Fg : O — R,

Fy(z.y) = (1+y2>§

T

patee

(3.19) Fp*Fp  (0°Fp\° 1 3 g2
' 0x?  Oy? Ordy ) — 4(1+y2) \2%2 a23)°

Lauseke (3.19) on useissa joukon O pisteissi negatiivinen (kuten pisteessi (1,2)).
Néin ollen Lauseen 2.13 nojalla funktio Fz ei ole konveksi. Siispd Lausetta 3.13 ei
voida suoraan hyodyntédéd sen osoittamiseksi, ettd 79 minimoi funktionaalin 7.
Madéritelldédn ja ratkaistaan nyt toinen minimointiongelma, johon voidaan soveltaa
yll& esitettyé lausetta ja jonka avulla saadaan myos Brachistochrone-ongelma ratkais-
tua. Olkoon joukko O edelleen O = R’ x R ja médritelldén uusi funktio M : O — R,

1 L\?
M(z,y) = =ty

Koska .y .y
niin funktion M osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia kaikilla (z,y) € O, jo-
ten M € C'(O). Asetetaan kaikille funktioille § € C([0,]), jotka ovat vélilla (0, b]
jatkuvasti derivoituvia ja joille (§(t),d'(t)) € O kaikilla ¢ € (0, b],

M(5) = /O M)

Merkitaéan symbolilla Z C C([0, b]) sallittujen funktioiden joukkoa, joka koostuu funk-
tioista §, jotka ovat jatkuvasti derivoituvia valilld (0, 8], joille (0) = 0, 6(b) = (26)z,

3@y a
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(0(¢),d'(t)) € O kaikilla t € (0,b] ja M(0) on médritelty. Tarkastellaan nyt variaatio-
ongelmaa, jossa halutaan minimoida funktionaali M joukossa Z. Kyseinen ongelma
on vastaavaa muotoa kuin Méaaritelméssa 3.6 esitetty variaatio-ongelma.
Huomataan, ettd jos v € Y ja asetetaan § = (27)%, niin
52

== ja 7 =07
Y=g A

Todistetaan nyt seuraava aputulos.
LEMMA 3.14. 0 € Z jos ja vain jos § = (27)% jollekin v € Yy,

TobpisTus. Oletetaan ensin, ettd 6 € Z. Valitaan v, = %, jolloin, § = (271)%.
Néytetddn nyt, ettd v; € Y. Koska 6 on jatkuvasti derivoituva valilla (0, b], niin my6s
~ on jatkuvasti derivoituva kyseisella valilla. Lisédksi

0P g ja =200 (GRS

joten 7 toteuttaa tarvittavat reunachdot. Koska (6(t),d'(t)) € O = (0, 00) xR kaikilla
t € (0,b], niin myds (y1(t), (1)) = (@,5@)5/(75)) € O kaikilla t € (0,b]. Lisaksi

huomataan, etté
b 1 12 % b 1 1\2 %
c(%)z/ ( +71) dt:/ (&) dt
0 T 0 5
1 2 % 1
- 90 dt =22 M(9)

b

ja koska M (§) on méadritelty, niin myos £(y;) on méaritelty. Siispa vy, € Y.
Oletetaan seuraavaksi, ettd § = (27)%, jollekin v € Y, ja niytetdén, ettd tél-
16in 6 € Z. Koska v on jatkuvasti derivoituva vélilla (0, 5], niin edelleen myos ¢
on jatkuvasti derivoituva vélilla (0,b]. Kuten néytettiin edelld, niin myos reunaeh-
dot patevit selvasti. Koska (v(t),~/(t)) € O kaikilla ¢ € (0,b], niin selvésti myos

(6(),8' (1)) = (27(1))2, (2v(t)) "2+ (t)) € O kaikilla ¢ € (0, b]. Lisiiksi

, b1 : b1+ 6267)\
22/\4(5):/ 24 (5—2+5’2) dt:/ (%) dt
0 0
b 1 2 %
:/ ( +7) dt = L(7).
0 g

Koska £() on méaritelty, niin myos M () on méértielty ja néin ollen 6 € Z. O

N|=

Edellisestd lemmasta seuraa, ettd £(7) = 22 M (). Asetetaan dy = (270)2, missé
o on edellisessé kappaleessa johdettu Brachistochrone-ongelman mahdollinen ratkai-
su ja nédytetddn, ettd 6y minimoi funktionaalin M.

LAUSE 3.15. dg on funktionaalin M yksikdsitteinen minimikohta joukossa Z .

TobDISTUS. Funktion M toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat
0?M 2 + x%y? 0?M 1
2 = 3 > 07 2 = 3
Ox®  a8(x=2 +y2)2 Oy*  a(a72+y?)2
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ja
M PM Yy

0x0y - oyoxr 23(372 + y?)

3
jolloin ne ovat olemassa ja jatkuvia kaikilla (z,y) € O. Siten M on C?-funktio. Lisiiksi
PMPM  [(PM\® 2

0x? Oy? 0xdy )  x8(z=2 +y2)3

kaikilla (z,y) € O, joten Lauseen 2.14 perusteella funktio M on aidosti konveksi
joukossa O. Huomataan myos, etté

(3.20) >0

‘8M _ y I (] IR ] B /| B
0y (x=2 + yZ)% (x=2 + yQ)% (0 + yz)% |y ’
joten %—Aj on rajoitettu. Naytetddn vield, ettd funktio dy toteuttaa Euler-Lagrangen

yhtélon valilla (0, b], jolloin osoitettava viite seuraa Lauseesta 3.13.
Muistetaan, ettd yhtdlo (3.13) pétee funktiolle g, jolloin koska 0y = (270)%, niin

%3(1 +6360) = k.
Siispa
-1 _ 1 2512\ 1
(3.21) ' = L (1+ 605 )
ja toisaalta
(3.22) (1+6262) 2 = %
. W05 = T
Nyt
oM / -2 2 1 12 -2 2 1
M{do(t)] — a—y[%(t)]%(t) = (0 “(t) + 00 (1))2 — &5 (£)(dg “(t) + 05 (¢))2
= G5 (1) (1 + G2()OF ()2 — do()OF(E) (L + 62()IF(t)) >
1 2 12 . 1 2 2
= (2]1’)% (1 + 5o(t)50 (t)) (2]{)%50(75)50 (t)
= L - = vakio,
(2k)2

missd kolmas yhtasuuruus seuraa yhtéloistd (3.21) ja (3.22). On saatu néytettya,
ettd dg toteuttaa Beltrami yhtéalon. Siispd Lemman 3.10 nojalla niissé kohdissa, joissa
9p(t) # 0, &y toteuttaa Euler-Lagrangen yhtalon eli

(3.23) %?man—%%%wwn—o

Kirjoitetaan Euler-Lagrangen yhtdlon jalkimmé&inen termi laajennettuun muotoon
ja merkitdaan

L(t) = G al0)] = o (0lane) — S (00" (o).
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Funktio L on jatkuva muuttujan ¢ suhteen koko valilld (0,0), silld funktio M on
kahdesti jatkuvasti derivoituva ja dp on kahdesti jatkuvasti derivoituva, silla funktio
7o on kahdesti jatkuvasti derivoituva. Néin ollen L(¢) on jatkuva, kun ¢ € (0,b) ja
yhtdlon (3.23) perusteella L(t) = 0 kun &)(t) # 0. Jos funktiolla dy on yksittainen
kriittinen piste vélilla (0,b), niin L(¢) = 0 myds kyseisessé pisteessd. Tamé johtuu
siité, ettd jos olisi piste t; € (0,b) siten, ettd L(t;) # 0, niin funktion L jatkuvuuden
perusteella olisi olemassa pisteen t; ympéristo, jossa L(t) # 0. Tami ei kuitenkaan
ole mahdollista, jos t; on yksittdinen piste. Néin ollen funktio Jy toteuttaa Euler-
Lagrangen yhtalon koko vélilla (0, ), vaikka silld olisi yksittaisid kriittisid pisteita.
Huomataan vield, ettd funktion &y kriittisten pisteiden joukolla ei voi olla sisépis-
teitd. TAmé& johtuu siitd, ettd §jdg = 7 ja do # 0 kun ¢t € (0,b), joten funktioilla
do ja o on samat kriittiset pisteet, kun ¢ € (0,b). Liséksi edelld on naytetty, etté
Y(t) = 82 joten 4 (t) = 0 tdsmélleen silloin, kun siné = 0. Néin ollen funktiol-
la §y on korkeintaan yksi kriittinen piste vililla 6 € (0,27). Edeltdvistd paatelyisté
seuraa, ettd L(t) = 0 kaikilla ¢ € (0,b) ja siten edelleen dy toteuttaa Euler-Lagrangen
yhtélon koko valilla (0,0). Nyt Lauseen 3.13 nojalla §g on funktionaalin M yksikésit-
teinen minimikohta joukossa Z. O

Nyt ollaan valmiita osoittamaan, etté vy on yksikésitteinen ratkaisu Brachistochrone-
ongelmalle eli etsitty brakistokroni on sykloidi.

LAUSE 3.16. vy on funktionaalin J yksikdsitteinen minimikohta joukossa Y.
TobisTus. Olkoon v € Y, v # 9. Talloin
L(7) = 22 M((20)*) > 22 M(60) = L(0).
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