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Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustuttaa lukija Hilbertin avaruuksiin ja
niiden hyddyllisyyteen direténulotteisen vektoriavaruuden tarkastelussa. Tutkielman
padtuloksena yleistetédédn projektiolause ddretonulotteisille vektoriavaruuksille. Hilber-
tin avaruuksien hyodyllisyys tulee esiin, kun huomataan, ettd ddretonulotteisten vek-
toriavaruuksien kohdalla projektiolause on yleistettéavisséd vain taydellisille sisétuloa-
varuuksille eli Hilbertin avaruuksille.

Tutkielmassa lahdetaéan liikkeelle késitteisté, jotka ovat térkeitd tutkielman ym-
mértamisen kannalta. Hilbertin avaruudet ovat taydellisid sisdtuloavaruuksia. Aluksi
perehdytédn sisdtulolla varustettuihin vektoriavaruuksiin eli sisdtuloavaruuksiin. Si-
sdtulon avulla voidaan tutkia vektoreiden vilisid kulmia. Toisin kuin euklidinen ava-
ruus, ddretonulotteiset avaruudet eivét aina ole sisdtuloavaruuksia. Toisena kasitteené
tutustutaan metrisiin avaruuksiin. Metriset avaruudet ovat vektoriavaruuksia, joissa
on méadritelty metriikka eli etdisyys. Sisdtuloavaruudessa sisétulo indusoi metriikan,
joten etéisyys on madritelty sisdtuloavaruudessa. Kolmantena késitteend tutustutaan
taydellisyyteen. Metrinen avaruus on taydellinen, jos sen jokainen Cauchyn jono sup-
penee kyseisessd avaruudessa. Euklidinen avaruus on tdydellinen, mutta daretonulot-
teiset vektoriavaruudet eivét aina ole téaydellisi.

Projektiolauseen avulla voidaan 16ytaa jokaiselle vektoriavaruuden pisteelle 1dhin
piste eli ortogonaaliprojektio vektoriavaruuden aliavaruudesta. Liséksi projektiolause
kertoo, ettd pisteen ja sen ortogonaaliprojektion kautta kulkeva suora on ortogonaa-
linen aliavaruuden jokaisen vektorin kanssa. Ortogonaalisuutta voidaan tutkia vain
sisituloavaruuksissa, koska se médritellddn sisitulon avulla. Adretonulotteisten sisi-
tuloavaruuksien kohdalla osoittautuu, ettd ldhin piste on olemassa ainoastaan, jos
sisdtuloavaruuden aliavaruus on tédydellinen. Projektiolause yleiselle vektoriavaruu-
delle saadaankin osoitettua ainoastaan taydellisille sisdtuloavaruuksille eli Hilbertin
avaruuksille. Projektiolause kertoo, ettd Hilbertin avaruus on sen aliavaruuden ja ali-
avaruuden ortogonaalikomplementin suora summa.

Projektiolauseen avulla saadaan osoitettua, ettd Hilbertin avaruudessa minké ta-
hansa epétyhjian osajoukon virittdma suljettu aliavaruus on sama kuin sen ortogonaa-
likomplementin ortogonaalikomplementti. Témén tulos on hyddyllinen, kun tarkastel-
laan Hilbertin avaruuden ortonormaaleja kantoja. Aérellisulotteisessa vektoriavaruu-
dessa joukko ortonormaaleja vektoreita muodostaa aliavaruuden kannan, jos vekto-
rit virittdvat aliavaruuden. Gram-Schmidt -menetelmén avulla voidaan muodostaa
ortonormaali kanta jokaiselle aliavaruudelle. Ortonormaalit kannat voidaan yleistéa
Hilbertin avaruuksille. Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta méaéritellidn maksi-
maalisena ortonormaalina joukkona Hilbertin avaruudessa. Zornin lemman avulla saa-
daan lopuksi osoitettua, ettéd jokaisella Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta
eli Hilbert kanta.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoitus on tutustuttaa lukija Hilbertin avaruuksiin. Hilber-
tin avaruus on késitteend lahtoisin 1900-luvulta, jolloin se kehitettiin sekd matema-
titkan etté fysiikan tarpeisiin. Vaikka mééritelma on nimetty David Hilbertin (1862-
1943) mukaan, sen esitti vuonna 1930 unkarilais-amerikkalainen Johann von Neumann
(1903-57). Matematiikassa Hilbertin avaruudet ovat hyodyllisid, kun késitellddn #a-
retonulotteisia vektoriavaruuksia. Fysiikassa Hilbertin avaruuksilla on kdytdnnon so-
velluksia kvanttimekaniikassa.

Hilbertin avaruudella tarkoitetaan vektoriavaruutta, joka on taydellinen sisdtuloa-
varuus. Silla on siis kaksi ominaisuutta, jotka erottavat sen muista vektoriavaruuk-
sista: se on sisédtulolla varustettu vektoriavaruus ja lisdksi se on tdydellinen metrinen
avaruus. Tdman tutkielman tavoite on havainnollistaa, miksi jotkin euklidisen ava-
ruuden térkedt tulokset eivit toimi yleisesti ddretonulotteisissa avaruuksissa. Lisak-
si tarkoitus on havainnollistaa, miksi juuri Hilbertin avaruudet osoittautuvat tdméan
ongelman ratkaisemisessa hyoddylliseksi.

Tutkielman péatulos, projektiolause, osoittautuu toimivan ongelmitta euklidisessa
avaruudessa R™. Tamé& johtuu siité, ettd R” on téydellinen sisdtuloavaruus. Adretd-
nulotteiset vektoriavaruudet eivit aina ole taydellisid sisdtuloavaruuksia. Koska pro-
jektiolauseen todistamiseen tarvitaan taydellisyytta ja sisdtuloa, se ei pade yleisesti
adaretonulotteisille vektoriavaruuksille. Hilbertin avaruuksien hyodyllisyys tulee esiin,
kun huomataan, ettd aidretonulotteisten vektoriavaruuksien kohdalla projektiolause
on yleistettévissa vain taydellisille sisdtuloavaruuksille eli Hilbertin avaruuksille.

Tutkielman ensimmaisessa luvussa késitelldéan tutkielman ymmaéartamisen kannalta
tarkeita késitteitd, sisdtuloavaruuksia, metrisid avaruuksia ja taydellisyytta. Euklidi-
nen avaruus on sisdtuloavaruus, mutta daretonulotteisia vektoriavaruuksia ei aina voi-
da varustaa sisédtulolla. Sisédtulo on hyodyllinen ominaisuus vektoriavaruudelle, koska
se mahdollistaa vektorien vélisien kulmien tutkimisen. Metrinen avaruus tarkoittaa
avaruutta, johon on maééritelty etdisyys eli metriikka. Metrisessd avaruudessa etéi-
syyksien tutkiminen on aina mahdollista metriikan avulla. Sisdtulo méaérittelee met-
ritkkan sisétuloavaruudessa. Metrinen avaruus on téydellinen, jos jokainen Cauchyn
jono suppenee metrisessia avaruudessa.

Toisessa luvussa osoitetaan tutkielman paédtulos, projektiolause, yleiselle vektoria-
varuudelle. Projektiolauseen avulla voidaan 16ytéé jokaiselle vektoriavaruuden pisteel-
le 1ahin piste eli ortogonaaliprojektio vektoriavaruuden aliavaruudesta. Lisdksi pro-
jektiolause kertoo, ettéd pisteen ja sen ortogonaaliprojektion kautta kulkeva suora on
ortogonaalinen aliavaruuden jokaisen vektorin kanssa. Hilbertin avaruuksien hyodylli-
syys havaitaan, kun projektiolausetta aletaan todistaa dédretonulotteisille vektoriava-
ruuksille. Koska ortogonaalisuus maéritelldan sisédtulon avulla, projektiolausetta yleis-
tdessé voidaan tarkastella ainoastaan sisétuloavaruuksia. Osoittautuu, etté lahin piste
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2 JOHDANTO

on olemassa, jos sisdtuloavaruuden aliavaruus on taydellinen. Projektiolause saadaan-
kin yleistettya ainoastaan tdydellisille sisdtuloavaruuksille eli Hilbertin avaruuksille.
Projektiolause kertoo, ettd Hilbertin avaruuden jokainen vektori voidaan esittda yk-
sikésitteisenéd suorana summana sen aliavaruuden ja aliavaruuden ortogonaalikomple-
mentin vektoreista.

Kolmannessa luvussa késitellddn Hilbertin avaruuksien ortonormaaleja kantoja.
Luvun alussa osoitetaan, ettd Hilbert -avaruudessa minké tahansa epétyhjan osajou-
kon virittdma suljettu aliavaruus on sama kuin sen ortgonaalikomplementin ortogo-
naalikomplementti. Tamé tulos on hyodyllinen Hilbertin kantojen ominaisuuksia tar-
kastellessa. Hilbertin kanta tarkoittaa maksimaalista ortonormaalia joukkoa Hilbertin
avaruudessa. Selvidd, ettd ortonormaali joukko on maksimaalinen, jos ja vain jos sen
ortogonaalikomplementti on {0}. Liséksi osoittautuu, ettéd jos ortonormaali joukko on
niin laaja, ettd Hilbertin avaruuden vektorit voidaan ilmaista lineaarikombinaatioina
joukon vektoreista, niin joukko on Hilbertin kanta.

Lopuksi todistetaan, ettd darellisulotteisessa vektoriavaruudessa jokaisella vekto-
riavaruuden aliavaruudella on ortonormaali kanta, ja se voidaan muodostaa Gram-
Schmidtin ortogonalisointimenetelmalld aliavaruuden minké tahansa kannan avulla.
Viimeisené tuloksena osoitetaan, ettd myds jokaisella Hilbertin avaruudella on orto-
normaali kanta.

Lukijalta odotetaan lineaarialgebran perustuntemusta. Jos lineaarialgebran ké-
sitteet ja euklidisen vektoriavaruuden ominaisuudet eivit ole ennestédén tuttuja tai
ne ovat unohduksissa, niista voi opiskella enemmsén lahteista [10] ja [4]. Tutkielman
pédasiallinen ldhde on Steven Romanin teos Advanced Linear Algebra [10]. Sen lisék-
si on kaytetty jonkin verran myos muita teoksia ja luentomonisteita, joista on lista
tutkielman lopussa.



LUKU 1

Tarkeita kiasitteiti

Tassa kappaleessa késitelladn tutkielman ymmértamisen kannalta téarkeita kasit-
teita. Aluksi méadritellaéan sisdtulon késite, ja tutustutaan muutamiin sisdtuloavaruuk-
siin. Sen jélkeen késitellddn metriikkaa ja metrisia avaruuksia. Liséksi tarkastellaan,
mité tarkoittaa tdydellinen metrinen avaruus. Lukualueille kiytetdén tutkielmassa
seuraavia merkintoja:

Merkintd Selitys

Luonnollisten lukujen joukko {1,2,3,...}
Kokonaislukujen joukko {0,+1,+2, ...}
Reaalilukujen joukko

Kompleksilukujen joukko

QFNZ

Lahdetaén liikkeelle vektoriavaruuden mééaritelméstéi. Vektoriavaruus voi olla re-
aalinen tai kompleksinen. Tutuimmat esimerkit vektoriavaruuksista ovat reaalinen
euklidinen avaruus R" ja kompleksinen vektoriavaruus C". Témén tutkielman maa-
ritelmét ja tulokset ovat hyvin samankaltaisia reaalisille ja kompleksisille vektoria-
varuuksille. Selkeyden ja luettavuuden vuoksi téssé tutkielmassa tarkastelu rajataan
koskemaan pelkéstéddn reaalisia vektoriavaruuksia.

MAARITELMA 1.1. Vektoriavaruus V' yli R:n on epétyhjé joukko, jonka alkioille on
madritelty kaksi laskutoimitusta, alkioiden yhteenlasku seké skalaarilla kertominen.
Siis kaikille u, v € V ja kaikille r € R, u+v € V, jaru € V. Liséksi vektoriavaruudessa
on voimassa seuraavat ominaisuudet:

(1) r(a+v) =ru+rv
(2) (r+su=ru+su
(3) (rs)u=r(su)
(4)

lu=nu

Tassé tutkielmassa késitellddn seké ddrellisulotteisia ettd ddretonulotteisia vek-
toriavaruuksia. Vektoriavaruuden ulottuvuus eli dimensio mééritelldéin sen kannan
avulla. Adretonulotteisen avaruuden kohdalla kannoista puhutaan tarkemmin luvussa
kolme. Maaritelladn nyt dédrellisulotteisen vektoriavaruuden kanta.

MAARITELMA 1.2. Olkoon S = {vy,...,v,} epityhji joukko vektoreita vektoria-
varuudessa V. S on V:n kanta, jos seuraavat ehdot péteviét.

(1) Joukko S on lineaarisesti riippumaton.
(2) Joukko S virittdd Vi eli V' = span(S)= (S).
3



4 1. TARKEITA KASITTEITA

HuomauTus 1.3. Jokaisella vektoriavaruudella, paitsi avaruudella {0}, on kanta.
Samalla vektoriavaruudella voi olla useita eri kantoja, mutta saman avaruuden jokai-

sessa kannassa on yhtd monta vektoria. Ndiden tulosten perustelut 16ytyvit ldhteesté
[10].

MAARITELMA 1.4. Vektoriavaruus V' on &irellisulotteinen, jos se on epatyhja,
ja jos sen kanta on &a#rellinen. Kaikki muut vektoriavaruudet ovat ddretéonulottei-
sia.Vektoriavaruuden kannan alkioiden lukumaéérda kutsutaan vektoriavaruuden di-
mensioksi. Jos kannan alkioiden lukuméérd on n niin sanotaan, etté vektoriavaruus
on n-ulotteinen ja merkitdan

Dim(V) = n.

Lisdksi sovitaan, ettd avaruuden {0} dimensio on nolla.

ESIMERKKI 1.5. Vektoriavaruus R? on #érellisulotteinen vektoriavaruus. Sen kan-
nassa on kolme vektoria, joten se on 3-ulotteinen. Vastaavasti euklidinen avaruus R"
on aarellisulotteinen vektoriavaruus, silld sen kannassa on n kappaletta vektoreita.

1.1. Sisatuloavaruudet

Tarkastellaan seuraavaksi sisdtuloa ja sisdtuloavaruuksia. Sisdtulolla on paljon
hyodyllisia ominaisuuksia, joiden avulla voidaan tutkia vektoriavaruutta. Sisédtulon
avulla padstdan tutkimaan alkioiden vélisid kulmia, ja lisédksi sisdtulo indusoi vek-
toriavaruuteen normin. Mydhemmin tullaan ndkemé#n, ettd normi mahdollistaa al-
kioiden vélisten etdisyyksien tutkimisen vektoriavaruudessa. Maaritellaéan sisdatulo ja
sisdtuloavaruus.

MAARITELMA 1.6. Olkoon V' vektoriavaruus yli R:n. T&lloin sisdtulo V:ssd on
funktio (,) : V" x V — R, jolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) Positiivisuus: Kaikille v e V',
(v,v) > 0,ja(v,v) =0 <= v=0
(2) Symmetrisyys: kaikille u,v € V'
(u,v) = (v,u)
(3) Liséksi kaikille u,v € V ja r, s € R pitee
(ru+ sv,w) = r(u,w) + s(v, w)

MAARITELMA 1.7. Sisédtuloavaruus on reaalinen tai kompleksinen vektoriavaruus,
joka on varustettu sisétulolla.

ESIMERKKI 1.8. Vektoriavaruus R™ varustettuna sisatulolla

(u,v) =ug - vy + oo + Up - Uy,
jossa u,v € R" on sisdtuloavaruus. Kyseinen sisédtulo, toiselta nimeltdén pistetulo,
tayttdd madritelmén 1.6 ehdot.

Avaruuteen R" voidaan maéritelld muitakin sisétuloja kuin tdmé tavallinen pis-
tetulo. Sisédtuloavaruus on itse asiassa pari, joka koostuu vektoriavaruudesta ja sii-
hen liitetysta sisdtulosta. Jos sisdtulo vaihdetaan, saadaan eri sisdtuloavaruus, vaikka
pohjalla oleva vektoriavaruus pysyisi samana.
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Tavallisen pistetulon liséksi on muitakin funktioita, jotka toteuttavat sisédtulon
madritelmén. Tarkastellaan esimerkkinéd jatkuvien funktioiden avaruutta, joka voi-
daan myo6s varustaa sisdtulolla, ja on néin ollen sisédtuloavaruus.

ESIMERKKI 1.9. Jatkuvien funktioiden avaruus

C([a,b],R) = {f : [a,b] = R | fon jatkuva},

jossa a < b, voidaan varustaa sisétulolla

(f.g) = / F(t)g(t)dt

kaikilla f, g € C([a,b],R). Todistetaan, ettd tdmé todella on sisdtulo ja tayttda sisé-
tulon méaritelman.

TobisTtus. Todistetaan, ettd sisdtulo tayttaa kaikki kolme sisdtulon méasritelméan
1.6 ehtoa. Todistetaan ensin médritelmén kohta (1). Olkoon f(t) = 0 kaikilla ¢ € [a, b].
Télloin integraali on nolla. Olkoon f(t) # 0 jollain ¢t € [a,b]. Télloin, koska f on
jatkuva, niin on jollain vélilld [¢,d] C [a, b] oltava f(t)? > 0. Siis

b
s = [ serar o
Todistetaan kohta (2).

b
n= [ ssoa = [awron = 60.50)
Todistetaan kohta (3). Olkoon r,s € R ja h € C([a,b],R).

(rf + sh, g) :/ (rf + sh)(£)g(t)dt

b

Sisédtulo tayttad kaikki kolme méaritelmén ehtoa. Jatkuvien funktioiden avaruus
((Cla,b],R)) voidaan siis varustaa sisdtulolla, joten se on médritelmén 1.7 nojalla
sisétuloavaruus. d

Maaritellaan seuraavaksi normi vektoriavaruudessa. Normi on tarked ominaisuus
vektoriavaruudelle, koska se mahdollistaa etéisyyksien tutkimisen vektoriavaruudessa.

MAARITELMA 1.10. Olkoon V' vektoriavaruus. Kuvaus ||-|| : V' — [0, oo[ on normi,
jos kaikille r € R ja z,y € V pétee

(1) ||=|| = 0, jos ja vain jos z = 0.

(2) lrz|l = [r{ll]l
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B3) llz+yll < llzll + llyll-

Kun vektoriavaruuteen liitetddn normi, siitd tulee normiavaruus. Normiavaruus
tarkoittaa vektoriavaruuden ja siihen liitetyn normin muodostamaa paria. Samaan
vektoriavaruuteen voidaan liittdd useita normeja, jolloin saadaan eri normiavaruuksia.
Sisétuloavaruudet ovat normiavaruuksia, koska sisédtulo indusoi normin.

ESIMERKKI 1.11. Jos V' on sisdtuloavaruus, niin voidaan méaéritelld normi jokai-

selle v € V seuraavasti
[v] = V/(v,v).

Tama toteuttaa selvésti normin mééritelmén ehdot (1) ja (2). Kohta (3) seuraa
Cauchy-Schwartzin epéyhtélosté, ja se on osoitettu lahteessa [1].

Sisdtuloavaruuksilla on joitakin yhteisid ominaisuuksia, joista on hyotya kyseisten
avaruuksien tutkimisessa. Erés tédllainen ominaisuus on suunnikaslause, joka on voi-
massa kaikille sisétuloavaruuksille. Todistetaan tA&mé ominaisuus sisdtuloavaruuksille,
koska sitd tarvitaan myochemmin.

LAUSE 1.12. Olkoon V' sisdtuloavaruus. Talloin kaikille x,y € V' pditee

2+ yll* + llz = ylI* = 2[|=]* + 2[|y||*
TobisTtus. Todistus tapahtuu yksinkertaisella laskulla
2+ ylI* = ll2]* + (x, y) + (v, 2) + |yl
Iz = yl* = [lz]* = (z,y) = {y, ) + [ly]*,
josta saadaan yhteenlaskemalla haluttu tulos. U

Kaikki normiavaruudet eivét ole sisdtuloavaruuksia, silld kaikkia normeja ei saa
sisdtulosta. Tarkastellaan seuraavaksi jonoavaruuksia [, p > 0, joista vain [2 -avaruus
voidaan varustaa sisdtulolla.

MAARITELMA 1.13. Jonoavaruus [P, p > 0 on &daretonulotteinen avaruus, joka
muodostuu sellaisista jonoista = (x,)>, =, € R, joiden normi on &érellinen. Siis

[e.9]

lzllp = (Y laal?)"? < oo

n=1

ESIMERKKI 1.14. Jonoavaruus [? on siséituloavaruus. Olkoon x,,y, € (2. Osoite-
taan, ettd sisdtulon madrittava sarja,

(@,y) = Tnin
n=1

on todella siséatulo.

TobpisTUS. Ensinndkin tdméi sisitulo on reaaliluku kaikilla z,y € [2. Holderin
epayhtilosté, joka on todistettu lihteessd [7], seuraa

00 00 00

1 1
Dyl < O lzal?)2 > lyal?)? < o0,
n=1 n=1 n=1
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silld normit ovat ddrellisid reaalilukuja jonoavaruuden /2 mééritelmin mukaan. Todis-
tetaan sisdtulon médritelmén kohdat. Aloitetaan kohdasta (1). Selvésti, kun = = 0,
pitee (x,z) = 0. Ja koska 22 > 0 kaikilla z,, € R™, niin

(x,x) = in > 0.
n=1

Koska z,y, = y,x, pitee myos selvisti kohdan (2) symmetrisyysvaatimus. Osoitetaan
vield kohdan (3) lineaarisuusvaatimus. Olkoon r, s € R ja z,y, w € R™.

o0

(re+ sy, w) = Z(r:vn + SYn) Wy,

n=1

0o
= g TTpWy + SYpWn

n=1

oo oo
= E Txnwn+§ SYnWn
n=1 n=1

=r{z,w) + s{y, w)

Sisdtulon madrittava sarja tayttasd kaikki médritelmén 1.6 vaatimukset, joten ky-
seessd on sisdtulo. Niinp# jonoavaruus [ on méiritelméin 1.7 nojalla sisdtuloava-
ruus. U

ESIMERKKI 1.15. Jonoavaruuksien I”, p # 2 kohdalla sisétulon méaéritteleva sarja
ei taytéa sisdtulon ominaisuuksia, joten ndmaé jonoavaruudet eivét ole sisdtuloavaruuk-
sia.

TobisTus. Tarkastellaan jonoavaruuksia (P, p # 2. Olkoon = = (1,1,0,0,...) € [P
jay = (1,-1,0,0,...) € [?. Tallsin ||z|| = ||y|| = 2"/7. Liséksi ||z +y|| = ||z — y|| = 2.
Namé jonot toteuttavat lauseen 1.12 vain, jos p = 2. Jos p # 2, niin

22422 =84£2.2%P 4 9. 9%

joten avaruuksien [P, p # 2 normi ei tule sisdtulosta. Kyseesséi ei siis ole sisdtuloava-
ruus. U

Euklidisen avaruuden kohdalla on totuttu hyodyntaméan vektoreiden viélisté pis-
tetuloa vektoriavaruuden tutkimisessa. Adrellisulotteisessa vektoriavaruudessa tésté
ei ole seurannut ongelmia, koska R™ voidaan aina varustaa tutulla vektoreiden véli-
sellé pistetulolla. Pistetulo toteuttaa sisdtulon méaéritelmén, ja siksi koko euklidinen
avaruus on sisituloavaruus. Adretonulotteisista vektoriavaruuksista kuitenkin ainoas-
taan sellaiset vektoriavaruudet ovat sisdtuloavaruuksia, jotka voidaan varustaa sisétu-
lolla. Kuten esimerkissé 1.15 huomattiin, esimerkiksi déretonulotteiset jonoavaruudet
P, p # 2 eivit ole sisdtuloavaruuksia.

Toinen téarkeé havainto sisdtuloon liittyen on se, etté sisdtulo ei aina tarkoita eukli-
disesta avaruudesta tuttua vektoreiden vélista pistetuloa. Sisétuloja ovat kaikki sisé-
tulon mééritelméan toteuttavat funktiot. Esimerkissd 1.9 huomattiin, ettd jatkuvien
funktioiden avaruus C[0, 1] voidaan varustaa sisétulolla, joka on hyvin erinékoinen
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kuin entuudestaan tuttu euklidisen avaruuden pistetulo. Tamaé sisétulo kuitenkin to-
teuttaa sisdtulon médritelméan, ja siksi avaruus C0, 1] on télla sisétulolla varustettuna
sisdtuloavaruus.

1.2. Metriset avaruudet

Metriikka tarkoittaa etéisyysfunktiota, jonka avulla voidaan mééaritella, miké on
alkioiden viélinen etéisyys vektoriavaruudessa. Ilman metriikkaa alkioiden valista etéi-
syytta ei ole. Sellaista avaruutta, johon on liitetty metriikka, eli alkioiden vélinen etéi-
syys on sovittu, kutsutaan metriseksi avaruudeksi.

MAARITELMA 1.16. Olkoon M epétyhja joukko. Kuvaus d : M x M — R on
metriikka joukossa M, jos sille pitee seuraavat ominaisuudet
(1) Positiivisuus: kaikille z,y € M, d(x,y) > 0.
(2) Symmetrisyys: kaikille x,y € M,d(z,y) = d(y, x)
(3) Kolmioepayhtalo: kaikille x,y, z € M, d(x,y) < d(z,z) + d(z,y)

Metriikan méadritelmaéd voi ajatella arkielimin etdisyyksien avulla. Jos puhu-
taan esimerkiksi kaupunkien x ja y viélisestd etédisyydestéd, se ilmaistaan aina ei-
negatiivisena lukuna. N&in myos metriikka, mééritelmén kohta (1), ilmaisee etéi-
syyden. Toiseksi, etdisyys kaupungista x kaupunkiin y on arkieldméssékin sama kuin
etaisyys kaupungista y kaupunkiin . Tamé péatee myos metriikalle, kuten méaéritel-
mén kohta (2) sanoo. Kolmanneksi, jos matkalla poiketaan jossakin kaupungissa z,
on matkan oltava yhté pitka tai pidempi kuin suora reitti kaupunkien x ja y vélilla.
Metriikalle patee kolmioepayhtilo, madritelmén kohta (3), joka tarkoittaa samaa asi-
aa. Madritelméan kaikki kolme kohtaa ovat siis arkielamén etéisyyksiéd ajatellen hyvin
intuitiivisia.

MAARITELMA 1.17. Olkoon M epétyhja joukko ja d : M x M — R metriikka
joukossa M. Télloin (M, d) on metrinen avaruus.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkejd metrisistd avaruuksista.

EsiMERKKI 1.18. Euklidinen avaruus voidaan varustaa sisdtulolla, ja sisdtulon
normi maarad metriikan

day(z,y) = [l —yl2 =

euklidiseen avaruuteen. Siispé euklidinen avaruus on metrinen avaruus. Lausekkeesta
nihdéén, ettd kohdat positiivisuus ja symmetrisyys toteutuvat. Kolmioepéayhtalo voi-
daan osoittaa kiyttamailla Cauchy-Schwartzin epayhtiloé, joka on yksi normin omi-
naisuuksista. Todistus 16ytyy lahteesta [2]. Metriikkaa ds kutsutaan euklidisen normin
maédritteleméksi metriikaksi.

Sisatuloavaruudessa sisdtulo méérid normin, ja normi méadrdd metriikan d(x,y).
Jokaisessa sisdtuloavaruudessa on siis voimassa metriikka, joten jokainen sisdtuloava-
ruus on myos metrinen avaruus. Metrinen avaruus ei kuitenkaan aina ole sisdtuloava-
ruus. Vektoriavaruudelle voidaan nimittdin médratd metriikka myos ilman sisédtulon
ominaisuutta, vektoriavaruuden normin avulla.
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ESIMERKKI 1.19. Jonoavaruudet [P,p > 0 ovat metrisid avaruuksia, vaikka ne
eivit ole sisdtuloavaruuksia. Normi méaidrda metriikan

d(z,y) = |z —yll, = (Z |0 — yn‘p)l/p
n=1

jonoavaruuksille [P. Lahteessd [1] on osoitettu, ettd kyseessd oleva normi toteuttaa
vektoriavaruuden normin mééritelmén. Normi indusoi avaruudelle metriikan, joten
jonoavaruudet [P ovat metrisid avaruuksia.

Metriikka ei aina ole normin méaaradmaé, vaan se voi olla myos jokin muu etéisyys-
funktio, joka toteuttaa metriikan méaéritelmén. Tarkastellaan diskreettid metriikkaa
0, joka on hieman erikoisempi funktio avaruuden etéisyyksien tarkastelemiseen.

ESIMERKKI 1.20. Olkoon X epatyhja joukko. Diskreetti metriikka ¢ joukossa X
médritellddn seuraavasti

W= 0,jos x = y.

Diskreetti metriikka toteuttaa selvéisti metriikan maaritelman kohdat (1) ja (2). Tar-
kastellaan mé&éritelmén kohtaa (3). Jos x,y ja z ovat kaikki samoja pisteitd, niin
yhtélon molemmat puolet ovat nollia, ja yhtdsuuruus péatee. Jos pisteista x, y, z aina-
kin yksi piste on erisuuri kuin muut, niin vasen puoli yhtélostd saa joko arvon 0 tai
1, ja oikea puoli yhtélosta joko arvon 1 tai 2. Téassékin tapauksessa kolmioepéayhtalo
selvisti pétee. Diskreetti metriikka toteuttaa siis kaikki méadritelmén kohdat, joten
d(z,y) on metriikka ja pari (X, d) metrinen avaruus.

Sama avaruus on mahdollista varustaa monella eri metriikalla. Tarkastellaan esi-
merkin avulla, millaisia vaikutuksia metriikan valitsemisella on tason R?* ympyrin
kayttaytymiseen.

ESIMERKKI 1.21. Olkoon S(0,7) = {x € R? : d(0,z) = r,7 > 0} r-séiteinen ympy-
rd tasossa R?. Valitaan ensin metriikaksi euklidisen normin maérittelemé metriikka ds.
Talloin kaikille z € S(0, ) pétee |x| = /a3 + 23 = r. Siis S(0,7) on tavallinen pyorea
r-siteinen ympyra metriikan do mielessa. Valitaan nyt metriikaksi diskreetti metriikka
0. Kiésitellddn erikseen tapaukset r # 1 ja r = 1. Tarkastellaan ensin tapausta r # 1.
Ympyra S(0,7) koostuu kaikista niisté pisteisté, joille patee d(z,0) = r # 1. Siispa
diskreetin metriikan mééritelmd mukaan 6(z,0) = 0 = r. Ympyran médritelméa kui-
tenkin sanoo, ettd r > 0, joten on oltava S(0,7) = (). Kun r = 1, niin ympyra S(0, )
koostuu kaikista pisteisté, joille pétee d(x,0) = r = 1. Diskreetin metriikan mé#éri-
telmén mukaan tdmén toteuttavat kaikki x € R?\ {0}. Siispé diskreetin metriikan §
mielessd S(0, ) on joko tyhja joukko tai taso, josta on poistettu origo.

1.3. Taydellisyys

Osa metrisistd avaruuksista on téaydellisid, ja myohemmin tullaan huomaamaan,
ettd taydellisyys antaa avaruudelle hyodyllisid ominaisuuksia. Metrinen avaruus on
taydellinen, jos jokainen Cauchyn jono suppenee kyseisesséd avaruudessa. Jotta voi-
daan madritelld, mitd tarkoittaa, ettd jokainen Cauchyn jono suppenee metrisessi



10 1. TARKEITA KASITTEITA

avaruudessa, on ensin médriteltdva Cauhcyn jono ja jonon suppeneminen metrisessi
avaruudessa.

MAARITELMA 1.22. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Jono z,, € X on Cauchyn
jono, jos ja vain jos jokaiselle ¢ > 0 on olemassa N € N siten, ettd d(z,,z,) < €
kaikille n,m > N.

MAARITELMA 1.23. Jono (z,)%, suppenee metrisessé avaruudessa (X, d) kohti
raja-arvoa r € X jos ja vain jos jokaiselle £ > 0 on olemassa N. € N siten, ettd
d(zp,z) <e, kunn > N..

MAARITELMA 1.24. Metrinen avaruus on tdydellinen, jos sen jokainen Cauchyn
jono suppenee.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkid metrisestd avaruudesta, joka on taydellinen.

ESIMERKKI 1.25. Esimerkiksi jonoavaruus [, p > 0 on tdydellinen metrinen ava-
ruus. Aiemmin on jo todettu, ettd jonoavaruus [P on metrinen avaruus. Nyt riittda
osoittaa, ettd se on tédydellinen.

Tobistus. Olkoon (x,) Cauchyn jono [P:ssa, ja

Ty = (xnlvxn% s )
Télloin jokaiselle € > 0 on olemassa kokonaisluku N siten, etté jokaiselle koordinaatille
i patee

oo
|Tni — TP < Z | — TP = d(Tn, xm)? <€
j=1
kaikilla n > N ja m > N, eli jokainen koordinaattijono (z, ;) kaikilla ¢ on Cauchyn
jono R: ssé. Koska R on tdydellinen metrinen avaruus, niin on olemassa luvut y; siten,
ettd jokaisella 7 = 1,2, ...

(xn,i) — Yi,
kun n — oo. Halutaan ndyttad, ettd y = (y;) € ¥ ja ettd (z,) — y.
Nyt jokaiselle € > 0 on olemassa N, jolle

,
n,m>N — Z [T — xmal? <€
i=1
kaikille r» > 0. Kun m — o0, niin saadaan kun n > N

r
Z ’xn,i - yz|p S €
=1

kaikille » > 0. Kun r — oo saadaan kun n > N,

oo
Z |:L‘n,i - yi|p S €
i=1

josta seuraa, ettd (x,) —y € IP jasiis y =y — (z,) + (x,) € IP ja liséksi (x,) — v.
Siis jokainen Cauchyn jono suppenee avaruudessa [?, joten [, p > 0 on tdydellinen
metrinen avaruus. ]
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Kaikki metriset avaruudet eivit ole taydellisia. Tarkastellaan sisdtuloavaruutta,
joka ei ole téaydellinen.

ESIMERKKI 1.26. Jatkuvien funktioiden avaruus C([a, b}, R) varustettuna sisitu-
lolla

mm:/ﬂmwﬁ

on sisétuloavaruus (ks. esimerkki 1.9), mutta se ei ole taydellinen. Avaruus C([a, b], R)
on varustettu metriikalla

b
df(a).9(@) = [ 11(@) - gla)ldz
Osoitetaan, ettd taméa avaruus ei ole taydellinen.

TobisTus. Mééritellddn jono funktioita f,(x) vélilld [0, 1] siten, ettd

07 kun xz € 07 %]
TAORS FEE R S e
1, kun z € [§ + 1, 1]

y:.ftl{:m)

Kuva 1.1. Jono funktioita f,, suppenee kohti epéjatkuvaa funktiota,
kun n kasvaa rajatta.

Funktiot f,, ovat kaikki jatkuvia. Osoitetaan seuraavaksi, ettéd jono f,, on Cauchyn
jono. Olkoon m > n. Kaikki jonon funktiot on méaritelty vélilla [0, 1]. Liséksi kaikki
funktiot f,,, m > n ovat samoja viélilla [0, %] ja [% + %, 1]. Riittaa siis tarkastella valia
[%, % + %], jossa funktioiden arvot poikkeavat toisistaan. Tamén vélin pituus on %, ja
talld valilld | f,,(z) — fiu(x)] < 1. Voidaan siis arvioida funktioiden f,, ja f,, etdisyytté
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1 ] .
/ |fu(@) = fn(z)|de < — <e kunn > —
0 n £

Siis kun n > L, niin d(f,, fn) < &, joten funktioiden jono f, on Cauchyn jono.
Kun n ldhestyy ddretonté, funktioiden jono f,, suppenee kohti funktiota

f) = {0, kun z € [0, 1]

1, kunz €]3,1],

joka ei ole jatkuva funktio. Koska se ei ole jatkuva funktio, se ei tietenkéddn kuulu
jatkuvien funktioiden avaruuteen. Funktioiden jono ei siis suppene joukossa C10,1].
Loydettiin funktioiden jono f,, joka on Cauchyn jono, mutta ei suppene joukossa
(0, 1]. Siispé jatkuvien funktioiden avaruus ei ole tdydellinen, koska jokainen Cauc-
hyn jono ei suppene kyseisessé avaruudessa. O

Vertaamalla kahta edellistd esimerkkid huomataan ero taydellisen ja epétaydelli-
sen metrisen avaruuden véalilli. Molemmissa avaruuksissa tarkastellaan Cauchyn jo-
nojen suppenemista. Huomionarvoisen jalkimmaéisesté esimerkisté tekee se, etté vaik-
ka loydettiin funktio, johon Cauchyn jono suppenee, tidméi funktio ei ole kyseisessé
avaruudessa C[0, 1]. Taydellisen metrisesté avaruudesta tekee juuri se, ettéd jokainen
Cauchyn jono suppenee nimenomaan kyseisessé avaruudessa, kuten jonoavaruuden [”
kohdalla kéy.

Téaydellisien avaruuksien aliavaruudet eivét aina ole taydellisia. Myohempéad var-
ten tarvitaan tulosta, joka kertoo, milloin aliavaruus on tédydellinen. Osoitetaan seu-
raavaksi tarked tulos tdhén liittyen. Mééaritellddn ensin, mitd tarkoittaa suljettu ali-
avaruus.

MAARITELMA 1.27. Normiavaruuden H aliavaruus A on suljettu, jos jokaisen
suppenevan jonon (), jossa x,, € A kaikilla n, raja-arvo = kuuluu myos aliavaruuteen

A.

LAuse 1.28. Tdaydellisen normiavaruuden V aliavaruus S on tdydellinen, jos ja
vain jos se on suljettu.

TobisTus. Olkoon S suljettu V:n aliavaruus ja z,, Cauchyn jono S:ssi. Koska V'
on tiydellinen, niin jono x, suppenee johonkin x € V. Téllsin o € S, ja koska S on
suljettu, niin S = S. Niin ollen z € S. Tésté seuraa, etté jokainen Cauchyn jono
suppenee S:ssé , joten S on tdydellinen.

Olkoon S téydellinen V:n aliavaruus ja x € S. Talloin sulkeuman médritelmin
nojalla on olemassa Cauchyn jono z, € S, joka suppenee pisteeseen x € V. Koska S
on taydellinen, on oltava myos s’ € S, siten etta x,, suppenee tdhin pisteeseen. Koska
raja-arvo on yksikésitteinen, on oltava r = s'. U

HUOMAUTUS 1.29. Merkinnilld S tarkoitetaan tissd joukon S sulkeumaa.

Téssé kappaleessa on tutustuttu sisdtuloavaruuksiin ja taydellisiin metrisiin ava-
ruuksiin. Sisétulo ja tdydellisyys ovat hyodyllisid ominaisuuksia vektoriavaruuden tut-
kimisen kannalta, koska ne tekevét mahdolliseksi joidenkin euklidisesta avaruudesta
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tuttujen tulosten yleistdmisen ddretonulotteisille vektoriavaruuksille. Vektoriavaruuk-
sia, jotka ovat tédydellisid sisdtuloavaruuksia, kutsutaan Hilbertin avaruuksiksi.

MAARITELMA 1.30. Hilbertin avaruus on taydellinen sisdtuloavaruus.

ESIMERKKI 1.31. Yksi tdrkeimmistéa esimerkeistd Hilbertin avaruuksista on David
Hilbertin vuonna 1912 esittimi jonoavaruus 2, johon kuuluu kaikki kompleksiset
jonot (s,), joilla on ominaisuus

Z |5, |* < 0.

Avaruudessa [? sisitulo madritelldan

oo
((sn), (tn)) = Z Sntn.-
n=0
Kuten aiemmin osoitettiin, /2 on sisituloavaruus ja tdydellinen metrinen avaruus. Niin
ollen se on Hilbertin avaruus. On kuitenkin téarkedd muistaa, ettd muut [ -avaruudet
eiviat ole Hilbert avaruuksia, silld vaikka ne ovat tdydellisid metrisid avaruuksia, ne
eivit ole sisdtuloavaruuksia.






LUKU 2

Projektiolause

Téassé kappaleessa tarkastellaan projektiolausetta ensin #dérellisulotteisessa ja sit-
ten ddretonulotteisessa vektoriavaruudessa. Huomiota kiinnitetdédn erityisesti siihen,
miké tekee ddretonulotteisesta vektoriavaruudesta erilaisen verrattuna &arellisulot-
teiseen vektoriavaruuteen. Téarkedd on ymmértdd, miksi projektiolause ei toimi sa-
moin adretonulotteisille vektoriavaruuksille kuin se toimii euklidiselle avaruudelle.
Projektiolause perustuu vektoreiden vilisen ortogonaalisuuden tarkasteluun. Kési-
telladn aluksi ortogonaalisuutta.

2.1. Ortogonaalisuus

Kolmiulotteista vektoriavaruutta tarkasteltaessa vektoreiden sisdtulo, tutummal-
ta nimeltdén pistetulo on nolla, kun vektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. Kun
tarkastellaan yleistd vektoriavaruutta, kdytetddn kohtisuoruuden sijaan késitetta or-
togonaalisuus. Ortogonaalisuus mééritelldén sisétulon avulla, joten tarkastelu on ra-
jattava koskemaan sisédtulolla varustettuja vektoriavaruuksia, eli sisdtuloavaruuksia.
Kuten aiemmin todettiin, koko euklidinen avaruus on sisdtuloavaruus, joten orto-
gonaalisuus voidaan méaritelld koko R™:ssd. Kun tarkastellaan yleisesti vektoriava-
ruuksia, ortogonaalisuutta ei voida tutkia kaikissa vektoriavaruuksissa. Esimerkiksi
jonoavaruuksien [, p # 2 tutkimisessa ei voida hyodyntédd ortogonaalisuuden omi-
naisuutta, koska esimerkin 1.15 mukaan ndmé avaruudet eivéit ole sisédtuloavaruuk-
sia. Téssé kappaleessa keskitytddnkin tarkastelemaan ainoastaan sisédtuloavaruuksia.
Méaritellddn nyt ortogonaalisuus sisdtuloavaruuksille.

MAARITELMA 2.1. Olkoon V sisédtuloavaruus. Vektorit z ja y ovat ortogonaalisia,
eli L y, jos sisdtulo (x,y) = 0 . Jos lisdksi kummankin vektorin normi on yksi eli
|lz|| = 1 ja |ly|| = 1, vektorit = ja y ovat ortonormaalit.

Lisdksi samoin kuin euklidisessa avaruudessa, voidaan mééritella sisdtuloavaruu-
dessa joukkojen keskinédinen ortogonaalisuus ja ortogonaalisen joukon késite.

MAARITELMA 2.2. Sisdtuloavaruuden V osajoukot T ja S ovat ortogonaaliset, jos
kaikille s € S ja kaikille ¢ € T pétee (s,t) = 0. Osajoukon S ortogonaalikomplementti
on joukko

St={veVplS}

MAARITELMA 2.3. Epétyhji joukko K sisdtuloavaruudessa on ortogonaalinen, jos
u L v kaikille u # v € K. Liséksi, jos jokaisen vektorin v € K normi on yksi, eli
|lul| =1, kaikilla u € K, joukon K sanotaan olevan ortonormaali joukko.

ESIMERKKI 2.4. R™:n standardikannan vektorit muodostavat ortonormaalin jou-
kon. Euklidisessa avaruudessa standardikannan vektorilla tarkoitetaan vektoria e;,

15
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jonka i:s koordinaatti on 1, ja kaikki muut koordinaatit nollia. N&in ollen standardi-
kannan jokainen vektori on pituudeltaan yksi. Liséksi e; L e; kaikille 7 # j.

Ortogonaalisuuden ominaisuuden avulla saadaan yleistettyéd térkeitd tuloksia si-
satuloavaruuksille. Tiedetdén, etta euklidisen avaruuden vektoreille a ja b pétee Pyt-
hagoraan lause

la = b]|* = llal|* + [Ib]]* < a L b.

Yleistetdan Pythagoraan lause sisdtuloavaruuksille.

LAUSE 2.5. Olkoon V sisdtuloavaruus ja joukko xi,xs, ..., T, ortogonaalinen, eli
(x;,x;) = 0 katkilla @ # j. Talloin pdtee

n n
1> il = llagll?
j=1 i=1

TobisTtus. Todistetaan tdméa induktiotodistuksella. Osoitetaan ensin perusaskel
eli tapaus kun n = 2. Télloin

2
1> @il = llor + 22
j=1

= (21 + T, T, + T3)
= (9517951> + <55175U2> + (932>$1> + <I2,ZE2>
= [|z1||” + [J@2||? + (21, 22) + (22, 21)

= [lo]* + [|z2]”

2
= Ml
j=1

ortogonaalisuuden nojalla. Siis perusaskel n = 2 on todistettu todeksi. Tehd&én
induktio-oletus. Oletetaan, ettéd lause on tosi jollain n = k. Siis oletetaan, etta

k k
1Y il = " llayl?
j=1 Jj=1

Bl oy + @ + oo+ il = |2 4 ] + .+ a2

Seuraavaksi tehdéddn induktiovéite. Nyt halutaan osoittaa, etté lause on tosi myos,
kun n =k + 1.

Merkitddan summaa Z?Zl x; = vy, jolloin y on vektorien summana saatu vektori,
ja v ja xp1 ovat ortogonaaliset. Niin saadaan kirjoitettua summa kahden vektorin
avulla ja kdytettya viitteen todistamiseen tapausta n = 2 seuraavasti
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k+1
1> " 22 = o + 22+ oo+ @
j=1

= Iy + zeaal” = lyl* + lzps |

k
= 1> 2l + llwll”
j=1

k
=D asllP + o |
j=1

k+1

=yl
j=1

Siispé induktiovéite on tosi ja tapaus pétee kaikille n > k.

2.2. Projektiolause euklidisessa avaruudessa

Tassa kappaleessa tarkastellaan projektiolausetta R™:ssd. Koko euklidinen avaruus
on taydellinen sisdtuloavaruus, joten projektiolause osoittautuu toimivan koko R™:ssé.
Havainnollistetaan ensin, mité pisteen ortogonaaliprojektio tarkoittaa konkreettisesti
kolmiulotteisessa avaruudessa R3.

Avaruudessa R? pisteen z ortogonaaliprojektio tasolla U tarkoittaa pisteen kaut-
ta kulkevan tason normaalin ja tason leikkauspistettd. Pythagoraan lauseesta seuraa,
ettd pisteen x lyhin etéisyys tasosta on pisteen x ja sen ortogonaaliprojektion p véli-
nen etéisyys. Liséksi pisteen x ja sen ortogonaaliprojektion kautta piirretty suora on
kohtisuorassa tasoa U vastaan.

Kuva 2.1. Pisteen z ortogonaaliprojektio p tasolle U avaruudessa R3.
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Euklidisessa avaruudessa R™ jokaiselle pisteelle z € R™ on olemassa ortogonaali-
projektio, jolla on samat ominaisuudet kuin ortogonaaliprojektiolla kolmiulotteisessa
avaruudessa. Fuklidisessa avaruudessa kuitenkin tason sijasta x:n ortogonaaliprojek-
tio on olemassa R™:n aliavaruudelle. Lisédksi ortogonaalisuuteen liittyy tapauksissa
n = 2 ja n = 3 geometrisia tulkintoja, joita on hankalampi tehda, kun n > 3. Vaikka
késitteet eroavat tutuista kolmiulotteisen avaruuden késitteistéd, euklidisen avaruuden
abstraktimpaa tilannetta voidaan havainnollistaa kuvan 2.1 kaltaisen kolmiulotteisen
tilanteen avulla, jotta sen ymmértdminen olisi helpompaa. Madritelladn nyt ortogo-
naaliprojektio euklidisessa avaruudessa R"™.

MAARITELMA 2.6. Olkoon U avaruuden R™:n aliavaruus, ja {ey, e, ..., e}, jossa
k < n, sen ortogonaalinen kanta. Jos z € R", niin aliavaruuden U pistetta p,

k

: {z,e1) (z, €5) (z,ex)
p= Proj,v = ——=e1 + ———ea+ ... + ——ep, = ¥ (¥, €)e;,
el lez] lex] ;

sanotaan z:n ortogonaaliprojektioksi avaruudelle U, ja x € R".

Télle z:n ortogonaaliprojektiolle avaruudessa R™ on voimassa seuraava projektio-
lause.

LAuse 2.7. Olkoon U avaruuden R"™:n aliavaruus ja x € R™. Talloin seuraavat
ovat yhtdapitivid:

(1) p= Z<$Z, e;ye; eli p on x:n ortogonaaliprojektio aliavaruudelle U
i=1

(2) peUja(z—p) eUt

(3) llz — pl| = minyey |z — y||

Tobistus. Todistetaan, ettd ehdosta (1) seuraa ehto (2), siis ettd (z —p, U) = 0.
On siis osoitettava, etté kaikilla u € U (x —p, u) = 0. Jokainen aliavaruuden U vektori
u voidaan esittédd kantavektoreiden avulla seuraavasti

n
u = E Ujej
=1

Siis
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<p> u> = <Z<x> 6i>€i7 Zuj6j>

i=

=3 (xeuiles, e5)

i=1 j=1

Siispd (p, u) — (z,u) = 0 & (x — p,u) = 0. Tésti seuraa, ettd (z — p) € U™,

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ehdosta (2) seuraa ehto (3). On siis osoitettava, etta
kaikilla y € U, ||z — p|| < ||l — y||. Tiedetdédn ehdon (2) nojalla, ettd (z — p) L U.
Siis (z — p) L u kaikilla w € U. Olkoon u = (p — y). Koska p € U ja y € U, niin
aliavaruuden mééritelmén nojalla p—y € U. Tésté seuraa, ettd ((z —p), (p—y)) =0,
ja lauseen 2.5 nojalla

lz = ylI* = llz = plI* + llp — ylI* > ll= — %,
koska ||p — y||* > 0. Siispé ||z — y|| > ||z — p|| kaikilla y € U.

Osoitetaan vield, ettd kohdasta (3) seuraa kohta (1). Olkoon z € R" ja u € U.
Oletetaan, ettéd ||z — u|| = mingepy ||z — y||, eli ||z —u|| < ||z — y||. Koska tdmé ehto
pétee kaikille y € U, se patee my6s ehdon (1) pisteelle p € U. Koska ehdon (2) nojalla
(x — p,p) = 0, niin Pythagoraan lause sanoo, etti ||z — p||> + ||p — u||* = ||z — u|*.
Jos nyt ||p — ul|? > 0, niin oletuksen ep#yhtild ei toteudu. On siis oltava p = u, joten
chdon (3) toteuttavien pisteiden on toteutettava ehdon (1) lauseke. O

Projektiolause voidaan esittdd myos aliavaruuden ja sen ortogonaalikomplementin
suoran summan avulla. Avaruuden V aliavaruuksien A ja B suora summa tarkoittaa
sitd, ettd jokainen avaruuden V' vektori voidaan esittdd yksikésitteisesti aliavaruuden
A ja aliavaruuden B summana.

MAARITELMA 2.8. Avaruuden V aliavaruuksien A ja B summa on

A+B={a+blacAbec B}

Summa on suora summa eli A @ B, jos jokaisen vektorin v € A 4+ B esitys vekto-
reiden a ja b summana on yksikésitteinen.

Projektiolauseen avulla voidaan osoittaa, ettd ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus
on sen aliavaruuden ja aliavaruuden ortogonaalikomplementin suora summa. T&t&
tulosta varten on osoitettava vield seuraava lemma.

LEMMA 2.9. Olkoon V' n-ulotteinen avaruus, n < oo, ja S sen aliavaruus. Tdlloin
(1) S+S+t=V
(2) Snst={0}
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Tobistus. Olkoon x € V ja olkoon liséksi p x:n ortogonaaliprojektio S:ssé. Tél-
16in Lauseen 2.7 nojalla (z — p) € S*. Lisiiksi jokainen x € V voidaan kirjoittaa
muodossa

joten jokainen V':m alkio voidaan siis lausua S:n ja S+m alkioiden summana. Tamé
osoittaa kohdan (1) todeksi.

Osoitetaan vield kohta (2). Tehddin antiteesi, ettd on olemassa z € SN S+, 2 # 0.
Nyt siis 2 € S ja lisiksi z € St. Tamé tarkoittaa ortogonaalikomplementin mééri-
telmén perusteella sité, ettd (z,z) = 0. Sisdtulon méadritelmén nojalla (z,z) = 0 jos
ja vain jos z = 0. Tamé& on ristiriita antiteesin kanssa, joten leikkauksessa on oltava
ainoastaan nollavektori. Siispa kohta (2) on tosi. O

LAUSE 2.10. Olkoon V ddrellisulotteinen avaruus ja S sen aliavaruus. Tdlloin

SeSt=V

Kéaytdnnossda tamé tarkoittaa sitd, ettd jokainen avaruuden V' vektori voidaan
esittdd kahden keskendén ortogonaalisen vektorin summana, eli tarkemmin jokaiselle
v € V on olemassa yksikisitteiset vektorit s € S ja st € St siten etti

s—l—sL:v.

Lemmasta 2.9 seuraa suoraan, etté jokainen v € V' voidaan esittdéd vektoreiden s € S
ja st € S+ summana. Osoitetaan vield, ettd timé esitys on yksikésitteinen.

TobisTus. Tehdédén antiteesi, ettd on olemassa tdmén esityksen lisidksi vektorit
r € Sjart e Stsiten, ettid r + 1t = v. Téstd seuraa, ettd

r+rt=v=s5+s"

Sr+rt=s+s"

sr—s=s"—rt

Aliavaruuden mééritelmén nojalla r — s € S ja st — r+ € S*+. Lemma 2.9 sanoo,

etté joukoilla S ja S+ on vain yksi yhteinen alkio, 0. Niinpa r —s = 0 ja r+ — s+ = 0.
Tisté seuraa, ettd r = s ja r- = st. Siis vektorin v € Vesitys sen aliavaruuden ja
aliavaruuden ortogonaalikomplementin suorana summana on yksikésitteinen.

O

Kuten lemman 2.9 todistuksesta kiy ilmi, lause 2.10 seuraa lauseen 2.7 kohdasta
(2). Itse asiassa lauseet 2.7 ja 2.10 ilmaisevat saman asian. Jos € V| niin lause 2.10
sanoo, ettid on olemassa yksikisitteiset p € U ja pt € U+ siten, ettd v = p + p*.
Téstd seuraa, etti p- = x — p, joka on lauseen 2.7 kohta (2). Koska lauseen ehdot
ovat yhtépitédvid, muut kohdat seuraavat tasta.
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2.3. Projektiolause ddretonulotteisessa avaruudessa

Kuten dérellisulotteisen avaruuden tapauksessa huomattiin, projektiolause perus-
tuu ortogonaalisuuteen, joka taas maéaritelldan sisdtulon avulla. Toisin kuin R", kaikki
vektoriavaruudet eivéit ole sisédtuloavaruuksia. Jotta projektiolause voidaan yleistaa
kaikille vektoriavaruuksille, on keskityttdva tarkastelemaan pelkéstdan sisdtuloava-
ruuksia.

Projektiolausetta ei voida kuitenkaan suoraan yleistéda kaikille sisdtuloavaruuksil-
le, koska ddretonulotteisessa avaruudessa tulee eteen ongelmia, joita ei ole &darellisu-
lotteisessa vektoriavaruudessa. Katsotaan tapauksesta erdstd esimerkkié, joka havain-
nollistaa projektiolauseen ongelmaa déretonulotteisessa vektoriavaruudessa.

ESIMERKKI 2.11. Tarkastellaan jonoavaruutta /2. Tiedet#in, etté kyseesssd on #é-
retonulotteinen sisdtuloavaruus. Olkoon S standardikannan vektoreiden e; = (0, ..., 0, 1
virittdmé (%:n aliavaruus, jossa e;:n i:s koordinaatti on 1 ja kaikki muut koordinaa-
tit ovat nollia. Huomionarvoista on, ettd standardikannan vektoreiden virittama ali-
avaruus S koostuu kaikista standardikannan vektoreiden #érellisistd lineaarikombi-
naatioista. Sen sijaan jonoavaruus [? on direténulotteinen vektoriavaruus, joten sinne
siséltyy adrellisten lineaarikombinaatioiden lisdksi my6s darettomiéa lineaarikombinaa-
tioita standardikannan vektoreista. Jos z = x,, € S*, niin ortogonaalikomplementin
médritelmén nojalla (x,e;) = 0 kaikilla i. TAméa pétee tdssd tapauksessa vain, jos
z = 0. Siis St = {0}, eli ortogonaalikomplementissa on ainoastaan nollavektori. T#s-
ta seuraa, etta

S@St=8+#1
Niinpé projektiolause ei suoraan pade kaikille sisdtuloavaruuksille samalla tavalla kuin
adrellisulotteisessa vektoriavaruudessa.

Esimerkki havainnollistaa ongelmaa, jonka takia yleisen vektoriavaruuden kohdal-
la kaikkia sisdtuloavaruuksia ei voida esittdé aliavaruuden ja aliavaruuden ortogonaa-
likomplementin suorana summana. Tdméan ongelman takia projektiolausetta ei voida
yleistéd kaikille sisétuloavaruuksille samanlaisena kuin se on osoitettu R™:lle.

Projektiolause voidaan kuitenkin yleistdd kaikille sisdtuloavaruuksille ottamalla
aaretonulotteisen avaruuden ongelmat huomioon. Euklidinen avaruus on tédydellinen
sisdtuloavaruus, joten jokainen Cauchyn jono suppenee téssé avaruudessa. Koska d&-
rellisulotteisen avaruuden kaikki aliavaruudet ovat suljettuja, ne ovat lauseen 1.28
nojalla myds téaydellisid. Siksi ortogonaaliprojektio on aina olemassa euklidisessa ava-
ruudessa, ja projektiolause toimii sielld ongelmitta. Esimerkin 2.11 ongelma johtuu
siitd, ettéd aliavaruus S ei ole suljettu eiké se siksi ole myoskéddan taydellinen. Kuten
alemmin on huomattu, kaikki sisdtuloavaruudet eivit ole taydellisid, ja myoskaén si-
sdtuloavaruuksien aliavaruudet eivit aina ole taydellisia. Siksi ortogonaaliprojektiota
ei aina ole olemassa ddretonulotteisessa sisdtuloavaruudessa, eikéd télldin projektio-
lausekaan ole voimassa.

Tarkastellaan projektiolausetta dédretonulotteisissa sisdtuloavaruuksissa. Léhde-
taén liikkeelle parhaan approksimaation ongelmasta. Adrellisulotteisessa tapauksessa
projektiolause sanoi, etté jokaiselle avaruuden R™ alkiolle x on olemassa alivaruudessa
U alkio, joka on lahimpéanéd alkiota x. Osoitetaan nyt, ettd myos dédretonulotteisessa
avaruudessa jokaiselle sisdtuloavaruuden V' alkiolle s 16ytyy sen taydellisestd kovenk-
sista osajoukosta S alkio 5, joka on kaikkein ldhimpéné sisdtuloavaruuden alkiota s.
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Téata kaikkein ldhinté alkiota § kutsutaan s:n parhaaksi approksimaatioksi joukossa
S. Maéritellddn ensin lauseen ymmaértédmiseen tarvittavat késitteet.

MAARITELMA 2.12. Joukko W on konveksi, jos kaikille z,y € W pétee ra + (1 —
r)y € W kaikilla r € [0,1],7 € R.

LAUSE 2.13. Olkoon V sisdtuloavaruus ja olkoon S V:n tdydellinen konveksi os-
ajoukko. Tdlloin mille tahansa x € V' on olemassa yksikdsitteinen s € S, jolle pdtee

|z — 5| = inf ||z — s|| = 4.
ses
Tamd on paras approksimaatio x:lle S:ssd.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettéd ldhin piste on olemassa. Olkoon x € V ja

0 = inf ||z — s]|.
seS

T&lloin on olemassa jono s,, jolle patee
On = ||z — su|| = 0.

Olkoon y, = x — s, jolloin lauseen 1.12 nojalla

ke + y5l1% + llye — w5117 = 2(lwl” + llys1°) <
Yk +y
lye — uill? = 2(llwell? + lly;11?) — 4l ==—2117

Koska S on konveksi, niin mééritelmén 2.12 mukaan @ € S. Siispa
Yk T Yj Sk + 5
EaTE PR LR

Téasta seuraa, etté

Yk +y
lye = uill? = 2(llwell + lly;11?) — 4l ==—2117

< 2l l1* + Il 1I*) — 407
2(|lx = sell® + [z = s511*) — 46 — 0,

kun k,j — oo. Niinpd S:n konveksiudesta seuraa, ettd (y,) = (x — s,) on Cauchyn
jono médritelmén 1.22 nojalla. Koska y, = x — s, niin

sk = 551l = Iz = wr) = (= y)ll = lly; — el =0,
kun k, j — oo. Siis my6s jono (s,) on Cauchyn jono. S:n taydellisyydesti seuraa, ettd
(sn) — 5 € 5, ja koska normi on jatkuva, niin

|z — || = 9.
Osoitetaan vield s:n yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd on olemassa § € S ja s’ € S
joille patee
le =35l =d=z—5.
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Lauseen 1.12 nojalla, seuraa osajoukon S konveksiudesta, etté

15— 5'* = ll(z — &) — (= 3)|?
=2)|z — 5" + 2l|]z = &'|* — [|22 — 5 - &
5+
=2z = 5]° + 2w = &'I” = 4llx = —— I
< 26% +25% — 46% = 0.
Siispd § = &, ja siis § on yksikésitteisesti paras approksimaatio x:lle S:ssé. U

HuomauTUs 2.14. Normiavaruuden normi on jatkuva funktio. Todistus sivuute-
taan, ja se loytyy lahteesta [1].

Todistuksesta voidaan huomata, ettd lahimmén pisteen olemassaolo seuraa S:n
taydellisyydestéd. Koska jokaiselle Cauchyn jonolle z,, € V' pétee d(z,, ) < & jostakin
N_:sta lahtien, niin ldhin piste on varmasti olemassa aliavaruudessa S. Jos aliavaruus
S ei olisi taydellinen, niin téllaista pistettd ei aina olisi aliavaruudessa, koska olisi
mahdollista, ettd Cauchyn jonot suppenisivat aliavaruuden ulkopuolelle. Nyt tiede-
tadn, ettéd kaikissa tdydellisisséd ja konvekseissa sisédtuloavaruuden osajoukoissa S on
olemassa jokaiselle x € V yksikésitteinen paras approksimaatio 5. Aliavaruuden méaé-
ritelméista seuraa, ettd jokainen aliavaruus on myos konveksi joukko. Néin ollen lause
2.13 pétee my0s kaikille sisdtuloavaruuden S taydellisille aliavaruuksille. Seuraavaksi
osoitetaan, ettd S L (z — §).

LAUSE 2.15. Olkoon S sisdtuloavaruuden V' taydellinen aliavaruus. Tdlloin jokai-
selle x € V' paras approksimaatio S:ssd on yksikdasitteinen vektori 5 € S, jolle pdtee
r—§LS.

Tobistus. Oletetaan ensin, ettd x — s L S, ja § € S. Halutaan osoittaa, etté
talloin § on x:n paras approksimaatio aliavaruudessa S. Nyt jokaiselle s € S pétee
xr—3§ 1L s— 35, joten Pythagoraan lauseesta saadaan

lz = sl* = [lz = 3[1* + 1|5 = s]* > [l - 5],
jolloin
|z = 5| < [lz = sl| & [lz — 5| = inf |z — 5.
ses
Oletetaan nyt, ettd § € S on x:n paras approksimaatio S:ssé, eli jokaiselle s € S

|z —s|| > ||l — §|| = J. Osoitetaan, etta télloin . —s L S.
Olkoon s € S miké tahansa S:n alkio ja r € R. Téalloin
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||z — rsHQ = (r—rs,x—rs)
= ||lz[|* = 2r(z, s) + r*||s]]?

=MW+MWﬁ—w%%»
<ZE,S> 2 _ <I,S>2
EREE

= [lzll* + [IsI*(r -

Lauseke saa pienimmén arvonsa, kun

{z,s)

R TPTER

Sijoitetaan r = ry alkuperdiseen lausekkeeseen, jolloin saadaan lausekkeen pienim-
maksi arvoksi
(z,5)°

sl

lz = ros||* = [l]* —
Korvaamalla x nyt (z — 5):114 saadaan

[{z — 5, 5)|?
s}

|(z — 5, 5)
Il

x—5—rs|]?= |z —35|* - =4 —
| |

Koska § —rs € S, niin lauseen 2.13 nojalla ||z —§—rs|| = ||t — (§+7s)|| > ¢. Yhtélon
vasemman puolen on siis oltava ainakin 4, joten on oltava

e =5 5)°
[Is]]*
Téasta taas seuraa, etté
(x —5,5)=0
eliz—515.
O

Saatiin osoitettua ddretonulotteiselle taydelliselle sisdtuloavaruudelle V' kaksi tér-
kedd tulosta, jotka voidaan tiivistdd yhdeksi lauseeksi.

LAUSE 2.16. Olkoon S sisdtuloavaruuden V' tdaydellinen aliavaruus ja © € V.
Olkoon lisiksi s € S x:n ortogonaaliprojektio aliavaruudelle S. Tdlloin seuraavat
ovat yhtdapitivid

(1) s5€ Sjaxz—35€ St

(2) llz = sl = infues [ — 5|

Tamé on sama projektiolause kuin euklidiselle avaruudelle, mutta erona on se,
ettd addretonulotteisia vektoriavaruuksia késitellesséd lause pétee vain, jos aliavaruus
on téaydellinen.

Kuten aarellisulotteisen avaruuden tapauksessa, voidaan osoittaa, ettd Hilbertin
avaruus on sen aliavaruuden ja aliavaruuden ortogonaalikomplementin suora summa.
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Taméa voidaan osoittaa hyvin samalla tavalla kuin dérellisulotteisen avaruuden koh-
dalla lause 2.10. Tulosta varten on osoitettava seuraava lemma, joka vastaa euklidisen
avaruuden kohdalla osoitettua lemmaa 2.9.

LEMMA 2.17. Olkoon V ddretonulotteinen sisdtuloavaruus, ja S sen tdydellinen
aliavaruus. Tédlloin pitee
1) S+St=V
(2) SNSt={0}

TobisTus. Olkoon z € V ja st x:n ortogonaaliprojektio aliavaruudessa S. Lauseen
2.16 nojalla voidaan jokainen x € V kirjoittaa muodossa

r=s"+(xz—s"),
jossa st € S. Koska (z — st) € St niin selvisti jokaiselle z € V on olemassa vektorit
s € S ja st € St siten ettd

S+ st =z
Toisen kohdan osoittaminen menee samalla tavoin kuin aérellisulotteisille avaruuksil-
le. Tehdidn antiteesi, ettd on olemassa s € SN S+ ja s # 0. Siis s € S jas € S*.
Télloin (s, s) = 0, joka on sisdtulon méaaritelmén mukaan mahdollista vain jos s = 0.
TamA on ristiriita antiteesin kanssa, joten kohta (2) pétee. O

LAUSE 2.18. Olkoon V sisdtuloavaruus ja S sen tdydellinen aliavaruus. Tédlloin

V=Sost
Yleisesti tamd pdtee, jos S on Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus.

TobisTuS. Lemman 2.17 kohdan (1) perusteella jokainen z € Vvoidaan esittda
alkioiden s € S ja st € St summana s + st = x. Osoitetaan, etti timi esitys
on yksikésitteinen. Todistus on téysin samanlainen kuin &darellisulotteisen avaruuden
kohdalla. Tehd#én antiteesi, etté on olemassa timén esityksen lisiksir € S jart € S+
siten, ettd r + r* = x. Tésté seuraa, etté

7’4—7*:11:5—%5l

sr+rt=s+st

Sr—s=s —r.

Aliavaruuden médritelméin nojalla r — s € S ja st —r+ € St. Lemma 2.17 sanoo,
etté joukoilla S ja S+ on vain yksi yhteinen alkio, 0. Niimpd r —s = 0 ja rt — s+ = 0.
Tistd seuraa, ettd r = s ja r+ = s*. Siis alkion # € Vesitys sen aliavaruuden ja

aliavaruuden ortogonaalikomplementin suorana summana on yksikésitteinen U






LUKU 3

Hilbertin avaruuksien ominaisuuksia

Nyt kun projektiolause on saatu osoitettua Hilbertin avaruuksille, sen avulla voi-
daan osoittaa Hilbertin avaruuksille my6s muita kiinnostavia tuloksia. Aérellisulot-
teisessa avaruudessa joukko ortonormaaleja vektoreita muodostaa aliavaruuden orto-
normaalin kannan, jos vektorit virittavit aliavaruuden. Jokaiselle &irellisulotteiselle
aliavaruudelle voidaan muodostaa ortonormaali kanta minké tahansa aliavaruuden
kannan avulla. Hilbert -avaruudelle voidaan my6s méarittdaa ortonormaali kanta, toi-
selta nimeltdédn Hilbertin kanta. K&y ilmi, ettd jokaisella Hilbertin avaruudella on
Hilbertin kanta. Todistetaan ensin projektiolauseen avulla tuloksia, joiden hyoty ha-
vaitaan Hilbertin kannan ominaisuuksia tarkastellessa.

3.1. Projektiolauseesta seuraavia tuloksia

Projektiolauseen avulla voidaan osoittaa, ettd Hilbert -avaruudessa minka tahansa
epatyhjian osajoukon A C H virittdmé suljettu aliavaruus on sama kuin sen ortogo-
naalikomplementin ortogonaalikomplementti. Téata tulosta varten tarvitaan seuraava
lemma.

LEMMA 3.1. Olkoon H Hilbertin avaruus ja A sen osajoukko.
(1) A+ on H:mn suljettu aliavaruus.

(2) A+ = AL,

(3) A* = (a)" =AY

HuoMmauTus 3.2. Merkintd (A)tarkoittaa joukon A virittdmad aliavaruutta, ja

merkintd A joukon A sulkeumaa. Merkinnilld (A) tarkoitetaan joukon A virittaméi
suljettua aliavaruutta.

TobpisTus. Osoitetaan kohta (1). Olkoon z € At. Téllsin (x,a) = 0 kaikilla
a € A. Kaikilla z,y € At jar,s € R, (ra + sy,a) = r{x,a) + s{y,a) = 0. Siispi rz +
sy € AL, joten A+ on aliavaruus. Olkoon nyt z, — 2 € V ja z, € A*. Osoitetaan, etti
tilloin myos z € A+, Kaikillaa € A piitee (2, a) = (lim, o0 25, @) = im0 (2, @) = 0,
koska sisitulo on jatkuva. Siis z € A ja médritelméin 1.27 nojalla A+ on suljettu.

Osoitetaan kohta (2). Koska A on A:n sulkeuman osajoukko, niin kaikille a € A
pitee a € A. Nyt kaikille a’ € At pitee (a’,a) = 0 kaikilla a € A. Siispd (a/,a) = 0
pitee myos kaikille a € A. Niin ollen At C A*. Osoitetaan vield, ettd A+ C A*.
Kaikille ' € A+ piitee (d’,a) = 0 kaikilla a € A. Koska siséitulo on jatkuva, niin myos
kaikille @ € A pitee (a’,a) = 0. Niin ollen A+ = AL

Osoitetaan kohta (3). Osoitetaan ensin, ettd (A)+ C AL. Joukko A sisiltyy joukon
A virittdméin aliavaruuteen. Siis kaikille a € A pitee a € (A). Kaikille o’ € (A)*

27
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pitee (a’,a) = 0 kaikilla a € (A). Siis (d’,a) = 0 my6s kaikilla a € A, ja (A)t C AL
Osoitetaan nyt, etti AL C (A)L. Olkoon x € A%, jolloin (z,a) = 0 kaikilla a € A.
S

Télloin kaikille Y7 | Aja; € (A) pétee
(@, Nag) = Njlw,a;) =0,
j=1 j=1
ja siis # € (A)". Kohdan (1) nojalla (A4)% on suljettu aliavaruus, joten (A)+ =
—
(A)". O

HuomAuTUs 3.3. Sisdtulon jatkuvuus seuraa Cauchy-Schwarzin epayhtélosta ja
on todistettu ldhteessd [2]. Lemman avulla padstdin todistamaan seuraava lause.

LAUSE 3.4. Olkoon H Hilbertin avaruus.
(1) Jos M on H:n osajoukko, niin M++ = (M)

(2) Jos K on suljettu aliavaruus H :ssa, niin K+ = K

Tobistus. Todistetaan kohta (1). Lemman 3.1 kohta (3) sanoo, etté <Z\4)L =

M+, Koska (M) on suljettu, se on myds tdydellinen. T&lloin projektiolauseen 2.18

nojalla H = (M) & <]\4>L = (M) ® M*. Lemman 3.1 kohdan (1) mukaan M* on
suljettu. Tésté seuraa, ettd M+ on myos tiydellinen, ja projektiolauseen nojalla pétee
my6s H = M++ @ M=, Esityksen yksikisitteisyydesti seuraa, ettd M-+ = (M).

Osoitetaan kohta (2). Lemman 3.1 kohta (1) sanoo, etti K+ = @L. Lisaksi

tamén lauseen kohdan (1) nojalla K+ = (K). Siispi H = @@WL = K- eK*
Koska K on suljettu aliavaruus, se on myos tdaydellinen. Projektiolauseen nojalla siis
H = K @ K*. Tastd seuraa, etti K = K+,

g

3.2. Ortonormaalit kannat ja Hilbertin kannat

Ortonormaali kanta Hilbertin avaruudessa méaéaritelldadn hieman eri tavalla kuin
euklidisessa avaruudessa. Maaritellaan ensin aarellisulotteisen sisdtuloavaruuden or-
tonormaali kanta.

MAARITELMA 3.5. Olkoon V &drellisulotteinen sisdtuloavaruus ja S sen aliava-
ruus. Olkoon M = {my,...,m,} joukko vektoreita aliavaruudessa S. T&lloin Mon
aliavaruuden S kanta, jos M on lineaarisesti riippumaton joukko vektoreita, eli

rrmy+..+r,m,=0=ri=...=7r,=0

ja lisdksi M virittda S:n eli

S =span(M) = (M) = {rimy + ...+ r,ym, | r; e R,m; € M}
Jos lisdksi S:n vektorit muodostavat ortonormaalin joukon, M on S:n ortonormaali
kanta.

HuomAauTUs 3.6. Ortonormaali joukko on automaattisesti lineaarisesti riippuma-
ton. Tamé& tulos on osoitettu lihteessd [2].
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Ortonormaaleja kantoja ei voida helposti yleistaa kaikille déretonulotteisille ava-
ruuksille. Kun tarkastellaan ddretonulotteisia vektoriavaruuksia, ortonormaalit kan-
nat voidaan yleistdd ainoastaan Hilbert -avaruuksille. Hilbert -avaruuden ortonor-
maalin kannan méaritelmé ei ole samalla tavalla yksikésitteinen kuin #érellisulottei-
sen vektoriavaruuden kohdalla. Hilbert -avaruuden kanta mééaritellisin maksimaalisen
ortonormaalin joukon avulla. M&édritelméa varten on ensin ymmérrettava, mité tar-
koittaa osittain jarjestetty joukko. Méaritellddn tdmaé késite, ja tarkastellaan tuttua
esimerkkié osittain jarjestetysté joukosta.

MAARITELMA 3.7. Pari (P,~), jossa P on joukko ja ~ relaatio joukossa P on
osittain jérjestetty joukko, jos kaikille a, b, c € P pétee
(1) a ~ a kaikilla a € P.

(2) jos pétee a ~ b ja b ~ ¢, niin a ~ c.
(3) josa~bjabr~ a,niin a = b kaikilla a,b € P.

Paria (P, ~) kutsutaan téysin jarjestetyksi joukoksi eli ketjuksi, jos liséksi kaikilla
x,y € P patee x ~ y tai y ~ x.
ESIMERKKI 3.8. Esimerkiksi pari (R, <) on osittain jirjestetty joukko, koska
(1) kaikille z € R pétee = < z.

(2) jos x,y,z € R jalisdksi x < y ja y < z, niin talloin = < z.
(3) Josz <yjay <z niny=ux.

Lis#ksi pari (R, <) on tdysin jarjestetty joukko, silld kaikille z,y € R pétee x < y tai
y < x.

MAARITELMA 3.9. Olkoon P on osittain jirjestetty joukko ja m € P, siten ettd
jos m:lle patee m < p kaikilla p € P | niin siitd seuraa, ettd m = p. Téalléin m on
nimeltddn maksimaalinen alkio P:ssé.

MAARITELMA 3.10. Maksimaalista ortonormaalia joukkoa Hilbertin avaruudessa
H kutsutaan Hilbertin kannaksi H:lle.

Hilbertin avaruuden H maksimaalinen ortonormaali joukko M tarkoittaa joukkoa,
joka ei ole osa mitdén itseddn suurempaa ortonormaalia joukkoa. Toisin sanoen, jos
joukko M on maksimaalinen ortonormaali joukko, ja jos M C (), missd () on my0s
ortonormaali, niin M = (). Havainnollistetaan Hilbertin kannan késitettd esimerkin
avulla.

ESIMERKKI 3.11. Olkoon V = [2, ja olkoon M C [? joukko vektoreita muotoa
e = (0,..,0,1,0,...),

jossa e; : n i:s koordinaatti on 1 ja kaikki muut koordinaatit ovat nollia. Selvésti M
on ortogonaalinen joukko. Lisiiksi se on maksimaalinen. Olkoon = = (z,,) € I*, z # m
kaikilla m € M. Jos x:114 on ominaisuus x L M , niin

x; = (x,e;) =0
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kaikille ¢. T#sté seuraa, ettd x = 0. Siis mikiifin nollasta poikkeava vektori x € [, x #
m kaikilla m € M, ei ole ortogonaalinen M:n kanssa. Joukkoa M ei siis voida laajen-
taa milld&n nollasta poikkeavalla vektorilla x siten, ettd M U {x} olisi myds ortonor-
maali joukko. Niinpd M on maksimaalinen ortonormaali joukko eli Hilbertin kanta
sisituloavaruudelle /2.

Osoitetaan seuraavaksi Hilbertin kannoille tulos, joka kertoo hieman enemmén
Hilbertin kannan ominaisuuksista. Taméan tuloksen osoittamiseen tarvitaan lausetta
3.4.

LAUSE 3.12. Olkoon ) Hilbertin avaruuden H ortonormaali osajoukko. Tdlloin
seuraavat ovat yhtdpitdvid.

(1) @ on Hilbertin kanta.
(2) @ = {0}.
(3) (@) =H

TobpisTus. Osoitetaan ensin, etté kohdat (1) ja (2) seuraavat toisistaan. Olkoon Q)
Hilbertin kanta, jolloin se on maksimaalinen ortonormaali joukko. Tehd&én antiteesi,
ettéi on olemassa ¢’ € Q+, ¢’ # 0. Téllvin ortogonaalikomplementin mééritelmé sanoo,
ettd (¢, ¢) = 0 kaikilla ¢ € Q. Siispa {ﬁ}u@ on ortonormaali joukko. Maksimaalisen
ortonormaalin joukon mééritelmé sanoo, ettd jos Q@ C ({¢'} U @), niin Q@ = {¢'} U Q.
Siispd ¢’ € . Tdmé on ristiriita, koska @ N Q+ = {0}. Siis Q+ = {0}.

Jos taas Q+ = {0}, niin ei ole olemassa yhtiifin vektoria ¢’ € Q*, ¢’ # 0 siten, etti
(¢,q) = 0 kaikilla ¢ € Q. Siispd () on varmasti maksimaalinen ortonormaali joukko
eli se on Hilbertin kanta.

Osoitetaan, ettid kohdat (2) ja (3) seuraavat toisistaan. Olkoon Q+ = {0}. Siis
Q++ = {0}* = H. Koska Q on H:n osajoukko, niin Lauseen 3.4 nojalla Q++ = (Q).

Siispi (Q) = H. Oletetaan nyt, etti (Q) = H. Tilloin lemman 3.1 nojalla Q+ =
—1
(@) =H'={0}. O

Tamé tulos on tarked, koska se kertoo méaritelmédd enemmén Hilbertin kannan
ominaisuuksista. Ensinndkin Hilbertin avaruuden ortonormaalin kannan ortogonaali-
komplementti on aina {0}. Taémé& tarkoittaa sité, ettd ortonormaali joukko on mak-
simaalinen joukko, jos ja vain jos sen komplementti on {0}. Lis#ksi, jos ortonormaali
joukko @ C H on niin laaja, ettd kaikki H:n vektorit voidaan lausua lineaarikombi-
naatioina joukon @ alkioista, niin talloin (Q)) = H eli @ on Hilbertin kanta. Havain-
nollistetaan téta esimerkin avulla.

ESIMERKKI 3.13. Esimerkissa 2.11 huomattiin, ettd kantavektoreiden lineaarikom-
binaatioiden joukko ei ole sama kuin jonoavaruus (2. Muodostettu joukko koostuu
vain sellaisista [?:n vektoreista, joiden koordinaateista vain #érellisen moni on nollas-
ta eroava. Niiden lineaarikombinaatioiden sulkeumana saadaan kuitenkin koko (2.

3.3. Gram-Schmidtin ortogonalisointimenetelma

Téamén tutkielman viimeisend tuloksena osoitetaan, etté jokaisella Hilbert -avaruudella
on ortonormaali kanta. Tamé& tulos on erityisen tarkeé, koska tuloksen osoittamisen
jélkeen Hilbertin kantoja voidaan hyddyntdé misséd tahansa Hilbert -avaruudessa.
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Tarkastellaan kuitenkin aluksi dérellisulotteista vektoriavaruutta, ja osoitetaan,
ettd ddrellisulotteisessa sisdtuloavaruudessa jokaiselle aliavaruudelle voidaan 16ytéaa
ortonormaali kanta. Ortonormaali kanta voidaan muodostaa ortogonalisoimalla ja
normittamalla valmiiksi tunnettu aliavaruuden kanta. Muodostettu kanta virittaa tés-
mélleen saman aliavaruuden kuin alkuperdinen kanta.

Menetelméé, jossa aliavaruuden kannan {vy, ..., v} avulla muodostetaan joukko
vektoreita {uq,...,u;} siten, ettd u; = vy, ja jokainen vektori tdstd eteenpdin on
muotoa

n—1 <U U)
Up =y ZZ1 ()
jossa v, € {vy,..., v}, kutsutaan Gram-Schmidtin menetelmiksi. Menetelmé on ni-
metty tanskalaisen Jorgen Pedersen Gramin (1850-1916) ja saksalaisen Erhard Sch-
midtin (1876-1959) mukaan. Osoitetaan seuraavaksi, ettd Gram-Schmidtin menetel-
man avulla muodostettu joukko vektoreita on aliavaruuden ortonormaali kanta.

LAUSE 3.14. Olkoon V ddrellisulotteinen sisituloavaruus ja {vq,...,vx} sen kanta,
eli span{vy,...,v} = U. Olkoon joukko {us, ... ,u;} Gram-Schmidt -prosessin avulla
muodostettu joukko kannan vektoreista {us, ... ,u;}. Tdlloin joukko {uy,...,ux} on
aliavaruuden U ortonormaali kanta, eli

(1) Joukko {uq,...,ur} on lineaarisesti riippumaton.

(2) mille tahansa k =1, ...,n pdtee

span{uy, ..., ux} = span{vy,..., v}

TobisTus. Osoitetaan lause induktiotodistuksella. Osoitetaan ensin, ettd véite
péitee, kun n = 2. Gram-Schmidtin menetelmén mukaan u; = vy ja

g = vy — P21
<u17u1> '
Osoitetaan, ettd uq L uo.
Vg, U
<U1,U2> = <U2 - ﬁubuﬁ
Vg, U
= <UQ,U1> - guj u1>>< 1,U1> =0

Joukko {uy,us} on ortogonaalisena joukkona lineaarisesti riippumaton. Liséksi, koska
uy ja ug ovat kannan vektoreiden v; ja vy lineaarikombinaatioita, niin span{uy,us} =
span{vy, vy }. Siis viite pétee, kun n = 2 eli perusaskel on todistettu.

Tehd&én induktio-oletus. Oletetaan, ettd viite piatee kun n = k. Oletetaan, etté
joukko {u1,...,u;} on ortogonaalinen joukko vektoreita, ja jokainen joukon vektori
on muotoa

(U, uy) (U, ug) (U, Up—1)

J— —u —_ . e s —
<U1,U1> ! <U2;U2> ? <un717un71>

Up = Up n—1-
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Lisdksi span{uy,...,ux} = {v1,...,v}. Osoitetaan induktioviite, eli ettd viite
pétee, kun n = k + 1. Talloin

(e, v1) Ok, v2) Ok, )

1= U2 — Uk
<Ul7 U1> <UQ7 /02> <uk7 Uk;>

Uk+1 = Vg41 —

Olkoon nyt j < k+ 1.

N — (s — <Uk+1,ul>u _ <Uk+1,uz>u L <Uk+l>uk>u ws
V),
> <u27u3> <uk7uk> < k> J>'

Koska {u1,...,u;} on ortogonaalinen joukko, niin (uy,u;) = 0 kaikilla i # j. Siis

<Uk+17 uj>
{uj, uj)
Néin ollen myos joukko {us,...,urs1} on ortogonaalinen. Koska lisiksi joukko on
lineaarisesti riippumaton, ja jokainen joukon vektori on lineaarikombinaatio kannan
vektoreista, niin span{us, ..., ur1} = spanf{vy, ..., vgy1 . Muodostettu joukko on siis

ortogonaalinen joukko, ja se virittdéd aliavaruuden U, joten se on U:n ortonormaali
kanta. U

<uk+17uj> = <Uk+1auj> - <“j»Uj> = 0.

SEURAUS 3.15. Jokaisella ddrellisen sisdtuloavaruuden V aliavaruudella U on or-
tonormaalt kanta.

HuomauTus 3.16. Joukko {uy,...,ux} on ortonormaalina joukkona automaat-
tisesti lineaarisesti riippumaton. Koska tdmén joukon jokainen vektori on dérellinen
lineaarikombinaatio joukon {vy, ..., v} vektoreista, ja koska muodostetun joukon di-

mensio on sama kuin alkuperiisen joukon dimensio, niin muodostettu joukko virittaa
myos aliavaruuden U.

Gram-Schmidtin ortogonalisointimenetelméé ei voida suoraan soveltaa daretonu-
lotteisille vektoriavaruuksille, koska daretonulotteisen vektoriavaruuden kohdalla me-
netelmén avulla muodostetut vektorit eivat ole dérellisid lineaarikombinaatioita kan-
nan vektoreista. Voidaan kuitenkin osoittaa, etté jokaisella Hilbertin avaruudella on
ortonormaali kanta. Todistaminen tapahtuu Zornin lemman avulla. Zornin lemmaa
kiytetadn tassd aksioomana, mutta halutessaan sen todistuksen voi lukea ldhteesté

[5]-

LEMMA 3.17. Osittain jarjestetyssd joukossa (P, ~) on maksimaalinen alkio, jos
sen jokaisella tdysin jarjestetylla joukolla eli ketjulla on yldraja joukossa P.

Jarjestetyn joukon yléraja tarkoittaa samaa asiaa kuin joukon yldraja. Maéaritel-
laén jarjestetyn joukon ylédraja vield ennen varsinaista lauseen todistamista.

MAARITELMA 3.18. Olkoon p € P ja (P, ~) jérjestetty joukko. Talléin p on P:n
ylaraja, jos x < p kaikilla x € P.

LAUSE 3.19. Jokaisella Hilbertin avaruudella on ortonormaali kanta.



3.3. GRAM-SCHMIDTIN ORTOGONALISOINTIMENETELMA 33

TODISTUS. Zornin lemma sanoo, ettd osittain jirjestetyssi joukossa (P,~) on
maksimaalinen alkio, mikéli sen jokaisella taysin jirjestetylld osajoukolla eli ketjulla
on yléaraja joukossa P. Olkoon nyt P Hilbertin avaruuden ortonormaalit joukot. Tar-
kistetaan, ettéd jokaisella ortonormaaleista joukoista muodostetulla inkluusion 7 C ”
suhteen taysin jéarjestetylld joukolla A on yldraja eli supremum. Supremum on tésséi
sellainen ortonormaali joukko B C H, johon jokainen joukon A alkio siséltyy. Joukko
B on osajoukkojen a € A yhdiste

B=|]JA

acA
Koska A on kokoelma P:n osajoukkoja, ja koska P C H, niin kaikille a € A pétee
a € H. Osoitetaan, ettd B € P. Osoitetaan siis, ettd joukkojen A yhdiste B on myos
ortonormaali joukko. Olkoon z,y € B. Valitaan a,,a, € A siten, ettd x € a, ja
y € a,. Koska A on tdysin jarjestetty joukko, ja a,,a, € A, niin pétee a, C a, tai
a, C a,. Valitaan, ettd a, C a,. Nyt kaikille z € aypétee € a,, joten joukot ovat
ortogonaalisia tai samoja. U
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