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Tiivistelmi

Tamé Pro Gradu tutkielma késittelee Mobius-kuvauksia, hyperbolista geometriaa
seké néiden vialisia yhteyksia. Tutkielman alussa perehdytéddn kompleksilukujen pe-
rusominaisuuksiin seké tarkastellaan laajennettua kompleksitasoa, joka siséltéda nor-
maalin kompleksitason lisdksi ddarettomyyden. Lisdksi tarkastellaan suoria ja ympy-
roita laajennetussa kompleksitasossa stereografisen projektion avulla. Tamén jalkeen
siirrytéddan tarkastelemaan Mobius-kuvauksia. Mobius-kuvaukset ovat kompleksitason
kuvauksia, joita kdytetddn suorien ja ympyroiden kuvaamisessa esimerkiksi peilaus-
ja hyperbolisessa geometriassa. Mobius-kuvauksiin liittyvid ominaisuuksia ovat kiin-
topisteet, kaksoissuhde seké Mobius-kuvausten matriisiesitys. Matriisiesitys osoittau-
tuu hyodylliseksi tyokaluksi Mébius-kuvausten kddnteiskuvausten seké yhdistettyjen
Mobius-kuvausten etsinnéssa. Mobius-kuvauksen muita tarkeitd ominaisuuksia geo-
metrian kannalta ovat, ettd Mobius-kuvaus kuvaa yleistetyt ympyrét yleistetyiksi ym-
pyroiksi sekd Mobius-kuvaukset séilyttavit suorien tai kdyrien véliset kulmien suu-
ruudet.

Tamén jalkeen siirrytdén tarkastelemaan lyhyesti peilausgeometriaa. Alkuun méa-
ritellddn peilausgeometrian ominaisuuksia, kuten peilaus ympyréan suhteen. Peilauk-
sia késitelldan sekd yksikkdympyran, ettd minka tahansa ympyréan C' suhteen. Peilaus
ympyrin suhteen eroaa euklidisesta peilauksesta, silld se ei aina kuvaa suoria suoriksi.
Peilauskuvauksen mééaritelmén jéalkeen toteamme, ettéd peilauskuvaus toimii déretto-
myyspistettd lukuunottamatta samoin kuin Euklidinen peilaus suoran suhteen. Tut-
kielmassa tarkastellaan lisdksi Mobius-kuvausten ja peilausgeometrian vélistéd yhteyt-
ta. Tutkielmassa osoitetaan, ettd Mobius-kuvaus on peilausten algebrallinen esitysta-
pa ja jokainen Mobius-kuvaus voidaan esittdd peilauskuvauksena ja jokainen peilaus
voidaan esittdd Mobius-kuvauksen ja kompleksikonjugaatin avulla.

Luvussa 5 siirrytdén tarkastelemaan Hyperbolista geometriaa. Hyperbolinen geo-
metria eroaa Euklidisesta geometriasta paralleeliaksiooman, eli yhdensuuntaisuuden
suhteen. Tutkielmassa tarkastellaan hyperbolista geometriaa Henri Poincarén luoman
Poincarén kiekkomallin mukaan. Kiekkomallissa tarkasteltava avaruus rajoittuu yk-
sikkokiekon sisélld oleviin pisteisiin, suoriin ja ympyroihin niin, miten ne yksikkokie-
kossa esiintyvét. Hyperbolisen geometrian luvussa méaritellidn hyperbolisen suoran
késite, hyperbolisten suorien yhdensuuntaisuus seké aikaisemmin esitettyjen peilaus-
ten ominaisuuksia kiekkomallissa. Méérittelemme hyperbolisen kuvauksen ja tarkas-
telemme miten hyperbolinen kuvaus kuvaa hyperbolisia suoria, pisteitd ja kulmia.

Viimeisessid luvussa yhdistetdén tutkielmassa esiteltyja tietoja ja tarkastellaan
Mébius-kuvausten ja hyperbolisen geometrian vélistd yhteyttd. Viimeisen luvun paé-
tulos on, ettd hyperbolinen kuvaus voidaan esittdd Mobius-kuvauksen ja kompleksi-
jonkugaatin yhdisteené, jolloin M&ébius-kuvausten ominaisuudet ovat voimassa hyper-
bolisessa geometriassa.
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1. Johdanto

Tassa tutkielmassa tutustutaan Mobius-kuvauksiin ja hyperboliseen geometriaan,
seké néiden viliseen yhteyteen. Tutkielman aikana tuloksia verrataan Fuklidiseen se-
ké affiiniin geometriaan. Lukijan oletetaan tietdvan Euklidisen geometrian ominai-
suuksia sekd matematiikan peruslaskusdannot.

Tutkielman pédasiallisina ldhteiné toimivat Beardonin teos Algebra and Geometry
[2] ,Brannan, Esplen ja Grayn teos Geometry [1] sekd Anderssonin teos Hyperbolic
Geometry [4]. Niitd todistuksia, joita ei tdstd tutkielmasta loydy, ovat 16ydettavissa
kirjaldhteisté, jotka ovat kirjattuna tutkielman loppuun ldhdeluetteloon.

Aivan tutkielman alussa tarkastellaan lyhyesti kompleksilukuja, niiden ominai-
suuksia sekd laajennettua kompleksitasoa. Kompleksiluku on muotoa = + iy oleva
luku, missé 4 on imaginaariyksikko, jolle pitee 2 = —1. Laajennettu kompleksitaso
sisaltdd normaalin kompleksitason liséksi dédrettomyyden, jolloin suoria, jotka kulke-
vat ddrettomyyden kautta kutsutaan laajennetuiksi suoriksi. Laajennetuista suorista
ja ympyroistd muodostetaan yleisempi késite yleistetty ympyrd joka on joko laajen-
nettu suora tai ympyra laajennetussa kompleksitasossa. Ensimméisessd luvussa tar-
kastellaan liséksi suorien ja ympyroéiden kuvautumista stereografisessa projektiossa ja
todetaan, ettd stereografinen projektio kuvaa suorat ja ympyrat ympyroiksi.

Luvussa 3 siirrytdén tarkastelemaan Mobius-kuvauksia. Mobius-kuvaukset ovat
saaneet nimensid Saksalaisen August Ferdinand Mobiuksen (1790-1868, Saksa) mu-
kaan. Mobiuksen tunnetuimpia tuloksia on Mébius-nauhan 16ytédminen yhdessé John
Benedict Listingin (1808-1882, saksa) kanssa. Téssd tutkielmassa keskitytéadn kui-
tenkin Mobiuksen mukaan nimettyihin Mobius-kuvauksiin. Mobius-kuvaukset ovat
kompleksitason rationaalifunktioita, joiden geometrisiin ominaisuuksiin kuuluu muun
muuassa se, ettd kuvaukset séilyttavat kulmien suuruuden ja kuvaavat suorat ja ym-
pyréat joko suoriksi tai ympyroiksi. Tutkielmassa tarkastellaan Mobius-kuvauksiin kuu-
luvia kiintopisteité, kaksoissuhdetta sekd kuvausten matriisiesitystd. Matriisiesitys
osoittautuu hyodylliseksi tyokaluksi Mobius-kuvausten kédnteiskuvausten ja yhdis-
tettyjen kuvausten 16ytamiseksi.

Erilaisia geometrioita on kehitetty ja tutkittu vuosien aikana paljon. 1870-luvulla
geometrioita oli useita erilaisia, kuten Euklidinen-, affiini-, projektiivinen-, peilaus-
seké hyperbolinen- ja elliptinen geometria. Yksi asia jonka kanssa matemaatikot
kamppailivat, oli aiheiden uudelleen mééritteleminen siten, etté kaikki nama geomet-
riat saataisiin saman, yhtenevan luokittelun alle. Tédmén luokittelun teki Felix Klein
( 1849-1925, Saksa), jonka kehittdmén ohjelman Erlanger Programm, 1872 mukaan
geometrioita voitiin luokitella. Ohjelman ideana on tarkastella geometriaa kuvausten
ryhméné tarkasteltavassa avaruudessa. Alkioiden ominaisuudet, jotka pysyvéit muut-
tumattomina ryhmén kuvauksissa, ovat niiden alkioiden geometrisia ominaisuksia.
Kleinin geometria siséltdd kolme komponenttia: pisteiden joukon, eli tarkasteltavan
avaruuden, kuvausten joukon, joka méérittelee muuttumattomat ominaisuudet seké
ryhmaén, joka méadrittelee kuinka kuvaukset esitetdén. Tassé tutkielmassa lahestytaan
geometrioita Kleinin geometrian ndkékulmista.

Luvussa 4 tarkastellaan lyhyesti peilauksia ympyran suhteen seké peilausgeomet-
riaa. Peilausgeometrian keksijand pidetdén Ludwig Immanuel Magnusta (1970-1861,
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Saksa), joka julkaisi vuonna 1831 artikkelin peilauskuvauksista, miké johtaa peilaus-
geometriaan. Tutkielmassa tarkastellaan peilausta yksikk6ympyrén ja minkd tahansa
ympyran suhteen. Luvun padtuloksena osoitetaan, ettd Mobius-kuvaus on peilausten
algebrallinen esitystapa ja jokainen Mobius-kuvaus voidaan esittdd peilauskuvauk-
sena ja jokainen peilaus voidaan esittdd Mobius-kuvauksen ja kompleksikonjugaatin
avulla. Peilausgeometria eroaa affiinista ja Euklidisesta geometriasta, silla peilausgeo-
metriassa suora voi kuvautua myos ympyréksi.

Luvussa 5 padsemme tarkastelemaan hyperbolista geometriaa. Kouluissa ja arjes-
sa kaytettava geometria on Euklidista geometriaa, jonka kehittdjané pidetdan Euklei-
des Aleksandrialaista (n.325-265 eaa. Eqypti). Eukleides julkaisi 13-osaisen teoksen,
joka tunnetaan suomessa nimelld Alkeet (Stoikheia). Eukleideen esitystapa perustuu
aksioomiin, jotka on kaikki osoitettu todeksi loogisella paattelylla tietyistd peruso-
lettamuksista ldhtien. Eukleideen aksioomia on viisi, ja viides néistd kulkee nimella
paralleeliaksiooma. Ero Euklidisen geometrian ja hyperbolisen geometrian vélilla kos-
kee juuri titd paralleeliaksioomaa. Euklidisessa geometriassa pisteen P, P ¢ [ kautta
kulkee tédsmaélleen yksi suoran [ kanssa yhdensuuntainen suora m, kun taas hyperbo-
lisessa geometriassa téllaisia yhdensuuntaisia suoria m on dédrettémén monta.

Tassé tutkielmassa tarkastellaan hyperbolista geometriaa Ranskalaisen Henri Poin-
carén (1854-1912, Ranska) kehittdmén kiekkomallin avulla. Kiekkomallissa avaruus
rajoittuu yksikkokiekon sisélld oleviin pisteisiin, suoriin ja ympyroihin niin, miten
ne yksikkokiekossa esiintyvéit. Hyperbolisen geometrian luvussa maéaritelladn hyper-
bolinen suora, hyperbolisten suorien yhdensuuntaisuus sekd aikaisemmin esitettyjen
peilausten ominaisuuksia kiekkomallissa. Lisdksi luvussa mééritellddn hyperbolinen
kuvaus ja tarkastelemme miten hyperbolinen kuvaus kuvaa hyperbolisia suoria, pis-
teitd ja kulmia. Mainittavaa on, ettd hyperboliseen geometriaan kuuluu liséksi paljon
ominaisuuksia, joita ei tassd tutkielmassa esitetd. Tutkielmassa esitellaén sellaiset tu-
lokset, jotka ovat Mobius-kuvausten kanssa tiiviisti yhteydesséd. Lisdd hyperbolisen
geometrian ominaisuuksia voi 16ytaa lahteistéd [1],[4] ja [5].

Tutkielman viimeisessé luvussa yhdistelldéan tutkielmassa esiteltyjé tietoja ja tar-
kastellaan M&bius-kuvausten ja hyperbolisen geometrian vélistd yhteyttd hyodyntéden
luvussa 4 ja 5 madriteltyja peilauskuvauksia ja hyperbolisia kuvauksia. Viimeisen
luvun pédtulos on, ettd hyperbolinen kuvaus voidaan esittdd Mobius-kuvauksen ja
kompleksikonjugaatin yhdisteené, jolloin kaikki Mobius-kuvausten ominaisuudet ovat
voimassa hyperbolisessa geometriassa. Lisdksi dérellisen monen hyperbolisen peilauk-
sen tai hyperbolisen kuvauksen yhdiste voidaan esittda Mobius-kuvauksen ja komplek-
sikonjugaattien avulla. Luvussa maéaéritellddn suora hyperbolinen kuvaus, joka séi-
lyttad hyperbolissa kuvauksissa kulman suuruuden lisdksi kulman aukeamissuunnan.
Tutkielman lopussa mééaritellain hyperbolisen geometrian etéisyysfunktio ja pisteiden
vélinen hyperbolinen etéisyys sekd hyperbolinen keskipiste ja hyperbolinen ympyré.
Lopussa tutkitaan myos miten hyperbolinen ympyra ja Euklidinen ympyréa liittyvat
toisiinsa.
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2. Kompleksitaso

Euklidisen tason R x R koordinaatteja merkitdan tavallisesti reaalilukujen x ja
y jirjestettyjen parien (x,y) avulla. My6s kompleksiluvut voidaan ajatella téllaisina
jarjestettyiné pareina, kun kayttoon otetaan imaginaariyksikko i, jolle pétee
i = —1.
Kompleksiluku on muotoa x + iy oleva luku, joka tarkoittaa samaa, kuin merkinté

(z,y). Siten = + iy = u + iv jos, ja vain jos © = u ja y = v. Merkitdén jatkossa
kompleksilukujen joukkoa C

Esimerkki 2.1. Reaalisella polynomilla 2? + 1 = 0 ei ole ratkaisua reaalilukujen
joukossa. Laajentamalla tutkittavaa joukkoa kompleksilukujen joukkoon C, yhtalolla
on kuitenkin kompleksiset juuret ¢ ja —i

Maaritelma 2.2. Kompleksilukujen joukko C muodostuu kaikista pareista
(z,y) € R? | joille mééritelléiéin yhteen- ja kertolasku seuraavasti: Olkoon z := (z,y) €
Cjaw:= (uw) € C

z+w=(r+uy+v)
2w = (zu — yv,yu + Tv)

Téssé joukossa (z,0) on reaaliakseli ja (0,y) imaginaariakseli. Namé& kaksi akselia
muodostavat yhdesséd kompleksitason.

Kompleksitason standardivektorit ovat 1 := (1,0) ja i := (0,1), missé i on imagi-
naariyksikko.

Lause 2.3. Kompleksiluvuille 1 := (1,0) ja i := (0,1) on voimassa
1z = z, kaikilla z € C
Jja

2—j.i=—1.

i
Lisdiksi jokainen z = (x,y) € C voidaan esittid muodossa
z=xl+yi
Tobistus. Olkoon 1 = (1,0) jai = (0,1) ja z = (z,y) € C. Talléin
1z = (1,0) - (zy) = (zy) - (1,0) = (z,y) = 2.
i*=i-i=(0,1)-(0,1) = (-1,) = —1
z=(z,y) = (£,0) - (0,y) =2 (1,0) + y (0,1) = 21 + yi

Lause 2.4. Kaikilla kompleksiluvuilla z1, z9, z3 € C on voimassa

(1) 21+ 20 = 20 + 21 Ja 2122 = 2221 (kommutatiivisuus)

(2) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) ja (z122)23 = 21(2223) (assosiatiivisuus)

(3) 2z1(22 + 23) = 2120 + 2123 (distributiivisuus)

(4) 21 +0 =z ja 2z - 1 = z; (neutraalialkio)

(5) lwwulla z; = (z1,y1) on vastaluku —z, = (—x1, —y1), jolle z1 + (—z1) = 0 ja
jos z1 # 0, luvulla zy on kddnteisluku z;*, jolle z12;" =1
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TobisTus. Yhteenlaskua koskevat viitteet seuraavat yleisen vektoriavaruuden R”
ominaisuuksista ja niiden tarkastaminen jatetddn lukijalle. Kertolasku seuraa suoraan
méaritelmésta ja reaalilukujen laskuséénnoista: Olkoon 2y = (1,1y1) ja 2z = (22, 1y2).
Talloin

2122 = (21 + iy1) (T2 + 1Y) = (2122 — Y1ye) + 1(T192 + 2291)
= (T221 — Youn) + i(Yor1 + 172) = (T2 + iy2)(T1 + QY1) = 2221

Loytddksemme kompleksiluvulle z késnteisluvun 27!, oletetaan ensin télldisen

kaanteisluvun olemassaolo ja etsitdan kadnteisluvulle tdsméllinen ilmaisu.

1

Olkoon z = x + 1y € C ja oletetaan, ettd on olemassa kédanteisluku z7 = u + iv.
Oletetaan lisiksi, ettd zz~! = 1. Mi4ritelmin nojalla
2zt = (2u — yv,yu + 2v) = (zu — yv) +i(zv +yu) = 1,
joten on oltava zu—yv = 1 ja zv+yu = 0. Jilkimmaéisestd yhtdlostd saadaan v = —2=.
Sijoittamalla tdmé& ensimmaéaiseen yhtéloon, saadaan 1 = zu + yzﬁ = M, joten

U= S Siten, jokaiselle nollasta eroavalle z, z = x + 4y (missd 22 + y* # 0)
madritellaan kaanteisluku
-1 _ x +Z ) _ T —1y )
.’,UQ _|_y2 1'2 +y2 1'2 +y2
1

Kompleksilukujen laskusidinnéilld saadaan zz=! = 1 = 27!z, jolloin 2! todella on
kompleksiluvun z kadnteisluku U

Madritelmé 2.5. Olkoon z = (z,y) =z +iy € C,z € Rjay € R.

e Kompleksiluvun reaaliosa on Re(z) = x ja kompleksiluvun imaginaariosa on
Im(z) =y

e Kompleksiluvun z = 1 + iy kompleksikonjugaatti on luku z := x — 7y.

e Kompleksiluvun z = 1 + iy itseisarvo, eli moduli, on luku |z| := /22 + 32

e Kompleksitason osajoukkoa {z € C : Im(z) = 0} = {x +1i0 : =z € R}
kutsutaan reaaliakseliksi ja joukkoa {z € C: Re(z) =0} = {0+iy:y € R}
imaginaariakseliksi.

Huomautus 2.6. (1) Luvun z kompleksikonjugaatti Z on geometrisesti tar-
kasteltuna pisteen z peilikuva reaaliakselin suhteen. Kompleksikonjugaatille
on volmassa

Pt w=Z+W, ZW=2W, 2Z =2 +y>
(2) Kompleksiluvun z = x 4 iy moduli on sama, kuin tasovektorin (z,y) eukli-
dinen normi. Modulin nelioé voidaan laskea kompleksikonjugaatin avulla:
2Z = (z +iy)(x —iy) = 2 +9° = |2~

Kaikille z € C jaw € C on voimassa |z +w| < |z| + |w], ||z| — |w|| < |z —w],
jotka seuraavat normin ominaisuuksista. Jos kompleksiluku z on reaalinen,

eli y = Im(z) = 0 on luvun z moduli |z| = V2?4 0 = |z|
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8]

Kuva 1. Kompleksiluku ja sen konjugaatti
Esimerkki 2.7. Olkoot z = 2 — 4i ja w = 1 + 3¢. Té&lloin
Re(z) =2, Im(w) =3
|z| = V22442 = V20, |w| =Vv12+32=+v10

zH+w=3—1
cw=2-1—(—4)-3+((—4) - 142-3)i=14+2i
z 1 3 1 3
=..=—1—j

Annetun, nollasta eroavan kompleksiluvun z moduli |z|, on origon ja pisteen z vi-
lisen janan pituus. Pisteen z argumentti Arg z on positiivisen reaaliakselin ja origosta
pisteeseen muodostetun janan vilinen kulma 6 kierrettyné vastapaivain.

Kuva 2. Kompleksiluvun argumentti

Kun z € C,z # 0, on luvun z/|z| itseisarvo yksi, joten se sijaitsee yksikkGympyran
kehélld. Jokainen yksikkdympyréan piste on muotoa (cosf,sinf) ja yksikkéympyran
kehén piste méardad napakulman 6 luvun 27 kokonaislukumonikerran poissulkien yk-
sikésitteisesti. Ndin saadaan
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Lause 2.8. (Napakoordinaatit) Jokainen z € C voidaan esittii muodossa
z = |z|(cos @ +isin@),
missi 0 €] — m, 7).

Jos z # 0 ja luvulla z on myds esitys z = |z|(cosy +isin), niin 1 = 0+ k2w jollekin
keZ

Mairitelma 2.9. Tason R? isometria on kuvaus ¢ : R? — R?, joka siilyttdi
pisteiden viliset etéisyydet.

Euklidinen geometria on isometrioiden méaraama geometria. I[sometriat ovat yk-
sinkertaisia kuvauksia, jotka ovat siirto, peilaus, kierto sekéd nédiden yhdistetty kuvaus.
Lisiksi jokainen isometria on suorien suhteen tehtyjen peilausten yhdiste [1, s 279].

Kompleksitasossa isometriat mééritelladn seuraavasti.

Maaritelma 2.10. Kompleksitason isometria on funktio f : C — C, joka siilyttaa
pisteiden vélisen etéisyyden.

Kaikilla z € C jaw € C pétee siis | f(z) — f(w)| = |z — w|. Kompleksitason isomet-
riat ovat jotain seuraavista tyypeisté: translaatio eli siirto, kierto, peilaus tai nédiden
yhdistelmié. Tarkastellaan niitd yksinkertaisia kuvauksia seké niiden ominaisuuksia
hieman tarkemmin.

Tarkastellaan ensin translaatiota, eli kuvausta t(z) = z+c¢, z € C, misséd ¢ = a+1b.
Tamé kuvaa minké tahansa pisteen x + iy € C pisteeksi

(x4 a)+i(y +b),

ja tdten vastaa pisteen z siirtoa vektorin (a, b) verran. Téllainen kuvaus séilyttaa kul-
mat, ja kuvaa suorat ja ympyrét suoriksi ja ympyroiksi.

Kuvaus t(z) = Z, z € C kuvaa minké tahansa pisteen = + iy € C pisteeksi z — iy
ja néin ollen vastaa peilausta x-akselin suhteen. Kuvaus kuvaa suorat ja ympyrét
suoriksi ja ympyroiksi. Peilaus sdilyttdd kulmien suuruuden, mutta kadntad kulman
aukeamissuunnan painvastaiseksi.

Tarkastellaan kuvausta t(z) = az,z € C, missi |a| = 1. Koska |a|] = 1 , voimme
kirjoittaa a = cosfy + isinfy, missd 6y = Arg a. Kuvaus ¢t kuvaa minké tahansa
pisteen r(cosf + isin 0y) pisteeksi

r(cos(f + y) + isin(f + b))

ja téten vastaa kiertoa kulman 6y = Arg a verran. Jos Arg a < 0, kierto on myoté-
péivaian ja jos Arg a > 0, kierto on vastapaivian.
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z4+c

b w ar
N
z AN
N
w < z *

Kuva 3. Tason isometriat, translaatio, peilaus ja kierto

Lause 2.11. Jokainen tason isometria t voidaan esittid kompleksitasossa C seu-
raavien yhtaldiden avulla

t(z) =az+b tai t(z) = az + 0,
missi a,b € C, |a| = 1. Lisiksi kaikki tdti muotoa olevat kuvaukset ovat isometrioita.

Tobistus. Jéalkimméinen viite on helppo todistaa, silla jokainen lauseen muotoa
oleva funktio on Lausetta 2.11 edelld esitettyjen isometrioiden yhdiste.

Olkoon ¢ kompleksitason isometria ja olkoon ¢(0) = b,t(1) = c. Jos merkitéén
a = ¢ — b, niin talléin |a| on pisteiden ¢(0) ja ¢(1) vilinen etdisyys, ja koska t on
oletuksen mukaan isometria, niin télléin |a| = 1. Olkoon s(z) = az + b isometria ja

s(0) =b=1t(0)jas(l)=a+b=c=1t(1).

Yhdistetty kuvaus s~! o t on isometria, joka kiinnittdd pisteet 0 ja 1, joten koska
yhdistetty kuvaus on isometria, se kiinnittda jokaisen x-akselin pisteen.

Nyt, silli yhdistetty kuvaus s~! o ¢ on isometria, voimme péételld, ettd kuvaus
s~ ot on joko identtinen siirto tai peilaus x-akselin suhteen. Jos kuvaus on siirto, niin
s~ 1ot(z) = 2, jolloin t(z) = s(z) = az +b). Jos kuvaus on peilaus, niin s~!ot(z) = z,
jolloin t(z) = s(Z) = az + b.

O

2.1. Suorat ja ympyriat. Kompleksiluvut tarjoavat helpon keinon kuvata suoria
ja ympyroitd tasossa. Kun |z — a| on pisteiden z ja a vilinen etdisyys, a keskisen,
r—séteisen ympyran C' yhtdlo on |z — a| = r. Yhtépitavisti saadaan

r?=(z—a)(z—a).
Joten ympyran C' yhtdlé on muotoa
2z — (@z +az) + |af* —r* = 0.

Yleisemmin tarkasteltuna yhtélolla 2z — (az + aZ) + k = 0 ei ole ratkaisua, jos
k > |al?, yhtdlolld on yksi ratkaisu jos k = |a]? ja jos k < |a|? yhtélon ratkaisuja ovat
kaikki ympyrédn C pisteet ja muita ratkaisuja ei ole.
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Miké tahansa suora L koostuu joukosta pisteitéd, jotka ovat yhté kaukana pisteisté
u ja v, u # v. Téten suoran L yhtdlo on |z —u|?* = |z —v|?, josta sieventdmélld suoran
yhtéld saadaan muotoon
az+az+b=0, beR.

Kaikilla yhtéléilld, jotka ovat muotoa az 4+ 0z 4+ ¢ = 0 ei ole ratkaisua. Erotta-
malla yhtélostd reaali- ja imaginaariosat, saadaan kaksi lineaarista yhtaloa. Naiden
yhtéldiden ratkaisut antavat suorat L; ja Lo, jolloin yhtéloiden ratkaisujen joukko on
Ly N Ly. Kompleksiyhtélon ratkaisujen joukko on joko tyhja joukko, sisdltdd yhden
pisteen, tai on suora. Kootaan edelld tehdyt huomiot yhteen seuraavaksi lauseeksi:

Lause 2.12. Olkoon a ja b nollasta eroavia. Tdlloin yhtdlolla
az+bz4+c=0

(1) on yksi ratkaisu jos, ja vain jos |a| # |b|
(2) ei ole ratkaisua jos, ja vain jos |a| = |b| ja be # ac
(3) ratkaisu on suora jos, ja vain jos |a| = |b| ja b = ac

2.2. Laajennettu Kompleksitaso. Kompleksilukujen joukkoa on toisinaan tar-
peellista laajentaa lisdamaélla sithen yksi piste, déareton, jota merkitdin symbolilla oco.
Erityisesti tarkastellessa Mobius-kuvauksia, téllaiselle kompleksitason laajennukselle
on tarvetta. Merkitdéan laajennettua kompleksitasoa C,. Laajennettu kompleksitaso
koostuu kaikista kompleksitason C pisteistéi seké pisteesta oo,

Coo = CU{o0}.

Luvulla &areton, oo, on seuraavanlaiset ominaisuudet: kaikilla dérellisilla a ja kaikille
b # 0 myos b = oo pétee
a+00=00+a=00
b-oo=o00-b= 0.
Liséiksi a/0 = oo, kun a # 0 ja b/oo = 0, kun b # oco. Adrettomyyspisteen ajatellaan
sijoittuvan ddrettomén kauas, tarkastellaan sitd mistd suunnasta tahansa.

Laajennettua kompleksitasoa voidaan tarkastella geometrisesti pallon avulla. Ol-
koon S yksikkopallonkuori,

S={r R’ ||z|]|=1} CR®

Liitetésin kompleksiluku x + 7y vastaamaan pistetti (x,y,0) € R? ja olkoon komplek-
sitason ja pallon S leikkausjoukko ympyrd 2?2 + y* = 1.

Tarkastellaan pallon pistettd a = (0,0, 1), jota voidaan ajatella pallon S "pohjois-
napana’. Jokainen kompleksitason C piste z voidaan projisoida pisteestéd a, kunnes
se saavuttaa pallon S jossain pisteessd w # a. Kuvaus f : C — S, f(z) = w on
stereografinen projektio kompleksitasolta pallon S kuorelle.

Kuvaukselle f(z) voidaan 16ytdd suoran avulla tarkka kaava. Pisteiden a, w ja z
kautta kulkeva suora L voidaan kirjoittaa muodossa

(0,0,1) + (t[(z,y,0) — (0,0,1)]), missa ¢t € R.
Tamé suora leikkaa pallonkuoren S kun

Pt + 2y + (1 -t =1
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a=(0,0,1)

Kuva 4. Stereografinen projektio

Yhtélon kaksi ratkaisua ovat t = 0 ja t = Jos t = 0, niin t = a. Jos

2
$2+y2+1.
t = #;ﬁﬂ niin tdmé vastaa tapausta f(z), missd z = x + 1y. Sijoittamalla ndméa

suoran yhtaloon saadaan

1 f(z):( 2 _ % |z|2—1)'

22+ 17 2P+ 17 |22+ 1

Selvésti f(z) = z aina kun |z| = 1. Liséksi huomataan, ettd f(z) on kompleksitason
C ylépuolella, kun |z| > 1 ja tason alapuolella, kun |z| < 1.
Kuvaus f on selvisti bijektio kompleksitasolta C joukkoon S\ a. Liséksi, kun
2|z| 2l _ 2
[l bk B G I I
2P +1 7 22 J2]
ja vastaavasti y:lle, yhtédlo (1) osoittaa, ettd f(z) — a kun |z| — oo. Néinpd on
luonnollista liséta piste oo kompleksitasoon ja tarkastella laajennettua kompleksitasoa
Coo ja médritelld f(oo) = a. Télléin f on bijektio laajennetulta kompleksitasolta Co,
pallokuorelle S.
Geometrisesti on selvéé, ettéd stereografinen projektio kuvaa kaikki kompleksita-
son suorat pallon S kuorelle, navan a lavistdvéiksi ympyriksi. Tamén lisdksi myos
kompleksitason ympyréat kuvautuvat ympyroiksi.

Lause 2.13. Stereografinen projektio kuvaa kompleksitason suorat ja ympyrdt ym-
pyroiksi.

TobisTtus. Tarkastellaan pallon S pinnalla olevaa ympyraa C', joka sijaitsee ta-
sossa @121 + asTy + agrs = B. Olkoon a = (0,0,1). Jos a ¢ C, niin talléin a3 # .
Jos piste z € C kuvautuu ympyrélle C, niin télloin yhtdlon (1) nojalla

2x N 2y N |2]? =1 3
(8] e (8] 8] =
P+ TR+ T P+
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Nyt, jos ag # [, kyseessid on normaali ympyran yhtdlo kompleksitasossa C, silld
ympyrd C' ei kulje pisteen a kautta. Jos taas a3 = [ yhtélé on laajennetun suoran
yhtélo. Suora f(L) kulkee pisteen a kautta, jolloin joukko { LU {oo}} on ympyré, kun
L on suora. U

Jatkossa tulemme késitteleméaédn sekd ympyroité, suoria sekd suoran ja aédretto-
myyspisteen co yhdisteitd. Muodostetaan sitd varten seuraava méaéritelma:

Maaritelma 2.14. Laajennetun kompleksitason yleistetty ympyrd on ympyri
tai suoran ja ddrettomyyspisteen oo yhdiste L U {oco}.

3. Mobius-kuvaukset
Tarkastellaan kompleksitason kuvausta f : C — C,

az+b
f(z) = cz +d,

missi a,b,c,d € C ja ab — cd # 0.

Ehdolla ab — cd # 0 rajataan pois vakiofunktiot, silla kahdelle eri pisteelle z ja w
patee
(ad — bc)(z — w)
jolloin f on vakio kun ad — bd = 0. Siispé oletus ad — bc # 0 on perusteltu. Tamé
osoittaa lisdksi, ettd f on injektio.

Néiden kuvauksen yksinkertainen esitysmuoto aiheuttaa pari ongelmakohtaa, joi-
ta on hyva tarkastella tarkemmin erikseen. Ensimméiseksi, tallainen kuvaus voidaan
esittdd eri tavoin, silld annetulla funktiolla f emme tiedd mitd kertoimet a, b, c ja d
ovat. Esimerkiksi, jos f kuvaa kompleksiluvun z luvuksi 3z, sen kertoimet voivat olla
37m,0,0, ja 7 tai 3,0,0, ja 1.

Lause 3.1. Olkoot a,b,c,d, o, B,7 ja § kompleksilukuja, joilla (ad—bd)(ad)(By) #
0 ja ettd on olemassa ainakin kolme eri arvoa z € C siten, etti cz+d # 0, v2+0 # 0

ja
az+b az+p

cz+d  yz+6
Tdlloin on olemassa nollasta eroava kompleksiluku A siten, ettd

a B NE b
v ol Tle d|’
TobisTtus. Olkoon zi, 29, 23 lauseen mukaiset muuttujan z arvot.Toisen asteen
yhtalo

(az 4+ b)(yz +0) = (cz + d)(az + B),
voidaan esittdd muodossa

ayz? + (ad + by)z + b5 = caz® + (cB + da)z + dp.
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Oletuksen nojalla saadulla nelioyhtélolla on kolme eri ratkaisua, jolloin voimme p&é-
telld, ettd ay = ca, by + ad = ¢ + da ja bd = df. Namé ehdot ovat yhtépitavid sen
kanssa, ettd on olemassa kompleksiluku p siten, etta

SR A6

missi determinanttien perusteella y? = (ad — be)(ad — Bv) # 0. Taméi matriisiyhtls

voidaan esittdd muodossa
a B " a b
v 6| ad—be|c d|’

Néin ollen ensimmaéinen ongelma on ratkaistu.

Toinen ongelma seuraa siité, ettd esimerkiksi 1/(z — zg) ei ole mééritelty pisteessa
z9. Tama tarkoittaa, ettd ei ole olemassa joukon C osajoukkoa, jossa kaikki téta
muotoa olevat kuvaukset ovat méadriteltyja. Tamaé aiheuttaa pienid haasteita, kun
yritdimme muodostaa nitd kuvauksia.

Esimerkki 3.2. Valitaan kuvaukset f(z) = 2 ja g(z) = ZH. Nyt g ei ole
médritelty pisteessd 1, mutta kuitenkin
g(z)+4  (¢+1)+4(z—1) 5z—-3
flg(2)) = = = ,
g(z) z+1 z+1

on méiritelty pisteessd 1. Lisiksi, jos valitaan vield kuvaus h(z) = %, niin

_;7

W(f(g(=) = 1

5z — 3’
joka ei ole médritelty pisteesséd z = % Yleisemmin sanottuna, kuvausten funktiosarja
fi1 - fn el ole médritelty n:ssé eri kompleksitason pisteessé.

Tamé ongelma voidaan ratkaista laajentamalla kompleksitaso C koskemaan laa-
jennettua kompleksitasoa C,. Télloin, jos ¢ # 0, niin
_az+b a

im = —
z—o0  cz4+d ¢

9

az+b
lim = =
z—>% cz+d

Maiéritelma 3.3. Mobius-kuvaus on kompleksimuuttujan z sisédltdmé funktio

f:Cy — Cg, joka voidaan kirjoittaa muodossa
az+0b
& =va

joillakin kompleksiluvuilla a,b, ¢ ja d, joille ab — c¢d # 0. Jos ¢ # 0 méaritelladn
floo) =2 ja f(=%) = oo. Jos ¢ = 0, niin f(c0) = o0
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Maaritelmésté seuraa, etté jokainen Mobius-kuvaus on médritelty samassa joukos-
sa C, jolloin minka tahansa kahden Mobius-kuvauksen yhdiste on hyvin méaritelty.

Lause 3.4. Jokaisella Mobius-kuvauksella on kddnteiskuvaus.

Tobistus. Olkoot

az+b . dz—b
J(z) = cz+d” hz) —cz+a
Kuvaus f on selvéisti Mobius-kuvaus ja kuvaus A on Mdbius-kuvaus, silld
da — ((—b)(—c)) = ad — bc # 0. Lisiksi laskemalla saadaan, ettd h(f(z)) = z kaikilla
z € Cy ja f(h(2)) = z kaikilla 2z € C.. Téllsin h = f~1.

O
Lause 3.5. Kahden Mébius-kuvauksen yhdiste on Mébius-kuvaus.
Tobistus. Olkoot
az+b az+ [ . (ac 4+ by)z + (af + bd)
= = h = .
/) cz+d 9(2) vz 40’ Jah(z) (ca+dvy)z + (cf + do)
Mobius-kuvauksia. Nyt
ag(z) +b ac +by)z + (af + bo
flolz)) = WD _laat bzt ol b b)),
cg(z) +d  (ca+dy)z+ (cB+ dd)
Oletuksen nojalla tdmé on myos Mobius-kuvaus U

Lause 3.6. Jokainen Mdbius-kuvaus on bijektio joukolta Cy, itselleen ja Mdbius-
kuvaukset muodostavat Mébiuksen ryhmdn M.

TobisTus. Lauseissa 3.4 ja 3.5 olemme jo késitelleet Mbius-kuvauksien kaénteis-
kuvausten olemassaoloa ja sitd, ettd kahden Mo&bius-kuvauksen yhdiste on M&bius-
kuvaus, riittdé enéda tarkastella neutraalialkion olemassaoloa. Neutraalialkio

z2+0
I(z) =
(2) 0z+1
on identtinen kuvaus ja siten Mobius-kuvaus. Néin ollen Mobius-kuvaukset muodos-
tavat Mobiuksen ryhmaén. O

Moébius-kuvaukset voidaan esittdd erilaisten yksinkertaisten kuvausten yhdistee-
né. Tarkastellaan ensin erilaisia yksinkertaisia kuvauksia esimerkin avulla.

Esimerkki 3.7. Mobius-kuvausta
f(z) =z + b, missi b € C,
sanotaan translaatioksi, eli siirroksi. Translaatio siirtdd kompleksitason C pisteité
luvun b verran ja siilyttdd adrettomyyspisteen paikallaan, eli f(oco) = oo.
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Toinen yksinkertainen kuvaus
f(2) = az, missd a # 0,
on skaalaus, jos a € R. Jos a > 1, kyseesséd on venytys ja jos 0 < a < 1, kyseessd on

kutistus. Jos |a| = 1, kyseessi on kierto, jolloin Mobius-kuvaus f kiertaa kompleksi-
tason pisteitd ja pitdd ddrettomyspisteen paikallaan.

Kolmas yksinkertainen kuvaus on inversio
f(z) =%, missd z # 0.
Tama kuvaus siirtda ddrettomyyspisteen origoon f(oco) = 0 ja origon dérettomyyteen

£(0) = oc.

Lause 3.8. Jokainen Mobius-kuvaus voidaan esittdd enmintddn neljin kuvauksen
yhdisteend, josta jokainen kuvaus yhtd seuraavista muodoista z — z + b,z — za ja
1
Z = =
z

TobisTus. Huomataan alkuun, ettd ndméa kuvaukset ovat edeltévissé esimerkis-
sé 3.7 esitellyt yksinkertaiset kuvaukset siirto, kierto, skaalaus ja inversio.

Olkoon f Mobius-kuvaus muotoa
az+b

f(z) = cz+d

Jos ¢ =0, niin d # 0 ja f = fyo fi, missd fi(2) = %z ja fo(z) =2+ 2. Jos ¢ # 0,

niin f = fy0 fyo fro fr, missi fi(z) = 2+ 4 falz) = L, fol2) = kak =~ ju
f4(Z) =z 4+ %.

g

Esimerkki 3.9. Esitetddn Mobius-kuvaus Lauseen 3.8 mukaisesti neljan kuvauk-

sen yhdisteend. Olkoon
2z+1

3244

f(z)
Mobius-kuvaus.
Nyt ¢ # 0, jolloin Lauseen 3.8 mukaisesti, f = f; o f3 o fy o f, missd

o) =2t flo) =1

L_—(2:4-13) -5
3 o
@) = ke ===, falz) =2+,

Joten
B _5 =5 2 —5+2(32+4)
f40f30f20f1—f4(3(32+4)>_3(3Z+4)+§_ 3(3z+4)
32z +1) 2241 — ()

©3(32+4) 3244
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3.1. Matriisiesitys. Mobius-kuvauksia voidaan kuvata matriisien avulla, kuten
teimme jo Lauseessa 3.1.

Madgritelmé 3.10. Mobius-kuvaus f(z) = gjj:s voidaan esittdd matriisimuodossa
2 X 2-maftriisina
a b
i

Téatd voidaan myo6s merkitd kuvauksena @ : GL(2,C) — M, missi GL(2,C)
tarkoittaa joukon C kééntyvien matriisien yleistd lineaarista ryhmé&a. Tarkemmin sa-
nottuna

ez td
Lause 3.11. Kuvaus ® : GL(2,C) — M on homomorfismi.

TobisTus. Olkoon
_la b o B
a=[e ) m=[3 5

ja olkoon f = ®(A) ja g = ®(B). Olkoon lisidksi h = ®(AB) Mdébius-kuvaus joka
muodostuu matriisien A ja B kertolaskusta. Taytyy osoittaa, ettd h = ®(AB) =
O(A)P(B) = f og. Taméi on osoitettu Lauseessa 3.6.

R N O

4

Huomautus 3.12. Lauseen 3.11 mukaisesti kahden M&bius-kuvauksen yhdistetty
kuvaus voidaan loytaa Mobius-kuvausten matriisiesitysten kertolaskun avulla.

Esimerkki 3.13. Olkoon

a
3z —1 z—3
Mébius-kuvauksia. Méaritetdan yhdistetty kuvaus f o g matriisien avulla. Kuvausten

matriisiesitykset ovat
2 1 2t 1
S e ]

Yhdistetty kuvaus f o g vastaa matriisituloa A; A,,

2 1)z 1] 441 -1
AlA?_{z), —i] {1 —3]_[ 5i 3+3¢]

Siispé yhdistetty kuvaus f o g on muotoa
(4i4+1)z—1
fog= 70—
biz + (3 + 31)
3.2. Kiintopiste.

Maiaritelma 3.14. Olkoon zp € C ja f : Coo — Cq, jolle pitee f(z9) = zo.
Talloin piste zp on kuvauksen f kiintopiste.

Moébius-kuvaksella on kiintopisteitd enintdén 3. Tamé seuraa seuraavan yhtalon
ratkaisujen lukumééarésta

az+b __ 1%
ezt =2, kaikilla 2 € Cy
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tal seuraavasta lauseesta:

Lause 3.15. Olkoon zi, 29,23 ja wq,ws, w3 joukon Cs eri pisteitd. Tdalléin on
olemassa yksikdsitteinen Mobius-kuvaus f, jolle f(z;) = w; kaikilla j = 1,2, 3.

TopISTUS. Oletetaan alkuun, ettd mikéén pisteistd z; ei ole co ja olkoon

23 — 29 Z— 21
9(2) = :
3 — 21 zZ — 29

Télloin g(21) = 0, g(z2) = 00 ja g(z3) = 1.

Oletetaan seuraavaksi, ettd jokin pisteistd z; on co. Valitaan piste z4 # 0, joka
on eri kuin 21, 29, 23 ja olkoon s(z) = ﬁ Téll6in s(z) = oo jos, ja vain jos z = zy,
jolloin mikddn muu s(z1), s(z2) tai s(z3) ei ole co. Niinpé edellisten tulosten nojalla
on olemassa Mobius-kuvaus g1, joka kuvaa s(z1), s(z2) ja s(z3) pisteiksi 0, 1 ja oc.

Kaikissa tapauksissa, voidaan 16ytad Mobius-kuvaus, joka on joko muotoa ¢ tai

g1 o s, joka kuvaa pisteet 2y, 29, 23 pisteiksi 0, 1 ja oco.

Vastaavasti, on olemassa Mdobius-kuvaus h niin, ettd h(w;) = 0,h(wy) = o0
ja h(w3) = 1. Olkoon f = h~'g. Talléin f on haluttu kuvaus, silli kaikilla 7,
f(z;) = htg(zj) = w;. Esimerkiksi f(z1) = h™'g(z1) = h71(0) = wy.

Yksikésitteisyyden todistamista varten todetaan, ettd identtinen kuvaus on ainoa
Mobius-kuvaus, joka kuvaa pisteet 0, 1 ja oo pisteiksi 0, 1 ja co. Jos

az+b
&)=y
on Mobius-kuvaus joka kuvaa pisteen oo itselleen, niin talléin ¢ = 0. Lisdksi, jos f
kuvaa pisteen 0 itselleen, niin talléin f(0) = C% = 0, jolloin b = 0. Té&sta seuraa, ettd
f(z) = %z. Koska f kuvaa pisteen 1 itselleen, niin f(z) = § = 1, mistéd seuraa, etta
a = d. Yhdistdmalld ndma tiedot, selvdd ettd f on identtinen kuvaus f(z) = z kuten
haluttiinkin.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd f ja f’ ovat Mobius-kuvauksia, jotka toteuttavat lauseen
chdot. Olkoon lisidksi g(wy,we, w3) = (0,1, 00). Télloin yhdistetyt kuvaukset
hi=go fja hy = go f kuvaavat pisteet z1, 25 ja z3 pisteiksi 0, 1 ja oo ja ovat téten
identtisia kuvauksia. Nyt hqohs on myo0s identtinen kuvaus, jolloin h1_1 ohy = hl_l ohy,
misté seuraa, ettd hy = hy. Joten, go f = g o f’, minka perusteella f = f’

4

SEURAUS 3.16. Jos Mdbius-kuvauksella on kolme kiintopistettd, niin kuvaus on
identtinen kuvaus.

Taméi voidaan todistaa huomaamalla, ettd yhtalolld az + b = z(cz +d) = 0, on
kolme erillistd ratkaisua, kun kuvauksella f = % on kolme erillistd kiintopistetta.
Joten téssa tapauksessa, c =0,a =d ja b= 0.
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Mitka tahansa laajennetun kompleksitason C,, kolme eri pistettd kuvautuvat
Mébius-kuvauksella laajennetun kompleksitason C,, kolmeksi eri pisteeksi. Konstruoi-
daan Mobius-kuvaus, joka kuvaa laajennetun kompleksitason C,, pisteet z1, 29 ja z3
pisteiksi 0, 1 ja oo. Jos 21, 29, 23 € C, niin muotoa

f(z) = Kz, missd K € C
oleva Mobius-kuvaus kuvaa pisteen z; pisteeksi 0 ja pisteen z3 pisteeksi co. Saamme
néin tarvittavan Mobius-kuvauksen valitsemalla K niin, ettd f(z2) = 1. Jos z; = oo,
niin kuvaus f on muotoa f(z) = K/(z — z3), jos z3 = 0o, niin kuvaus f on muotoa
f(z) = K(z — z1). Namé seuraavat suoraan Mobius-kuvausten Maaritelmésta 3.3.

Esimerkki 3.17. (1) Maéritetdan Mobius-kuvaus, joka kuvaa pisteet %, -1
ja 3 pisteiksi 0, 1 ja oo.

Varmistamalla, ettd f(3) = 0 ja f(3) = oo, niin olkoon
1
Z _—
=K 2
fle) = K2,
jollakin kompleksiluvulla K. Koska f(—1) = 1, niin saadaan yht&lo
1
11— K22
z—3
josta ratkaisemalla saadaan K = %. Talloin haluttu Mobius-kuvaus on muo-
toa
8z —4
(2) Maéritetdan Mobius-kuvaus f, joka kuvaa pisteet i, 00, ja 3 pisteiksi 0, 1
ja 0o.
Jotta f(i) = 0 ja f(3) = oo, on kuvauksen oltava muotoa
z—1
f(Z) - ” 37

silla médritelméan mukaisesti, kun ¢ # 0, niin f(oo) = ¢ = 1. Nyt f(oo) = 1,
jolloin vakiota K ei tarvita, ja loydetty kuvaus on haluamamme Mobius-
kuvaus.

Kuten Lauseen 3.15 todistuksessa, voimme etsid Mobius-kuvaukset f, joka kuvaa
pisteet 21, 25 ja z3 pisteiksi 0, 1 ja oo ja f/, joka kuvaa pisteet wy, wo, w3 pisteiksi 0, 1
ja oo . Tallsin etsiméimme kuvaus on yhdistetty kuvaus f'~!o f.

Esimerkki 3.18. Etsitddn Mobius-kuvaus, joka kuvaa pisteet %, —1 ja 3 pisteiksi
1,00, ja 3.

Edeltévassa esimerkissa 16ydettin Mobius-kuvaukset f ja fo, jotka kuvaavat pis-
teet %, —1 pisteiksi 0, 1 ja oo ja pisteet 7, 00, ja 3. pisteiksi 0, 1 ja oo. Naitd Mobius-
kuvauksia vastaavaat matriisiesitykset ovat

8 —4 1 —i
Al:{s —9}”42:{1 —3}



MOBIUS-KUVAUKSET JA HYPERBOLINEN GEOMETRIA 19

Jokaisella Mobius-kuvauksella on kédnteiskuvaus (Lause 3.4) ja matriisiesityksen
matriisit ovat kddntyvid, joten
_ -3 —
1 _
A = [_1 1} .

Huomautuksen 3.12 mukaan yhdistetty# kuvausta f = f, ' o f; vastaava matriisi

on
—3 —i][8 —4] [-24—3i 12+9i
-1 1|(3 =9~ | 5 -5 |

Nyt haluttu Mébius-kuvaus on

(=24—3i)z + 12+ 9i
f(Z)— 5Z_5 .

3.3. Kaksoissuhde. Lauseen 3.15 mukaan on olemassa yksikésitteinen Mébius-
kuvaus, joka kuvaa annetut kolme eri pistettd kolmeksi eri pisteeksi. Jos on annettu
pisteet z1, 29, 23, 24 ja wy, we, W3, Wy, niin on olemassa enintéddn yksi Mébius-kuvaus f,
jolle

f(Z]) = Wj, j = 1,2,3,4.
Annetaan tallaisen kuvauksen olemassaoloa varten seuraava maaritelma.

Maaritelma 3.19. Neljan erillisen pisteen zy, 29, 23, 24 € C kaksoissuhde on

(21 — 23)(22 — 24)
(21— 22) (23 — 21)

[217 22,23, 24] =

Erityisesti, jos jokin z; = oo, voimme méiritelld

29 — 24
[00,22,23,2’4] - ;
23 — 24
Z1 — 23

[21,00,2'3,24] = - )
Z3 — 24
29 — 2

[21,22700,24] = _( 2 ! )
21 — %9
Z1 — k3
[21722723700] = .
21— 22

Edell4 tehdysté valinnasta seuraa, etté [0, 1, w, oo] = w. TAmé&n mééritelmén avul-
la voimme antaa ratkaisun méédritelmad edeltiville ongelmalle.

Lause 3.20. Olkoon zi, 23, 23,24 eri pisteitd ja wq,ws, w3, wy eri pisteitd. Jos
(21, 22, 23, 24] = [w1, wa, w3, wa| niin talloin on olemassa Méobius-kuvaus f, jolla f(z;) =
wj, 7 =1,2,3,4. Erityisesti katkilla Mobius-kuvauksilla f,

[f(Zl)v f(Zz)a f(Z3)7 f(Z4)} = [21,22723724]-
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TobIsTUS. Oletetaan ensin, ettd on olemassa Mobius-kuvaus f niin, ettd f(z;) =
w; ja jokainen w; # 00, z; # 00. Jos f(z) = ‘;jifl, niin ¢z +d # 0 ja

(ad — be)(z; — 2)
(czj + d)(cz, + d).

wj —wy, = f(25) — f(z) =

I  (z1—z3)(za—2a) - .
Talloin [21, 29, 23, 24] = Gy Ja [21, 22, 23, 24] = [w1, wa, w3, wy4] Ovat voimassa.

Tapaus, jossa jokin luvuista z; = oo ja/tal w; = oo seuraa samoin kiyttamalld kak-
soissuhdetta ja sopivaa muotoa f(00).

Oletetaan seuraavaksi, etté [zq, 29, 23, 24] = [wy, we, w3, wy]. Olkoon ¢ ja h Mobius-
kuvauksia niin, ettd g(z1) = 0,9(z2) = 1,9(z4) = 00 ja h(wy) = 0, h(ws) = 1,
h(w,) = co. Talloin kaksoissuhteen yksikésitteisyyden ja oletuksen nojalla saadaan
9(23) = [07 17 9(23)7 OO]
= [9(21), 9(22), 9(23), 9(24)]
[Z 22y %3, 24]
[wla w2, W3, UJ4]
= [A(z1), h(22), h(23), h(z4)]
== [O, 1, h(Zg), ] = h<w3>
Nyt kun valitaan f = h™'g, niin kaikilla j, f(z;) = w;. O
Kaksoissuhdetta hyodyntamélla voimme etsid Mobius-kuvauksen, joka kuvaa pis-
teet 21, 29, 23, 24 pisteiksi wy, wa, w3, wy.
Jos Mobius-kuvaus kuvaa pisteet [21, 29, 23, 24] pisteiksi [wy, we, w3, wy], niin talloin
(21 — 23)(22 — 24) _ (w1 — ws)(ws — wy)
(2’1 - 22)(23 - 24) (UJ1 - wg)(w3 - w4).

Esimerkki 3.21. Etsitdén Mobius-kuvaus f, jolle f(0) =1, f(1) = 2, f(2) = 3.
Kaksoissuhdetta hyodyntamélla, ratkaistavana on yhtélo [w, 1,2,3] = [z,0, 1, 2],
jossa
—2)(1— 2(w — 2
(w—3)(1-2) w—3
2.0.1,9] = (z—=1)(0-=2) 2(z-1)
(2—2)(0-1) z2—2

Téastéd saadaan yhtalo

2w—-2) 2(z—-1)
w—3 z—2
Ratkaisemalla yhtdlé muuttujan w suhteen, saadaan
(22 =2)(w—3) = (2w —4)(z —2)
2zw — 22w — 2w+ 4w = —42 +624+8 -6
2w=2z+2
w=z+1.

Télloin haluttu Mobius-kuvaus f, on f(z) = z + 1. Ratkaisu voidaan tarkistaa sijoit-
tamalla pisteet 0, 1 ja 2 kuvaukseen f.
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Kaksoissuhteen avulla voidaan my6s méaritelld yleistettyja ympyroité.

Lause 3.22. Olkon z1, 29, 23, 24 eri pisteitd. Kaksoissuhde |21, 2, 23, 24 on reaali-
nen jos ja vain jos pisteet zy, zs, 23, 24 Stjaitsevat yleistetylli ympyrdlld.

TobisTus. Jos on olemassa yleistetty ympyré, joka kulkee pisteiden zq, 25, 23 ja
z4 kautta, on olemassa yleistetty ympyréd C, joka kulkee pisteiden z1, z5 ja z3 kautta.
Tarkastellaan Mobius-kuvausta f, joka kuvaa pisteet 21, 2o, 23 pisteiksi 0, 1, co. Yleis-
tetyn ympyran kuva Mobius-kuvauksessa on laajennettu reaaliakseli, silla se on ainut
yleistetty ympyré, joka kulkee pisteiden 0, 1 ja oo kautta. Jos z; on ympyrélla C,
sen kuvapisteen f(z;) on oltava reaaliakselilla. Jos z4 ei sijaitse ympyrélld C, niin sen
kuva f(z4) ei voi olla reaaliakselilla. O

Kaksoissuhde on siis sellainen ominaisuus, joka sdilyy muuttumattomana M&bius-
kuvauksissa.

3.4. Ympyrit ja suorat. Tésséd luvussa tarkastellaan tarkemmin miten Mobius-
kuvaus kuvaa suoria ja ympyroitd. Aikaisemmin tarkastelimme stereografista projek-
tiota ja totesimme Lauseessa 2.13, etté stereografinen projektio kuvaa kompleksitason
suorat ja ympyrat ympyroiksi. Taméan luvun péédtulos on, ettd Mobius-kuvaus kuvaa
ympyrat ja suorat ympyroiksi tai suoriksi. Erityisesti Mobius-kuvaus kuvaa yleistetyt
ympyrat yleistetyiksi ympyroiksi.

Lause 3.23. Olkoon C' yleistetty ympyrd ja f Mdébius-kuvaus. Tdalldin f(C) on
yleistetly ympyrd. Lisdksi, olkoon Cy ja Cy yleistettyjd ympyrdaita. Tdlloin on olemassa
Mobius-kuvaus, joka kuvaa yleistetyn ympyrdn Cy yleistetyksi ympyraksi Cs.

Tobistus. Olkoon C' yleistetty ympyréa ja pisteet zq, 29, 23 pisteitd ympyralla C'.
Olkoon wy = f(z1),ws = f(z2) ja ws = f(z3). Namé& kolme pistetté sijaitsevat joko
suoralla tai maéaarittavit yksikésitteisen ympyréan, jolloin wy, ws, w3 ovat yleistetyn
ympyran C’ pisteitd. Olkoon z mikd tahansa ympyran C' piste, z # z1, 29, 23. Nyt
Lauseen 3.22 nojalla [z, 21, 29, 23] on reaalinen. Liséksi

[f(2), wi, wa, w3] = [f(2), f(21), f(22), f(23)] = [2, 21, 22, 23]

Néin ollen f(z) sijaitsee pisteiden wy, w9, ws kautta kulkevalla yleistetylla ympyralla.

Olkoon z1, 2o, 23 eri pisteitd yleistetylla ympyréalla C; ja wq, wse, w3 eri pisteitd
yleistetylla ympyrélla Cy . Nyt Lauseen 3.15 mukaan, on olemassa Mobius-kuvaus f,
joka kuvaa pisteet z1, 29, 23 pisteiksi wq, ws, w3. Néin ollen todistuksen alun nojalla f
kuvaa kaikki yleistetyn ympyrén C; pisteet yleistetylle ympyrélle Cs. U

4. Peilausgeometria

Ennen kuin siirrymme tarkastelemaan hyperbolista geometriaa, tarkastellaan ly-
hyesti peilausta, peilausgeometriaa seké niiden yhteyttd Mobius-kuvauksiin. Euklidi-
sessa geometriassa pisteitd, suoria tai erilaisia kuvioita voidaan peilata jonkun suoran
suhteen. T&lloin jokaisen pisteen A etaisyys peilaussuorasta [ on yhté suuri kuin pis-
teen A peilauspisteen A’ etéisyys peilaussuorasta. Peilausgeometriassa voimme peilata
pisteité, suoria ja ympyroitd myos ympyroiden suhteen.
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4.1. Peilaus. Euklidinen peilaus suoran suhteen kuvaa pisteet pisteiksi, suorat
suoriksi ja ympyrat ympyroiksi. Peilausgeometriassa peilaussuora vaihdetaan ympy-
riksi, eli peilaus tehddin ympyran suhteen. Madritellddn alkuun peilaus ympyran
suhteen.

Maaritelmé 4.1. Olkoon C' r-siteinen ympyré ja olkoon A miké tahansa keski-
pisteestd O eroava piste.

Jos piste A’ on keskipisteen ja pisteen A kautta kulkevalla suoralla O—A> niin, etta
piste A’ on joko pisteen O ja A vilissi, tai piste A on pisteiden O ja A’ vélissi ja lisiksi
OA-OA" = r2.! Tillsin piste A’ on pisteen A peilauspiste ympyrin C suhteen.

Pistettd O sanotaan peilauksen keskukseksi ja ympyrad C' peilaavaksi ympyréaksi.

Kuvaus ¢, missi t(A) = A, A € R*\O on peilaus ympyrin C' suhteen.

Al

(v

Kuva 5. Peilaus ympyréan C' suhteen

Huomautus 4.2. Miiritelmin mukaisesti OA - OA’ = 72, minki vuoksi kumpi-

kaan OA tai OA’ ei voi olla nolla, jolloin kumpikaan pisteista A tai A’ ei voi olla
keskipiste O. Tamén vuoksi keskipiste O on poistettu kuvauksesta t.

Peilaus ympyréan suhteen véiristda tasoa huomattavasti, silld se kuvaa ympyran
sisapisteet ulkopisteiksi ja ympyran ulkopisteet sisidpisteiksi. Jos OA < r, niin OA’ =
2 . .. 2 . . . .
5a > 7, kun taas jos OA > r, niin OA’ = &3 < r. Jokainen ympyrin C' kehéin piste
kuvautuu itselleen.

A A
C C (@

A
OA<r OA>r OA=r

Kuva 6. Peilaukset ympyrén suhteen

g = (xl,yl)’y = ($27y2)- Ty =21T2 + Y1Y2.
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Huomaa, jos A on pisteen A’ peilauspiste, niin A’ on pisteen A peilauspiste,silld
OA-OA =r* < OA-OA=r"

Téassd mielessd peilaus ympyrédn suhteen on sama kuin peilaus suoran suhteen:
jos peilaamme pisteen ja peilaamme peilauspisteen, paddymme takaisin alkuperéiseen
pisteeseen. Eli peilaus ympyran suhteen on itsensé kddnteiskuvaus. Kuvaus ¢ kuvautuu
takaisin itselle, jos t(t(A)) = A. Télléin on olemassa kisinteiskuvaus ¢t~ ja t = ¢~1.

Huomautus 4.3. Tésté eteenpéin peilauksella tarkoitetaan joko peilausta suoran
suhteen tai peilausta ympyréan suhteen.

Peilaus ympyrén suhteen on erilainen kuvaus kuin Euklidisessa geometriassa.
Euklidiset kuvaukset kuvaavat suorat suoriksi [1, s 66, 71].

Peilaus ympyrén suhteen ei ole Euklidinen kuvaus, silla se ei kuvaa suoria suoriksi.
Esimerkiksi olkoon % yksikkoympyra ja [ suora x = 2. Kaikki suoran [ pisteet ovat
ympyran % ulkopuolella, jolloin peilaus ympyrdn 4 suhteen kuvaa kaikki suoran
pisteet ympyrén € sisdpuolelle. Talloin suoran [ kuva ei voi olla suora.

Lause 4.4. Peilaus yksikkoympyrin € suhteen on kuvaus

t:R2 5 R ¢ = v J e R2\O
,t(z,y) (gjgﬂﬂ,xuyg , (z,y) \

TopisTtus. Olkoon A piste (z,y) € R*\O ja olkoon A’ pisteen A peilaus yksik-
koympyran € suhteen. Koska piste A’ sijaitsee origon ja pisteen A kautta kulkevalla
suoralla, niin pisteen A" koordinaatit ovat muotoa (kz, ky), jollakin positiivisella k.

Yksikkdympyrin € sidde on 1, jolloin OA-OA’ = 1. Téllsin OA? - OA” = 1 joten

(z° + ) (K*2® + k*y®) = 1.

Tésté saadaan,

5 1
talloin
B 1
Pisteen A’ koordinaatit ovat siis muotoa (xnyz, xz—iy2> O

Suorien peilaukset origokeskisten ympyroiden suhteen kuvaavat origon ulkopuolel-
la kulkevan suoran origossa punkteeratuksi ympyréksi ja origossa punkteerattu suora
kuvautuu itselleen. Jos ympyré ei kulje origon kautta, ympyroiden peilaukset origo-
keskisten ympyroiden suhteen kuvaavat ympyrat ympyroiksi ja origossa punkteerattu
ympyréd kuvautuu origon ulkopuoliseksi suoraksi.

Kahden suoran [; ja l; vélinen kulma voidaan mitata kahdella eri tavalla. Voimme
tarkastella joko myotédpédivadan tai vastapédivadn syntyvad kulmaa ja télloin kulman
suuruus riippuu tastéd valinnasta. Kulmaa méarittdessa pitad siis tietdd sen suuruus
ja suunta. Kahden kéyran vélinen kulma maéaéritelladan leikkauspisteeseen muodostet-
tujen tangenttien avulla.



MOBIUS-KUVAUKSET JA HYPERBOLINEN GEOMETRIA 24

U}

Vastapaiva

Mydtapaiva

KuvA 7. Suorien valiset kulmat.

Maaritelmia 4.5. Olkoon ¢ ja ¢ kéyrid, jotka leikkaavat pisteessid A ja olkoon
[y ja ly leikkauspisteeseen muodostetut kédyrien ¢; ja ¢y tangentit. Talloin kédyrien
vilinen myo6tépaivainen kulma leikkauspisteessd A on tangenttien myd&tapaivdinen
kulma pisteesséd A. Vastaavasti kdyrien vélinen vastapéiviinen kulma on tangenttien
vélinen vastapéaivainen kulma.

Kuva 8. Kéyrien viliset kulmat

Peilauksessa ympyran suhteen on térked tietdd seuraava tulos. Todistus kulma-
lauseesta seké suorien ja ympyroiden kuvautumisista peilauksessa ympyrén suhteen
loytyvit tarkemmin ldhteestd [1, s. 274].

Lause 4.6 (Kulmalause). Peilaus minkd tahansa ympyrdn suhteen sdilyttid kul-
mien suuruuden, mutta kddntdd nitden suunnan.

Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan peilauksia kompleksitasossa.

Lause 4.7. Olkoon C, a+1b-keskinen, r-sdteinen ympyrd. Peilaus yksikkéympyrdn
& suhteen kompleksitasossa C voidaan esittid kuvauksella

2

r
t(2) = ——= , ze€ C\c,
(2) Z_C—i-c z \¢

missa ¢ = a + 1b.

TobisTus. Tarkastellaan ensin tilannetta, missa ympyrda C' on yksikkoympyra €.
T#lloin pisteen (x,y) kuva peilauksessa ympyréin € suhteen on Lauseen 4.4 mukaisesti

(75 i)
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Voimme kirjoittaa tdméan yhtélon kompleksilukujen avulla, sillda Huomautuksen
2.6 (2) mukaan kompleksiluvun z = z + 4y moduli |z| toteuttaa yhtélon 22 4 y? =
|2|? = z - z. Talléin pisteen z = x + iy kuva peilauksessa ympyrin 4 suhteen on

T Y T+ 1y z 1

+1 = = .

1'2+y2 :132+y2 $2+y2 2.7z z

Tarkastellaan seuraavaksi yleista tapausta, eli olkoon C' (a, b)-keskinen, r-séteinen

ympyrd, r > 0. Téssa tapauksessa peilaus ympyran C' suhteen voidaan esittdd yhdis-
tettynd kuvauksena t = t3 o t5 o t1, missi

tl(z):l’—c

on siirto ja skaalaus joka siirtdd ympyréan C' yksikkoympyriélle €
,

1
ta(2) = = on peilaus yksikkdympyran € suhteen ja

t3(z) = rz+ ¢, on kuvauksen t;(z) kdénteiskuvaus, joka siirtdd yksikkympyran

€ takaisin ympyraksi C.

Téalloin t(2) = tgotyoty(2) = ;% T -

Laajennetun kompleksitason C,, peilauksissa voimme maérittéid, ettd origon kuva
peilauksessa on déreton oo ja ddrettomyyspisteen oo kuva on origo O. Maaritelldén
seuraavaksi yleisetyn ympyrén peilaus ympyréan C suhteen laajennetussa kompleksi-
tasossa C.

Maaritelméa 4.8. Olkoon C' laajennetun kompleksitason C,, yleistetty ympyra.
Talloin peilaus ympyrén C' suhteen laajennetussa kompleksitasossa on kuvaus ¢

(1) Jos C' on O-keskinen r-siteinen ympyré, niin

pisteen A kéddnteispiste ympyran suhteen | jos A € C\O
t(A) = ¢ o0 ,jos A=0
0 , JosA = o0

(2) Jos C on laajennettu suora [ U 0o, niin

HA) = Peilaus suoran [ suhteen , jos A € C
00 , jos A= o0

Laajennetussa kompleksitasossa suoritetuissa peilauksissa yleistetty ympyréa ku-
vautuu yleistetyksi ympyréksi.

4.2. Peilausgeometria. Olemme nyt tarkastelleet peilauksia suorien ja ympy-
roiden suhteen, joten nyt voimme maééritelld peilausgeometrian tarkemmin. Peilaus-
geometriassa tarkastellaan peilausten yhdisteitd. Méaaritellddn alkuun peilauskuvaus.

Maéaritelmi 4.9. Kuvaus t : C,, — C,, on peilauskuvaus jos se voidaan esittai
peilausten yhdisteené.
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Jokainen peilaus siilyttdd kulmien suuruudet sekéd kuvaa yleistetyt suorat yleis-
tetyiksi suoriksi, saman taytyy olla voimassa myos peilausten yhdisteelle. Néin ollen
saamme seuraavan tuloksen

Lause 4.10. Peilauskuvaukset sdailyttavit kulmien suuruudet ja kuvaavat yleistetyt
ympyrdt yleistetyiksi ympyraiksa.

Muodostetaan seuraavaksi peilausgeometrian médritelma. Madrittelya varten tay-
tyy tarkastaa muodostavatko peilauskuvaukset ryhmén.

Lause 4.11. Peilauskuvausten joukko muodostaa ryhmdn varustettuna yhdistetyil-
la kuvauksilla.

TobisTus. Téasmillisempi todistus 16ytyy ldhteestd [1, s 296]. Todistus pohjau-
tuu peilausten ominaisuuksiin. Peilauksien yhdisteet ovat peilauksia seké peilaukset
ovat kadntyvid kuvauksia. Identtinen kuvaus saadaan puolestaan muodostettua yh-
distetylla kuvauksella yksikkoympyran suhteen. Liséksi yhdistetty kuvaus on aina
assosiatiivinen kuvaus.

Peilauskuvaukset méaarittavat siis ryhmén varustettuna yhdistetylla kuvauksella.
O

Maaritelma 4.12. Peilausgeometria on joukon C,, lukujen ominaisuuksia jotka
sailyvét peilauskuvauksissa.

Vaikka &ddrettomyyspiste co on térked osa peilausgeometriaa, niin unohtamalla
ddrettomyyspiste oo, jiljelle jadviit tason C pisteet voidaan tulkita tason R? pisteini
ja laajennetut suorat voidaan tulkita tavallisina suorina.

Tilld tavoin ajateltuna, tason R? vektorit voidaan tulkita lukuina laajennetussa
kompleksitasossa C, ja pdinvastoin. Peilaus suoran suhteen voidaan esittdé peilauk-
sena, joka kiinnittaa darettomyyspisteen oo, joten voimme tulkita jokaisen Euklidisen
kuvauksen peilausten yhdisteend, ja télloin peilauskuvauksena.

Jotta voimme késitelld peilausgeometrian ongelmia algebrallisesti, tarvitsemme
peilauskuvaukselle algebrallisen esitystavan. Naytamme, etté jokainen peilauskuvaus
on joko muotoa

t(z) = f(2) tai t(z) = f(2).
Téassa f on Mobius-kuvaus
az+b
f(z) = cz+d

Lause 4.13. Jokainen Mobius-kuvaus on peilauskuvaus.

Tobistus. Olkoon f: C,, — Cy

az +b
cz+d

f(z) =

Mébius-kuvaus. Jos ¢ = 0, niin f on muotoa f(z) = az + b ja f(co) = oo ja f on
peilauskuvaus.
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Jos ¢ # 0, niin kun z € C\{—d/c}, niin kuvaus f on muotoa

_ —ad+bc+ a(cz +d)
J(2) = c(cz +d)

(ad—bc) ( 1 ) a
c cz+d c

Nyt f voidaan esittdd yhdistettynd kuvauksena t3 oty o tq, missé

cz+d ,jos z # o0,
tl(z)—{ jos z #

00 , Jos z = 00,

L jos z € C\{0},
ta(z) =¢ 00 ,jos z=0,
0 ,josz=o00
ja
—((ad = be)/c)z+ (afc) , jos z # oo,
tg(Z) = .
00 , jos z = oo.

Tarkistetaan vield yhdistetyn kuvauksen t3 ot o t; kdyttaytyminen pisteissa oo ja
—d/ec.
a
t3 0] t2 @) tl(OO) = tg @) tQ(OO) = tg(()) = E = f(OO),

tgotyoti(—d/c) =tz ots(0) = t3(c0) = 0o = f(—d/c).

Kuvaukset t1,15 ja t3 ovat laajennetun kompleksitason C,, kuvauksia ja ovat yk-
sinkertaisten kuvausten, skaalauksen, kierron ja siirroon laajennuksia. Kuvaukset ovat
peilauskuvauksia, silld ne voidaan esittdé peilausten yhdisteené ja néin ollen kuvaus
f on peilauskuvaus. O

Mobius-kuvaukset ovat siis peilauskuvauksia, jolloin ne siilyttdat kulmien suu-
ruudet sekd kuvaavat yleistetyt ympyrét yleistetyiksi ympyroiksi. Peilaus sailyttad
kulmien suuruuden, mutta kddntdd kulman suunnan (Lause 4.6), kun taas Mdbius-
kuvaus sdilyttda sekéd kulman suuruuden ettéd kulman suunnan.

Vaikka peilaukset eiviat ole Mobius-kuvauksia, peilausten ja Mobius-kuvausten
vélilla on tiivis yhteys.

Lause 4.14. Jokainen peilaus t : Co, — Coo on voidaan esittdd muodossa t(z) =
f(Z), missd f on Mdbius-kuvaus

TobisTus. Jos ¢t on peilaus laajennetun suoran suhteen joukossa C,,, talldin ku-
vauksen on oltava Mééritelmén 4.8 mukaan muotoa t(z) = az + b, jolla t(c0) = oo.
Tésté seuraa, etté
t(z) = f(Z), missd f on Mobius-kuvaus

az +b
Jz) = 0z +d

Toisaalta, jos t on peilaus r-séteisen, c-keskisen ympyran suhteen laajennetussa
kompleksitasossa C,, niin kuvaus ¢ on Lauseen 4.7 mukaan muotoa
r? r*+c(z—¢) cz+ (r*—ce)

t p— f— f— .
(Z) z—c+c zZ—C Z—C
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Jéalleen, kuvaus ¢ on muotoa t(z) = f(Z), missd f on Mdobius-kuvaus

flo) = S

Z—C

g

Voimme nyt osoittaa, ettd jokainen peilauskuvaus on ¢ voidaan esittdd muodossa
t(z) = f(z) tai t(z) = f(Z), missd f on Mobius-kuvaus.

Lause 4.15. Jokainen laajennetun kompleksitason C. peilauskuvaus t voidaan
esittdd muodossa

t(z) = %Is tai t(z) = z;ts,

missd a,b, c,d € C ja ad — be # 0.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd kahden peilauksen t; ja to yhdistetty kuvaus
on Mobius-kuvaus. Lauseen 4.14 nojalla voimme esittda peilaukset ¢, ja to Mobius-
kuvaustenf; ja fo avulla t1(2) = f1(Z) ja ta2(2) = fo(Z). Talloin

tyoty(2) = 1 (f2(2)) = f1(f2(2))-

Jos
az+b
falz) = cz+d’

voimme madritella Mobius-kuvauksen f3 niin, etta

_az+b  az+b
CZ+d ex4d
Silld ¢, o ta = fi((f2(Z)) = fi(f3(2)), niin kuvaus t; o t3 on kahden Mobius-

kuvauksen yhdistetty kuvaus ja on néin ollen M&bius-kuvaus.
Olkoon t jokin peilauskuvaus ja olkoon

f3(2) = (f2(2))

t:tlotgo...otn,

missé tq, o, ..., t, ovat peilauksia. Jos n on parillinen, voimme esittda peilauksen ¢
Mobius-kuvausten yhdisteend yhdistamalld peilauksia muodossa

t=(tjoty)o(tgoty) o...o(t,_10t,).

Télloin ¢t on Mébius-kuvaus f ja tdten t(z) = f(z).
Jos n on pariton, olkoon r : C,, — C,

{E , jos z € C,
r(z) = .
oo, jos z=0.
Koska r on itsensé kéddnteiskuvaus, saamme

t = (tlotgo...otn)OT.

Tamé& yhdiste sisédltdd parillisen méédrdn peilauksia, jolloin sen on oltava Mobius-
kuvaus f. Joten t(z) = for(z) = f(2). O
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Aikaisemmin saadut tulokset Mobius-kuvauksista, kiintopisteisté ja pisteiden se-
ka ympyroiden kuvautumisista patevit peilauksissa ja peilausgeometriassa. Mitka ta-
hansa laajennetun kompleksitason C., kolme pistettd kuvautuvat peilauskuvauksel-
la, tarkemmin sanottuna Md&bius-kuvauksella, kolmeksi laajennetun kompleksitason
pisteeksi. Yleistetty ympyrad on mééritelty kolmen eri pisteen avulla ja koska pei-
lauskuvaus kuvaa yleistetyn ympyréan yleistetyksi ympyréksi, niin kuten aikaisemmin
jo totesimme, laajennetun kompleksitason yleistetyille ympyréille C) ja Cs voidaan
16ytad peilauskuvaus joka kuvaa yleistetyn ympyrén C; yleistetyksi ympyréaksi C.

5. Hyperbolinen geometria

Geometrian kannalta tiarkein matemaatikko on kiistelemétta Eukleides (Fukleides
Aleksandrialainen n. 325-265 eaa. Egypti), joka julkaisi 13-osaisen teoksen Stoikheia
(Alkeet)[7], joissa hdn kisitteli kreikkalaista geometriaa ja lukuteoriaa. Eukleideen
esitystapa perustuu aksioomiin, joka toimii nykyaikaisen matematiikan prototyyppi-
né. Aksioomat ovat perusoletuksia ja namé oletetaan oikeiksi. Yleisesti maailmalla
esitetdéin Eukleideen Alkeisiin pohjautuvaa geometriaa. Geometrian pohjalla olevia
aksioomia on viisi, jotka siséltdvit matemaattisia késitteitd kuten piste, suora, puo-
lisuora, ympyré ja kulma. Eukleideen aksioomissa oletetaan joitakin asioita suoravii-
vaisesti ja pidetaédn itsestéddnselviné asioita joita ei nimeté erikseen. Aksioomajérjes-
telméé on laajennettu ja tarkennettu monen eri matemaatikon toimesta. Esimerkiksi
David Hilbert (David Hilbert 1861-1943. Saksa) esitti vuonna 1902 laajassa teokses-
saan (Grundlagen der Geometrie) 13 aksioomaa Eukleideen viiden aksiooman sijaan.
Hilbertin aksioomat méarittelevit tarkemmin sellaisia asioita, joita Eukleides olet-
ti todeksi. Yksi Eukleideen aksioomista kulkee myo6s nimelld paralleeliaksiooma, jo-
ka kuuluu Euklidiseen geometriaan vankasti. Paralleeliaksiooman voi esittdda monessa
keskenédn loogisesti yhtéapitavissd muodossa. Téassé esitettava muotoilu ei kuitenkaan
ole Eukleideen esittdmé muoto, vaan tunnetaan myos nimella Playfairin aksiooma.

Paralleeliaksiooma:
Annetun suoran [ ulkopuolisen pisteen P kautta kulkee aina yksi ja vain yksi annetun
suoran [ kanssa yhdensuuntainen suora.

Kuva 9. Paralleeliaksiooma
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Paralleeliaksioomasta voidaan huomata seuraavaa: Aksiooma viittda ettéd téllai-
nen yhdensuuntainen suora on olemassa ja téllaisia yhdensuuntaisia suoria on olemas-
sa tasmélleen yksi. Aksiooma tuntuu luonnolliselta, mutta monista yrityksisté huoli-
matta sitd ei ole saatu todistettua Eukleideen muiden aksioomien avulla. Myohem-
min osoitettiin, ettd tdmé ei ole edes mahdollista. Taméa mahdollistaa hyperbolisen
geometrian olemassaolon

Euklidisen geometrian ulkopuolelle on rakentunut erilaisia geometrioita jotka koos-
tuvat Eukleideen aksioomista, mutta paralleeliaksiooma on vaihdettu toiseen muotoi-
luun jossa on eri oletuksia. Téasséd luvussa lahdemme tarkastelemaan Hyperbolista
geometriaa, joka koostuu Euklidisen geometrian aksioomista, mutta paralleeliak-
sooma on korvattu seuraavalla

Hyperbolinen Paralleeliaksiooma:
On olemassa suora [ ja piste P suoran [ ulkopuolella siten, ettd pisteen P kautta
kulkee ainakin kaksi suoran [ kanssa yhdensuuntaista suoraa.

m

E——t

KuvaA 10. Hyperbolinen Paralleeliaksiooma

Hyperboliseen geometriaan liittyy muiden geometrioiden tavoin erilaisia tuloksia
liittyen esimerkiksi kolmion kulmien summaan, kolmioihin, yhdenmuotoisuuteen seké
pinta-aloihin. Téssé tutkielmassa keskitymme sellaisiin ominaisuuksiin, joita voidaan
tutkia ja tarkastella Mobius-kuvausten avulla. Lisdd tietoa néistd muista tuloksista
l6ytyy lédhteesta [1], [4] ja [5].

Tarkastellaan Hyperbolista geometriaa Ranskalaisen matemaatikon Henri Poinca-
rén (Henri Poincaré 1854-1912. Ranska) luoman mallin mukaan. Poincarén kiekko-
mallissa avaruus koostuu yksikkokickon 2 = {z : |z| < 1} pisteistd. Kaikki tdmén
mallin kuviot esitetdén geometrisesti niin, miten ne ilmaantuvat téssa kiekossa.

Hyperboliseen geometriaan liittyvit merkinnét esitetdan lthavoituna.

5.1. Hyperbolinen geometria: Kiekkomalli. Tarkastellaan hyperbolista geo-
metriaa Poincarén kiekkomallissa.

Hyperbolisen geometrian pisteet, ovat niitd pisteitéd jotka sijaitsevat yksikkokie-
kon Z sisalla
D={z: 2| <1} ={(z,y): 2 +9* < 1}.
Geometrisesti esitettynd kiekko & esitetdén piirtamaélla sen reuna

C={z: |z =1} ={(z,y): 2°+y* =1}
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On huomioitava, ettd reunan € pisteet eivit kuulu geometriaan.

KuvaA 11. Poincarén kiekkomalli

Hyperbolisella suoralla on tarked rooli tdssd geometriassa.

Maaritelma 5.1. Hyperbolisen geometrian suora on se osa yleistettyd ympyraé,
joka on kiekossa & ja kohtaa reunan ¢ suorassa kulmassa.

Jokainen swuora on osa yleistettyd ympyréad, joka kohtaa reunaympyran kahdes-
sa pisteessd. Néitd pisteitd sanotaan suoran reunapisteiksi. Huomioitavaa on, etta
suoran reunapisteet eivit ole pisteitd, silld ne eivit ole kiekossa 2.

Seuraava kuva havainnollistaa erilaisia suoria. Jotkut niistd suorista ovat ym-
pyroiden kaaria ja jotkut ovat janoja, itseasiassa kiekon Z halkaisijoita.

KuvaA 12. Hyperbolisen geometrian suorat

Hyperbolinen suora on osa origon kautta kulkevaa suoraa tai ympyra. Jos [ on
suora, joka kulkee origon kautta, niin [N Z on suora. Jos C' on ympyré, joka leikkaa
kiekon reunan & kohtisuorasti, niin C'N Z on suora.

Yksikddn Euklidinen ympyré, joka on kohtisuorassa kiekkoa & kohtaan, ei kulje
origon kautta: jos suora [ leikkaa ympyrad & pisteessi P, niin suoran [ pisteeseen P
muodostettu tangentti ¢ on ympyran % side, jolloin se kulkee origon kautta. T&lloin
t on suora, joka leikkaa Euklidista ympyraé [ pisteessd P ja koska ympyrit sijaitsevat
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kokonaan tangenttien toisella puolella, tangentti ¢ ei voi leikata suoraa [ uudelleen.
Joten [ ei voi kulkea origon kautta.

Té&sta voimme tehd&d huomioita. Jos [ on suora, joka on osa Euklidista ympyréa,
ja olkoon [y kiekon & keskipisteen kautta kulkeva swora niin, ettd suorat [, ja ls
eivit leikkaa. Télloin I, on kiekon 2 halkaisija. Jos [ leikkaa ympyréan € pisteissd P
ja @, niin naihin pisteisiin muodostetut suoran [ tangentit ovat ympyréin ¢ séteitd
ja néin ollen kulkevat origon kautta. Tangentit jakavat kiekon 2 neljdédn osaan, jois-
ta yhdessé sijaitsee suora [. Halkaisija [, voidaan selvésti piirtdéa kulkemaan origon
poislukien tédysin kahden muun alueen kautta. Ja itseasiassa, téllaisia halkaisijoita on
adrettoméan monta. Jokainen halkaisija jakaa kiekon & kahteen osaan, joista toisessa
sijaitsee suora I.

Huomioitavaa on my0s se, ettd jos [ on suora, joka on osa Euklidista ympyraé
ja I leikkaa ympyrdn € pisteissi P ja (), niin ympyran keskipiste R on ympyréan
% pisteisiin P ja () muodostettujen tangenttien leikkauspiste. Néin ollen piste R on
ympyran ¢ ulkopuolella.

Q

Padsemme esittdméadn suorille tarkempaa analyyttista esitystapaa seuraavan
lemman avulla.

Lemma 5.2. Suoran [ yhtilo on yhtd seuraavista muodoista
ar + by = 0, missda # 0 jab# 0
tai
2+ 4 fr+gy+1=0, missi >+ ¢*> > 4.
Lemman todistusta varten todistetaan ensin seuraava lause

Lause 5.3 (Kohtisuoruustesti). Kaksi leikkaavaa ympyrid Cy ja Cy, joiden yhtdlot
ovat
Cl :x2+y2—|—f1x+g1y+h1 =0 jCL
Cy = 2* + 9> + for + gay + ha = 0,
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ovat kohtisuorassa toisiaan vasten jos, ja vain jos

fifa + 9192 = 2(hy + hy).
TopIsTUS. Ympyréin C; keskipiste on pisteessi A = (—1fi;,—1g1) ja sen si-

de on r; = \/ i 2+ ig% — hy. Vastaavsti, ympyrdan Cy keskipiste on pisteessid B =

(—%fg, —%92) ja sen side on ry = \/%fg + %gg — hs.

Olkoon P yksi ympyroiden leikkauspisteistéd. Tarkastellaan nyt muodostuvaa kol-
miota AABP Jos ympyrit kohtaavat toisensa suorassa kulmassa, niin suora AP on
ympyran Cs tangenttisuora ja télloin se on kohtisuorassa suoraa B P kohtaan. Joten
kolmio AABP on suorakulmainen ja Pythagoraan lauseen avulla saamme

AP? + BP? = AB?

Jos edeltdva yhtédlo on voimassa, niin kolmion AABP on oltava suorakulmainen
kolmio ja ympyroiden on leikattava kohtisuorasti.
Nyt

1 1 .
AP2:rf=1fl2+Zg%—h13a

1 1

1 1 \? 1 1 \?
AB? = (=f, — = gy — =
(2f1 2f2) + <291 292)

1 1 1 1 1 1
= (fo - §f1f2 + Zf%) + (19% — 59192 + ZQ%) :
Sijoittamalla AP?, BP? ja AB? yhtiloon AP? + BP? = AB? ja sieventdmilld
yhtéloéd, voimme padtellda ettd yhtéalo on yhtéapitavaa yhtalon

1 1
—hy — hy = —§f1f2 - 59192

Lisaksi

kanssa. Tama yhtdlo voidaan vield esittdd muodossa
fifa+ 9192 = 2(h1 + ha).
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Seuraavaksi voimme palata kohtisuoruustestii edeltivin Lemman 5.2 todistuk-
seen.

Tobistus. Hyperbolisen geometrian suora on yleistetty ympyré, joten tarkas-
tellaan erikseen tapauksia, joissa suora on osa Euklidista suoraa tai osa Euklidista
ympyraa.

Jos suora on osa origon kautta kulkevaa suoraa, niin se on selvésti muotoa azx +
by = 0, missd a ja b ovat nollasta eroavia kertoimia.

Jos suora on osa ympyraa C, joka leikkaa kiekkon & reunaa % suorassa kulmassa.
Olkoon ympyréan C' yhtéaléo muotoa

22+ 1?4+ fr+gy+ h =0, joillakin reaaliluvuilla f,¢ ja h.

Ensinnékin, kohtisuoruustestin nojalla, miké tahansa tata muotoa oleva ympyré leik-
kaa yksikkdympyrid €, 2% + y? — 1 = 0 jos ja vain jos

f0+g-0=2-(h+(=1)).
N&in on, jos ja vain jos h = 1. Joten ympyran C' yhtdlon on oltava muotoa

2?2 +y* 4+ fo+ gy +1 =0, joillakin f ja g.

Ympyran C keskipisteen (—% ,—%g) on oltava ympyrin % ulkopuolella, jotta

(=2/)*+ (—19)? > 1, joka voidaan yhtépitdvésti esittdd muodossa f* + g% > 4.
Liséksi, ympyroiden C' ja € taytyy leikata. Téméa on mahdollista jos ja vain jos
1+ ympyrén C side > ympyréan C keskipisteen etéisyys origosta.

Nyt, silla h = 1, voimme esittda tdmén vaatimuksen muodossa

1 1 1 1
1 Zf2 4 g2 [Zf2 1 — g2
+\/4f+4g > 4f+49

Tieddmme jo, etti ,/% f2+ igz > 1 jolloin edeltavi epéayhtdlo seuraa kun osoi-

tamme, etta

1+t —1>+/t, kaikilla t > 1.
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Olkoon F(t) =1+ v/t — 1 —+/t. Téllsin
F)=1+v0-vV1=0
ja
Py - L VImVImT
2Vt—1 2t 2/t — 1t
Téstd seuraa, kun F(t) > F(1) = 0 kaikilla ¢ > 1, joten epayhtlo 1+t — 1 > v/t
on tosl.

0.

O

Tamén lemman avulla voimme maéaérittda yksikkoympyréin ulkopuolella olevan
suoran yhtilon, joka on osa Euklidista ympyraé.

SEURAUS 5.4. Olkoon o = a + ib piste yksikkéympyrdin € ulkopuolella. Suoran
yhtdlo, joka on osa a-keskistd Euklidista ympyrdd on

22 +9y* —2ar —by +1=0.

Suurin ero Euklidisen geometrian ja Hyperbolisen geometrian valilla liittyy pa-
ralleeliaksioomaan, eli suorien yhdensuuntaisuuteen. Mééritellddn seuraavaksi yhden-
suuntaisuus Hyperbolisessa geometriassa. Madritelméssa on hyvéd muistaa, ettd yk-

sikkokiekon Z reuna % ei kuulu yksikkokiekkoon 2.

Maaritelma 5.5. Kaksi eri suoraa ovat yhdensuuntaisia, jos ne eivat leikkaa
kiekossa Z. Lisdksi suorat ovat

(1) asymptoottisesti yhdensuuntaisia jos yleistetyt Euklidiset ympyrit, joi-
den osia ne ovat, leikkaavat yksikkoympyrian € pisteessi;

(2) ultrayhdensuuntaisia jos yleistetyt Euklidiset ympyrét, joiden osia ne ovat
eivit leikkaa yksikkoympyralla & .

Huomautus 5.6. (1) Maaritelmésta seuraa, ettd annetulla sworalla | on
olemassa tdsmiélleen kaksi pisteen P € &, P ¢ [ kautta kulkevaa, asymp-
toottisesti yhdensuuntaista suoraa.




MOBIUS-KUVAUKSET JA HYPERBOLINEN GEOMETRIA 36

(2) Vastavasti, millé tahansa annetulla suoralla | on olemassa ddrettéméan mon-
ta pisteen P € &, P ¢ | kautta kulkevaa ultrayhdensuuntaista suoraa.

Eri geometrioissa peilaus suoran suhteen ja peilaus ympyréan suhteen ovat tér-
kedssé roolissa. Yksikkokiekon & peilaus halkaisijan suhteen kuvaa yksikkodkiekon &
itselleen. Itseasiassa nédin kdy myos peilauksessa origon ulkopuolella olevan suoran
suhteen.

Lause 5.7. Olkoon | suora, joka on osa ympyrdd C. Tdlloin peilaus ympyrdin C
suhteen kuvaa yksikkoympyrin € yksikkoympyrdlle € ja yksikkokiekon 9 yksikkokie-
kolle 9.

TobisTus. Olkoon A ja B ympyran C' ja yksikkoympyrén € leikkauspisteité.

Peilaus ympyran C' suhteen on identtinen kuvaus ympyréalla C'. Yksikkdympyra &
kuvautuu ympyréksi, joka leikkaa ympyréaéd C' kohtisuorasti pisteittd A ja B. Téllaisia
ympyroitd on olemassa tdsmaélleen yksi, ympyrd € itse. Ndinpéa peilaus ympyrian C'
suhteen kuvaa ympyréin ¢ itselleen.

Kiekon 2 pisteet ovat yksikkoympyran % sisdpuolella, jolloin kiekon & taytyy
kuvautua joko ympyrdn % kuvan sisdpuolelle tai ulkopuolelle. Suoran [ pisteet ku-

vautuvat peilauksessa ympyrin C suhteen itselleen, jolloin kiekon 2 kuvan on oltava
kiekko Z itse.
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U

Tieddmme nyt, ettd peilaus suoran [ suhteen kuvaa kiekon & itselleen. Liséksi
tieddmme, ettd peilauskuvauksen ¢ yhdistetty kuvaus itsensé kanssa tot on identtinen
kuvaus.

Koska vastaavat ominaisuudet péatevéat Euklidisissa peilauksissa, voimme muodos-
taa seuraavan méadritelmén.

Maésritelma 5.8. Olkoon [ suora ja I’ sen méaraamé yleistetty suora tasossa.
Oletetaan liséksi, ettd P on peilaus suoran I’ suhteen. T#ll6in hyperbolinen peilaus
suoran [ suhteen kiekossa & on kuvauksen P rajoittuma kiekkoon Z.

Huomautus 5.9. (1) Jos suora [ on osa ympyrdd C joka leikkaa yksik-
koympyrin % pisteissd P ja (). Pisteisiin P ja () muodostetut ympyrin ¢
tangentit leikkaavat peilauksen keskipisteessd R.

(2) Lause 5.7 voidaan muotoilla myts seuraavasti: Hyperbolinen peilaus minké
tahansa suoran [ suhteen kuvaa yksikkokiekon & itselleen.

Hyperboliset peilaukset ovat hyperbolisen geometrian rakennuspalikoita. Adrelli-
sen monen hyperbolisen peilauksen yhdistettd kutsutaan hyperboliseks: kuvauk-
seksi. Naiden kuvausten joukko varustettuna kuvausten yhdistdmiselld muodostavat
hyperbolisen ryhmén Gg.

Maaritelma 5.10. Hyperbolinen geometria koostuu yksikkokiekosta & ja hy-
perbolisten kuvausten ryhméstd Gg.

5.2. Suorat ja kulmat. Méaéritelldédn seuraavaksi kulma ja tarkastellaan suo-
rien viélisten kulmien kayttaytymistd hyperbolisessa geometriassa,.

Maéisritelmé 5.11. Kahden pisteen A € 2 kautta kulkevan suoran vilinen (hy-
perbolinen) kulma on pisteeseen A muodostettujen tangenttien vélinen Euklidinen
kulma.
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Euklidiset peilaukset ja peilaukset ympyroiden suhteen sailyttavat kulmien suu-
ruuden. Nainpé ollen myos hyperbolinen kuvaus séilyttda kulmien suuruuden. Lisak-
si, Euklidinen peilaus ja peilaukset ympyroiden suhteen kuvaavat yleistetyt ympyrat
yleistetyksi ympyroiksi. Yhdistamalla ndmé tiedot, voimme pédtelld ettd hyperboli-
nen peilaus kuvaa suorat suoriksz, jolloin darellisen monen kuvauksen yhdisteella
on myo6s tdmé ominaisuus. Néista tiedoista saamme seuraavan tuloksen.

Lause 5.12. Hyperbolinen kuvaus kuvaa suorat suorikst ja sdilyttdid kulmien
suurvuden.

Olkoon A piste kiekossa 2, télloin on olemassa ainakin yksi suora, kiekon &
halkaisija, joka kulkee origon O ja pisteen A kautta. Origon kautta kulkee kuitenkin
ddretoméin monta suoraa, kiekon 2 halkaisijaa. Tarkastellaan seuraavaksi kulkeeko
pisteen A kautta useampi kuin yksi suora.

Téata varten on hyoddyllista esittdd seuraava tulos, joka osoittaa, ettd on olemassa
hyperbolinen kuvaus joka kuvaa pisteen A origoon O.

Lemma 5.13 (Origo-lemma). Olkoon A # O piste kiekossa 9. Tdlldin on olemas-
sa suora | niin, ettd hyperbolinen peilaus suoran | suhteen kuvaa pisteen A origoon

0.

TobisTus. Etsimme siis suoraa [, joka on osa R-keskistd ympyradd C' niin, ettd
peilaus ympyran C' suhteen kuvaa pisteen A origoon O. Oletetaan, ettd tamé etsi-
mamme ympyra C' leikkaa yksikk6ympyridn € pisteessi P.

Jotta peilaus kuvaa pisteen A origoon, niin peilauksen mééaritelméan mukaisesti

RO - RA = RP?,

missid RP on tarkastelemamme ympyran C' séde.

Suora | kohtaa ympyrin % suorassa kulmassa, niin ARPQO on suorakulmainen,
jolloin Pythagoraan lauseella

RP?* + PO* = RO”.
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P

.’a

Nyt OP = 1, jolloin RP? = RO? — 1. Sijoittamalla RP? = RO - RA, saadaan
RO-RA=RO*—1,

miké on yhtapitavasd yhtalon
RO?> — RO -RA =1,

kanssa, tai yhtélon
RO - (RO — RA) =1
kanssa. Mutta RO — RA = AQ, jolloin voimme paatelld, ettd

RO - AO =1,
eli

AO-OR=1.
Tamé kertoo, ettd etsimdmme ympyrén keskipiste on pisteessd R, joka 16ydetdén
peilamalla piste A ympyran % suhteen. O

Origo-lemma on hyperbolisessa geometriassa hyodyllinen tulos, silld sen avulla
voimme kuvata sopivasti valitut pisteet origoon ja siten tuottaa yksinkertaisemman
kuvan kuin aikaisemmin. Voimme hyodyntéda tatda tulosta esimerkiksi seuraavan tu-
loksen todistuksessa.

Lause 5.14. Olkoon A piste kiekossa &. Tilloin pisteen A kautta kulkee ddretto-
man monta suoraa.

TobisTtus. Olkoon A = 0 piste kiekossa Z. Kuten aikaisemmin totesimme, origon
kautta kulkee dérettoman monta kiekon Z halkaisijaa, joista jokainen néistd halkai-
sijoista on suora.

-1
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Olkoon A # 0 piste kiekossa Z. Télloin Origo-lemman nojalla on olemassa hyper-
bolinen kuvaus 7, joka kuvaa pisteen A origoon O. Origon kautta kulkee dérettomén
monta suoraa, joista jokainen on kiekon & halkaisija.

Hyperbolisen kuvauksen r kiinteiskuvaus r~! on hyperbolinen kuvaus, jolloin
halkaisijoiden kuvat kédnteiskuvauksessa ovat myos suoria, jotka kulkevat pisteen
A kautta. U

Yksi téarkeistd Euklidisen geometrian tulos ja samalla yksi Eukleideen aksioomista
on, ettd kahden eri pisteen kautta kulkee tdsmaélleen yksi suora. Hyperbolisessa geo-
metriassa pétee vastaava tulos.

Lause 5.15. Olkoon A ja B eri pisteitd kiekossa . Talloin pisteiden A ja B
kautta kulkee tdsmdlleen yksi suora.

TobisTtus. Aloitetaan todistus tarkastelemalla ensin téllaisen suworan olemas-
saoloa. Origo-lemman mukaan on olemassa hyperbolinen kuvaus r, joka kuvaa kiekon
2 pisteen A origoon O. Olkoon B’ pisteen B kuvapiste kuvauksessa r.

Té&lloin kiekossa & on olemassa yksikésitteinen suora ', joka kulkee pisteen B’
ja origon O kautta. Taméa suora on itse asiassa kiekon & halkaisija.

Hyperbolisen kuvauksen kéinteiskuvaus 7! on myos hyperbolinen kuvaus, jolloin
[ =r~Y(I") on suora, joka kulkee pisteiden A ja B kautta.

Tarkastellaan seuraavaksi suoran yksikésitteisyytté.

Oletetaan, ettd [; on suora, joka kulkee pisteiden A ja B kautta. Télloin kuvaus
r(ly) on suora pisteiden O ja B’ kautta. Téstd seuraa, ettd r(l;) = [', jolloin [,
on oltava sama, kuin r~!(I') = [. Tamé todistaa pisteiden A ja B kautta kulkevan
suoran yksikésitteisyyden.

O

Voimme siis Origo-lemman avulla méarittda hyperbolisen kuvauksen, joka kuvaa
pisteen A; pisteeksi A;. Voimme lisdksi madrittda kuvauksen joka téllaisen pisteiden
kuvaamisen lisiksi kuvaa minké tahansa pisteen A; kautta kulkevan suoran pisteen
Ay kautta kulkevaksi suoraksz.

Lause 5.16. Olkoon A; ja As pisteitd kiekossa 2. Olkoon 1y pisteen Ay kautta
kulkeva suora ja ly pisteen Ay kautta kulkeva suora.

Talloin on olemassa hyperbolinen kuvaus r, joka kuvaa pisteen A; pisteeksi As ja
suoran l; suoraksi ls.

TobpisTUS. Origo-lemman nojalla on olemassa hyperboliset kuvaukset r; ja 7o,
jotka kuvaavat pisteet A; ja Ay origoon. Olkoon 7y : 1y — I} jare = ly — 1.

Olkoon liséksi 3 hyperbolinen kuvaus, joka kiertd kiekkoa & origon suhteen niin,
ettd I} — 1.

Olkoon nyt r hyperbolinen kuvaus r = r;* o r3 o r;. Télléin r kuvaa pisteet ja
suorat kuten halusimme.
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S

6. Mobius-kuvaukset hyperbolisessa geometriassa

6.1. Hyperbolinen peilaus. Olemme tutustuneet hyperbolisen geometrian omi-
naisuksiin peilausten ja peilauskuvausten avulla. Aikaisemmassa luvussa totesimme,
ettd peilaukset voidaan esittdé algebrallisesti Mobius-kuvausten avulla.

Jokainen hyperbolisen ryhmén G4 alkio on yhdiste déarellisestd magrasti peilauk-
sista suorien suhteen.

Tarkastellaan peilausta suoran [ suhteen, joka on osa R-keskisté, r-séteistd ym-
pyrédd. Oletetaan, ettd suora leikkaa yksikkGympyrad € pisteissad P ja Q.

Olkoon R = (a,b) ja o = a + ib. Nyt, silld [ on suora, niin |o| > 1. Koska
suora | on osa R-keskisté, r-siteistd ympyrad, niin kolmio A RPO on suorakulmainen
pisteessd P. Nyt Pythagoraan lauseesta seuraa

RP?* + PO* = RO*.

Saatu yhtalo voidaan esittdd muodossa
2+ 1=a*+b%
Nyt, koska a? + b> = aa, voimme esittiid edeltivin yhtélon muodossa

r? —aa = —1.

Taméan yhtalon, sekéd peilauksen ¢ ympyrian C suhteen avulla, missid ¢ on muotoa
t(z) == +a ze C\{a}, voimme muodostaa hyperbolisen peilauksen p suoran

Z—x
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[ suhteen.

Suora | on osa ympyrid C, jolloin hyperbolinen peilaus p on yhtélon r2 + 1 =
a® + b% nojalla muotoa
r? r’+az—oa az-—1
p(z) = to=——"——-=
Z—« Z—Q

Taméa todistaa seuraavan lemman.

z—a

Lemma 6.1. Olkoon | suora, joka on osa a-keskistd ympyrdda. Hyperbolinen pei-
laus p suoran | suhteen on hyperbolinen kuvaus muotoa

oz —1
p(z) =

zZ—Q
Huomaa edelld, ettéd |a| > 1. Voimme kirjoittaa lemman tuloksen muodossa
p(z) = (foB)(z), z€2,

missi f(z) = %=L on M&bius-kuvaus, silli aa — 1 # 0 ja B(z) = z on kompleksi-
konjugaattikuvaus. Aikaisemmin olemme osoittaneet, ettd Mobius-kuvaukset séilyt-
tavét kulmien suuruudet (Lause 4.10) ja ne kuvaavat yleistetyt ympyrat yleistetyiksi
ympyroiksi (Lause 3.23). Kulmat ja yleistetyt ympyrat ovat térkeitd hyperbolises-
sa geometriassa, jolloin Mobius-kuvaukset ovat térkeéssé roolissa. Mobius-kuvausten
yvhdistetty kuvaus on Mobius-kuvaus, jolloin voimme muotoilla seuraavan lauseen.

Lause 6.2. Olkoon p ja o hyperbolisia peilauksia

pR)=%3 jo o(x)=Z5, z€9.
Hyperbolisten peilausten yhdiste
(poo)(z) = (af __1)2 + a- B, 2 €9,
(@—p)z+apf—1

on hyperbolinen kuvaus.

Hyperboliset peilaukset ovat Mobius-kuvauksen ja kompleksikonjugaatin yhdis-
teité, jolloin hyperbolisten peilausten yhdiste on Mobius-kuvausten ja kompleksikon-
jugaattien yhdiste. Kompleksikonjugaattien yhdiste on (B o B)(z) = z, jolloin jéljelle
jaava Mobius-kuvausten yhdiste voidaan esittd halutussa muodossa. Lauseen tarkem-
pi todistus 1oytyy ldhteestd [1, s 358].

Lemma 6.3. (1) Hyperbolinen peilaus p on itsensd kdadnteiskuvaus.
(2) Mébius-kuvausten
az+b cz+d
==—— Ja faz) =
bz +a

fiz) Cdz +c

yhdistetty kuvaus fo o fi on samaa muotoa oleva Mobius-kuvaus.

TODISTUS. (1) Haluamme siis osoittaa, ettd p(p(z)) = z Edeltdvén lauseen
nojalla hyperbolisten peilausten yhdiste voidaan esittda muodossa

(pop)(z) =

(@a—1)z+a—a (aa—1)z

(@—a)z+aa—1 aa-—1
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Kuten haluttiinkin.
(2) Yhdistetyn kuvauksen f; o f; matriisiesitys saadaan matriisitulosta

c djla bl ca+db cb+da
d ¢||b a| |da+cb db+ca
Tulo on haluttua muotoa, silla

(ca+db) =db+ca ja (cb+ da) = da+ cb.

O

Téastéd lemmasta seuraa, ettd yhdistetty kuvaus parillisesta méarésta hyperbolisia
pelauksia suoran | suhteen voidaan esittdd Mobius-kuvauksina rajattuna kiekkoon

2 muodossa ;
az +
f(z)==——, z€ 2.
bz+a
Vastaavasti voidaan ndyttaa, ettd yhdistetty kuvaus parittomasta méiréasta hyper-
bolisia peilauksia voidaan esittda tdtd muotoa olevan Mobius-kuvauksen ja komplek-

sikonjugaatin yhdisteené.

Néinpé ollen, &dérellisen monen hyperbolisen peilauksen yhdiste, eli hyperbolinen
kuvaus, voidaan esittdd muodossa
2z f(2) tal z+— f(Z), 2z € 2,
missd f on Mobius-kuvaus
az+b
2) = = , 2 €Y.
/) bz+a
Lisdksi, silld f(0) = % ja pisteen 0 kuvan on oltava hyperbolisessa kuvauksessa
kiekossa &, joten taytyy péted, etté

b < lal.
Ovatko kaikki tallaiset Mobius-kuvaukset hyperbolisia kuvauksia? Kylla ovat, té-
mé tulos ja sen perustelu esitetddn seuraavassa lauseessa.
Lause 6.4. Jokainen Mébius-kuvaus f : 9 — 9
b
f(z)= 4z , missa |b] < |al
bz +a
on kahden hyperbolisen peilauksen yhdiste ja siten hyperbolinen kuvaus.

Todistetaan tédmé kahdessa osassa. Késitelldédn ensin erikoistapaus, jossa Mobius-
kuvaus kuvaa origon itselleen ja sen jélkeen yleinen tapaus hyodyntéden téta erikois-
tapausta.

Tobistus. Tapaus 1 Mobius-kuvaus kuvaa origon origoon.
Osoitetaan, ettd Mobius-kuvaus f on kahden peilauksen yhdiste.

Ehdosta f(0) = 0 seuraa, ettd b = 0, jolloin M&bius-kuvaus f yksinkertaistuu
muotoon
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joka on kierto origon suhteen.
Olkoon a = re?. Talléin % = 2,
Jolloin, jos o0y ja g9 ovat peilauksia kiekon & halkaisijan suhteen, jossa

01(2) =Z 2€ D, ja 09(2) ="z, 2 € 9,

niin
oy 001(2) = ¥(Z) = 272,

joten f = 05 0 0y kuten halusimme.
Tapaus 2 Mobius-kuvaus f ei kuvaa origoa origon.

Osoitetaan jélleen, ettd Mobius-kuvaus f on kahden peilauksen yhdiste. Tarkastel-
laan hyperbolista kuvausta p(z) = (f' o B)(z), missé f'(z) = %= on Mobius-kuvaus
ja B(z) = Z on kompleksikonjugaatti. Valitaan « niin, etté p ja fop ovat hyperbolisia
peilauksia. Tamé ndyttid, etti f = (f o p) o p~! on kahden hyperbolisen peilauksen
yhdiste.

Mobius-kuvaukset f ja f’ voidaan esittdd matriisimuodossa, jolloin yhdistettya
kuvausta f o f’ vastaa matriisi
a bl la —1] |aa+b —(ab+a)

i Al ]l

b a| |l «@

Voimme péatella, etté

(fof oB)(z) = (acv + b)Z — (@b + a)

(ab+a)z—b—aa

Nyt, koska oletuksen mukaan |b| < |a|, niin || = 14 > 1, jolloin kuvaus p = f'o B

ol
on hyperbolinen kuvaus. Liséksi

(fop)(z)=(fofoB)(2)

on muotoa —%E, missd v = aa + b, joten kuvaus f o p on hyperbolinen peilaus. Tésté

_ (aix +b)z

—_
-b—aa

seuraa, ettd kuvaus f on hyperbolisten kuvausten f o p ja p!'~ yhdiste. U

Vastaava viite osoittaa, ettd yleisempi kuvaus
az +b
bz+a
on kolmen kuvauksen yhdistetty kuvaus. Kuvaus on yhdistetty kuvaus (f o B)(z),
missd f on Mobius-kuvaus

Z

az+b
z) = ,
1) bz+a
joka on kahden peilauksen yhdiste ja kompleksikonjugaatti B(z) = Z on peilaus
z-akselin suhteen. Tastd voimme muotoilla seuraavan lauseen.

Lause 6.5. Jokainen hyperbolinen kuvaus voidaan esittdd enintddn kolmen hyper-
bolisen peilauksen yhdisteend.
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Peilausgeometrian kulmalauseesta (Lause 4.6) seuraa, ettd yksi hyperbolinen pei-
laus suoran suhteen kdantad kulman aukeamissuunnan. Joten kahden téllaisen ku-
vauksen yhdiste pitdd kulman suunnan muuttumattomana, kun taas kolmen kuvauk-
sen yhdiste kdédntaa sen jilleen.

Hyperbolista kuvausta, joka pitdd kulman suunnan muuttumattomana kutsutaan
suoraksi hyperboliseksi kuvaukseksi ja kuvausta, joka kdantdd kulman suunnan kut-
sutaan epdsuoraksi hyperboliseksi kuvaukseks.

Lauseen 6.5 avulla voimme péétellé, ettd suora hyperbolinen kuvaus voidaan esit-
tdd enintddn kahden hyperbolisen peilauksen yhdisteené ja epédsuora hyperbolinen
kuvaus voidaan esittdéd enintéddn kolmen hyperbolisen peilauksen yhdisteena.

Lause 6.6. Suora hyperbolinen kuvaus f voidaan esittdd muodossa
flz) =K

missi K ja m ovat kompleksilukuja joilla |K| =1 jam € 9.

Z—m

1—mz’

Huomautus 6.7. Kutsumme tdtd muotoa hyperbolisen kuvauksen kanoniseksi
muodoksi. Silld on etunsa, koska kuvaus f kuvaa pisteen m origoon O.

TobisTus. Tieddmme jo Lauseen 6.4 nojalla, ettd suora hyperbolinen kuvaus
voidaan esittdd muodossa
f(z) = 2z +_b, missd |b] < |al.
bz +a
Jakamalla kuvauksen f(z) esitysmuodon osoittaja ja nimittdja luvulla @, voimme
kirjoittaa kuvauksen muodossa

a b a b —b
f(z):EZ‘i‘i:EZ‘i‘i:g(Z—T)
b, a _b a'1_ =b,”
EZ + a a 1 7~
Témi on vaadittua muotoa, jossa K = & ja m = %b. Koska |a| = |a|, niin t&ll6in

K =1 ja koska |b| < |al, niin |m| < 1, kuten vaadittiin.
U

Voimme nyt 16ytéé jokaiselle suoralle hyperboliselle kuvaukselle muodon, joka ku-
vaa kiekon & pisteen m origoon. Edeltavin lauseen nojalla kuvauksen on oltava muo-

toa ,
Z —_—

f(2) = Kl—ﬁf, missi |K| = 1ja [m/| < 1.
—m'z

Nyt ehdosta f(m’) = 0 seuraa, ettd m = m/, jolloin voimme péaitelld, ettd jokainen
suora hyperbolinen kuvaus, joka kuvaa pisteen m origoon on muotoa

f(z) =K

Suora hyperbolinen kuvaus, joka kuvaa origon takaisin origoon on selainen kuvaus,
jolle m = 0, eli se on muotoa f(z) = Kz, missd | K| = 1. Namé kuvaukset ovat kiertoja
origon suhteen kiekossa & kulman 6 verran, missi K = cosf + isinf.

Yleistéen, jotta voimme kuvata pisteen m origoon, tarvitsemme vain yhden suoran

hyperbolisen kuvauksen. Voimme asettaa K = 1 ja kiyttda kuvausta f(z) = {=-.

Z—m

1—mz
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Esimerkki 6.8. (1) Etsitdan suoran hyperbolisen kuvauksen yleinen muoto,
1

joka kuvaa pisteen 3¢ origoon.

Ratkaisu: Sijoitetaan piste %z suoran hyperbolisen kuvauksen yleisen muo-

don kaavaan
2 — 4 3z —1
f(z)=K i = K- , missé | K| = 1.
1 —(—3i)z iz +3

(2) Etsitdaan yksi suora hyperbolinen kuvaus, joka kuvaa pisteen % origoon.

Ratkaisu: Valitsemalla K = 1, yksi téllainen kuvaus on

Suoran hyperbolisen kuvauksen kédnteiskuvauksen yleinen muoto on suora hyper-
bolinen kuvaus, joka kuvaa origon O pisteeseen m. Olkoon

zZ—m _Kz—Km

f(z) =K

1—mz —mz+1°

Kuvaus f on kiekon 2 rajaama, joten kiinteiskuvaus f~1 on

- z+ Km
f 1(2) = —__ 7
mz+ K
missd |K| = 1. Kéanteiskuvauksen esitysmuoto seuraa suoraan Mobius-kuvauksen

kaanteiskuvauksen muodosta (Lause 3.4).

Esimerkki 6.9. Mééaritad yleinen muoto suoralle hyperboliselle kuvaukselle, joka
kuvaa pisteen %2 pisteeseen %

Ratkaisu:. Esimerkissa 6.8 kohdassa 1 16ysimme yleisen hyperbolisen kuvauksen,

joka kuvaa pisteen %z origoon. Kuvaus on

3z —1
=K issa | K| = 1.
fi(2) T3 missi | K|
Kuvausta vastaava matriisiesitys on
3K —iK
A = [ Ko ] |
Esimerkissé 6.8 kohdassa 2 16ysimme suoran kuvauksen
1
Z —_ =
2
z) = ,
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Matriisin Ay kaddnteismatriisi on

A;:[ ]

Nyt, yhdistettya kuvausta vastaava matriisiesitys on

]{3}( _iKl AK +2i —3iK +2
i 3|

2K +3i —2iK +4
Siten suora hyperbolinen kuvaus, joka kuvaa pisteen %Z pisteeseen % voidaan esit-
tdd muodossa

Wi ol
Lol ol

A;lAl ==

WIN WOl

Wk wiN

i) (4K + 2i)z + (—5iK + 2)

z) = ,
(2K + 3i)z + (—3iK + 4)

6.2. Hyperbolinen etiisyys. Euklidisessa tasogeometriassa tarkastellaan usein

kahden pisteen valistd etdisyytta. Télloin kahden pisteen vélinen etéisyys ei-negatiivinen
luku, joka saadaan laskemalla

missd | K| = 1.

d(Zl,ZQ) = |Zl — ZQ|, 21,29 € C.

Tama etéisyys sdilyy tason isometrioissa, eli Euklidisissa kuvauksissa Etédisyytta
tarkastellessa puhutaan usein etéisyysfunktiosta d. Etdisyysfunktiolta vaaditaan tiet-
tyjé ominaisuuksia. Tarkastellaan ensin etéisyysfunktion yleisia ominaisuuksia, jotka
ovat voimassa kaikilla kompleksitason C pisteilld, geometriasta riippumatta.

Etiisyysfunktion d ominaisuuksia
(1) d(z1,29) > 0, kaikilla z; ja 2.
d(z1,22) = 0 jos ja vain jos 23 = zs.
(2) d(z1,29) = d(z2, z1), kaikilla z; ja 2.
(3) d(z1,23) + d(zs, 29) > d(z1, 29) kaikilla 21, 29 ja z3.
(4) d(z1, 22) + d(22,23) = d(z1, 23), jos ja vain jos pisteet zq, 29 ja z3 ovat téssé
jéarjestyksesséa samalla suoralla.
Ominaisuus 1 kertoo ettéd kahden pisteen vélinen etdisyys on aina positiivinen ja
etdisyys on 0 jos ja vain jos pisteet ovat samat.
Ominaisuus 2 kertoo, etté pisteiden z; ja zo vélinen etéisyys on sama kuin pisteiden
Zs ja 2.
Ominaisuus 3 tunnetaan my6s nimelld kolmioepdyhtdlo.
Ominaisuus 4 osoittaa, etté suoralla olevien pisteiden vilinen etéisyys on additiivinen.

Hyperbolisessa geometriassa etiisyysfunktiolta vaaditaan, ettd se sdilyy hyperbo-
lisissa kuvauksissa.

Etiisyysfunktion ominaisuuksia hyperbolisessa geometriassa
(5) d(z1,22) = d(f(21), f(22)), kaikilla 21, 29 ja kaikilla hyperbolisilla kuvauksilla f
ryhméssd Gg.

Ominaisuus 5 vaatii siis, ettd hyperbolinen kuvaus séilyttéaa pisteiden viliset etéi-
syydet.

Huomautus 6.10. Kaikkien suorien hyperbolisten kuvausten ja kompleksikonju-
gaattien yhdistetty kuvaus séilyttdd pisteiden vélisen hyperbolisen etdisyyden.
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Maéaritelladn seuraavaksi tarkemmin pisteiden vélinen hyperbolinen etdisyys.

Maéaritelmi 6.11. Pisteiden z; ja zo vilinen hyperbolinen etdisyys d(z1, z2)
yksikkokiekossa 2 on d(z1, z5) = tanh ™ (|-222L ).

1—Z122

Etdisyysfunktio d toteuttaa kaikki etéisyysfunktion ominaisuudet 1-6. Ominai-
suudet 1, 2 ja 5 ovat selvid. Ominaisuus 3 pohjautuu mydhemmin esiteltdvaan tulok-
seen, jossa selvidd, ettd hyperboliset ympyrat ovat myos Euklidisia ympyroita (Lause
6.18). Tahén tulokseen lisdttyné tieto, ettd Mobius-kuvaukset sdilyttavit hyperboli-
set etédisyydet (Lause 6.16), saamme péadteltyd ominaisuuden 6 [1, s 376]. Tarkempi
todistus hyperbolisen etdisyyden kaavalle pohjautuu suorien hyperbolisten kuvaus-
ten ominaisuuksiin ja on loydettavissi ldhteestd [1, s 380]. Oletetaan jatkossa kaikki
namé ominaisuudet todeksi ja tarkastellaan niiden avulla mi&ritelméstd seuraavia
kaytannollisid ominaisuuksia.

Kahden pisteen vilinen etéisyys on yksinkertaisin silloin, kun toinen tarkastelta-
vista pisteistd on origossa O.

Huomautus 6.12. Pisteiden 0 ja z vilinen hyperbolinen etdisyys d(0, z) yk-
sikkokiekossa 2 on

d(0, z) = tanh ' (|z]).

Pisteen z euklidinen etdisyys origosta saadaan laskemalla |z|. M&éritelmé ker-
too siis, ettéd pisteen z hyperbolinen etéisyys origosta saadaan lisddmélla kadnteinen
hyperbolinen tangenttifunktio pisteen z euklidiseen etéisyyteen origosta. Hyperboli-
sen tangenttifunktion graafinen esitys paljastaa kaksi hyperbolisen etéisyyden térkeia
ominaisuutta.

1. Origon ldhelld kuvaaja on ldhes
suora kulmakertoimella 1, jolloin pisteen 'y
z olessa ldhella origoa, pisteiden z ja 0
vélinen hyperbolinen etéisyys vastaa pis-
teiden z ja 0 vilista euklidista etéisyyt-
té.

2. Kun piste z ldhestyy yksikko- tanh = (|])
kiekon & reunaa, pisteen z hyperboli-
nen etiisyys origosta kasvaa ilman ra- 11
jaa. Tosiaan, kun pisteen z euklidi-
nen etiisyys |z| lahestyy lukua 1, hy-
perbolinen et#isyys tanh'(|z|) lihes-
tyy oo. Hyperbolisen geometrian né-
kokulmasta rajapisteet nayttaviat ole-
van “darettomén kaukana”. Tamé vas- y
taa ideaa, ettd yhdensuuntaisilla suo-
rilla on yhteinen leikkauspiste "reunal-
la”.
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Pisteen z hyperbolinen etéisyys origosta on helposti laskettavissa. Esimerkiksi
pisteen i hyperbolinen etéisyys origosta on

1 1
d(0, 1) = tanh_l(zl) = tanh™'(0.25) ~ 0.255.
Yhtalon d(0,z) = %loge(}f:j) avulla voimme laskea minké tahansa kiekon 2

halkaisijalla olevien pisteiden vélisen hyperbolisen etéisyyden.

Esimerkki 6.13. Lasketaan pisteiden 0.1 ja 0.3 vélinen hyperbolinen etéisyys.
Pisteiden vélinen etaisyysfunktio on additiivinen (ominaisuus 4), jolloin

d(0.1,0.3) = d(0,0.3) — d(0,0.1).
Talloin
d(0.1,0.3) = d(0,0.3) — d(0,0.1)
= tanh'(0.3) — tanh~'(0.1)
~ 0.3095 — 0.1003 ~ 0.2092.
6.3. Hyperbolinen keskipiste ja hyperbolinen ympyra. Kuten Euklidises-

sa geometriassa, myos hyperbolisessa geometriassa voimme etsid pisteiden z; ja 2z
vélisen keskipisteen. Keskipiste m sijaitsee pisteiden z; ja zo véliselld suoralla.

Maaritelma 6.14. Olkoon z; ja zy eri pisteitd hyperbolisella suoralla. Piste m on
janan zy29 hyperbolinen keskipiste jos m on janalla z,25 ja

1
d(z1,m) = d(m, z9) = 561(21,22).

d(z,m) d(m, z,)

’
.

&
3

[
X

Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan tarkastelemaan kiekon 2 halkaisijoita pitkin
kulkevia janoja. Hyperbolisen keskipisteen etsimisen tapa riippuu siitd, ovatko janan
padtepisteet samalla vai eripuolella origoa O.

Keskipisteen 1oytamisen apuna kéytetddan janan péadtepisteiden etéisyyttéa origos-
ta. Olkoon p ja ¢ kiekon 2 halkaisijalle muodostetun janan péitepisteet ja |p| > |q|.

Jos p ja q ovat eri puolilla origoa, hyperbolinen keskipiste saadaan laskemalla

4= 3(d(0.p) ~ d(0, )

Jos pisteet p ja q ovat samalla puolella origoa O, hyperbolinen keskipiste saadaan
laskemalla

d= %(d(oap) +d(0,q)).

Hyperbolinen kesipiste m saadaan laskemalla tanh(d).
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Esimerkki 6.15. Etsi pisteiden 0.5 ja 0.8 vilinen hyperbolinen keskipiste.
Pisteet 0.5 ja 0.8 sijaitsevat samalla puolella origoa, jolloin hyperbolinen keskipiste
saadaan laskemalla

d— %(d(o, 0.8) — d(0,0.5))

—_

= —(tanh'(0.8) — tanh~'(0.5))

[\

1
~ 5(1.0986 — 0.5493) ~ 0.2747.

Hyperbolinen keskipiste m on siis m & tanh(0.2747) ~ 0.268.

Huomautus 6.16. Kiekossa & olevien pisteiden p ja ¢ véalinen hyperbolinen kes-
kipiste voidaan laskea myos Mobius-kuvauksella f, joka kuvaa pisteen p origoon ja
pisteen ¢ pisteeksi f(q). Kun keskipiste m' on 16ydetty origon ja pisteen f(q) viliselta
janalta, alkuperiisen janan keskipiste saadaan laskemalla f~*(m/).

Euklidisten ympyroiden tapaan, hyperbolinen ympyrd voidaan méaéaritelld pis-
teiden joukolla, jotka sijaitsevat tietyn hyperbolisen etédisyyden pééssa kiinnitetysta
(keski)pisteesta.

Maaritelma 6.17. Hyperbolinen ympyrd, jonka hyperbolinen side on r ja
hyperbolinen keskipiste ¢ on joukko

{z:d(c,z)=r, z€ P}

Euklidisesta ndkokulmasta tarkastellessa, origokeskinen, r-sédteinen hyperbolinen
ympyré on joukko
{2:d(0,2) =r, z € 9},
joka on joukko
{z:tanh Y(|z|) =7, 2 € 9}
tai
{z : |z| = tanhr, z € Z}.
Tama on origokeskinen, tanh r- sidteinen Euklidinen ympyra. Itseasiassa jokainen
hyperbolinen ympyréd on Euklidinen ympyra.

Lause 6.18. Jokainen hyperbolinen ympyrd on Fuklidinen ympyrd kiekossa & ja
jokainen Euklidinen ympyrd kiekossa & on hyperbolinen ympyrd.

TobisTus. Olemme jo osoittaneet, etté origokeskiset ympyréit toteuttavat tdmén.
Joten olkoon C' miké tahansa hyperbolinen ympyré, jonka hyperbolinen keskipiste on
m # 0. Oletetaan, ettd kiekon Z pisteen m kautta kulkeva halkaisija leikkaa hyper-
bolisen ympyrén C' pisteissd a ja b ja olkoon K Euklidinen ympyri, jonka halkaisija
on jana ab ja p ympyran keskipiste.
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Osoitamme, ettd C' on Euklidinen ympyra nayttamaélld, ettd se on sama kuin K.
Olkoon siis f hyperbolinen kuvaus muotoa
z—m
flz) = T ¢ € 9.
ja olkoon a' ja b’ pisteiden a ja b kuvapisteitd kuvauksessa f.

Silla f sdilyttad hyperboliset etdisyydet ja kuvaa pisteen m origoon O, sen taytyy
kuvata ympyra C' hyperboliseksi, origokeskiseksi ympyriksi C’. Tiedamme jo, ettd
tallainen ympyréa on myos Euklidinen ympyréa. Liséksi, silld jana ab kulkee pisteen m
kautta, sen kuva a’'t’ kulkee pisteen O kautta ja on tdten ympyran C’ halkaisija.

Liséksi, silla f sdilyttdda kulmien suuruudet ja jana ab kohtaa ympyrdan K kohti-
suorasti, niin f kuvaa ympyran K ympyraksi K’, joka kohtaa janan a'b’ kohtisuorasti
pisteissa @’ ja b'. Talloin jana a’b’ on myos ympyran K’ halkaisija. Niinpa ympyra C”
vastaa ympyrad K’ ja siten ympyrda C vastaa ympyréd K.

Todistuksen toista suuntaa varten, olkoon K miké tahansa p # 0-keskinen Eukli-
dinen ympyré kiekossa Z ja olkoon pisteen p kautta kulkeva kiekon & halkaisija siten,
ettd se leikkaa ympyrad K pisteissd a ja b. Jos C on pisteiden a ja b kautta kulkeva
hyperbolinen ympyré, jonka hyperbolinen keskipiste on janan ab hyperbolinen keski-
piste, niin vastaavalla paattelylla kuin edelld saamme, ettd ympyra K vastaa ympyrad
C. Joten ympyrd K on hyperbolinen ympyra. O

Edella esitetty todistus osoittaa ettd Euklidisten ja hyperbolisten ympyroiden kes-
kipisteet sijaitsevat samalla origon O kautta kulkevalla suoralla.



MOBIUS-KUVAUKSET JA HYPERBOLINEN GEOMETRIA 52

Lihdeluettelo

DaAviD A. BRANNAN, MATTHEF F. ESPLEN, JEREMY J. GRAY: Geometry. toinen painos,
Cambridge University Press, 2012.

ALAN F. BEARDON: Algebra and Geometry. Cambridge University Press, 2005.

MICHAEL HVIDSTEN: FExploring geometry, luku 17. Toinen painos. Crc-press. 2017.
(http://homepages.gac.edu/ hvidsten/geom-text/index.php) Viitattu 30.6.2021.

JAMES W. ANDERSSON: Hyperbolic Geometry. toinen painos, Springer-Verlag London 2005.
EpwiIN E. MOISE: Elementary geometry from an advanced standpoint. kolmas painos, Addison-
Wesley Puplishing Company, 1990.

ARI LEHTONEN: Kompleksianalyysi. Luentomoniste Jyviskylin Yliopisto, Matematiikan ja ti-
lastoteiteen laitos 2020.

Davip E. JOYCE: FEuklid’s Elements. Department of Mathematics and Coputer Sciense, Clark
University, 1996, 1997 (https://mathcs.clarku.edu/ djoyce/java/elements/) Viitattu 30.6.2021.
JOHN J. O’CONNOR, EDMUND F. ROBERTSON: MacTutor History of Mathematics
Archive. University of St Andrews, Skotlanti, 2000, 2003 (https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Klein/) Viitattu 12.7.2021.

Lasst KUriTTU, VELI-MATTI HOKKANEN, LAURT KAHANPAA: Geometria. Luentomoniste Jy-
vaskylédn yliopisto.



