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Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustuttaa lukija BCH-koodeihin. BCH-
koodit ovat syklisid koodeja ja ne pystyvét korjaamaan useita virheitd. Tutkielmassa
esitetddn erilaisia tapoja korjata koodisanoihin tulleita virheitd kdyttden hyvéksi a&-
rellisten kuntien teoriaa ja lineaari- sekéd polynomialgebraa.

Yksinkertainen kahden sanan koodi koostuu esimerkiksi koodisanoista 000 ja 111.
Koodisanojen etéisyys on niiden positioiden mééra, missid sanat eroavat toisistaan.
Sanojen 000 ja 111 etdisyys on siis 3. Koodin virheenkorjauskyky on sidottu koo-
din minimietéisyyteen d(C'), joka on kaikkien koodin koodisanojen vélinen minimie-
taisyys. Koodi korjaa t virhettd, jos d(C) > 2t + 1. Tama esimerkkikoodi {000,111}
korjaa siis yhden virheen. Virheenkorjaus tapahtuu ldhimmén naapurin -periaatteella,
missé vastaanotettu sana koodataan siksi koodisanaksi, jota se on lahimpéna eli johon
sen etdisyys on lyhin. Ekvivalentti koodi on sellainen koodi, jolla on samat ominaisuu-
det kuin alkuperiselld koodilla. Esimerkiksi koodi {010,101} on ekvivalentti koodin
{000, 111} kanssa.

Edistyneemmissé koodeissa, kuten lineaarisissa koodeissa, koodisanojen méaéré on
suuri. Kaikkia lineaarisen koodin koodisanoja ei kuitenkaan tarvitse luetella vaan
niiden muodostamisessa kédytetddn apuna virittdjamatriisia. Vastaavasti lineaarinen
koodi on helppo dekoodata pariteetintarkistusmatriisin avulla. Virittdja- ja paritee-
tintarkistusmatriisi voidaan kumpikin esittda standardimuodossa, joka sisdltdaa yksik-
komatriisin. Syndrooma on koodisanavektorin ja pariteetintarkistusmatriisin trans-
poosin tulo. Se ilmaisee koodisanassa virheen paikan.

Sykliset koodit ovat lineaarisia koodeja, mutta néille esitetdan virittédja ja pari-
teetintarkistus polynomien avulla. Polynomeille voidaan suorittaa modulolaskentaa
samoin kuin kokonaisluvuillekin. Tamé& vahvuus tekee syklisistd koodeista haluttuja
niiden koodauksen ja dekoodauksen suhteellisen helppouden ja nopeuden ansiosta.

Lineaariset Hammingin koodit korjaavat vain yhden virheen. Sykliset koodit pys-
tyvat polynomiominaisuuksiensa ansiosta korjaamaan niin sanottuja purskevirheita
eli perdkkiin esiintyvié virheitd. Jopa 6-pituinen purskevirhe on mahdollista korjata
kédyttden vain 2-pituisen purskeen korjaavaa koodia, kun kédytetddn lomitustekniik-
kaa. Siind koodisanoja ei lihetetdkééin perdkkéin, vaan kolmen koodisanan ryppéina
lomitettuna. Jos siis halutaan ldhettad 7-pituiset koodisanat A = AgA;---Ag, B =
ByB;---Bg ja C = CyCf - - - Cg, niin sen sijaan, ettd lihetetddn koodisanat perik-
kéin: A()Al cee AGB()Bl te BGO()Ol s 067 ldhetetadnkin ne lomittain: AQB()OoAlBlcl
-+ AgBgCg. Nyt 6-pituisen purskevirheen sattuessa kukin koodisana A, B ja C kérsii
vain kahdesta virheesté, jotka voidaan korjata erikseen kunkin koodisanan kohdalla.

BCH-koodit voidaan esittéaé syklisind koodeina ja téten niille patevit kaikki syklis-
ten koodien algebralliset ominaisuudet. BCH-koodeille esitetdéin niin sanottu BCH-
avainyhtalo, jonka avulla vastaanotetut sanat ovat helposti ja nopeasti dekoodatta-
vissa koodisanoiksi virheistd huolimatta.
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Johdanto

Yleensd matematiikkaa tehddéan kehittdmalla erilaisia teorioita ja vasta vuosien
padsta niihin 16ydetédén sopivia kdytdnnon sovelluksia — jos sittenkddan. Matematiik-
ka on pohjimmiltaan siis hyvin abstraktia tiedettd. Koodausteoriassa tilanne on ehké
péinvastainen. Viestintélaitteiden kehittyessd on tullut tarve etsié systeemejé, joiden
avulla informaatiota voidaan salata ja sitd voidaan turvallisesti lahettdé kohinaisen
kanavan ldapi. Namé systeemit ovat nimeltdéan koodeja. Koodit koostuvat padasiassa
yhté pitkista viestisanoista, joihin lisdtédéan tiedon ylimé#raé eli redundanssia. Lahe-
tetddn siis viestin 0 sijasta viesti 000. Redundanssia tarvitaan, jotta viestiin tuleva
mahdollinen virhe voidaan ensinnékin havaita ja tdmén jélkeen korjata. Yhden vir-
heen sattuessa, jos vastaanotetaankin viesti 001, niin redundanssin ansiosta tiedetéén
heti, etta ldhetetty viesti on alun perin ollut 000.

Hyvé esimerkki on avaruusluotain, jonka ldhettamét kuvat haluttaisiin saada mah-
dollisimman tarkkoina Maahan. Léhetyksen tulisi olla mahdollisimman lyhytkestoi-
nen, mutta toisaalta taas mahdollisimman paljon informaatiota sisaltéava. Lisdksi sii-
hen tulevat mahdolliset virheet taytyisi osata korjata. Téllaisessa ldhetyskanavassa
virheet esiintyvéit useimmiten purskeina. Lahetyksessé on siis pienen hetken ajan ko-
hinaa, vaikka normaalisti viesti olisikin tasalaatuista ja tulkittavissa olevaa. Avuksi
tulevat BCH-koodit, silld ne osaavat korjata kyseisid purskevirheité.

Koodien konstruointi ei ole valttdmattd mikééan yksinkertainen toimenpide. On
kuitenkin olemassa koodeja, joihin saadaan ujutettua erdénlaista "symmetriaa”, joka
takaa koodin helpomman konstruoinnin ja dekoodauksen eli vastaanotetun sanan tul-
kinnan. Niistd koodeista kiytetddn nimitysté lineaariset koodit. Ne ovat aliavaruuk-
sia, joille on madritelty yhteen- ja kertolasku siten, ettd kahden koodisanan summa
on koodisana ja skalaarilla kerrottu koodisana on myos koodisana. Syklinen koodi on
lineaarisuuden lisdksi sellainen, etté jos 1100 on koodisana, niin syklisesti myo6s 0110,
0011 ja 1001 ovat koodisanoja.

BCH-koodit ovat syklisia ja ne vaativat taakseen vahvaa lineaari- ja polynomial-
gebraa sekd lukuteoriaa. Niitd voidaan koodata ja dekoodata matriisien ja polyno-
mien avulla. Téasté syysta ne ovat helposti implementoitavissa tietokonejarjestelmien
kiiyttoon.

Tutkielma alkaa kevyesti johdatuksella virheenkorjauskoodeihin ja etenee véhitel-
len darellisten kuntien kautta lineaarisiin ja syklisiin koodeihin. Lopuksi tutustutaan
BCH-koodeihin. Pédasiallisina lahdeteoksina on kéaytetty lukujen 1-4 osalta Raymond
Hillin kirjaa A First Course in Coding Theory ja luvuissa 5-6 Robert J. McEliecen
kirjaa The Theory of Information and Coding. Suuret kiitokset tutkielman ohjaajalle
Ari Lehtoselle karsivallisesté ja taitavasta ohjauksesta.






LUKU 1

Johdatus virheenkorjauskoodeihin

Virheenkorjauskoodien avulla korjataan virheité, joita ilmenee viesteissa, kun niita
lahetetéddn kohinaista kanavaa pitkin. Kanavalla tarkoitetaan esimerkiksi puhelinlin-
jaa, korkeataajuuksisia radioaaltoja tai satelliittiviestintélinkkié. Kohinalla taas tar-
koitetaan esimerkiksi inhimillistd virhetté, salamointia, ldimpokohinaa tai vioittuneita
laitteita, jotka aiheuttavat virheitd vastaanotettavaan tietoon. Tamén luvun pédasial-
lisena ldhteend on kéaytetty kirjaa Raymond Hill: A First Course in Coding Theory
(1986) [2].

Yleinen digitaalinen viestintésysteemi on esitetty Kuvassa 1.1. Kuvassa 1.2 on yk-
sinkertainen esimerkki tilanteesta, jossa ldhetettéivi viesti "KYLLA” = 00000 kulkee
kanavan lédpi ja viestiin tulee kaksi virhetté ja vastaantotettu vektori on 00110, joka
korjataan lihimpéin koodisanaan 00000 eli "KYLLA”.

Kanavakoodauksen tavoitteena on rakentaa koodaus ja dekoodaus siten, ettd seu-
raavat toteutuisivat: [4, s. 3—4]

(1) nopeasti koodattavissa olevat viestit;

(2) koodattujen viestien helppo liahettdminen;

(3) vastaanotettujen viestien nopea dekoodaus;

(4) maksimaalinen informaation ldhettdminen aikayksikkod kohden;
(5) maksimaalinen virheen havaitsemis- tai korjauskyky.

Binddrinen koodi Kuvassa 1.2 on {00000,11111} ja se on nimeltdéan toistokoo-
di, jonka pituus on viisi. Bindérinen koodi koostuu ykkosistéd ja nollista ja tatéa al-
kioiden joukkoa {0,1} kutsutaan koodiaakkostoksi. Yleisemmin g-ddrinen koodi on
annettu joukko merkkisarjoja, joissa kukin merkki valitaan koodiaakkostosta Fj, =
{1, A2, ..., Ag}. Useimmiten koodiaakkosto valitaan joukosta Z, = {0,1,2,...,¢—1}.

Kohina

Vastaan-
Koodi- otettu Purettu
Viestin Viesti sana vektori viesti e
——>| Koodaus |——>| Kanava |——> | Dekoodaus |—>| Kaéyttdja

lahettaja

Kuva 1.1. Koodatun viestin kulku kanavaa pitkin lahettajalta kayttajélle.

Hairio
Viesti = . | Koodaus: v Dekoodaus: B
= | KYLLA & | 00000 00110 ~ | KYLLA ,
KYLLA |———=m| KYLLA ) TR, 1 oori0 | ——s| O0MO~ | BTDAT Kayttaja
i — 00000, 00000 =
BI=11111 e

Kuva 1.2. Lahetettyyn viestiin tulee kaksi virhetté, jotka korjataan.
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4 1. JOHDATUS VIRHEENKORJAUSKOODEIHIN

Toistokoodi on hyva esimerkki siitéd, miten redundanssia eli tiedon yliméaéraa voidaan
lisatéd koodiin, jotta siitéd tulee vihemmén virhealtis.

ESIMERKKI 1.1 ([2, s. 2]). Englannin kielen kaikki sanat on koodi 26-kirjaimisesta
aakkostosta {A, B, ..., Z}.

ESIMERKKI 1.2 ([2, s. 3]). Kaikki 10-numeroiset puhelinnumerot on 10-dérinen
koodi, jonka pituus on 10. Téstéa joukosta voidaan valita yli 82 miljoonaa puhelinnu-
meroa siten, ettd yhden virheen sattuessa soitto menee silti oikeaan numeroon.

ESIMERKKI 1.3 ([2, s. 3-4]). Oletetaan, ettd pddmajassa HQ ja paikassa X on
identtiset kartat kuten Kuvassa 1.3. Vain HQ tietda reitin, jolla vélttda vihollisen
alue ja paikasta X voi palata turvallisesti pddmajaan HQ. Padmajasta HQ halutaan
lahettdéd binddridatana reitti NNWNNWWSSWWNNNNWWN paikkaan X. Téssé
tapauksessa luotettavuus on ldhetysnopeutta téarkedmpi asia. Tarkastellaan miten nel-
ja viestia N, S, E ja W voidaan koodata bin&arisiksi koodisanoiksi. Nopein tai lyhin
koodi, jota voidaan kdyttda on

= N
01: B W
E

_ - O O
_ O = O
|

S

Niin on identifioitu nelji viestid N, W, E ja S neljilli vektorilla avaruudesta (F3)?2.
Jotta voitaisiin suojella viestid kohinalta, tulee lisédtd redundanssia. Lisdtddan koodiin
siis yksi numeromerkki

e )

Cy =

—_ = O O
—_ O = O

0

Tamaé lisdd viestin ldhetysaikaa, mutta jos viestissd ilmenee yksi virhe, niin vastaa-
notettu vektori ei voi olla koodisana. Télloin vastaanottaja voi pyytad, ettd viesti
ldhetettéisiin uudelleen. Koodi Cy pystyy havaitsemaan yhden virheen, jolloin sano-
taankin, etté se on yhden virheen havaitseva koodi.

Oletaan seuraavaksi, ettéd paikka X voi vastaanottaa dataa padmajasta HQ, mutta
sieltd ei voida pyytda viestin uudelleenldhetysté, koska kyseessd on esimerkiksi yksi-
suuntainen kanava. Sopivalla kahden numeromerkin liséykselld jokaiseen koodisanaan
koodista Cy saadaan 5-pituinen koodi

00
10
G = 11

_ = O O

0 0
1 1
0 0
1 011
Mikali yksi virhe ilmaantuu mihin tahansa koodisanaan koodissa C'3, niin nyt ei voi-
da pelkéastdan havaita, vaan myo6s korjata vastaanotetun vektorin virhe lahimpé&én
koodisanaan.
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HQ

1t

Kuva 1.3. Reitti paikasta X padmajaan HQ ohi vihollisen alueen.

Téhéan asti on kédytetty valjasti ilmaisua vektori on “1dhimpéand” jotain koodisanaa
kuin toista, joten méaritelladn tdma késite tarkemmin ottamalla kayttoon etdisyys-
funktio avaruudessa (F},)" nimeltd Hammingin etéisyys.

Hammingin etéisyys d(x, y) kahden n-jonon x ja y vélilld avaruudessa (F,)" on nii-
den paikkojen lukumééri, jossa ne eroavat toisistaan. Esimerkiksi avaruudessa (F3)®
on d(00111,11001) = 4 ja avaruudessa (F3)* on d(0122,1220) = 3.

Hammingin etdisyys on aito etédisyysfunktio eli metriikka, silld se tdyttda kolme
ehtoa:

(i) d(x,y) = 0 jos ja vain jos x =y.
(ii) d(x,y) = d(y,x) kaikilla x ja 'y € (F,)".
(iii) d(x,y) < d(x,2z)+ d(z,y) kaikilla x,y ja z € (F,)".

Kaksi ensimmaéistéd ehtoa ovat helposti tarkistettavia. Kolmas, nimeltddn kolmio-
epiayhtilo todistetaan seuraavasti. Havaitaan, ettd d(x,y) on minimim&&rd numero-
merkkien vaihtoja, mité tarvitaan muuttamaan vektori x vektoriksi y. Mutta voidaan
my0s vaihtaa vektori x vektoriksi y tekemélla ensin d(x, z) vaihdosta (muutetaan vek-
tori x vektoriksi z) ja sitten d(z,y) vaihtoa (muutetaan vektori z vektoriksi y). Téten
d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Hammingin etéisyys ei ole ainut mahdollinen eiké todellakaan aina sopivin. Esi-
merkiksi avaruudessa (Fj)® on d(428, 438) = d(428,468), jolloin kiytinnossi esimer-
kiksi puhelimella soitettaessa voisi olla jarkevampéad kayttaa metriikkaa, jossa vektori
428 on ldhempénd vektoria 438 kuin mité se on vektoria 468.

Koodin purkamisen ongelmaa tarkasteltaessa oletetaan, ettd tuntematon koodisa-
na x on ldhetetty ja vastaanotetaan vektori y, joka on saattanut héiriintyd kohinan
seurauksena. Néayttéisi jarkevéltd purkaa koodi y koodisanaksi x’ — joka on toivot-
tavasti sama kuin x — siten, ettd etdisyys d(x’,y) on mahdollisimman pieni. Tata
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strategiaa kutsutaan nimella ldhimmdn naapurin dekoodaus. Taémé menetelmé var-
masti maksimoi dekoodaajan todennikoisyyden korjata virheet, kun seuraavat ldhe-
tyskanavaa koskevat oletukset ovat voimassa:

(i) Jokaisella lahetetyllda symbolilla on vastaanotettaessa sama virhetodennikoisyys
PP <3
(i) Virheen sattuessa kukin ¢ — 1 symbolista on yhtd todennéikoisesti virheellinen.
Koodin minimietdisyys d(C') on térked parametri. Se kertoo kuinka hyvét koodin vir-
heenkorjausominaisuudet ovat. Koodin minimietdisyys mééaritellaén lyhimpénéa etéi-
syytené kahden eri koodisanan vélilla eli

d(C) = min{d(x,y) [ x,y € C, x # y}.
Minimietéisyydet Esimerkin 1.3 koodeille ovat d(Cy) = 1, d(Cy) = 2 ja d(C3) = 3.

LAUSE 1.4. (i) Koodi C' havaitsee enintidn s virhettd mistd tahansa koodisa-
nasta, jos d(C) > s+ 1.

(ii) Koodi C korjaa enintidn t wvirhettd mistd tahansa koodisanasta, jos d(C) >
2t + 1.

TobisTus ([2, s. 7]).

(i) Oletetaan, ettd d(C') > s+ 1. Oletetaan, ettd ldhetetaéin koodisana x ja etté vir-
heitd ilmenee s kappaletta tai vihemmén. Télloin vastaanotettu vektori ei voi
olla toinen koodisana ja tédten virheet voidaan havaita.

(i) Oletetaan, ettd d(C) > 2t + 1. Oletetaan, ettd ldhetetdén koodisana x ja vas-
taanotetaan vektori y, jossa virheité ilmenee t kappaletta tai vihemmaén, jolloin
d(x,y) < t. Jos x’ on miké tahansa muu koodisana kuin x, télléin d(y, x") > t+1.
Muulloin d(y,x’) <t ja téstéd seuraa kolmioepéayhtalon avulla, etta

d(x,x') < d(x,y) +d(y,x') <2t.

Tama& on ristiriita sen kanssa, ettd d(C') > 2t + 1. Néin ollen x on ldhimpéané
koodisanaa y ja ldhimmén naapurin dekoodaus korjaa virheet.

O

SEURAUS 1.5. Jos koodilla C' on minimietdisyys d, niin C' pystyy joko (i) havait-
semaan enintidn d — 1 virhettd tai (i) korjaamaan enintddin LEJ virhettd missd

2
tahansa koodisanassa.

TobpisTus ([2,s.8]). (i) d > s+ 1 jos ja vain jos s < d — 1.
(ii) d > 2t + 1 jos ja vain jos t < 4L,
U

Esimerkiksi, jos d(C) = 3, koodia C' voidaan kiyttdd joko korjaamaan yhden
virheen tai havaitsemaan kaksi virhettd. Virheiden havaitsemista ja korjaamista on
havainnollistettu yleisemmin Taulukossa 1.1. Koodia, jonka pituus on n ja jossa on
M koodisanaa seké jonka minimietdisyys on d, sanotaan (n, M, d)-koodiksi.

ESIMERKKI 1.6 ([2, s. 8]). (i) Esimerkin 1.3 koodit nimetéén seuraavasti: C; on
(2,4, 1)-koodi, Cy on (3,4,2)-koodi ja C3 on (5,4, 3)-koodi.
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TAULUKKO 1.1. Minimietéisyyden vaikutus koodin C' havaitsemien ja
korjaamien virheiden lukuméériin.

Koodin C' Koodin C'
havaitsemien virheiden  korjaamien virheiden
lukuméaéara lukumé&éara

0 0

Q.
~\1cnquww>—na
N~—

O O s W N =
WO

(ii) g-Adrinen toistokoodi, jonka pituus on n ja jonka koodisanat ovat

0 0 0
1 1 1

(@-1) (=1 ... (a—1)
on (n,q,n)-koodi.

1.1. Valokuvien lihettiminen ulkoavaruudesta

NASA laukaisi toukokuun 30. pédivd 1971 Mariner 9 -luotaimen (Kuva 1.4) tarkoi-
tuksena asettua Marsin kiertoradalle [7]. Luotain 1dhetti mustavalkokuvia Marsista bi-
nédrisen (32,64, 16)-koodin avulla. Témé Reedin ja Mullerin koodina tunnettu koodi
sopii hyvin kohinaiselle kanavalle, silla se korjaa jopa 7 virhetté ja liséiksi silld on nopea
dekoodausalgoritmi. Koodissa on 6-pituinen viestisana, johon lisdtdéan redundanssina
26 bittid, jolloin koodisanan pituudeksi tulee 32 bittid. Tamé 6-pituinen viestisana
kuvasi mustavalkoista kirkkaustasoa valkoisesta (= 000000) mustaan (= 111111).

Mariner 9 ehti kartoittaa noin 85 % Marsin pinta-alasta 7329 valokuvalla, jotka
sisdlsivit vahintddn 80 kuvaa Marsin kuista Phoboksesta ja Deimoksesta (Kuva 1.5),
kunnes se lakkasi toimimasta ja viimeisin yhteys siihen saatiin 27. lokakuuta 1972
[7]. Vuonna 1976 Viking 1 -luotain laskeutui Marsiin ja ldhetti korkealaatuisia wvdri-
valokuvia. Virivalokuvat muodostettiin ottamalla useita mustavalkokuvia erilaisten
varisuodattimien lédpi, jolloin Maassa voitiin rekonstruoida mustavalkokuvat vériku-
viksi.
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Kuva 1.4. Nasan lihes 7 metrid pitkd Mariner 9 -luotain [7].

Mariner 9

=
AT
=,
-
(D
&
\O

Kuva 1.5. Mariner 9 -luotaimen ottamia kuvia Marsin kuista [5].



LUKU 2

Koodausteorian piiongelma

Hyvé (n, M, d)-koodi on sellainen, jolla on mahdollisimman lyhyt sanapituus n,
suuri koodisanajoukko M ja suuri minimietéisyys d. Néilld ominaisuuksilla mahdol-
listetaan optimaalinen viestien ldhettdmisnopeus, monenlaisten viestien ldhettdminen
ja useiden virheiden korjaaminen. Suureksi harmiksi, mutta myos haasteeksi, ndmé
ominaisuudet ovat konfliktissa keskendéan. Koodausteorian padongelma onkin opti-
moida jokin parametreistd n, M tai d, kun kaksi néistd parametreistd on kiinnitetty.
Yleensd ongelmaa ldhestytéddn siten, ettd annetaan koodisanan pituus ja minimietéi-
syys ja yritetddn néiden avulla ratkaista mahdollisimman monta koodisanaa. Luvun
pohjana toimii Raymond Hillin kirja A First Course in Coding Theory (1986) [2].

Merkitadn suurinta koodisanojen lukumééraa M = A,(n, d) silla oletuksella, etta
talldinen g-aérinen (n, M, d)-koodi on olemassa. Ongelma on helposti ratkaistavissa,
kun d = 1 ja d = n, kaikilla g¢:

LAUSE 2.1. (i) Ay(n,1) =¢", (ii) A,(n,n) =q.

Tobistus ([2, s. 11]).

(i) Jotta koodin minimietéisyys olisi 1, tulee kaikkien koodisanojen olla erisuuret.

Talloin suurin g-dérinen (n, M, 1)-koodi on koko avaruus (£,)", jolloin M = ¢".

(i) Oletetaan, ettd C' on g¢-ddrinen (n, M,n)-koodi. Talloin mitkd tahansa kaksi

eri koodisanaa koodista C' eroavat kaikissa n positiossa. Téten misséd tahansa

tarkasteltavassa positiossa oleva symboli M koodisanassa taytyy olla eri, saadaan

M < q. Siispd Ay(n, n) < ¢. Toisaalta n-pituinen g-éérinen toistokoodi on
(n,q,n)-koodi (Esimerkki 1.6), joten A,(n,n) = q.

O

ESIMERKKI 2.2 ([2, s. 11]). Mé&éréatéén koodisanojen A (5, 3) lukumééra. Esimer-
kissd 1.3 C3 on bindérinen (5,4, 3)-koodi, joten Ay (5,3) > 4. Voidaanko koodisanoja
keksid enemméan? Raakaa voimaa kéytettdessd jouduttaisiin tarkastelemaan kaikkia
5-alkioisia osajoukkoja avaruudesta (F3)® ja laskemaan minimietéisyys niille jokaisel-
le. Téllaisia osajoukkoja olisi yli 200 000. Vaihtoehtojen méérdéd voidaan kuitenkin
vihentad ottamalla kidyttoon merkintédtapa ekvivalenteille koodeille. Palataan sen jal-
keen takaisin tdhédn esimerkkiin.

2.1. Koodien ekvivalenttius
Joukon S = {z1,x,,...,2,} permutaatio on injektio joukosta S itseensi. Merki-
tddn permutaatiota f

ror
flo) flx2) ... f(xn)

9
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MAARITELMA 2.3. Kahta g¢-déristd koodia kutsutaan ekvivalenteiksi, jos toinen
voidaan saada toisesta seuraavien tyyppisten toimintojen yhdistelmalla:

(A) koodin positioiden permutaatio;
(B) kiinnitetyssé paikassa olevien symbolien permutaatio.

Jos koodi esitetddn matriisimuodossa M X n, jonka rivit ovat koodisanoja, niin
toiminto (A) vastaa matriisien sarakkeiden uudelleen jarjestdmistd. Toiminto (B) taas
vastaa symbolien uudelleen nimedmistd annetussa sarakkeessa. Selvisti ndiden ope-
raatioiden seurauksena koodisanojen etdisyys ei muutu ja néin ekvivalenteilla koo-
deilla on samat parametrit (n, M, d) ja samat virheenkorjausominaisuudet.

ESIMERKKI 2.4 ([2, s. 12]). Bindérikoodi

001 00

0 0 011
C =

1 1111

11000

on ekvivalentti Esimerkin 1.3 koodin C3 kanssa. Kaytetddn permutaatiota
0 1
L
10

kolmannessa positiossa oleviin symboleihin koodissa C' ja sitten vaihdetaan keskendin
positiot 2 ja 4. On hyva huomata, ettd koodisanat on listattu eri jéarjestyksessd kuin
Esimerkissa 1.3:

01
H
1 —
00100 00 0O0O0 00 0O0O0
00011 0 0111 01 101
C = — C = — C =
1 1111 11011 11011 j
11000 1 1100 10110
Siis
0 01 0O 00000
11 11 1
n_J0 00 R L 0
1 1 111 1 01 10
11000 1 1011
LEMMA 2.5. Mikd tahansa q-ddrinen koodi aakkostolla {0,1,...,q — 1} on ekuvi-

valentti (n, M, d)-koodin kanssa, mikd sisdiltad nollavektorin 0 = 00---0.
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TobIisTus ([2,s. 13]). Valitaan mikd tahansa koodisana xixy - - -z, ja jokaiselle
x; # 0 kiytetdén positiossa ¢ oleville symboleille permutaatiota

0 z J
} 1 | kaikilla j #£ 0,2

4

ESIMERKKI 2.2 (JATKOA). ([2, s. 13-14]). Osoitetaan nyt, ettéd bindérisessé (5, M, 3)-
koodissa téaytyy olla M < 4 ja etté (5,4, 3)-koodi on yksikésitteinen ekvivalenssimer-
kityksessd. Olkoon C' (5, M, 3)-koodi, jossa M > 4. Téll6in Lemman 2.5 mukaan
voidaan olettaa, ettd C' sisdltdéd nollavektorin 0 = 00000. Nyt C' siséltdéd enintéddn
yhden koodisanan, jossa on 4 tai 5 ykkostd. Jos koodissa C' olisi kaksi téllaista koodi-
sanaa X ja y, niin x ja y sisaltéisivat vahintddn 3 ykkosta samoissa positioissa, jolloin
d(x,y) < 2, miké olisi ristiriidassa koodin minimietéisyyden d(C') = 3 kanssa.

Koska 0 € (), ei voi olla koodisanoja, jotka sisdltdvét yhden tai kaksi ykkosta.
Koska M > 4, niin tédytyy olla vahintdédn kaksi koodisanaa, jotka siséltdvét tasan
3 ykkosté. Positioiden uudelleenjérjestelyn jalkeen voidaan olettaa, ettd C' sisaltad
koodisanat

o = O
B o~ O
— = O
_ o O
— O O

Nyt voidaan helposti osoittaa yritykse
uusi koodisana voi olla 11011.

Né&in on niytetty, ettd As(5,3) = 4 ja ettd saatu koodi on yksikésitteinen ekviva-
lenssimerkityksessa.

ja erehdyksen avulla, ettd ainut mahdollinen

Taulukkoon 2.1 on kerdtty viimeksi vuonna 2019 péivitetty lista 16ydetyista ei-
triviaaleista arvoista binéérisille koodisanaméérille Ay(n,d), kun n < 28 ja d < 12.
Kun tarkkaa lukumédrdé As(n,d) el tunneta, niin esimerkiksi merkintd 258-340 tar-
koittaa, ettd 258 < As(n,d) < 340. Taulukkoon ei tarvitse merkitd kuin parilliset
etédisyydet d, silld jos d on pariton, niin As(n,d) = As(n+1,d+ 1) (ks. Lause 2.8). Ei
ole suositeltavaa, ettd lukija kdyttéisi liikaa aikaa ratkaisemattomiin tapauksiin Tau-
lukossa 2.1, silla vaikka monia tyotunteja on kédytetty, niin tdmén hetkisid parhaita
rajoja on silti epdonnistuttu parantamaan.

Asetetaan F joukoksi {0, 1} ja méaritellddn kaksi operaatiota avaruudessa (Fy)".
Olkoot x = 129 ... 2, ja Y = Y1V . ..y, kaksi vektoria avaruudessa (Fy)™. Télloin
summa X +y on vektori avaruudessa (F5)™ ja se mééritellaan

X+y=(r1+y, T2+ Y2 Tn+ Yn)
ja samoin tulo X -y = xy on vektori avaruudessa (F2)" ja se méadritelldén
Xy = (T1Y1, T2Y2, - - - > TnYn)-
Termit z; + y; ja x;y; lasketaan modulo 2 ilman muistinumeroa seuraavasti

+10 1 10 1
010 1 00 0.
111 0 110 1
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Esimerkiksi 11100 4+ 00111 = 11011
ja 11100 - 00111 = 00100.

Vektorin x paino w(x) avaruudessa (F,)™ on vektorissa x olevien ykkosten lukuméaara.
LEMMA 2.6. Jos x jay € (Fy)", niin d(x,y) = w(x +y).

TobpIsSTUS. Summassa x+y on 1 siind kohtaa, misséd x ja y eroavat ja 0 muualla.
O

LEMMA 2.7. Jos x jay € (F»)", niin

d(x,y) = w(x) + w(y) — 2w(xy).

TAULUKKO 2.1. Tunnettuja bindéristen koodisanojen lukuméérin
Ay(n,d) arvoja, kun 6 < n < 28 [1].

n d=14 d=26 d=38 d=10 d=12
6 4 2 1 1 1
7 8 2 1 1 1
8 16 2 2 1 1
9 20 4 2 1 1
10 40 6 2 2 1
11 72 12 2 2 1
12 144 24 4 2 2
13 256 32 4 2 2
14 012 64 8 2 2
15 1024 128 16 4 2
16 2048 256 32 4 2
17 2816-3276 258-340 36 6 2
18 2632-6552 512-673 64 10 4
19  10496-13104 1024-1237 128 20 4
20 20480-26168 2048-2279 256 40 6
21 40960-43688 2560-4096 512 42-47 8
22 81920-87333 40966941 1024 64-84 12
23 163840-172361  8192-13674 2048 80-150 24
24 327680344308 1638424106 4096 136-268 48

25  219-599184 17920-47538 4096-5421 192-466 92-55
26 2%0-1198368 32768-84260 4104-9275 384-836 64-96
27 221-2396736  65536-157285  8192-17099  512-1585 128-169
28 2%2-4792950  131072-291269 16384-32151 1024-2817 178-288
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TobIsTus ([2, s. 15]). Tehdéén suora todistus ldhtien véitteen vasemmalta puo-
lelta péadtyen oikealle puolelle:

d(x,y) = w(x +y)
= (ykkosten mééré vektorissa x) + (ykkosten mééra vektorissa y)
— 2 (niiden positioiden lukumééri, missd x ja y ovat molemmat ykkosid)
=w(x) + w(y) — 2w(xy).
U

LAUSE 2.8. Olkoon d pariton. Tdlloin binddrinen (n, M, d)-koodi on olemassa jos
ja vain jos binddrinen (n+ 1, M, d + 1)-koodi on olemassa.

TobIsTUS ([2, s. 16]). "vain jos™ Olkoon C' bindérinen (n, M, d)-koodi, missé d
on pariton. Olkoon C' sellainen koodi, jonka pituus on n+ 1 ja joka on saatu koodista
C pidentamilld sen jokaista koodisanaa x seuraavan sddnnon mukaisesti

. xr1To - -+ 2,0  jos w(x) on parillinen
X=T1To" " "Typ —> X = . .
1Ty - - x,1  jos w(x) on pariton.

Ekvivalentisti voidaan méaaritella

~

X =T1T2 " TpLnii,

missé Tp1 = » 5, &; modulo 2.

Tité konstruktiota C' kutsutaan nimelld "yleinen pariteettitarkistuksen lisdami-
nen”.

Koska paino w(x) on parillinen jokaiselle koodisanalle X koodissa C, niin Lemman
2.7 mukaan d(x,y) on parillinen kaikilla x,y € C'. Siksi d(é’) on parillinen. Selvésti
d < d(C) < d+1 ja koska d on pariton, niin taytyy olla d(é’) = d+ 1. Téten C on
(n+1, M,d+ 1)-koodi.

jos”: Olkoon D (n+ 1, M,d+ 1)-koodi, missé d on pariton. Valitaan koodisanat

x ja y koodista D siten, ettd d(x,y) = d + 1. Valitaan positio, missé x ja y eroavat
ja poistetaan tamé positio kaikista koodisanoista. Tuloksena on (n, M, d)-koodi. [

SEURAUS 2.9. Jos d on pariton, niin As(n+ 1,d + 1) = As(n,d). Ekvivalentisti,
jos d on parillinen, niin Ay(n,d) = As(n —1,d — 1).

ESIMERKKI 2.10 ([2, s. 16]). Esimerkissd 2.2 A5(5,3) = 4. Siispa Seurauksen 2.9
mukaan A(6,4) = 4. Havainnollistetaan Lauseen 2.8 "vain jos™kohtaa ja konstruoi-
daan (6,4, 4)-koodi Esimerkin 1.3 (5,4, 3)-koodin avulla.

(5,4, 3)-koodi (6,4, 4)-koodi
0 00 0O et vl 0 00OO0O0U O
01101 Seaan yonen 011011
10110 pariteettitarkistus 10110 1
11011 1 10110
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2.2. Binomikertoimet

Jos n ja m ovat kokonaislukuja ja 0 < m < n, niin mééaritellddn binomikerroin

() = =

missd m! =m(m —1)---3-2-1, kun m > 0ja 0! = 1.

LEMMA 2.11. Binomikerroin (::L) kertoo kuinka monella tapaa voidaan valita m
alkiota n-alkioisesta joukosta, kun jdarjestykselld ei ole vdlid.

TobpisTUsS ([2, s. 17]). Jérjestetty valinta erilaisista alkioista m joukosta n voi-

daan tehda '
n:

tavalla, silld ensimméinen alkio voidaan valita n tavalla, toinen n — 1 tavalla jne.
Koska m alkiota voidaan jérjestdd m(m — 1)---2 -1 tavalla, niin valintojen mé&éré,
kun jérjestykselld ei ole vali&, on
n!
ml(n —m)!’
O

ESIMERKKI 2.12 (]2, s. 17-18]). (i) Havainnollistetaan Lemman 2.11 todistusta
luettelemalla valinnat kuinka 2 oliota voidaan valita 4:n joukosta. Jarjestettyja
parejaon 4 -3 = ;i: = 12 kappaletta:

(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4), (4,1), (4,2), (4, 3).

Kun jérjestykselld ei ole vilid, niin pareja on 2‘,‘—;, = (3) = 6 kappaletta:

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}.

(ii) Pitkdvedossa valitaan strategiaksi pelata 10 tasapeliherkésta ottelusta lappuja,
joissa on tasmaélleen 8 tasapelia. Talloin tarvittava méara erilaisia pitkavetolap-
puja on (180) = 45.

(iii) Erilaisten binadrikoodien lukumé&éra parametreilld M = 5 jan = 5 on (250) =

(352) = 201376 kappaletta. Tietysti ei-ekvivalentteja koodeja on paljon pienempi
madra kuin tdmaé.

(iv) Painoa ¢ olevien bindéristen vektoreiden lukumééré avaruudessa (F3)" on (7).
Tamé vastaa tilannetta, jossa valitaan kuinka monella eri tavalla ¢ ykkosta voi-
daan valita n positioiden joukosta. Esimerkiksi kahden painoisia vektoreita ava-

ruudessa (F3)* on (g‘) = 6 kappaletta: 1100, 1010, 1001,0110,0101,0011.

Seuraavaksi esitellddn pallon késite joukossa (F;)™. Vaikka puhutaankin pallosta,
on ehkd hyodyllista ajatella (F})™ avaruutena, joka ei ole kolmiulotteinen. Kahden
pisteen vilinen etdisyys avaruudessa (F;,)" on tietysti Hammingin etéisyys, joten seu-

raava madritelma on varsin luonnollinen.

MAARITELMA 2.13. Jokaiselle vektorille u avaruudessa (F},)" ja mille tahansa
kokonaisluvulle r > 0, r-séiteinen ja u-keskinen pallo S(u,r) on joukko

S(u,r) ={ve (F)"|du,v) <r}
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Y

SN
Kuva 2.1. Pallot leikkaa- Kuva 2.2. Pallot eivét
vat eikd vastaanotettua leikkaa ja vastaanotettu
vektoria y voida korjata. vektori y voidaan korjata.

HuoMAuUTUS 2.14 ([2, s. 19]). Tulkitaan Lausetta 1.4 (ii) visuaalisesti. Jos d(C') >
2t 4+ 1, niin koodin C' koodisanakeskeiset ja t-siteiset pallot ovat pistevieraita eli ne
eivit mene padllekdin. Silld, jos vektori y olisi sekd pallossa S(x,t) ettd pallossa
S(x’,t) koodisanoilla x ja x’ (Kuva 2.1), niin kolmioepayht&lon nojalla olisi

d(x,x') < d(x,y) +d(x',y) <t +t =2t

joka on ristiriita oletuksen d(C') > 2t + 1 kanssa.

Jos enintédén t virhetta ilmenee koodisanassa x, niin vastaanotettu vektori y saat-
taa olla eri kohdassa kuin pallon S(x,t) keskusta, mutta se ei voi "paeta” pallosta ja
siten se "vedetéin” koodisanaan x lahimmén naapurin dekoodauksella (Kuva 2.2).

LEMMA 2.15. Avaruudessa (F,)" oleva r-sdteinen pallo sisdltad tasmdlleen
n n n n
-1 — 12 4. —1)
<0> + (1)(61 )+ <2) (=17 +--+ <T)(q )

TobisTus ([2, s. 20]). Olkoon u kiinnitetty vektori avaruudessa (F})". Tarkastel-
laan kuinka monta vektoria v on tdsmaélleen etéisyydelld m vektorista u, missa m < n.
Olkoon m niiden positioiden mééra, joissa vektori v eroaa vektorista u. Kussakin po-
sitiossa voidaan valita ¢ — 1 kappaletta erilaisia alkioita aakkostosta. Téten erilaisten
vektoreiden v mééri, jotka eroavat tasan m kohdassa vektorista u, on ()(g — 1)™.
Téten yhteensa vektorien lukumééra pallossa S(u,r) on

(g) + (T)(q—lw (Z)(q—1)2+---+ (:f)(q—w‘

kappaletta. U

vektoria.

LAUSE 2.16 (Pakkauspalloraja tai Hammingin raja). g-dadriselle (n, M,2t + 1)-
koodille on voimassa

(2.1) M{(g)+(?>(q—1)+...+(?)(q_1)t}Sqn‘

TobisTus ([2, s. 20]). Olkoon C' g-dérinen (n, M, 2t 4+ 1)-koodi. Huomatuksessa
2.14 todettiin, ettd milld&n kahdella erilliselld koodisanakeskeisellé ¢-séteiselld pallol-
la ei ole yhteisid vektoreita. Talloin M kappaletta koodisanakeskisié t-séteisié palloja
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sisiltda yhteenséd epayhtélon (2.1) vasemman puolen méérian vektoreita. TAman mai-
ran tdytyy olla enintééin ¢™ eli kaikkien vektorien mééra avaruudessa (£F,)". U

Jatkoa ajatellen ilmaistaan epayhtélo (2.1) erityisesti bindérisille koodeille: jokai-
selle bindériselle (n, M, 2t + 1)-koodille on voimassa

(o) () o

Annetuille arvoille ¢, n ja d pakkauspalloraja tarjoaa ylirajan koodisanaméérille
A,(n,d). Esimerkiksi bindériselle (5, M, 3)-koodille on voimassa M{1+5} < 2° = 32,
joten As(5,3) < 5. Tietysti, vaikka joukolle lukuja n, M ja d on voimassa pakkaus-
palloraja, se ei kuitenkaan tarkoita sité, ettd téllainen koodi néilla parametreilla olisi
olemassa. Kuten Esimerkisté 2.2 néhtiin, ei ole olemassa bindéristé (5, 5, 3)-koodia ja
todellinen arvo koodisanaméérille As(5,3) on vain 4.

2.3. Perfektit koodit

Koodia sanotaan perfektiksi, jos se saavuttaa pakkauspallorajan eli yhtasuuruus
toteutuu epayhtélossa (2.1). Perfektilld ¢ virhettd korjaavalla koodilla voidaan "tayt-
tad” koko avaruus (F,)" M kappaleella koodisanakeskisilld t-séteisilld palloilla ilman,
ettéd pallot leikkaavat. Tai toisin sanoen, jokainen vektori avaruudessa (F},)? on enin-
tadn etdisyydelld t tdsmaéalleen yhdestéd koodisanasta.

Biné&arinen toistokoodi

00 --- 0
11 --- 1

jonka pituus on n, missid n on pariton, on perfekti (n,2,n)-koodi. Téllaisia koodeja
yhdesséd yhden koodisanan mittaisten koodien tai koodien, jotka ovat koko avaruus
(F,)" kanssa, ovat nimeltédédn triviaaleja perfektejé koodeja.

Kaikkien perfektien koodien l6ytdminen on tarjonnut matemaatikoille yhden suu-
rimmista haasteista koodausteoriassa. Niin sanotut Hammingin koodit ovat taydelli-
sid ei-triviaaleja perfektejd koodeja, mutta nédihin koodeihin ei tutustuta tarkemmin
tassa tutkielmassa. Hammingin koodit ovat kuitenkin helppoja konstruoida.



LUKU 3

Johdatus direllisiin kuntiin

Jotta virheenkorjauskoodit olisivat helpompia kayttaé ja analysoida, on tarpeel-
lista asettaa hieman algebrallista rakennetta niihin. On darimmaéaisen kaytannollista,
ettd kédytetddan aakkostoa, jonka alkioita on mahdollista laskea yhteen, vihentéé, ker-
toa ja jakaa ilman rajoituksia. Toisin sanoen halutaan antaa kunnan rakenne joukolle
F,. Luku pohjautuu padosin Raymond Hillin kirjaan A First Course in Coding Theory
(1986) [2].

MAARITELMA 3.1. Kunta F' on epétyhja joukko alkioita varustettuna kahdella
laskutoimituksella + (yhteenlasku) ja - (kertolasku) seuraavin ominaisuuksin, kaikilla
a,b,ce F:

(i) F on suljettu yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen elia +b € F jaa-b € F.
(ii) Vaihdannaisuus: a+b=0b+a, a-b=0b-a.
(iii) Liitdnnaisyys: (a +b)+c=a+ (b+c¢), a-(b-c)=(a-b)-c.
(iv) Distributiivisyys: a-(b+¢) =a-b+a-c.
Liséksi kahden neutraalialkion 0 ja 1 tdytyy olla olemassa joukossa F' ja niille
on voimassa:
(v) a+0=a, kaikilla a € F'.
(vi) a-1=a, kaikilla a € F.
(vii) Mille tahansa a € F' on olemassa yhteenlaskun vasta-alkio —a joukossa [ siten,
ettd a + (—a) = 0.
(viii) Mille tahansa a # 0 € F on olemassa kertolaskun kiinteisalkio a=! € F siten,
ettd a-at =1,

HuomMAuTUS 3.2. Tasté eteenpéin merkitaédn yleisesti, ettéd a - b on sama kuin ab.

LEMMA 3.3. Milld tahansa kunnalla F' on seuraavat ominaisuudet:
(1) a0 = 0 kaikilla a € F.
(ii) ab=0=a=0 tai b= 0.
Tobistus ([2, s. 32]).
(i) Mééritelmén 3.1 (iv ja v) mukaan a0 = a(0+0) = a0+a0. Lisitdén yhteenlaskun
kédanteisalkio —a0 molemmille puolille, jolloin

a0 + (—a0) = a0 + a0 + (—a0) < 0 = a0.

(ii) Oletetaan ab = 0. Jos a # 0, niin a:lla on kéénteisalkio kertolaskun suhteen,
jolloin b = 1-b = (a ta)b = a~(ab) = a0 = 0. Tédten ab = 0 = a = 0 tai
b=0.

O

Joukko F, joka tayttad Madritelmén 3.1 ehdot (i)—(vii) on nimeltdén (kommutatii-
vinen) rengas. Kunta, jossa on vain dérellinen méaara alkioita on nimeltdéan ddarellinen
kunta. Aérellisen kunnan alkioiden méaéraéa kutsutaan nimelld kunnan kertaluku.

17
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Pieninté positiivista kokonaislukua n, jolle

n kappaletta

—
1+---+1=0,
sanotaan kunnan karakteristikakss.

LAUSE 3.4. Adrellinen kertalukua g oleva kunta on olemassa jos ja vain jos q
on alkulukupotenssi ts. ¢ = p", missi p on alkuluku ja h posititvinen kokonaisluku.
Lisdksi, j0s q on alkulukupotenssi, niin on olemassa nimedmisen suhteen vain yksi
timdn kertaluvun omaava kunta.

Tobistus. Todistus sivuutetaan; katso [3, s. 49-56] tai [9, s. 511-515]. O

Kertalukua ¢ olevia &arellisid kuntia kutsutaan usein Galois'n kunniksi ja niitd
merkitdin GF(q) tai F,.

MAARITELMA 3.5. Olkoon m kiinnitetty positiivinen kokonaisluku. Sanotaan, et-
ta kaksi kokonaislukua a ja b ovat kongruentteja modulo m eli

a = b mod m,
jos a — b on jaollinen kokonaisluvulla m, eli jos a = km + b jollekin kokonaisluvulle k.

Jos a ja b eiviit ole kongruentteja modulo m, niin kirjoitetaan a £ b mod m.

Jokainen kokonaisluku, joka jaetaan luvulla m saa yksikisitteisen jakojadnnoksen,
joka loytyy joukosta Z,, = {0, 1, ..., m — 1}. On helppo osoittaa, ettd kaksi koko-
naislukua ovat kongruentteja modulo m jos ja vain jos niilld on sama jakojaannos
jaettaessa luvulla m.

ESIMERKKI 3.6 ([2, s. 33]).

3=24mod?7, 13 = —2 mod 5, 25 # 12 mod 7,
15 = 0mod 3, 15 = 0 mod 5, 15 # 0 mod 2.

LAUSE 3.7. Olkoon a = a’ mod m ja b = b mod m. Tdllvin
(i) a+b=d + b modm
(ii) ab = a'b’ mod m.

TobpisTus ([2, s. 34]). Joillekin kokonaisluvuille k ja [ patee a = a' 4+ km ja b =
b +im. Télloin (i) a+b =ad + b + (k+1)m jasiis a+ b = o + b mod m ja (ii)
ab = a't’ + (kb + a'l + klm)m ja siis ab = a'b' mod m. O

Lause 3.7 mahdollistaa kongruenssien laskemisen tyodskenteleméttd suurempien
lukujen kanssa. Huomataan, etté jos a = o/, niin (ii):n toistuva kiytto osoittaa, etté
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, a™ = (a’)" mod m.

ESIMERKKI 3.8 ([2, s. 34]). (i) Mik& on jakojdénnos kun 73 - 52 jactaan luvulla
77 Lasketaan ensin 73 = 3 mod 7 ja 52 = 3 mod 7. Téten Lauseen 3.7 (ii) nojalla
73-52=3-3 =9 =2 mod 7. Jakojd&nnos on siis 2. (Ei siis tarvitse kertoa 73-52
ja jakaa vastausta luvulla 7.)
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(i) Tutkitaan, onko (2'%)(14%9) + 1 jaollinen luvulla 11. Huomataan, etti 25 = 32 =
—1 mod 11. Samoin 14% = 32 = —2 mod 11. Téten

(215)(1440) = (25>3(32)20 = (_1)3(_2)20
=(-1)2%) = (-1)(2°)* = (-1)(-1)* = —1 mod 11.
Siispé (21%)(14%°) + 1 = 0 mod 11 eli luku on jaollinen luvulla 11.

Luvun k € Z jdinnésluokka [k],, modulo m on luvun k kanssa kongruenttien
lukujen joukko eli

klm={a€Z|a=kmodm}={k+Im|leZ}.

Kokonaislukujen jakoyhtélon nojalla on olemassa yksikésitteiset kokonaisluvut ¢ ja r
siten, etta

k=gm+rjad<r<m.
(Mééritellddn jakojaannokselle r ;== gremm). Néin ollen luvun k& jadnnosluokalle on
[klm = [r]m, 7 €1{0,...,m — 1},

missé lukua r kutsutaan jadnnosluokan [kl,, edustajaksi.
Kokonaislukujen jadnnosluokkien yhteen- ja kertolasku mééaritellasn kaavoilla

[l + [b]m = [a + D] ja
@]+ [b]m = [@ - D]

Lisdksi on voimassa, ettd [a],, = [d¢'];, jos ja vain jos a = & mod m. Talloin
Lauseesta 3.7 seuraa, ettd

[a+ 0], = [a + V]
[abl,, = [a'V ],

Lause 3.7 osoittaa, ettd yhteen- ja kertolasku on hyvin mééariteltyja joukossa Z,, =
{[k]m | k € Z} ja on helposti tarkistettavissa, ettd kunnan ominaisuudet (i)—(vii) ovat
voimassa mille tahansa m (vasta-alkio yhteenlaskun suhteen on m — a). Téten, Z,,
on rengas mille tahansa kokonaisluvulle m > 2. Mutta mille luvun m arvoille kunnan
ehto (viil) pétee? Seuraava lause vastaa tdhdn kysymykseen.

LAuse 3.9. Joukko Z,, on kunta jos ja vain jos m on alkuluku.

TopISTUS ([2, s. 35]). Aluksi oletetaan, ettd m ei ole alkuluku. T#lloin m = ab
joillekin kokonaisluvuille a ja b, jotka molemmat ovat pienempid kuin m. Téaten

ab=0modm, a#0modm ja bz 0modm.

Eli joukossa Z,, nollasta eroavien alkioiden a ja b tulo on nolla ja tdten Lemman 3.3
(ii) nojalla Z,, ei ole kunta.

Oletetaan nyt, ettd m on alkuluku. T&hén lauseeseen johtaneiden huomioiden
avulla joukon Z,, kunnaksi osoittamiseksi riittdd osoittaa, ettd jokaisella nollasta
eroavalla alkiolla joukosta 7Z,, on kédanteisalkio kertolaskun suhteen. Olkoon a nol-
lasta eroava alkio joukosta Z,, ja tarkastellaan m — 1 alkiota la,2a,...,(m — 1)a.
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Namé alkiot ovat nollasta eroavia, silla alkioilla za ei voi olla alkulukua m jakajana,
jos i ja a eivét ole jaollisia luvulla m. Myoskin, alkiot ovat keskenéén erisuuret, silla
ia = ja = (i — j)a =0 mod m
= m jakaa (i — j)a
= m jakaa 7 — j, silld m on alkuluku ja ei jaa lukua a.
= i = j, silld molemmat i ja j € {1,2,...,m — 1}.
Joukossa Z,, olevien alkioiden la,2a, ..., (m — 1)a on siis oltava yhtd suuria kuin

alkiot 1,2,...,m — 1 jossain jirjestyksessd ja yhden niistd, sanotaan ja, tulee olla
yhta suuri kuin 1. Témaé j on haluttu luvun a kédanteisalkio. U

ESIMERKKI 3.10 (]2, s. 35-36]). (1) Yhteen- ja kertolaskutaulut joukolle Fy =
Zs = {0, 1} ovat

+]0 1 01

010 1 0(0 0

111 0 110 1

(2) Yhteen- ja kertolaskutaulut joukolle F3 = Z3 = {0, 1,2} ovat

+]0 1 2 -]o 1 2
0/0 1 2 0(0 0 O
111 2 0 110 1 2°
212 01 210 21

(3) Lauseen 3.9 mukaan joukko Z, ei ole kunta. Tété voidaan tarkastella tutkimalla
joukon Z, kertolaskutaulua, josta huomataan, ettei luvulla 2 ole kd#nteisalkiota:
10 1

0
1
2

310 3 21

Kuitenkin, vaikka 4 = 22 ei ole alkuluku, se on alkulukupotenssi, jolloin Lauseen
3.4 mukaan kunta F, on olemassa. Voidaankin mééritella, ettd Fy = {0,1,a,b}

N = O
o O O
SN O
N W OoOW

tauluilla:
+]/0 1 ab -]0 1 a b
0|0 1 a b 0/0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b.
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b|0 b 1 a

—_—

(4) Joukot Zg ja Zyg eivit ole kuntia, eiké ole o
jonka kertaluku on 6 tai 10.

emassa yhtddn kuntaa (Lause 3.9),

3.1. Polynomialgebraa

Olkoon F[z] F-kertoimisten polynomien joukko kunnan F' suhteen. Jos f(z) =
fo+ fix + -+ frna™ on polynomi ja f,, # 0, niin m on polynomin f(x) aste eli
deg f(z). Nollapolynomin aste deg 0 := —o0. Kerroin f,,, on nimeltdén johtava kerroin.
Jos f,, = 1, niin polynomi on nimeltdan pdadpolynoma.
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Joukon F[z] polynomeja voidaan laskea yhteen, vihentdd ja kertoa normaaliin
tapaan. Joukko F[z] toteuttaa aksioomat (i)—(vii) ja on siis rengas.

3.1.1. Polynomien jakoalgoritmi. Jakoalgoritmi sanoo, ettd jokaista polynomi-
paria a(z) ja b(z) # 0 € F[z] kohti on olemassa yksikésitteinen polynomipari ¢(z)
(0osamddrd) ja r(x) (jakojddnnds) siten, etté

a(x) = q(x)b(x) + r(x), missd degr(z) < degb(x).

Taméi on vastaava tutulle kokonaislukurenkaiden jakoalgoritmille. Polynomit ¢(x)
ja r(z) 1oydetéaéin jakokulman avulla. Esimerkiksi joukossa Fa[z] voidaan jakaa poly-
nomi 3 + z + 1 polynomilla 22 4+ z + 1 seuraavasti:

x—1

?+r+1) 2 +r+1
—5(73—1'2—5E

— 72 +1

2 +r+1

T+ 2

Niin ollen 2 +z + 1= (z — 1)(z* + z + 1) + (z + 2), jota muokataan kunnan F
kertoimien (—1 = 1, ja 2 = 0) mukaisesti 2*> + 2+ 1 = (z +1)(2* + z + 1) + z, jolloin
haluttu muoto polynomille 2* + z 4+ 1 on ¢q(x)(2* + 2 + 1) + r(z).

3.1.2. Polynomirengas modulo f(x). Olkoon f(x) kiinnitetty polynomi joukossa
Fz]. Kaksi polynomia g(x) ja h(z) joukossa F'|x] ovat kongruentteja modulo f(x) eli

g(x) = h(z) mod f(x),

jos g(z) — h(x) on jaollinen polynomilla f(x).

Jakoalgoritmin mukaan miké tahansa polynomi a(x) € F|x] on kongruentti mo-
dulo f(x) yksikésitteiselle polynomille r(x), jonka aste degr(x) < deg f(z); r(x) on
siis jakojadnnos, kun a(x) jaetaan polynomilla f(z).

Polynomin a(z) € F[z] ekvivalenssiluokkaa merkitéén [a(z)] ¢(»). Kongruenssiluok-
kien joukkoa merkitéan F[z]|/(f(z)). Voidaan helposti todeta, ettd joukko F[z]/{f(z))
on rengas, kun laskutoimitukset on méaritelty seuraavasti:

[a(@)] @) + [b(@)] @) = la(z) + 0(2)]p@)  Ja  [a(2)]p@)[b(@)] 1@ = alz)b(2)] ()

Némii laskutoimitukset on hyvin médritelty, sillé jos a(z) = a(z) ja b(z) = b(z),

niin
a(z) + b(z) = a(x) + b(z) mod f(x) ja a(x)b(x) = a(z)b(z) mod f(z).

Polynomin a(z) jakojaannos r(z), kun a(x) jaetaan polynomilla f(x) on yksikasit-
teinen polynomi, jolle [r(x)]rwm) = [a(x)] ) ja degr(xz) < deg f(x). Tétd polynomia
r(x) kutsutaan jaannésluokan [a(x)] s edustajaksi.

Joukon F[x] polynomijoukkoa, jonka aste on pienempi kuin deg f(z) merkitdin
Flz]/f(z). Yhteen- ja vidhennyslasku modulo f(z) suoritetaan seuraavasti. Olkoon
a(x) ja b(x) polynomeja joukossa F[z]/f(x). Talloin summa a(x) + b(x) € F[x]/f(x)
on sama kuin joukossa F[z|, koska deg(a(x) + b(z)) < deg f(x). Tulo a(x)b(z) €
Flz]/ f(x) on yksikésitteinen polynomi, jolle a(z)b(z) on kongruentti modulo f(x) ja
jonka aste on pienempi kuin deg f(z).
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Lasketaan esimerkiksi (z + 1)? € Folz]/(2* + x + 1):
(x+1)P=2"+2r+1=2"+1=2mod (2> +z +1).

Siis [(z + 1)?] = [z] joukossa Fy[z]/(2? + = + 1).
Samoin kuin Z,, on rengas, niin vastaavasti myos F[z]/(f(x)) on polynomirengas
(kunnan F' suhteen) modulo f(z).

MAARITELMA 3.11. Polynomi f(x) € F[z]| on jaollinen, jos f(z) = a(z)b(x), mis-
s a(z),b(x) € Flx] ja dega(x) ja degb(x) ovat molemmat pienempié kuin deg f(z).
Jos f(x) ei ole jaollinen, se on jaoton.

LEMMA 3.12. (i) Polynomilla f(x) on lineaarinen tekiji x — a jos ja vain jos
fla) =0,
(ii) Polynomi f(x) € F[z], jonka aste on 2 tai 3 on jaoton jos ja vain jos f(a) # 0
kaikilla a € F.
(iii) Jokaisessa kunnassa 2" —1= (z —1)(z" '+ 2" 2 +--- + 2+ 1) (jilkimmé&inen
tekija voi hyvinkin olla jaollinen).

TobIsTus ([2, s. 144-145]).

(i) Jos f(z) = (x —a)g(x), niin varmasti f(a) = 0. Toisaalta oletetaan, ettd f(x) =
0. Jakoalgoritmin mukaan f(z) = q¢(x)(z — a) + r(x), missd degr(z) < 1. Téten
r(z) on vakio, jonka taytyy olla nolla, silld 0 = f(a) = r(a).

(ii) Polynomi, jonka aste on 2 tai 3 on jaollinen jos ja vain jos silli on vdhintaan
yksi lineaarinen kerroin. Tulos seuraa vélittomasti kohdasta (i).

(iii) Kohdan (i) mukaan z — 1 on polynomin z™ — 1 tekija ja jakokulman avulla

l6ydetéédn toinen tekija.
O

ESIMERKKI 3.13 ([2, s. 145]). Lemman 3.12 (iii) mukaan polynomi x® — 1 € Fy[z]
on 23 —1 = (z—1)(2*+x +1) kaikissa kunnissa. Lemman 3.12 (ii) mukaan z?+z + 1
on jaoton kunnassa Fy[z]. Mutta kunnassa F3[z] polynomi 2 — 1 on Lemman 3.12 (i)

mukaan polynomin z2 + x + 1 tekiji ja tekijoihin jako antaa 23 — 1 = (z — 1)3.

3.1.3. Asrelliset kunnat F,n,h > 1. Renkaan F[z] jaottomuus vastaa téysin ko-
konaisluvuissa alkulukuja. Lauseessa 3.9 osoitettiin, ettd rengas Z,, on kunta jos ja
vain jos m on alkuluku ja seuraava lause todistetaan vastaavalla tavalla.

LAUSE 3.14. Rengas F[z]/{f(x)) on kunta jos ja vain jos f(z) on jaoton renkaassa
TobisTus. Todistus samoin kuin Lauseen 3.9 todistus. u
Voidaan osoittaa (Lause 3.4), ettd mille tahansa alkuluvulle p ja mille tahansa
positiiviselle kokonaisluvulle h on olemassa jaoton astetta h oleva polynomi kunnassa

[F,. Tdmi tulos yhdessd lauseen 3.14 kanssa antaa olemassaolon kunnille F,» kaikille
kokonaisluvuille h > 1. Namé ovat pédasiallisesti ainoat déarelliset kunnat.

MAKRITELMA 3.15. Aérellisen kunnan I, alkio o on nimeltdén kunnan F, prima-
tiwvinen juuri, jos F, = {0, ,0?, ... a% 1}

Polynomi f(x) on nimeltdéan minimipolynomi, jos se on péédpolynomi ja se on
pieninté astetta oleva ehdon f(«) = 0 tayttava polynomi.
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ESIMERKKI 3.16 ([4, s. 27]). Tarkastellaan kuntaa Fy = Fy[a], missd « on jaotto-
man polynomin 22 + x + 1 € Fy[z] juuri. Talloin

*=—(1+0)=1+a, o*=a(?)=a(l+a)=a+a=a+l+a=1

Titen Fy = {0, 0,1 + «a, 1} = {0, o, @, &3} eli & on primitiivinen juuri.

3.2. Vektoriavaruus direllisen kunnan suhteen

Téssd kappaleessa oletetaan, ettd g on alkulukupotenssi ja merkinté [, tarkoittaa
aarellistd kuntaa, jossa on ¢ alkiota. Nama alkiot ovat nimeltdéan skalaareja. Kaikkia
jarjestettyja n-jonoja joukosta [, merkitdén Fy.

Maédéritellddn kaksi laskutoimitusta joukossa [Fy:

(i) vektorien yhteenlasku: jos X = (21, %a,...,Tn) ja y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € Fy, niin

x+y=(r1+y1,T2+ Y2, Tn + Yn)
(ii) skalaarilla kertominen: jos
X = (21,22,...,2,) €F) ja a€l,

niin ax = (azxy, azxy, ..., az,).
Ei ole vaikeaa tarkistaa, ettd joukolle F” on voimassa vektoriavaruuden aksioomat
eli, ettéd kaikille u, v, w € Fy ja kaikille a,b € F,
(i) u+vel,
(i) (u+v)+w=u+(v+w)
(iii) nollavektori 0 = (0,0,...,0) € Fy ja sille on voimassa u+0 =0+u = u.
(iv) Annetulle u = (uy, u, ..., u,) € Fy, alkio —u = (—~uy, —uy, ..., ~u,) € Fy ja
sille on voimassa u + (—u) = 0.
(V) u+v=v+u
(Ominaisuudet (i)—(v) tarkoittavat, ettd Fy on Abelin ryhmi yhteenlaskun suh-
teen).
(vi) (Suljettu skalaarilla kertomisen suhteen) av € 7.
(vii) (Distributiivisuus) a(u +v) = au+ av, (¢ + b)u = au + bu.
(viil) (ab)u = a(bu).
(ix) 1u = u, missd 1 on joukon F, kertolaskun neutraalialkio.
Joukon Fy osajoukko on nimeltédén aliavaruus, jos se itse on vektoriavaruus yh-
teenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen, kuten joukolle ;' on mééritelty.
Triviaalisti joukko {0} ja koko avaruus Fy ovat joukon Iy aliavaruuksia. Aliavaruus
on ei-triviaali, jos se siséltdd vahintddn yhden nollavektorista eroavan vektorin ja ei
ole koko avaruus Fy.

LAUSE 3.17. Joukon ¥y epityhji osajoukko C on aliavaruus jos ja vain jos C
on suljettu yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen eli joukolle C' on voimassa
seuraavat kaksi ehtoa:

(1) Josx,y € C, niinx+y € C.
(2) Josa eF, jax e C, niin ax € C.

TobpisTUS ([2, s. 42]). On helposti todennettavissa, etté jos C' toteuttaa ehdot (1)
ja (2), niin C toteuttaa kaikki vektoriavaruuden aksiomat (i)-(ix) (kun Fy korvataan
joukolla C'). (Osoitettaessa, ettd 0 € C valitaan mikd tahansa x € C; jolloin (2):
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0 = 0x € C. Ominaisuuden (2) mukaan myos, jos v € C, niin —v € C, silld —v =

(—1)v.) O

Adrettomien kuntien vektoriavaruuksien mééritelmit ja tulokset siirtyviit yleensd
my6s dédrellisille kunnille. Kuten esimerkiksi seuraavat tulokset.

Vektoreiden vy, vo, ..., v, lineaarikombinaatio joukossa FZ on muodoltaan a;vy +
asVy + - - - + a,v,, missi a;:t ovat skalaareja.

Voidaan helposti tarkistaa, ettd kaikkien lineaarikombinaatioiden joukko annetus-
ta vektorijoukosta F on joukon Fj aliavaruus.

Vektorijoukko {vy,va,...,v,} on lineaarisesti risppuva jos 16ytyy jokin nollasta
eroava skalaari ay, ao, ..., a, siten, ettéd

a1vi +asve + - +a,v,. = 0.

Vektorijoukko on lineaarisesti risppumaton jos se ei ole lineaarisesti riippuva eli

aivi +ayvo+---+a,v, =0=a,=ay=---=a, = 0.
Olkoon C' joukon F7 aliavaruus. Télloin joukon C' osajoukko {vq,vy,...,v,} on
nimeltadn joukon C wvirittdvd joukko, jos jokainen joukon C vektori voidaan ilmaista
vektoreiden vy, vy, ..., v, lineaarikombinaatiolla.

Joukon C' virittava joukko, joka on myos lineaarisesti riippumaton on nimeltdéan
joukon C' kanta. Esimerkiksi joukko

{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)}
on koko avaruuden IF;‘ kanta.

LAUSE 3.18. Olkoon C' ei-triwiaali joukon ¥y aliavaruus. Tdlloin mikd tahansa
joukon C" wirittdvd joukko sisdltdda joukon C kannan.

TobIsTus ([2, s. 42]). Olkoon {vy,va,...,v,} joukon C virittavéi joukko. Jos se
on lineaarisesti riippuva, niin télléin 16ytyy jokin nollasta eroava skalaari aq, as, . . ., a,
siten, etta

a1vy + asvo + - - + a, v, = 0.
Jos a; on nollasta eroava, niin

i=1,1i#j
jolloin v; on toisen vektorin v; lineaarikombinaatio. Tosin v; on virittdjané tarpeeton
ja se voidaan poistaa joukosta {vi,vs,...,v,}, jolloin joukolle C' saadaan pienempi

virittdva joukko. Talla tavoin voidaan yksi kerrallaan poistaa yliméaraiset viritté-
jét, kunnes saavutetaan lineaarisesti riippumaton virittava joukko. Taméan prosessin
taytyy loppua, silla aloitettaessa joukko oli dédrellinen. (Il

Koska miké tahansa joukon Fy aliavaruus C' sisdltdé dérellisen virittédvin joukon
(esimerkiksi C' itse), Lauseesta 3.18 seuraa, ettd jokaisella ei-triviaalilla aliavaruudel-
la on kanta. Kannan voidaan ajatella olevan minimaalinen virittdva joukko, joka ei
sisalld ylimaaraisia virittajia.
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LAUSE 3.19. Olkoon {v1,vy,...,vi} joukon F aliavaruuden C kanta. Tdllgin
(i) jokainen joukon C' wvektori voidaan ilmaista yksikdsitteisesti kantavektoreiden
lineaarikombinaationa;
(ii) joukko C sisdltdid tasmdlleen q* vektoria jollekin k.

Tobistus ([2, s. 44]).
(i) Olkoon joukon C' vektori x esitettynéd kahdella tapaa vektoreiden vy, va, ..., vy
lineaarikombinaationa:

X = a1Vy + aVe + - -+ + AV
ja X = b1V1 + b2V2 +-F kak.
Talloin (a; — by)vy+ (ag — b)) v+ - - - + (ar — bg) v = 0. Joukko {vy,va, ..., vi}

on kuitenkin lineaarisesti riippumaton ja titen a; — b; = 0, kun ¢ =1,2,...,k,
toisin sanoen a; = b;, kunt=1,2,... k.
(ii) Kohdan (i) mukaan ¢* vektoria S35 | a;vi(a; € F,) ovat téismilleen joukon C' eri
vektorit.
O

Lauseesta 3.19 seuraa, ettd mitkd tahansa kaksi aliavaruuden C' kantaa sisaltai
saman méiridn k vektoreita, missd |C] = ¢* ja titd lukua k kutsutaan aliavaruuden
C' dimensioksi. Merkitddn tétd dim(C). Aikaisemmin on osoitettu, ettd joukon [y
kannalla on n vektoria, joten dim(Fy) = n.






LUKU 4
Lineaariset koodit

Téssd luvussa oletetaan, ettd aakkosto F, on Galois'n kunta GF(g¢), missd ¢ on
alkulukupotenssi ja Fj on vektoriavaruus. Vektori (1,9, ..., x,) kirjoitetaan yleensi
pelkistetysti x5 - - - x,. Luvun péidasiallisena pohjana on kéytetty Raymond Hillin
kirjaa A First Course in Coding Theory (1986) [2].

Lineaarinen kood: kunnan [, suhteen on joukon [ aliavaruus jollain positiivisella
kokonaisluvulla n.

Osajoukko €' C Fy on lineaarinen koodi jos ja vain jos

(1) u+v e C kaikillau jav e C ja
(2) au € C kaikilau e C, a € F,.

Erityisesti bindédrinen koodi on lineaarinen jos ja vain jos kahden koodisanan sum-
ma on koodisana. Voidaan helposti tarkistaa, ettd Esimerkin 1.3 koodit C,Cs ja Cs
ovat kaikki lineaarisia.

Jos C on joukon Fy k-dimensioinen aliavaruus, niin lineaarinen koodi C' on ni-
meltddn [n, k]-koodi tai [n, k, d]-koodi, kun koodin C' minimietéisyys on d.

HuomauTus 4.1 ([2, s. 47]). (i) Lauseen 3.19 mukaan g-ddrinen [n, k, d]-koodi
on myds g-ddrinen (n, ¢*, d)-koodi, mutta ei tietenkiin jokainen (n, ¢*, d)-koodi
ole [n, k, d]-koodi.

(ii) Nollavektori O sisdltyy automaattisesti lineaariseen koodiin.
(iii) Jotkut kirjoittajat viittaavat lineaarisiin koodeihin nimelld "ryhmékoodit”.

Méaritelldén, ettd vektorin x € F paino w(x) on vektorin x nollasta eroavien
alkioiden lukumééara. Yksi lineaaristen koodien hyodyllisimmisté ominaisuuksista on
se, ettd koodin minimietéisyys on yhtd suuri kuin nollasta eroavien koodisanojen
pienin paino. Témén todistamiseksi tarvitaan yksinkertainen lemma:

LEMMA 4.2. Jos x jay € Fy, niin

d(x,y) = w(x —y).

TobIsTUsS ([2, s. 47]). Vektorilla x — y on nollasta eroavia alkioita tédsmélleen
niissd paikoissa, misséd X ja y eroavat. U

HuomauTus 4.3 ([2, s. 48]). Kun ¢ = 2, Lemma 2.7 on sama kuin Lemma 4.2,
silld "plus” on sama kuin “miinus”, kun toimitaan modulo 2.

LAUSE 4.4. Olkoon C' lineaarinen koodi ja w(C') koodin C' nollasta eroavien koo-
disanojen pienin paino. Tdlloin d(C) = w(C).

ToDISTUS ([2, s. 48]). On olemassa koodisanat x ja y € C siten, ettd d(C) =
d(x,y). Télloin Lemman 4.2 mukaan

d(C) = w(x —y) = w(C),
27
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koska x — y on lineaarisen koodin C' koodisana.
Toisaalta, jollekin koodisanalle x € C'

w(C) = w(x) = d(x,0) = d(C),

koska 0 siséltyy lineaariseen koodiin C. Téten d(C) > w(C) ja w(C) > d(C), jolloin
d(C) = w(0). 0

Lineaaristen koodien hyétyné on koodin minimietéisyyden helppo mé#rittdminen.
Tavalliselle koodille, jossa on M koodisanaa, tdytyisi minimietéisyyden selvittdmisek-
si tehda (]\2/[) = %M(M — 1) vertailua. Lauseen 4.4 ansiosta lineaarisen koodin mi-
nimietdisyys loytyy kuitenkin vain M — 1 nollasta eroavien koodisanojen pienimmén
painon tutkimisella.

Toinen merkittavé hyoty lineaarisille [n, k]-koodeille on koodisanojen ilmoittami-
nen yksinkertaisesti kannan k koodisanan avulla. Fi-lineaaristen koodien kaikki koo-

disanat tulee listata yksitellen.

MAARITELMA 4.5. Sellainen k X n -matriisi, jonka rivit muodostavat lineaarisen
[n, k]-koodin kannan, on nimeltaan koodin wvirittdjimatriisi.

ESIMERKKI 4.6 ([2, s. 49]). (i) Esimerkin 1.3 koodi Cy on [3, 2, 2]-koodi, jonka
virittdjamatriisi on
01 1
10 1|°

(ii) Kunnan F, ¢-dédrinen ja n-pituinen toistokoodi on [n, 1, n]-koodi, jonka viritta-
jamatriisi on
1 - 1],

Lineaaristen koodien etuna on myds koodisanojen muodostamisen ja purkamisen
helppous. Téta asiaa késitelladn tarkemmin Kappaleessa 4.2.

Lineaaristen g-déristen koodien haittapuolena on se, ettéd ne eivit ole méariteltyja
ellei ¢ ole alkulukupotenssi. Kuitenkin jarkevit g-aariset koodit, missé ¢ ei ole alkulu-
kupotenssi, voidaan usein muodostaa lineaarisista koodeista suuremmalla aakkostolla.
Lineaarisiin koodeihin rajoittuminen saattaa merkitd myos rajoittumista heikompiin
koodeihin kuin on toivottu. Osoittautuu kuitenkin, etté joillain kriteerein opimaaliset
koodit ovat hyvin usein lineaarisia. Esimerkiksi jokaiselle parametrijoukolle, jolle tie-
detdén olevan olemassa ei-triviaali perfekti koodi, 16ytyy lineaarinen perfekti koodi
ko. parametreilld. On huomioitavaa myos kuinka usein As(n,d) arvo Taulukossa 2.1
on luvun 2 potenssi. Tavallisesti, mutta ei aina, As(n, d) arvo saavutetaan lineaarisella

koodilla.

4.1. Lineaaristen koodien ekvivalenttius

Koodien ekvivalenttiuden mééaritelmé Kappaleessa 2.1 muokkaantuu koskemaan
lineaarisia koodeja, kun sallitaan vain sellaiset symbolien permutaatiot, mitkéd saa-
daan kertomalla nollasta eroavalla skalaarilla. Taten kaksi lineaarista koodia kunnas-
sa [F, ovat ekvivalentit, jos ensimméinen voidaan saada toisesta seuraavan tyyppisten
toimintojen yhdistelmalla:
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(A) koodin positioiden permutaatio;
(B) kiinnitetyssa positiossa olevien alkioiden kertominen nollasta eroavalla skalaarilla.

LAUSE 4.7. Kaksi kxn -matriisia virittid ekvivalentit lineaariset [n, k]-koodit kun-
nassa g, jos toinen matriisi voidaan muodostaa toisesta sarjana seuraavan tyyppisid
toimintoja:

(R1) Rivien permutaatio.

(R2) Rivin kertominen nollasta eroavalla skalaarilla.
(R3) Skalaarilla kerrotun rivin lisadminen toiseen riviin.
(C1) Sarakkeiden permutaatio.

(C2) Sarakkeen kertominen nollasta eroavalla skalaarilla.

TobisTus ([2, s. 50]). Rivioperaatiot (R1), (R2) ja (R3) sailyttévit virittdjamat-
riisin rivien lineaarisen riippumattomuuden ja yksinkertaisesti korvaavat saman koo-
din yhden kannan toisella. Sarakeoperaatiot (C1) ja (C2) muuntavat virittdjamatriisin
ekvivalentin koodin virittdjamatriisiksi. U

LAUSE 4.8. Olkoon G [n,k|-koodin virittijimatriisi. Tdlloin suorittamalla toi-
minnot (R1), (R2), (R3), (C1) ja (C2) wvoidaan G muuntaa standardimuotoon

e 4],
missd Iy, on k X k -yksikkomatriisi ja A on k X (n — k) -matriisi.

TobisTus ([2, s. 51]). Matriisin G muunnosoperaatioiden sarjan aikana merkinté

gi; tarkoittaa kulloinkin kasiteltdvan matriisin (7, j). alkiota ja merkintd ry,ro, ..., 1y
matriisin riveji ja cq,ca, ..., cy matriisin sarakkeita.
Kullekin 7 = 1,2, ..., k suoritetaan vuorollaan seuraava kolmen askeleen menetel-

mé. Kukin j muuttaa sarakkeen c; haluttuun muotoon, missé positiossa j on alkio 1
ja 0 muualla. N&in ensimmaéiset 7 — 1 saraketta, jotka on jo transformoitu sopivasti,
jaavat ennalleen. Oletetaan, ettd G on transformoitu muotoon

10 -+ 0 g - g
01 -+ 0 g - gom
00 - 1 g1y -~ Giim
00 - 0 g5 - Gn
00 - 0 gy - Gen

Askel 1 Jos gj; # 0, siirrytddn kohtaan Askel 2. Jos g;j; = 0 ja jos jollekin 7 > j,
gi; # 0, niin vaihdetaan rivit r; ja r; keskenéén. Jos g;; = 0 ja g;; = 0 kaikilla
¢ > j, niin valitaan h siten, ettd g;, # 0 ja vaihdetaan sarakkeet c; ja c
kesken&én.
Askel 2 Nyt g;; # 0. Kerrotaan riviéd r; kidanteisalkiolla gj_jl.
Askel 3 Nyt g;; = 1. Kun ¢ # j, kullekin ¢ = 1,2,...,k: vaihdetaan r; paikalle
Ty — 9iLy.
Sarake c¢; on nyt halutussa muodossa.
Virittdjamatriisi on standardimuodossa, kun tdmé toimenpide on tehty kaikille
j=1,2,... k. O
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HuomAauTus 4.9 ([2, s. 51-52]). (1) Jos G voidaan transformoida pelkéstéén ri-
vioperaatioilla (tdmé on mahdollista jos ja vain jos G:n ensimmaéiset k saraketta
ovat lineaarisesti riippumattomat) matriisin standardimuotoon G’ niin G’ vi-
rittdd saman koodin, jonka G virittdd. Mutta, jos kdytetdan myos operaatioita
(C1) ja (C2), niin G’ virittdéd ekvivalentin koodin, mutta se ei vilttdmétta ole
sama kuin virittdjamatriisin G virittdma. Edellisessé todistuksessa kuvailtu me-
netelmé on suunniteltu antamaan standardimuotoisen virittdjamatriisin samalle
koodille aina kun se on mahdollista.

(2) Esimerkista 4.12 tullaan huomaamaan, etta kiytannossé virittédjamatriisin G tut-
kiminen paljastaa nopeamman tavan transformoida se standardimuotoon.

(3) Virittdjématriisin standardimuoto [I; | A] ei ole yksikésitteinen. Esimerkiksi mat-
riisin A rivien permutointi antaa virittdjamatriisin ekvivalentille koodille.

ESIMERKKI 4.10 ([2, s. 52]). Esimerkin 4.6 (i)-kohdan virittdjamatriisille saadaan
standardimuoto vaihtamalla rivit keskenain:

1 01
01 1|°

ESIMERKKI 4.11 ([2, s. 49, 52]). Kéytetdén Lauseen 4.8 menetelméé ja transfor-
moidaan [7,4, 3]-koodin virittdjdmatriisi standardimuotoon.

1111111 1111111
1000101 0111010
1100010 moma 0011101
0110001 ™7™ lo11000°1
1 000 1 0 1]

0111010

m o 0011101

Mmoo 0001011

1 000 1 0 1]

0100111

m o 0011101
0001011

1 000 1 0 1]

0100111

Mmoo 0010110
0001011

ESIMERKKI 4.12 ([2, s. 52-53]). Tarkastellaan [6, 3]-koodin virittdjamatriisia kun-
nassa [Fs:

000111
011012
102011
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Selvisti sarakkeiden permutaatio c; <> ¢4, ¢4 <> c3 antaa ekvivalentille koodille
virittdjamatriisin standardimuodon

100011
010112
001211

4.2. Lineaarisen koodin konstruointi

Olkoon C' [n,k]-koodi kunnassa F, ja jonka virittdjdmatriisi on G. Koodi C
sisiltdd ¢* koodisanaa, joten sitd voidaan kiyttdsd kommunikointiin milld tahansa
q* eri viestilld. Identifioidaan nimé viestit ¢ k-jonolla joukosta IF’; ja koodataan
viestivektori u = wujus - - - u; kertomalla sitd matriisilla G oikealta. Jos matriisin G

rivit ovat ry,ry, - , g, niin
k
uG = E U;r;
i=1

ja niin uG todella on koodin C koodisana, silld se on virittdjamatriisin rivien lineaa-
rikombinaatio. On hyvéa huomata, ettd koodaava funktio u — uG kuvaa vektoriava-
ruuden F¥  k-dimensioiseksi aliavaruudeksi (koodiksi C') joukossa F7.

Tamé koodausséddntd on yksinkertaisempi, jos G on standardimuodossa. Olete-
taan G = [I}, | A], missi A = [a;;] on k x (n — k) -matriisi. Tallin viestivektori u
koodaantuu

x =ulG =210y TpTpa1 - Tp,

misséd x; = u;, 1 <1 <k, ovat viestimerkkejd ja
k
:UkH:Zaﬂuj, 1§Z§Tl—]€
j=1

ovat tarkistusmerkkejd. Tarkistusmerkit edustavat redundanssia, joka on lisatty suo-
jelemaan viestid kohinalta.

ESIMERKKI 4.13 ([2, s. 55-56]). Olkoon C' binéérinen [7, 4]-koodi, jonka standar-
dimuotoinen virittdjamatriisi on

1000
0100
0010

01

—_ == O
—_ O = =

1
1
1
0
Viestivektori (uq, ug, us, us) koodataan seuraavasti

(ula U2, U3, Ug, U + Uo + Uz, Uz + us + Uq, U + U + U’4)‘

Esimerkiksi,

0000 koodataan 0000000,
1000 koodataan 1000101,
1110 koodataan 1110100.
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Kohina
L Viestivektori Koodaus: Koodisana
Viestin ldhde |———— Kanava
u=uu2- U | u—x=uG X =11 Tn

Kuva 4.1. Lineaarisen koodin viestisanan koodauksen vaiheet.

Yleisen lineaarisen koodin osalta tiivistetddn viestintéjéarjestelmén koodaava osa
Kuvalla 4.1.

4.3. Lineaarisen koodin dekoodaus

Olkoon koodisana x = x5 - - - T, ldhetetty kanavan lapi ja vastaanotettu vektori
ony = y1ys - - - Y,. Médritelldén virhevektor: e,

e=y—X=-e1ey-" "€y

Dekoodaajan tulee ratkaista vastaanotetusta vektorista y, miké koodisana x ldhetet-
tiin tai yhtéapitavésti mika virhevektori e ilmaantui.

MAARITELMA 4.14. Olkoon C' [n, k]-koodi kunnassa [, ja a miké tahansa vektori
joukosta . Mééritelldén joukko a + C,

at+C={a+x|xeC}
on nimeltdan koodin C' sivuluokka.
LEMMA 4.15. Olkoon a+ C' koodin C' sivuluokka ja b € a+ C. Tdlloin
b+ C=a+C.

TobpisTus ([2, s. 57]). Koska b € a+ C niin b = a + x jollain x € C. Nyt, jos
b+y € b+ C niin

b+y=(a+x)+y=a+(x+y) €a+C.

Néin ollen b+ C' C a 4 C'. Toisaalta, jos a+z € a+ (', niin
atz=(b—-x)+z=b+(z—x)eb+C.

Néin ollen a+ C C b+ (' ja tilloin b+ C =a+ C. U

LAUSE 4.16 (Lagrange). Olkoon C' [n, k|-koodi kunnassa F,. TdllGin
(i) jokainen joukon Iy vektori on jossain koodin C' sivuluokassa,
(ii) jokainen sivuluokka sisdltid tismdlleen ¢ vektoria,
(iii) kaksi sivuluokkaa ovat joko erilliset tai samat.

Tobistus ([2, s. 57]).
(i) Josa€Fy, nina=a+0ca+C.
(ii) Kuvaus C'+— a+ C,
X—a+Xx

on helppo osoittaa bijektioksi. Niiin ollen |a + C| = |C] = ¢*.
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(iii) Oletetaan, ettéd sivuluokat a + C' ja b + C' leikkaavat. Talloin jollekin vektorille
v pitee v € (a+ C) N (b + C). Siispéd jollekin x, y € C,
v=a+x=b+y.
Néin ollen b = a+ (x—y) € a+C, jolloin Lemman 4.15 mukaan b+C = a+C.

U
ESIMERKKI 4.17 ([2, s. 57-58]). Olkoon C' bindérinen [4, 2]-koodi ja jonka virit-
tdjamatriisi on
1011
“= {o 10 1] '

Toisin sanoen C' = {0000, 1011,0101, 1110}.
Talloin koodin C' sivuluokat ovat

0000 4+ C' = C' itse,

1000 + C' = {1000, 0011, 1101, 0110},
0100 + C = {0100, 1111,0001, 1010},
0010 4+ C' = {0010, 1001,0111, 1100}.

Huomataan, ettd sivuluokka 0001 + C' on {0001, 1010,0100, 1111}, joka on sama kuin
sivuluokka 0100+ C'. Témén olisi voinut ennustaa Lemmasta 4.15, silla 0001 € 0100+
C. Vastaavasti taytyy olla esimerkiksi 0111 + C' = 0010 + C.

MAARITELMA 4.18. Sivuluokan minimipainoisin vektori on nimeltdan sivuluokan
johtaja.

Jos minimipainoisia vektoreita on useita, niin valitaan né&istd yksi satunnaisesti
sivuluokan johtajaksi. Esimerkissd 4.17 on 0001 vaihtoehtoinen sivuluokan johtaja
sivuluokalle 0100 + C'.

Lauseen 4.16 mukaan joukko Fy on jaettu koodin C' erillisiin sivuluokkiin:

F' = (0+C)U(a; +C)U---U(a, +C),

missid s = ¢" % — 1 ja Lemman 4.15 mukaan voidaan valita 0,ay,...,a, sivuluokan
johtajiksi.

Standarditaulukko [2, s. 58] (tai Slepianin taulukko) [n, k]-koodille C' on ¢"~* x ¢*
taulukko kaikista joukon [y vektoreista. Taulukossa ensimméinen rivi on koodi C' it-
se, koodisanan 0 ollessa vasemmalla ja muut rivit ovat sivuluokkia a; + C', sivuluokan
johtajan ollessa vasemmaisin. Standarditaulukko rakennetaan seuraavasti:

Askel 1 Listataan koodi C' ensimmiéiselle riville aloittaen koodisanasta 0.

Askel 2 Valitaan miké tahansa minimipainoinen vektori a;, joka ei ole ensimméisell&
rivilla. Listataan sivuluokka a; + C toiselle riville ja asetetaan a; koodisanan
0 alle ja a; + x jokaisen x € C alle.

Askel 3 Niistéd vektoreista, jotka eivét ole kahdella ensimmaéisellé rivilla valitaan mi-
nimipainoisin a, ja listataan sivuluokka as + C' kuten Askeleessa 2 ja saadaan
kolmas rivi.

Askel 4 Niin jatketaan kunnes kaikki sivuluokat on listattu ja jokainen joukon Fy
vektori esiintyy tédsmélleen kerran.
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ESIMERKKI 4.19 ([2, s. 59]). Standarditaulukko Esimerkin 4.17 koodille on

Koodisanat — 0000 1011 0101 1110
1000 0011 1101 0110
0100 1111 0001 1010
0010 1001 0111 1100
/[\

Sivuluokan johtajat

Kun vastaanotetaan vektori y (vaikka 1111 Esimerkissi 4.19), sen paikka 16yde-
tadn taulukosta. Taman jédlkeen dekoodaaja paittad, ettd virhevektori e on sivuluo-
kan johtaja (0100), jolloin y dekoodataan koodisanaksi x =y —e = 1011, joka on
ylimmaéinen siind sarakkeessa, joka sisdltdd vektorin y.

Lyhesti sanottuna, standarditaulukossa oleva vastaanotettu vektori dekoodataan
saman sarakkeen ylimmaéiseksi koodisanaksi.

Virhevektorit, jotka korjataan ovat tdsmaélleen sivuluokan johtajia riippumatta sii-
td mika koodisana on ldhetetty. Valitsemalla minimipainoisen vektorin jokaisesta si-
vuluokasta sivuluokan johtajaksi takaa sen, ettd standarditaulukon avulla dekoodattu
sana on tapahtunut l&himmén naapurin -periaatteella.

Esimerkin 4.19 taulukossa yksi virhe korjaantuu, jos se esiintyy missd tahansa
ensimmaisessé kolmessa positiossa. Esimerkiksi tapauksessa (a) alla virhe korjaantuu.
Mutta jos virhe esiintyy neljannessé positiossa, niin se ei korjaannu eli tapaus (b) alla.

. Vastaan- Vastaan-

. Koodi- Kanava Dekoodattu
Viesti . otettu otettu
sana + kohina . sana ..
vektori viesti

(a) 01 — 0101 — 0101 — 0001 — 0101 — 01

(b) 01 — 0101 — 0101 — 0100 — 0000 — 00
On hyva huomata, ettd kaytdnnossa edellé esitetty dekoodausjérjestelmé on liian
hidas suurille koodeille ja my6s liian kallis tilavaatimusten kannalta. Kehittyneempi

tapa suorittaa standarditaulukon mukainen dekoodaus tunnetaan nimelld “syndroo-
madekoodaus”, johon tutustutaan Kappaleessa 4.6.

4.4. Koodin duaali

Kahden vektorin u = wjus - - - u,, ja v.=vivs - -0, pistetulo u - v joukossa ]FZ on
skalaari

U-V = UV + UVg + -+ 4 UpVUy.

Esimerkiksi joukossa F3, (1001) - (1101) = 0,
(1111) - (1110) = 1

ja joukossa 3, (2011) - (1210) = 0,

(1212) - (2121) = 2.

Jos u - v = 0, niin vektorit u ja v ovat ortogonaaliset.
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LEMMA 4.20. Jokaiselle u, v jaw € Fy ja A, i € Fy on voimassa
(iJ)u-v=v-u
(i) Au+pv) -w=Au-w)+ pu(v-w).
Tobistus. Todistus on suoraviivainen. Kéytetddn vaihdannaisuutta, liitdnnéi-
syytta ja osittelulakia. (

Lineaarisen [n, k]-koodin C' duaali C* on joukon F7 niiden vektorien joukko, jotka
ovat ortogonaalisia jokaiselle koodin C koodisanalle eli

Ct={veF;!|v-u=0 kaikillaueC}.

LEMMA 4.21. Olkoon C' [n, k|-koodi ja sen virittajamatriisi G. Talloin vektori v
Joukosta T kuuluu duaaliin C* jos ja vain jos v on ortogonaalinen jokaisen matriisin

G rivin kanssa. Toisin sanoen v € C*+ & vGT = 0, missi G¥ on matriisin G
transpoost.

TobIsTUS ([2, s. 68]). "Vain jos” on selvé, silld matriisin G rivit ovat koodisanoja.
"Jos”: Oletetaan, ettd matriisin G rivit ovat ry,ro, ..., 1} ja ettd v - r; = 0 jokaisella
. Jos u on mikéd tahansa koodin C' koodisana, niin tilloin u = Zle A;r; jollain
skalaarilla \; ja siten

vou= Z Ai(v-r;)  (Lemman 4.20 (ii) mukaan.)

Téaten v on ortogonaalinen jokaisen koodin C koodisanan kanssa, jolloin se kuuluu
joukkoon C*. O

LAUSE 4.22. Olkoon C |n, k]-koodi kunnassa F,. Téllsin duaalikoodi C* on line-
aarinen [n,n — k]-koodi.

Tobistus. Todistus sivuutetaan; katso [2, s. 68]. O

ESIMERKKI 4.23 ([2, s. 69]). Voidaan helposti tarkistaa, etta
(i) jos
0000
1100
C= 0 ,niin C*+ = C.
0011
1111
(ii) jos
000
C= 110 ,niin C+ = 000
011 111
101

LAUSE 4.24. Mille tahansa [n, k]-koodille C pitee (C+)*+ = C.
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TobpIsTUS ([2, s. 69]). Selviisti C C (C+)*, silld jokainen koodin C' vektori on
ortogonaalinen jokaisen joukon C* vektorin kanssa. Mutta dim((C+)*) = n—(n—k) =

k = dim C, joten C' = (C*)*. O
4.5. Pariteetintarkistusmatriisi

MAARITELMA 4.25. Olkoon C' [n, k]-koodi. Koodin C' pariteetintarkistusmatriisi
H on duaalin C* virittdjamatriisi.
Matriisi H on siis (n—k) xn -matriisi, jolle pitee GHT = 0, missd H” on matriisin
H transpoosi ja 0 on kaikkialla nollaa oleva matriisi. Lemman 4.21 ja Lauseen 4.24
perusteella, jos H on koodin C pariteetintarkistusmatriisi, talloin
C={xeF;|xH" =0}.

Pariteetintarkistusmatriisin rivit ovat koodisanojen pariteettitarkistuksia. Niiden
mukaan jokaisen koodisanan koordinaattien tietyt lineaariset yhdistelmét ovat nollia.
Pariteetintarkistusmatriisi méaaraa koodin taysin. Esimerkiksi, jos

1100
= {0011] ’

niin koodi C' on
{(I1,$27I3,J}4> - ]Fg ’ T+ To = 0, T3+ Ty = 0}

Yhtalot x1 + xo = 0, ja x3 + x4 = 0 ovat nimeltdén pariteetintarkistusyhtdldita.

Jos H = [111}, niin koodi C' koostuu joukon [F3 niistd vektoreista, joiden koordi-
naattien summa on nolla (modulo 2). Yleisemmin, parillisen painon omaava koodi F,,
voidaan médritelld olevan kaikki joukon % ne vektorit zixs-- -z, joille péatee yksi
ainoa pariteetintarkistusyhtalo

T +x9+ -+ 1, =0.

LAUSE 4.26. Jos G = [Ix | A] on [n,k]-koodin C standardimuotoinen virittdjd-
matriisi, niin talloin koodin C' pariteetintarkistusmatriisi on H = [—AT | In_k].

TobisTus ([2, s. 70-71]). Olkoon

1 0 air v Ak |
G =
0 1 g1+ Ak
Olkoon
—ai —Qk1 1 0 7
H—
—Qip—k - —Qkgp-k| 0 I

Nyt matriisilla H on pariteetintarkistusmatriisilta vaadittava koko ja sen rivit ovat
lineaarisesti riippumattomat. Téten riittdd osoittaa, ettd jokainen matriisin H rivi
on ortogonaalinen matriisin G jokaisen rivin kanssa. Sisdtulo matriisin G rivin ¢ ja
matriisin H sarakkeen j suhteen on

O+ +0+(-ay)+0+--+0+a;+0+---+0=0.
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Lause 4.26 antaa helpon tavan konstruoida lineaarisen koodin pariteetintarkistus-
matriisin annetusta virittdjamatriisista ja pdinvastoin.

ESIMERKKI 4.27 ([2, s. 71]). Esimerkin 4.11 koodilla on standardimuotoinen vi-
rittajamatriisi

101
111
G=1 1 |10
011
Télloin sen pariteetintarkistusmatriisi on
1110
H=|0111] I3
1101

On hyvé muistaa, ettd miinusmerkit ovat turhia binédérikoodin tapauksessa!

MAARITELMA 4.28. Pariteetintarkistusmatriisi H on standardimuodossa, jos H =
[B | I In_k}.

Lauseen 4.26 todistus osoittaa, ettd jos koodi maééaritellddn pariteetintarkistus-
matriisin standardimuodossa H = [B | In,k], niin koodin virittdjamatriisi on G' =
[I k| —BT}. Mikéli koodin pariteetintarkistusmatriisi H ei ole annettu standardimuo-
dossa, télloin H voidaan pelkistdd standardimuotoon samalla tapaa kuin virittaja-
matriisikin.

4.6. Syndroomadekoodaus

Olkoon [n, k]-koodin C' pariteetintarkistusmariisi H. Télloin vektorin y € Fy
syndrooma S(y) on 1 X (n — k) -rivivektori

S(y) =yH".
HuomauTus 4.29 ([2,s. 72]). (i) Jos matriisin H rivit ovat hy, hy,... h,_4,

niin S(y) = (y -hy,y -ho, ...,y - h, ).
(ii) S(y) =0« yeC.

LEMMA 4.30. Kaksi vektoria u ja v ovat koodin C' samassa sivuluokassa jos ja
vain jos nilld on sama syndrooma.

TobIsTUsS ([2, s. 72]). Vektorit u ja v ovat samassa sivuluokassa
sut+C=v+C
sSu-vel
s u-v)H =0
s uH” =vH"
& S(u) = S(v).

SEURAUS 4.31. Sivuluokkien ja syndroomien vdlinen kuvaus on injektitvinen.
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ESIMERKKI 4.32 ([2, s. 72-74]). Esimerkissé 4.17,

1 0 1 1]
“=1o1 0 1)
jolloin Lauseen 4.26 mukaan pariteetintarkistusmatriisi on
1 0 1 0]
H=11 101
Néin ollen sivuluokkien johtajien syndroomat ovat (katso Esimerkki 4.19):
S(0000) = 00
S(1000) = 11
S(0100) = 01
S5(0010) = 10.
Standarditaulukoksi saadaan:
| Sivuluokan johtajat | Syndroomat
0000 1011 0101 1110 00
1000 0011 1101 0110 11
0100 1111 0001 1010 01
0010 1001 0111 1100 10

Dekoodausalgoritmi menee seuraavalla tavalla: kun vektori y on vastaanotettu,
lasketaan S(y) = yH” ja paikannetaan S(y) taulukosta "Syndroomat™-sarakkeesta.
Paikannetaan y vastaavalla rivilla ja dekoodataan siksi koodisanaksi, joka on vektorin
y sisédltdmén sarakkeen ylimmaéisin sana.

Tietokoneohjelmoinnissa, jossa dekoodauksen apuna kéytetddn standarditauluk-
koa, tarvitsee varata muistia ainoastaan kahdelle sarakkeelle. Téllaista taulukkoa kut-
sutaan nimella syndroomahakutaulukko. Taman esimerkin syndroomahakutaulukko
on seuraavanlainen:

Syndrooma z  Sivuluokan johtaja f(z)

00 0000
11 1000
01 0100
10 0010

Dekoodaus suoritetaan noudattamalla seuraavia askeleita:
Askel 1 Lasketaan syndrooma S(y) = yH” vastaanotetulle vektorille y.
Askel 2 Olkoon z = S(y) ja paikannetaan z ensimmaéisesti sarakkeesta syndrooma-
hakutaulukosta.
Askel 3 Dekoodataan y olemaan y — f(y).
Esimerkiksi, jos vastaanotetaan vektori y = 1111, niin S(y) = 01 ja dekoodataan
1111 — 0100 = 1011.
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Sykliset koodit

Sykliset koodit ovat térked osa koodausteoriaa monesta syystd. Teoreettisesti ne
edustavat rikasta algebrallista struktuuria, joten ne ovat tehokkaasti implementoi-
tavissa olemassa oleviin systeemeihin. Monet tarkeét koodit, kuten bin&ddriset Ham-
mingin koodit tai BCH-koodit voidaan muodostaa niin, ettd ne ovat ekvivalentteja
syklisille koodeille. Tdmé&n luvun pohjana on kéytetty kirjaa Robert McEliece: The
Theory of Information and Coding (2002) [6].

MAARITELMA 5.1. Lineaarinen [n, k]-koodi kunnan F' suhteen on syklinen, jos jo-
kaisen koodisanan C = (Cy, Cy, ..., C,_1) syklinen siirto oikealle eli C® = (C,,_;, C,
.., Cp_2) on myos koodisana.

ESIMERKKI 5.2 ([2, s. 141]). (i) Bindérinen koodi {000, 101,011,110} on sykli-
nen.
(ii) Bin&érinen lineaarinen koodi {0000, 1001,0110, 1111} ei ole syklinen, mutta se
on ekvivalentti syklisen koodin {0000, 1010,0101, 1111} kanssa.

ESIMERKKI 5.3 ([6, s. 168]). Olkoon F' on miké tahansa kunta ja n > 3 kokonais-
luku. T&lloin kunnassa F' on olemassa vahintdan nelja n-pituista syklistd koodia, niin
sanotut triviaaliset sykliset koodit:

e Nollakoodi [n,0].
e Toistokoodi [n, 1], siséltden kaikki koodisanat, jotka ovat muotoa (a,a,...,a),
missd a € F.
e Yhden pariteetin tarkistuskoodi [n,n — 1], joka siséltdéd kaikki vektorit (Cy, Cf,
.., Cpq) siten, ettd > . C; = 0.
e Ei-pariteetti-koodi [n,n], joka sisiltdd kaikki n-pituiset vektorit.

ESIMERKKI 5.4 ([6, s. 168-169]). Tarkastellaan kunnan F, lineaarista [7, 3]-koodia,
joka madritelladn virittdjamatriisin G avulla

101 1100
G=({0101110
0010111
Tassd koodissa on kahdeksan koodisanaa. Merkitdin Cy = 0000000 ja matriisin G

riveji Cq, Cy ja Cg, jolloin koodisanat ovat:

C, = 0000000, C, =C; +C, =1110010,
C, = 1011100, C; = C, +C3 =1001011,
C, = 0101110, Cs = Cy + C3 = 0111001,
C; = 0010111, C; =C; +Cy + C3 = 1100101.

39
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Taméa koodi on syklinen. Tarkistetaan se kdymaélla 14pi jokaisen koodisanan syklinen
siirto oikealle. Esimerkiksi koodisanan C; syklinen siirto oikealle on koodisana C,,
merkitadn tatd C; — C,. Kaikkien koodisanojen siirrot:

Co — Coy, C, — Cq,
Cl — 027 C5 — C7,
CQ — Cg, CG — Cl,
Cg — C5, C7 — C4
Jos C = (Cy, C4,...,C,_1) on koodisana, niin sitd vastaava polynomi on

C(x) =Co+ Crx+ -+ Cpqa" "

Polynomien avulla saadaan yksinkertainen algebrallinen karakterisointi koodisanan
syklisesté siirrosta oikealle. Tété karakterisointia varten tarvitsee mééaritella tarkedt
"mod”- ja "rem”-operaattorit kokonaisluvuille ja polynomeille, mikd on tehty yksi-
tyiskohtaisemmin Luvussa 3.

Jos p ja m ovat kokonaislukuja ja m > 0, niin merkintd "prem m” on jakoja&annos,
joka saadaan kun p jaetaan luvulla m. Tédten prem m on kokonaisluku r siten, etta
m jakaa luvun p — r ja 0 < r < m — 1. Vastaavasti, jos P(z) ja Q(z) ovat polyno-
meja, niin merkintd "P(z) rem M (x)” on jakojadnnos, kun M(z) jakaa P(x). Télloin
P(z)rem M (x) on yksikésitteinen polynomi R(x) siten, ettd M (z) jakaa polynomin
P(x) — R(z) ja deg R(x) < deg M (x).

LEMMA 5.5. (a) Jos deg P(x) < deg M (x), niin P(x)rem M(x) = P(x).

(b) Jos M(z)|P(x), niin P(z)rem M (x) = 0.

(¢c) (P(z)+ Q(z))rem M (x) = P(x) rem M (x) + Q(x) rem M (z).

(d) (P(x)Q(x) rem M(x) = (P(x)(Q(x) rem M (x))) rem M (x).

(e) Jos M(x)|N(x), niin (P(z)rem N(z))rem M(z) = P(x)rem M(x).

TobisTus. Jokaisen kohdan todistus on suoraan méiritelmén avulla selvdahko ja
sivuutetaan. U

LAUSE 5.6. Koodisanaa C = (Cy, C4, ..., Cy_1) vastaava polynomi olkoon C(x) =
Co+Cra+- - -+Ch_12" L. Tdlloin syklistd siirtoa oikealle CT vastaava polynomi CR(x)
saadaan kaavasta

CH(z) = xC(x) mod (2" — 1).

Tobistus ([6, s. 172]). Nyt
Clx)=Co+ Cra+ -+ Chqa™ ' |- @
10(x) = Cow + -+ + Cp_gx™ ' + Cp_12™,
CR(x) =Cpy+ Cow + -+ + Cp_ga"

Niin ollen zC(z) — C®(x) = C,_1(z" — 1). Koska deg C*(z) < deg(2™ — 1) ja 2™ — 1
jakaa zC(x) — C®(x), niin tulos seuraa jakoyhtlost. O
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Lauseen 5.6 mukaan, jos C'(z) on syklisen koodin koodisana, niin myos
xC(x) rem(z" — 1)
on koodisana. Toistamalla syklinen siirto oikealle huomataan, etta
7'C(z) rem(z™ — 1)

on koodisana kaikilla 7 > 0.
Seuraava lause on yleistys tdlla huomiolle. Otetaan kidyttoon merkinta

[P(z)], = P(z)rem(z" — 1).

On syyté pitdd mielessi, ettd 2™ = 1 mod (2" —1). Nyt voidaan supistaa miki tahansa
polynomi modulo (z" — 1) korvaamalla 2" = 1, "™ = z, 2"+ = z? ja niin edelleen.
2, s. 146]

LAUSE 5.7. Jos C on syklinen [n, k|-koodi ja jos C(x) on koodin C' koodisana, niin
jokaiselle polynomille P(x) pdtee, ettd [P(x)C(x)], on myds koodin C' koodisana.

TobIsTUs ([6, s. 172]). Olkoon P(z) = >_"  Pa’. Télloin Lemman 5.5 (¢) no-
jalla

3

[P(2)C(a)), = [(Z P) C(x)

=0

= me@(x)]n.

Mutta tétd lausetta edeltdvin huomion mukaan [z'C/(z)], on koodisana kaikilla 1,
jolloin lineaarisen koodin lineaarikombinaatio Y P;[z'C(x)], on myés koodisana. [

ESIMERKKI 5.8 ([6, s. 173]). Tarkastellaan Esimerkin 5.4 syklistd [7,3]-koodia.
Koodisana Cs = 1001011 on polynomina 1 + 23 + 2% + 5. Lauseen 5.7 mukaan téité
polynomia voidaan kertoa toisella polynomilla ja supistaa tulos modulo 7 — 1, jolloin
saatu polynomi on koodisana. Esimerkiksi:

(1 +2)(1+2° +2° 4+ 2%)]; = 1+x3+x5+x6+x+x4+x6+£
=24 x4+t + 25+ 225
=x+2° +at +2° = Cy,

[(1 + .1'53 + xlOO )(1 _'_xS —i—l‘5 +l’6)]7 — [(1 +$4 +x2)(1 +£L‘3 _|_$5 +£L‘6)]7

—pA9+4 9842
=..=14+x+2*+2%=Cy,
(1+ 22 + 231+ 2% +2° +2%], =--- =0 = C,.

MAARITELMA 5.9. Olkoon C' syklinen koodi. Alinta astetta oleva koodin C' nol-
lasta eroava polynomi on nimeltédén koodin C' virittdjipolynomi g(x).

ESIMERKKI 5.10 ([6, s. 173]). Esimerkin 5.4 koodisana C; = 1011100 polynomina
on alinta astetta oleva nollasta eroava koodisana, jolloin tdmén koodin virittajapoly-
nomi on g(z) = 1+ 2? + 23 + 2%,
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Seuraavan lemman ensimméinen osa osoittaa, ettd syklisen koodin virittdjapo-
lynomi on aina yksikésitteinen nollasta eroavaa vakiotekijaa lukuunottamatta. Siksi
onkin perusteltua viitata syklisen koodin virittdjapolynomiin ja olettaa, ettd se on
padpolynomi.

LEMMA 5.11. Olkoon C' syklinen koodi, jonka virittajipolynomi on g(x).

(a) Jos ¢'(x) on toinen virittijapolynomi, niin ¢'(x) = Ag(z), jollain nollasta eroa-
valla alkiolla X € F.

(b) Jos P(x) on polynomi siten, etti [P(x)], on koodisana, niin g(x) jakaa polynomin

P(x).

Tobistus ([6, s. 173-174]).

(a) Olkoot g(x) = g.a" + -+ go ja ¢'(z) = g.x" + -+ + g}, missd g, # 0 ja g. # 0.
T#lloin, jos A = ¢./g,, niin polynomin ¢”(x) = ¢'(xz)—Ag(z) aste on pienempi kuin
r ja ¢"(z) kuuluu koodiin C'. Mutta r on alin mahdollinen aste nollasta eroavista
koodisanoista koodissa C'. Siispa ¢”"(z) = 0 eli ¢'(z) = Ag(z).

(b) Olkoon Q(z) osamédra ja R(x) jakojdénnos, kun P(z) jactaan polynomilla g(z)
eli

(5.1) P(z) = Q(z)g(z) + R(x), missddeg R(x) < degg(x).

Kun supistetaan jokainen néistd polynomeista modulo (z™ — 1) ja kun tiedetédén,
ettd deg R(z) < degg(z) < mn — 1 (jalkimméinen on epayhtélo, silla g(z) on
koodisana), saadaan

R(z) = [P(z)ln — [Q(x)g(x)]n-
Mutta [P(x)], on koodisana oletuksen nojalla ja Lauseen 5.7 mukaan [Q(z)g(z)],
on koodisana. Téten, koska C' on lineaarinen, niin R(x) on myds koodisana. Mutta
deg R(x) < degg(x) ja g(x) on alinta astetta oleva nollasta eroava koodisana,
joten R(z) =0 ja yhtélo (5.1) supistuu muotoon

P(z) = Q(z)g(x),
mik4 osoittaa, ettd g(x) jakaa polynomin P(x).
U

Nyt voidaan todistaa syklisten koodien péélause. Polynomi x™ — 1 voidaan jakaa

pituisten syklisten koodien joukolta polynomin z" — 1 tekijéiden joukolle.

LAUSE 5.12. (a) Olkoon C syklinen |n, k]|-koodi kunnan F' suhteen. Tdlloin virit-
tajapolynomi on polynomin x™ — 1 tekiji. Lisiksi vektori C = (Co, Cy,...,Cp_1)
on koodisana jos ja vain jos siti vastaava polynomi C(x) = Cy + Cix + -+ +
Cn_12" Y on jaollinen polynomilla g(z). Olkoon k koodin C dimensio. Télldin
k=n—degg(z).

(b) Kadntden, jos g(x) on polynomin x™ — 1 tekijd, niin tdlloin on olemassa syklinen
[n, k]-koodi, jonka virittiajapolynomi on g(x) ja k = n — degg(x). Tdmd koodi
koostuu kaikista niistd vektoreista (Co,Cy,...,Cy_1), joita vastaavat polynomit
ovat jaollisia polynomilla g(x).
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TobisTus ([6, s. 174-175]).

(a) Olkoon P(z) = 2™ —1. Nyt [P(z)],, = 0, joka on koodisana. Lemman 5.11 (b) mu-
kaan polynomi g(z) jakaa polynomin 2™ — 1. Lauseen 5.7 mukaan miké tahansa
n-pituinen vektori, jota vastaava polynomi on polynomin g(z) monikerta, on koo-
disana. Kédntéen, jos C(z) = Co+Ciax+- - -+ C,2" ! on koodisana, niin Lemman
5.5 (a) mukaan [C(z)], = C(z) ja tilloin Lemmasta 5.11 seuraa, ettd g(z) jakaa
polynomin C(z). Lopuksi C(z) = Co+ Ciz + -+ - + C,_12™ ' on polynomin g(x)
monikerta jos ja vain jos C(x) = g(x)I(z), missd deg I(z) <n — 1 — degg(x).

(b) Olkoon g(z) polynomin z" — 1 tekija. Télloin C(z) = (Co,Ch,...,Cy1) on
polynomin ¢(x) monikerta jos ja vain jos C(z) = g(x)I(z), missd degg(x) +
deg I(x) < n — 1. Téten kaikkien télldisten sanojen joukko on [n, k]-koodi, missa
k =n—degg(x). Jotta tama olisi syklinen koodi, tulee jokaisen koodisanan sykli-
nen siirto oikealle olla koodisana. Siis olkoon I(z)g(z) mika tahansa koodisana.
Lauseen 5.7 mukaan sen syklinen siirto oikealle on [z1(z)g(x)],. Mutta koska g(x)
jakaa polynomin x™ — 1, niin

[xI(x)g(z)], rem g(x) = [xI(x)g(x)] rem g(x) (Lemman 5.5 (e) mukaan)
=0 (Lemman 5.5 (b) mukaan),

miké todistaa, ettd [vI(x)g(z)], on polynomin g(z) monikerta. Koodi on siis
syklinen.
O

Lause 5.12 osoittaa syklisen koodin virittdjapolynomin téarkeyden. Tamén l&dheista
sukulaista pariteetintarkistuspolynomia merkitdén symbolilla h(z) ja sen méaaritelma
on .
ity

g(x)

Seuraavat Lauseen 5.12 seuraukset antavat eksplisiittisen kuvauksen syklisen koo-

din virittdja- ja pariteetintarkistusmatriisille polynomien g(z) ja h(z) avulla.

SEURAUS 5.13. Jos C' on syklinen |n, k|-koodi, jonka virittijipolynomi on g(x) =
go+ g1z + -+ + g.x" (missi r = n — k) ja pariteetintarkistuspolynomi h(zx) = ho +
hix + - - + hypx, niin koodin C wvirittiji- G ja pariteetintarkistusmatriisi H, ovat

g9 g1 .- - g 0 ... ... 0 g(x)
0O g9 o - .o g 0 ... 0 zg(x)
G = . o : ’

0O ... ... 0 g 91 - . G ¢ 1g(x)
R S (U h(x)
1= . . = . )

0 Ce . 0 hk hk,1 e e ho xr_liz(x)

missd ﬁ(az) = h + hg_1 + -+ + hox®. Lisiksi, jos vektori I = (Iy,I1,...,Iy_1) on
koodattu muodossa C = 1G4, niin polynomien I(x) = Iy + Lix + -+ + I,_12*71 ja
C(x) =Cy+ Ciz + -+ + Cp12™ 1 wililli on yhteys

Clx) = I(x)g(x).
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Tobistus. Todistus sivuutetaan; katso [6, s. 176]. O
SEURAUS 5.14. Olkoon C syklinen [n, k]-koodi, jonka virittijapolynomi on g(z).
Olkoon Gy, kaikilla i = 0,1, ...,k — 1 n-pituinen vektori, jota vastaava polynomi on
Goi(z) = 2" =" rem g(x). Tdlldin koodin C' virittdjimatriisi G on k xn -matriisi

Gao

G
Go=| .
Gak1

Vastaavasti, jos Hs; on r-pituinen vektori, jolta vastaava polynomi on H,(z) =
x? rem g(z), niin koodin C' pariteetintarkistusmatriisi Hy on r X n -matriisi
Hy = [Hy,, Hy,, ..., Hy 4]
Lisdksi, jos vektori I = (Io, I1,...,Ix_1) on koodattu muodossa C = 1G3, niin poly-
nomien I(x) ja C(x) vdlilld on yhteys
C(zx) =2"1(z) — [2"I(x)] rem g(x).
Jos vektorin R = (Ro, Ry, ..., R,_1) syndrooma on laskettu ST = HoRT, niin poly-
nomien R(x) ja S(x) vdlilla on yhteys
S(x) = R(z) rem g(z).

TobisTus. Todistus sivuutetaan; katso [6, s. 177]. O

ESIMERKKI 5.15 ([6, s. 177-179]). Esimerkissid 5.10 nédytettiin, ettd Esimerkin
5.4 syklisen [7,3]-koodin virittdjapolynomi on g(z) = z* + 2 + 22 4+ 1. Téllsin tétd
vastaava pariteetintarkistuspolynomi on h(z) = (x7+1)/(z*+ 23 +22+1) = 23+ 22+ 1.
Polynomin ¢(z) monikerroista saadaan kahdeksan koodisanaa:

Co=0-g(x),
Ci=1g(v),
Cy =1z g(z),
Cs = 2* - g(x),

Seurauksen 5.13 mukaiset virittdja- G, ja pariteetintarkistusmatriisi H; ovat

1011100 g(z)
Gi=1010111 0|=/|zg(x)],
0010111 22g(x)
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1101000 h()
oo (0110100 zh(z)
PTlo0 1101 0] |22h()
00011O01 xSiL(a:)
Seurauksen 5.14 mukaiset virittdja- G ja pariteetintarkistusmatriisi Hy ovat
[1 01 11 0 0] z* — 2t rem g(z)
Go=1111001 0|=]|2"—2remg(z)],
011100 1] 2% — 2% rem g(z)
(1000 1 1 0]
01 00011
Hy = 0010111 = [1,2, 2%, 2°, 2" rem g(z), 2° rem g(x), 2% rem g(x)].
000110 1]

On hyvé huomata, ettd matriisin GGy oikealle puolelle muodostuu 3 x 3 -yksikkématriisi
ja matriisin Hy vasemmalle puolelle 4 x 4 -yksikkomatriisi. Tamé tekee néistd matrii-
seista "systemaattisia”. Rakennetaan virittdjé- ja pariteetintarkistusmatriisi muodossa
G = [Iy Al ja H=[-A" I, ;] kuten Lauseessa 4.26. Syklisen koodin ominaisuuksia
hyodyntéen tehddéan matriisien Gy ja Ho riveille syklinen siirto oikealle kolme kertaa,
jolloin saadaan

(1 0 0 1 0 1 1]
Gi=1010111 0f,
0010111
(1 1.0 1 0 0 0]
01107100
Hs=11 110010
101000 1]

Jos koodataan vektori I = [101] kiyttden matriisia G, niin saadaan koodisana (1 +
o) (1 + 2® + 23 + 2%) = 1 + 2% + 2° + 28 = [1001011]. Sen sijaan, jos kiytetiin
matriisia G, saadaan koodisanaksi #4(1 + 2?) — [2*(1 4+ 2?)] rem(z* + 23 + 22 + 1) =
25 + 2' + x + 1 = [11001010]. Vektorin R = [1010011] syndrooma H; suhteen on
[1101]. Toisaalta, jos kiytetddn matriisia Hs saadaan syndrooma “jakojddnnoksend”
eli R(z)rem g(z) = (1+ 22+ 2° + 2%) rem(1 + 22 + 23 + 21) = 23 + 22, siis S = [0011].
Jakolaskut on esitetty tarkemmin Liitteesséd B.

5.1. Purskevirheen korjaaminen

Monilla kdytannon tarkeilla kanavilla virheet esiintyvét purskeina. Fyysisesti té-
mé aiheutuu siitd, kun kanavan kohina lisééntyy hetkellisesti ja sitten palautuu nor-
maaliksi. Syklisid koodeja kiytetddan havaitsemaan ja korjaamaan téllaisia tilanteita.

Madritelladn purskevirhe matemaattisesti. Lahetetdén koodisana C ja vastaano-
tetaan viesti R = C 4 E. Virhevektoria E kutsutaan b-pituiseksi purskeeksi, jos vir-
hevektorin E nollasta eroavat komponentit rajoittuvat b-pituisiksi perdkkéisiksi kom-
ponenteiksi. Esimerkiksi E = (010000110) on 7-pituinen purske:

x k k% ok kX
01 000O0T1T12Q0
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Kuviossa * merkitsee purskevirheen paikkaa. Koska korjataan syklisen koodin
purskevirheitd, on syytd méaéritellda myos syklinen purske. Virhevektoria E kutsutaan
b-pituiseksi sykliseksi purskeeksi, jos virhevektorin E nollasta eroavat komponentit
rajoittuvat b-pituisiksi syklisesti perdakkéisiksi komponenteiksi. Edella kuvatussa vir-
hevektorissa E = (010000110) on 7-pituinen purske, mutta sen syklinen purske on
5-pituinen:

* ok X k%

010000110

Téasté eteenpéin "purskeella” tarkoitetaan ”syklistd pursketta”. Otetaan kayttoon
myos kaksi muuta termié: purskeen kuwvio ja paikka. Nollasta eroavan purskevirhe-
vektorin E purskekuvio on symbolijono, joka alkaa ensimmaéisesté nollasta eroavasta
symbolista vektorissa E ja paéttyy viimeiseen nollasta eroavaan symboliin. Purskeen
paikka on purskeen ensimmaéisen nollasta eroavan symbolin indeksoitu paikka. Esimer-
kiksi vektorin E = (010000110) 7-pituinen purskekuvio on 1000011 ja purskeen paikka
on 1, jos oletetaan komponenttien indeksoidun jérjestyksen olevan 0,1, ..., 8. Valitet-
tavasti "purskeen kuvio — purskeen paikka” -kuvaus ei ole yksikésitteinen useimmille
vektoreille E, silld mikd tahansa vektorin E nollasta eroava symboli voidaan valita
syklisen purskeen ensimmaéiseksi symboliksi. Téten virhevektorilla, jonka paino on w,
on w kappaletta purskekuvauksia. Esimerkiksi vektorilla E = (010000110) on kolme
purskekuvausta:

Kuvio Paikka
1000011 1
11001 6
100100001 7

Téamé& monitulkintaisuus on harmillinen, mutta se ei tavallisesti ole vakavaa, silla
kaytannossa korjattavat virhepurskeet ovat melko lyhyité.

LAUSE 5.16. Olkoon E n-pituinen virhevektori, jolla on kaksi purskekuvausta
(kuvioy, paikka,) ja (kuvios, paikkay). Jos pituus(kuvioy)+ pituus(kuviog) < n+1, niin
kaksi kuvausta ovat identtiset, toisin sanoen kuvioy = kuvios ja paikka, = paikka,.

TobisTus ([6, s. 200-201]). Kuten aikaisemmin huomattiin, jos vektorilla E on
paino w, niin vektorilla E on tdsmaélleen w eri purskekuvausta. Jos w = 0 tai w =1,
niin ei ole mitdéan todistettavaa, joten oletetaan, ettd w > 2.

Vektorin E purske siséltda siis kaikki vektorin E nollasta eroavat komponentit,
jolloin tdmén purskekuvion ulkopuolelle jadviat nollat muodostavat syklisen nollajo-
non. Esimerkiksi vektorilla E = (010000110) on kolme purskekuvausta. Ensimméinen
purskekuvio néistd on 1000011, jonka paikka alkaa positiosta 1 ja padttyy positioon
7. Nain ollen tdhédn liittyva nollajono on (8,0). Yhteensd on kolme nollajonoa, yksi
jokaista vektorin E purskekuvausta kohden:

Kuvio Paikka Nollajono
1000011 1 (8,0)

11001 6 (2,3,4,5)
100100001 7 tyhja
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Viimeisesséd purskekuvauksessa nollajonoa ei ole, jolloin merkitd&n sitd sanalla
"tyhja”. Selvisti eri nollajonot ovat eri kohdissa ja siséltavit eri nollat. Nollajonojen
kokonaispituus on n — w, missd w on vektorin E paino. Jos vektorilla E on kaksi eri
purskekuvausta

(kuvioy, paikka, ) ja (kuviog, paikka,),

niin télloin vektorissa E olevien nollien méaériksi saadaan
(n — pituus(kuvioy)) + (n — pituus(kuvios)),
silla eri purskeiden nollajonot koostuvat eri nollista. Nyt
(n — pituus(kuvio;)) + (n — pituus(kuvios)) =n —w
< 2n — (pituus(kuvioy ) + pituus(kuvios)) = n — w.
Mutta koska oletuksen mukaan pituus(kuvio;) + pituus(kuvios) < n + 1, niin
2n—(n+1)<n—w
Sn—1<n—w
sSw < 1.

T&amaé on ristiriita sen kanssa, ettd vektorilla E on paino w > 2. Téten purskekuvauk-
set ovat identtiset. O

SEURAUS 5.17. Virhevektorilla E voi olla enintddin yksi purskekuvaus, jonka purs-
keen pituus on enintddn (n + 1)/2.

TobisTus ([6, s. 201]). Kaksi eri kuvausta, joiden purskeen pituus olisi enintéén
(n 4 1)/2 olisi ristiriidassa Lauseen 5.16 kanssa. O

LAUSE 5.18. Kaksikirjaimisessa aakkostossa on tdsmdlleen n2°~1 4+ 1 n-pituista
vektoria, joiden purskeen pituus on enintdin b, kun 1 < b < (n+1)/2.

Tobistus ([6, s. 202]). Jos 0 < b < (n + 1)/2, niin Seurauksen 5.17 mukaan b-
pituinen purskekuvaus on yksikésitteinen. Kuvauksen paikalle on n eri mahdollisuut-
ta. Kuvio alkaa symbolilla 1 ja sen pituus on korkeintaan b. Niin ollen mahdolliset
kuviot ovat bijektiivinen kuvaus ykkoselld alkaville b-pituisille 2°~* bindérijonoille. Té-
ten mahdollisten kuvioiden lukuméiiri on 2°~! ja nollasta eroavia enintéiéin b-pituisia
purskeita on yhteensd n-2°~! kappaletta. Lisétddn tahin nollavektori, jolloin saadaan
n2°~1 4 1 kuten pitikin.

O

Kaksi seuraavaa lausetta antavat kéaytdnnolliset rajat koodeille, jotka korjaavat
purskevirheitd. Téllainen koodi, joka kykenee korjaamaan kaikki enintdé&n b-pituiset
purskekuviot on nimeltdan b-pituisen purskevirheen korjauskoods.

LAUSE 5.19 (Hammingin raja purskevirheen korjaamiseen). Jos1 < b < (n+1)/2,
niin bindcdrisessd b-pituisen purskevirheen korjauskoodissa on enintidin 2"/(n2°=1+1)
koodisanaa.

TobpisTus ([6, s. 202]). Lauseen 5.18 mukaan on olemassa n2°~* + 1 enintéin b-
pituista purskevirhekuviota. Jos on olemassa M koodisanaa, niin t&ll6in on olemassa
M (n2°~! + 1) sanaa, jotka eroavat koodisanasta enintéin b-pituisen purskeen verran.
Nimé sanat ovat keskeniin erisuuret, joten M (n20=1 4 1) < 2n. O
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SEURAUS 5.20 (Abramsonin rajat). Jos 1 < b < (n + 1)/2, niin binddriselle
lineaariselle b-pituisen purskevirheen korjaavalle [n, k|-koodille pdtee

n <2ttt g (vahva Abramsonin raja),
missa r =n — k on koodin redundanssi. Vaihtoehtoinen muotoilu on

r > [logy(n+1)] + (b—1) (heikko Abramsonin raja).

TobpisTUS ([6, s. 202]). Lineaarisessa [n, k]-koodissa on M = 2* koodisanaa. Tl-
16in Lauseen 5.19 mukaan 2¢ < 27/(n2°~! + 1). Uudelleen jirjestimilld saadaan
n < 2770 _ 97+ Koska n tdytyy olla kokonaisluku, rajaa voidaan parantaa vah-
vaksi Abramsonin rajaksi n < 2"7%*! —1. Ratkaisemalla tim# redundanssin 7 suhteen,
saadaan heikko Abramsonin raja. O

LAUSE 5.21. Jos b < n/2, niin binddrisessd b-pituisen purskevirheen korjauskoo-
dissa on enintiin 272" koodisanaa.

TopisTus ([6, s. 203]). Jos M > 2"2° niin kyyhkyslakkaperiaatteen' mukaan
taytyy olla kaksi eri koodisanaa, joilla on samat ensimmaéiset n — 2b koordinaattia.
Namaé kaksi koodisanaa voidaan esittdd seuraavasti:

n—2b 2b

A\

X:;******;;lAAAA/I
Y=%x x x x x x x *x B B B B B B,

9%

missé ovat samoja, mutta A ja B mielivaltaisia. Nyt sana

Z=x%x % *x *x x * * *x A A A B B B

eroaa kummastakin sanasta X ja Y enintddn bD-pituisen purskeen verran, mika on
ristiriita. O

SEURAUS 5.22 (Reigerin raja). Jos 0 < b < n/2, niin binddriselle lineaariselle
b-pituisen purskevirheen korjaavalle [n, k|-koodille pdtee

r > 20,
missa r =n — k on koodin redundansst.

TobisTus ([6, s. 203]). Koodisanojen lukumééra bindérisessi [n, k]-koodissa on
2% joka Lauseen 5.21 mukaan tdytyy olla < 2"~2°. Tami vastaa seurauksen viittaméas.

O

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia esimerkkeja. Néissd esimerkeissd syklinen
koodi saavuttaa joko vahvan Abramsonin rajan tai Reigerin rajan. Jos on olemas-
sa koodi, jonka redundanssi on tdsmaélleen rajan arvo sanotaan, ettéd kyseinen raja on
tiukka. Jos téllaista koodia ei 16ydy, niin raja on vdljd.

1Jos parvessa on enemméin kyyhkysid kuin kyyhkyslakassa pesid, lentda johonkin pesdkoloon
véhintadn kaksi kyyhkysté.
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ESIMERKKI 5.23 ([6, s. 203]). Bindérinen [n, 1]-toistokoodi, jonka virittdjapolyno-
mi g(z) = 2" ' +2"" 24 .- +x+1, missi n on pariton pystyy korjaamaan painoltaan
< (n — 1)/2 olevat kaikki virhekuviot. Se on siis ((n — 1)/2)-pituisen purskevirheen
korjauskoodi. Reigerin raja on tiukka, silld r =n — 1.

ESIMERKKI 5.24 ([6, s. 204]). Kaikki mahdolliset n-pituiset koodisanat sisiltéva
[n,n]-koodi on syklinen ja sen g(z) = 1. Se on O-pituisen (b = 0) purskevirheen
korjauskoodi ja koska myos r = 0, niin Reigerin raja on tiukka.

ESIMERKKI 5.25 ([6, s. 204]). Jokainen syklinen Hammingin koodi, josta on pois-
tettu kaikki parittoman painoiset koodisanat on 2-pituisen (b = 2) purskevirheen
korjauskoodi nimeltdan Abramsonin koodi. Naméa koodit ovat syklisid ja niiden virit-
tdjapolynomi on muotoa g(x) = (x + 1)p(x), missi p(z) on primitiivipolynomi eli pri-
mitiivisen juuren minimipolynomi. Pienin Abramsonin koodi on syklinen [7, 3]-koodi,
jonka virittdjipolynomi on g(x) = (z + 1)(z® + x + 1) ja pariteetintarkistusmatriisi

1 a o> o of o af

H=11 1 1 1 1 1 1|:

missé  on yhtélon o +a 41 = 0 primitiivinen juuri kunnassa Fg. Tarkistetaan vielé,
ettd koodi on varmasti 2-pituisen purskeen korjaava koodi. Tahén riittda osoittaa, etté
kaikki enintéén 2-pituiset purskeet ovat erisuuria. Nollakuviolle b = 0 syndrooma on
(8). Kun b = 1, niin purskekuvauksen (1,4) syndrooma on (Oi) Kun b = 2, niin purs-
kekuvauksen (11,4) syndrooma on (O‘Z(%H)). Néamé 1+ 2n ovat kaikki eri syndroomia,
joten koodi on todella 2-pituisen purskevirheen korjaava. Lopuksi on hyvad huomata,
ettd jos g(x) = (z 4+ 1)p(x), missé p(z) on astetta m oleva primitiivipolynomi, niin
n=2"—1r=m+1jab=2 tarkoittaen, ettd vahva Abramsonin raja on tiukka.
(Kun m = 3, kuten esimerkiksi b = 2 [7, 3]-koodi, niin Reigerin raja on tiukka, mutta
kaikille suuremmille arvoille m raja on vélja.)

Seuraava esimerkki havainnollistaa tarkedn lomitusteknitkan, joka on yksinkertai-
nen tapa parantaa koodin purskevirheiden korjaamismahdollisuuksia.

ESIMERKKI 5.26 ([6, s. 207]). Tarkastellaan edelleen Abramsonin b = 2 [7,3]-
koodia, jonka g(z) = z* + 3 + 22 + 1. Olkoon A, B ja C mitki tahansa kolme sanaa
tasta koodista. Ilmaistaan tdméa 3 x 7 taulukkona:

AO A1 AQ A3 A4 A5 A6
By By By By By Bs DBg .
C[) Cl C. 2 03 04 05 CG

Seuraavaa 21-pituista vektoria, joka on muodostettu taulukon sarakkeista kutsutaan
sanojen A, B ja C lomitukseksi:

AO BO CO Al Bl Cl Ag Bg Cg Ag Bg 03 A4 B4 04 A5 B5 05 AG BG CG-

Oletetaan, ettd tdméa pitkd koodisana ldhetetdédn purskekohinaisen kanavan lapi ja
tapahtuu 6-pituinen purskevirhe, jota merkitd&n symbolilla *:

AoBocoAlBlclAzBQCQAg X kok o kK *B5C5AGBGCG.
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Nyt on mahdollista korjata néin suuri purskevirhe yksinkertaisesti palauttamalla t&-
mén pitkdn koodisanan lomitus takaisin kolmeen koodisanaan, joista kukin on kérsi-
nyt vain 2-pituisen purskevirheen:

A[) Al AQ Ag * * AG

BO B1 BQ * * B5 BG .

Co Cl 02 * * 05 06

Koodi, joka koostuu kaikista mahdollisista Abramsonin [7, 3]-koodin kolmen koodisa-
nan lomituksista, on nimeltdén syvyyden 3 lomitus. Se on lineaarinen [21,9]-koodi.
Aiempi perustelu osoittaa, etté se on todella 6-pituisen purskeen korjaava koodi. Ylei-
semmin kaikille positiivisille kokonaisluvuille j, syvyydelld j oleva Abramsonin [7, 3]-
koodi on 2j-pituisen purskeen korjaava [7j, 3j]-koodi. On hyva huomata, etté jokainen
niistd koodeista saavuttaa Reigerin rajan yhtdsuuruuden (koska r = 45 ja b = 2j),
joten tasséd mielesséd koodi ei menetd tehokkuuttaan, kun se lomitetaan.

LAUSE 5.27. Jos C' on lineaarinen b-pituisen purskevirheen korjaava [n, k]-koodi,
nun syvyydelld j lomitettu koodin C' koodi on bj-pituisen purskevirheen korjaava
[nj, kj]-koodi.

TobisTus. Esimerkissé 5.26 tehty yleistys. U

Ei ole itsestddn selvaéd, mutta joka tapauksessa totta, etté jos syklinen koodi lomi-
tetaan syvyydelld j, niin saatu koodi on myd6s syklinen. Témén todistamiseksi tarvi-
taan seuraava aputulos. Merkitdéan lomitusoperaattoria symbolilla . Siispa vektoria,
joka on saatu lomittamalla j koodisanaa Cy, Cy, ..., C,_; merkitddn Cy2Cqe-- 1Cj_;.

LEMMA 5.28. Syvyydelld j lomitetun syklisen koodin C' koodisanan sykliselle siir-
rolle oikealle pdtee

[ColCr2-- 1G] =[C 1 Co1---21Cys).

Tobistus. (Kirjoittajan oma todistus). Ilmaistaan koodi C taulukkona:

CYO,O 0071 Tttt OO,n—2 OO,n—l
C’1,0 C(1,1 oot C(1,71—2 C(1,11—1
Cj_l’() Cj_l,l ettt Cj—l,n—2 C(j—l,n—l

Tehdéan télle lomitus [Cy2 Cy -+ -2 Cj_yq], jolloin saadaan vektori

Coo Cro -+ Cj—10 Co1 Cip - Cimin—2 Con—1 Crp1 -+ Cigno1 Cimin-t
Tehdéén vektorille syklinen siirto oikealle eli [Cot Cy -+ -2 Cj4]%:

Ci—1n-1 Coo Cro -+ Cjm10 Coa Cia -+ Cimin—2 Cojj—1 Crn—1 -+ Cjap1 .

Palautetaan taméa lomitus takaisin koodiksi taulukkomuotoon:

Cicin—1 Cijoip -+ -+ Cijoin—g Cj_ip—2
Co,o Coqp -+ -+ Con Con—1

Ciyo Cip - o Cip Cin-1

Cj_go Cj_271 Cj—Q,n—Q Cj—Q,n—l
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josta huomataan, etté kyseessé on lomitus [CF ;2 Cg2---1 C;_y]. O

LAUSE 5.29. Jos C on syklinen [n, k]-koodi ja sen wvirittdjipolynomi on g(x), niin
syvyydelld j oleva lomitus koodista C' on syklinen [nj, kj|-koodi ja sen wirittdjapoly-
nomi on g(z7).

TobisTus ([6, s. 208]). Lemman 5.28 mukaan syvyydelld j lomitettu syklinen
koodi on syklinen, koska jos Coy, Cy,...,C,_; ovat jonkun tietyn syklisen koodin sa-
noja, niin talloin Cf_l, Co, ..., Cj_2 ovat myds koodisanoja. Koska lomitetun koodin
redundanssi on 7j, sen virittdjapolynomi on sen yksikésitteinen rj-asteinen paapo-
lynomi. Mutta jos g(z) on virittdjapolynomi alkuperéiselle koodille, niin lomitettu
koodisana [g(x) 10 ---20], joka on polynomi g(z7), on astetta rj. T#ten polynomin
g(z7) téytyy olla lomitetun koodin virittdjipolynomi. O

ESIMERKKI 5.30 ([6, s. 208]). Léhdetddn liikkeelle Abramsonin b = 2 [7,3]-
koodista, jonka virittdjipolynomi on g(x) = x*+ 23+ 2%+ 1. Kéytettiessi lomitustek-
niikkaa, saadaan tuotettua ddreton maara syklisid 27-pituisen purskevirheen korjaus-
koodeja eli [77, 3j]-koodeja, joiden virittdjipolynomit ovat g;(z) = x% + 2% 4+ 2% +1.

5.2. Syklisen purskevirheen korjauskoodin dekoodaus

Oletetaan, ettd g(z) virittda syklisen [n, k]-koodin C'. Lahetetdén koodisana C'(x)
ja vastaanotetaan sana

R(xz) = C(z) + E(x),

missé F(z) on virhekuvio. Mikili dekoodaaja laskee jakojadnnossyndrooman
S(x) = R(x) rem g(x),

niin vektori C, joka saadaan polynomien R(x) ja S(x) erotuksena

(5.2) C(z) = R(z) — S(z)

on takuuvarmasti koodisana, silli C'(z) rem g(z) = R(x) rem g(z)—S(z) rem g(z) = 0.
Olkoon C' b-pituisen purskevirheen korjauskoodi ja syndroomalle S(x) on voimas-
sa seuraavat kaksi ehtoa

5(0) # 0,
(5.3) deg S(x) <b—1.

Tamaé tarkoittaa sité, ettd syndrooma itse on enintdédn b-pituinen purske ja néin ollen
dekoodaaja voi olla varma, ettéd yhtdlon (5.2) polynomi C (x) on ldhetetty koodisana.
Dekoodaus on siis helppoa, jos epayhtéld (5.3) toteutuu. Harmittavasti, timé toteutuu
vain kun virhevektorin purske alkaa positiosta 0.

Voisiko purskeen siirtéd aina positioon 07 Koska koodi on syklinen, niin tdmén
pitdisi onnistua! Jos virhevektori F(z) on nollasta eroava ja siind on korkeintaan
b-pituinen purske, niin polynomilla F(z) on yksikésitteinen purskekuvaus, joka on
muotoa (P(x),4), missd P(0) # 0 ja deg P(x) < b — 1. Tallsin E(z) = [z P(z)], ja
jakojéddnnodssyndrooma on

S(a) = [ P(x)], rem g(z),
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o
E(x) : 1XXXX S(z) = [z P(z)], rem g(z).
i
o,
Ej(x): [1XXXX Sjp(x) = P(x)
!

Kuva 5.1. Purskekuvion pakotettu siirto positioon 0.

missd g(x) on koodin generoijapolynomi. Téma tilanne on piirretty Kuvan 5.1 ylé-
osaan. Kuten aiemmin todettiin, jos purske sijaitsee positiossa 0 eli 7g = 0, niin
S(z) = P(x) ja purskevirhe voidaan korjata heti. Jos kuitenkin iy # 0, niin tehd&én
syklinen siirto oikealle, kunnes purskekuvio P(x) alkaa positiosta 0, kuten Kuvan 5.1
alaosa. Syklisten siirtojen mééra on kokonaisluku jy vélilla 0 < jo < n — 1 siten, ettd
1o + Jo = 0 mod n eli

Jo = (—ip) mod n.

Tarkoittakoon nyt merkintd R; (z) sitd, ettd polynomia R(z) on siirretty jo kertaa
syklisesti oikealle. T&ll6in

Rj (:E) = Cjo(w) + Ejo(x)v

missd Cj, (x) ja Ej, () ovat vastaavasti syklisia siirtoja jo verran oikealle. Koska koodi
on syklinen, niin C},(z) on koodisana ja jo:n mééritelmésté johtuen E; (z) = P(z).
Talloin merkintd S, (x) on polynomin R (x) jakojadnnossyndrooma. Siis

Sjo(x) = Rjo () rem g(x)
= (Cjy(2) + Ejy(z)) rem g(x)
= P(x).
Nyt S}, toteuttaa ehdot (5.3) ja dekoodaaja voi varmistua siité, ettd

Cjo(x) = Rjo(‘r) - Sjo (l‘)
on lahetetyn koodisanan jg:s syklinen siirto oikealle.

Tésta seuraa etté, jos dekoodaaja onnistuneesti laskee Sy(z), S1(x),... ja testaa
jokaisen polynomin ehdoilla (5.3), niin lopulta purske 16ytyy ja sana voidaan korjata.
Purskevirhekuvio saadaan polynomista Sj, ja purskevirheen paikka saadaan yhtélosté
io = (—jo) mod n, missi j, on tarvittavien siirtojen médrd. Vaikka téllainen ajatus
on jo hyvé, niin sitd voidaan vield yksinkertaistaa, silld purskevirheen paikka S;(z)
voidaan laskea nopeammin seuraavan tuloksen avulla.

LAUSE 5.31 (Meggitt'n lemma). Mddritellidan polynomin R(z) j:mnen syklisen
surron jakojddnndssyndrooma

Sj(x) = [+ R(x)], remg(x), j > 0.
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Talloin

Syi(e) = [28)(a)] rem g(a), j > 0.

TobIsTus ([6, s. 217]). Ensiksi huomataan Lemmasta 5.5(e), ettd
Sj(x) = [#' R(z)] rem g(z),
silld g(z) jakaa polynomin z™ — 1. Seuraavaksi
[25;(x)] rem g(x) = [z([2’ R(x)] rem g())] rem g(x)
= [/ R(z)]rem g(z) Lemma 5.5(d)
= Sj+1(7).
U

ESIMERKKI 5.32 ([6, s. 217-218]). Havainnollistetaan néitd ajatuksia kdyttéden
Abramsonin b = 2 [7, 3]-koodia generoijapolynomilla g(x) = x* + 23 + 2% 4+ 1. Olkoon
vastaanotettu vektori R = [1010011] eli R(x) = 2% + 2° + 2? + 1. Télléin (Liite B)

Solz) = R(z) rem g(z)
= (2% +2° + 2* + D) rem(2* + 2% + 2% + 1)
= 2% 4 22
Meggitt'n lemman avulla saadaan onnistuneesti laskettua Sp(x), Sa(x),. . .:
$,(z) = [2So()] rem g(x)
= (' + 2*) rem(z* + 2® + 22 + 1)
=2°+ 1.
Vastaavasti, (katso Liite B)
So(z) =2* 4+ o
S3(x) = (z* + 2*)rem(z* +2° + 22 + 1) =27 + 1
Si(z) = (z* +2)rem(a* + 2* + 2> + 1) =2 + 2 + 2 + 1
Ss(z) = (@' +2* + 2 + )rem(z* + 2* + 2 + 1) =z + 1.

Nyt voidaan pyséhtyé, silla Ss(z) toteuttaa ehdot (5.3) ja purskevirhekuvio 117
on loydetty. Purskevirheen paikka on (—5)rem7 = 2. Téten virhevektori on E =
[0011000] ja korjattu koodisana on R + E = [1001011].






LUKU 6

BCH-koodit

Johdantona BCH-koodeihin tehdédén pikakatsaus Hammingin koodeihin. Koska
tassd tutkielmassa on tarkempi Hammingin koodien tutkiminen jétetty vahemmélle
huomiolle, niin niitd koskevat lauseiden todistukset ja asioiden perustelut saatetaan
sivuuttaa, silld ne 1oytyvat kylld helposti alan kirjallisuudesta. Luvun pohjana on
kiytetty kirjaa Robert McEliece: The Theory of Information and Coding (2002) [6].

MAARITELMA 6.1 (bindérinen Hammingin koodi). Merkitddn n = 2™ — 1 ja
k = n — m. Olkoon H sellainen bindérinen m X m -matriisi, jonka sarakkeet ovat
vektoriavaruuden F* nollasta eroavat vektorit (jossain jéarjestyksessé). Télloin sellais-
ta lineaarista [n, k]-koodia kunnan [y suhteen, jonka pariteetintarkistusmatriisi H on,
sanotaan n-pituisekst binddriseksi Hammingin koodiksi.

ESIMERKKI 6.2 ([10, s. 34]). Bindérisen Hammingin [7, 3]-koodin pariteetintarkis-
tusmatriisi on

0001111
H={0 1100 1 1],
1010101
missé sarakkeet ilmaisevat bindérilukuna kokonaisluvut 1,2,...,7. Terndédrisen Ham-
mingin [13, 10]-koodin pariteetintarkistusmatriisi on
0000111111111
H=|10111000111222
1012012012012

Niissd esimerkeisséd on havainnollistettu tapaa, kuinka Hammingin koodien paritee-
tintarkistusmatriisit muodostetaan: luetaan ylh&iltd alas ja valitaan ne sarakkeet,
joiden ensimméinen nollasta eroava alkio on 1.

Pariteetintarkistusmatriisi bindériselle Hammingin koodille on siis
(6.1) H = [Vo Vi Vn—1] ;

missé (vo, vi,...,V,_1) ovat vektoriavaruuden F3* nollasta eroavat vektorit (jossain
jarjestyksessd). Matriisin dimensio on m x n, mikd tarkoittaa sitd, ettd tarvitaan
m pariteetintarkistusbittid yhden virheen korjaamiseen. Jos halutaan korjata kaksi
virhetté, niin on perusteltua olettaa, ettd pariteetintarkistusbittejé tarvitaan lisdd m
kappaletta. Tehdaén siis arvaus, etté yleistd muotoa oleva matriisi

Vo Vi -0 Vp

HQZ ’
Wo Wi - Wi

55
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missd wo, wy,...,w,_1 € FJ' on pariteetintarkistusmatriisi kahden virheen korjaa-
valle n-pituiselle koodille. Koska kuitenkin vektorit v; ovat keskenéén erisuuret, saa-
daan vastaavuus v; — w; funktiona avaruudesta F3' itselleen ja kirjoitetaan matriisi
H, muodossa

Vo Vi o Vg
f(vy) £(vy) -+ £(v,_y)

Kuinka funktio f sitten valitaan? Témén selvittdmiseksi tarvitaan yksi lause ja
sen seuraus avuksi.

(6.2) H, =

LAUSE 6.3. Jos C' on lineaarinen [n, k]-koodi kunnan F, suhteen ja sen paritee-
tintarkistusmatriisi on H, niin koodin C' minimietdisyys d(C) on pienin matriisin
H lineaarisesti rippuvien sarakkeiden lukumddrd. Siksi, jos jokainen matritsin H
osajoukko korkeintaan 2t sarakkeesta on lineaarisesti riippumaton, niin koodi korjaa
kaikki virhekuviot, joiden paino on enintdidin t. (Jos ¢ = 2, niin sanonta “lineaarisesti
rigppuvien” voidaan korvata sannonnalla “nollaksi summautuvien”).

Tobistus. Todistus sivuutetaan; katso [6, s. 148]. O

SEURAUS 6.4. Jos q = 2 ja kaikki mahdolliset lineaarikombinaatiot matriisin H
korkeintaan mistd tahansa e sarakkeesta ovat keskenddn erisuuria, niin d(C) > 2e+1
ja talléin koodi C' korjaa kaikki virhekuviot, joiden paino on enintddn e.

Tobistus. Todistus sivuutetaan; katso [4, s. 54] ja [6, s. 148]. O

Néiden tulosten valossa H, méérittelee kahden virheen korjaavan koodin jos ja
vain jos painoltaan 0, 1 ja 2 olevat syndroomat 1+n+ (g) virhekuviosta ovat keskendén
erisuuret. Nyt miké tahansa syndrooma on matriisin H, joidenkin sarakkeiden summa
ja téten se on joukon F3™ vektori. Jactaan syndrooma s = (si,...,Ss,) kahteen
osaan: s = (S1,Sy), missé 81 = (S1,...,5m) ja S2 = (Sma1,-- -, S2m). Naméa kumpikin
ovat joukossa F3'. Téméan avulla nollasyndroomaa voidaan merkité (0, 0). Positiossa ¢
olevan yhden virheen syndrooma s = (v;, f(v;)) ja kahdelle posititoissa i ja j olevalle
virheelle saadaan syndrooma s = (v;+v;, f(v;)+f(v;)). Namé kolme tapausta voidaan
yhdistdd méérittamalla £(0) = 0. Talloin keskenédén erisuurien syndroomien ehdosta
johtuen yhtéalsilla

u-+v=s,
(6.3) f(u) +f(v) = so

on korkeintaan yksi ratkaisu (u,v) jokaiselle vektoriparille joukosta F3'. (Luonnolli-
sesti ratkaisut (u,v) ja (v,u) ovat samoja.)

Yritetddn seuraavaksi 16ytdaa edelld olevien ominaisuuksien téayttiva funktio f :
F7* — F2', £(0) = 0. Lineaarikuvaus f(v) = T'v ei toimi, joten f taytyy olla epéline-
aarinen. On mahdollista méaéritelld joukon 7" vektoreiden yhteen- ja kertolasku siten,
ettd saadaan kunnan rakenne epélineaariselle funktiolle. Helpohkosti ndhd&én, etté
jokainen funktio f : FJ* — 7' voidaan esittdd polynomina. Korkeintaan astetta kak-
si olevat polynomit eiviit kuitenkaan toimi, mutta f(v) = v® toimii. Sen vuoksi, jos
(v, a1, ..., 1) on mielivaltainen jérjestys nollasta eroavista kunnan Fom alkioista,
talloin matriisi

Qg 1 ... Op_1

(6.4) Hy=| 5 3 5

oy o) ...«
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on pituudeltaan n = 2™ — 1 olevan binédérisen kahden virheen korjaavan koodin pari-
teetintarkistusmatriisi. Ekvivalentisti C = (Cy, C4, ..., C,—1) € V,, on koodisana koo-
dissa, jonka pariteetintarkistusmatriisi on Hs jos ja vain jos Y . Cioyy = >0 Ciad =
0. Koska kunnan [y suhteen olevassa matriisissa Hy on 2m lineaarisesti riippumatonta
rivid (kun m > 3), niin koodin dimensio on vahintddn n — 2m = 2" — 1 — 2m.

Seuraava maineikas lause todistaa, ettd yhtalon (6.4) matriisi Hy todellakin méé-
rittelee kahden virheen korjaavan koodin. Liséiksi se antaa yleistyksen ¢ virheen kor-
jaaville koodeille.

LAUSE 6.5. Olkoot ag, ..., an_1 n keskenddn erisuurta kunnan Fom alkiota.
Lisdiksi olkoon t < (n — 1)/2 positiivinen kokonaisluku. Tdlloin t X n -matriisi

Qp (6%} R O A |
3 3 3
Oég Oé% . Oégil
H = ap a R ¢ ]
2t—1 2t—1 2t—-1
Qg oy R e o

on binddrisen [n, k|-koodin pariteetintarkistusmatriisi. Lisiksi koodi korjaa kaikki kor-
keintaan painoltaan t olevat virhekuviot ja koodin dimensio on k > n — mft.

TobisTus ([6, s. 232-233]). Vektori C = (Cy,...,C,_1) € V, on koodisana jos
ja vain jos HCT = 0. Témé vastaa seuraavaa t lineaarisen yhtilon systeemis C;:ssé:

n—1
(6.5) Y Cid =0, j=1,3,...2t—1
1=0

Nelisimélld j:s yhtils saadaan 0 = (3 Ciaf )2 = 3 C2%7 = Y. Cia (koska (z +
y)? = 2% + 22y + y? = 2° + y* kunnan Fy suhteen ja 22 = x kunnassa Fy). Siksi
koodisanan ekvivalentti mééritelmé on seuraava 2t yhtalon systeemi:

n—1
(6.6) Y Cial=0, j=12. 2t
=0

Tésté seuraa, ettd voidaan yhtd hyvin kidyttdd koodin kuvaamisen 2t X n -pariteetin-
tarkistusmatriisia

Qg &1 ... Op_q
2 o ... ol
H =
2t 2t 2t
Qg Qf R O ]

Lauseen 6.3 mukaan H on ¢ virheen korjaavan koodin pariteetintarkistusmatriisi jos
ja vain jos jokainen matriisin H' korkeintaan 2¢ sarakkeen osajoukko on lineaarisesti
riippumaton. Nyt matriisin H' r < 2t sarakkeen osajoukko on muodoltaan

ﬁl 57‘

s | A

2 2
2 p
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missé 1, fa, . . ., [, ovat nollasta eroavia keskenédén erisuuria kunnan [Fy alkioita. Tar-
kastellaan nyt matriisia B’, joka on muodostettu f:n ensimmaéisesta r rivista:
CI
B'=|: ,
T T
By ... B

Matriisi B’ on kddntyvé, koska sen determinantti on vakiotekijia vaille Vandermonden
determinantti

1.1
det(B') = B1 ... B, det Ao B
S

=i B [ (8 - B:) #0.

i<j

Siksi matriisin B’ sarakkeet, saati matriisin B, eivit voi olla lineaarisesti riippuvia,
joten koodi korjaa kaikki enintéddn painon ¢ virhekuviot. Rajan £ > n — mt varmis-
tamiseksi dimension suhteen tulee huomioida, ettd alkuperdinen pariteetintarkistus-
matriisi H, jonka alkiot ovat kunnasta [y eikd kunnasta Fom, on mt X n -matriisi. T&-
maé tarkoittaa sité, ettd koodin duaalilla on korkeintaan dimensio mt. Téll6in koodin
itsensé dimensio on vahintddn n — mt. O

Lauseessa 6.5 kuvatut koodit ovat nimeltddn BCH-koodeja keksijoidensd Bose,
Ray-Chaudhuri ja Hocquenghem mukaan. Namé koodit ovat térkeité, silla niille 16y-
tyy tehokkaita koodaus- ja dekoodausalgoritmeja. Seuraavaksi huomataan, etté jos al-
kiot g, asq, . .., a,_1 valitaan sopivassa jarjestyksessé, niin BCH-koodeista tulee maa-
gisesti syklisid koodeja.

6.1. Sykliset BCH-koodit

Palautetaan mieliin n-pituisen (n = 2™ — 1) t-virheen korjaavan BCH-koodin
mééritelma: C = (Cy,...,C,_1) on koodisana jos ja vain jos Z;:Ol Cial = 0, kun
j=1,3,...,2t—1 (ekvivalentisti, kun j = 1,2, 3, ..., 2t) jamissd g, g, . . . , (v, OVat
nollasta eroavia keskendén erisuuria kunnan Fom alkioita. Jos alkiot valitaan sopivasti,
koodista tulee syklinen ja sille on voimassa kaikki syklisille koodeille sovellettavat
koneistot. Namé "sykliset” luettelot ovat muotoa

n—1
La,...,a" ",

missd n on luvun 2™ —1 tekijé ja a on kertalukua n oleva kunnan Fom alkio. Luettelon

osalta mééritelméksi saadaan: C = (Cy, C4, ..., C,_1) on koodisana jos ja vain jos
n—1

(6.7) d Cia” =0, kunj=13,...2t—1 (taij=1,2,3,...,2t).
i=0

Né&in BCH-koodista on saatu syklinen. Tarkistetaan vield tdmé, joten olkoon koodi-
sanaa C vastaava polynomi C(z) = Cy + Ciz + -+ - + C,,_12" 1. Tillsin yhtilo (6.7)
saadaan muotoon

(6.8) Cl?)=0, j=1,2,...,2t



6.1. SYKLISET BCH-KOODIT 59

Olkoon sitten Cf koodisanan C syklinen siirto oikealle. Lauseen 5.6 mukaan siti
vastaava polynomi on C®(x) = xC(z) mod (z" — 1) eli C®(x) = 2C(z)M (z) (2™ — 1),
jollekin polynomille M (z). Téten, kun j = 1,2,...,2¢, niin

CH(al) = a’C(a?) + M(a)(a?™ — 1).
Mutta yhtdlén (6.8) mukaan C(a?) = 0 ja o/™ — 1 = 0 silli o = 1. Téstd seuraa,
etti CH(ad) = 0, kun j = 1,2,...,2¢t. Siis Cf on myos yhtilon (6.7) mukaisessa
BCH-koodissa, miké tarkoittaa sité, ettd koodi on syklinen.

Nyt lauseesta 5.12 seuraa, etté jokainen BCH-koodi voidaan karakterisoida sen vi-
rittdjapolynomin g(x) avulla. Miten sitten g(x) lasketaan? Maéritelmén mukaan g(z)
on koodin alinta astetta oleva polynomi, joka toteuttaa yhtélst g(a) = g(a?®) = -+ =
g(a®1) = 0. Nyt polynomin g(x) kertoimet ovat kunnassa Fy, mutta eri c:n potens-
sit ovat suuremmassa kunnassa Fom. Téten se on alkion o minimipolynomi kunnan
[y suhteen osajoukosta A = {a,a?, ..., a?~!} kunnassa Fon (katso [6, Appendix C
s. 375-379]). Téten, jos médritellaédn, ettd A* on kaikki kunnan Fy konjugaatit joukon
A alkioista eli A* = {8% : 3 € A,i > 0}, téllsin

(6.9) g@) =[] (z-B).

peA*

Tiivistetadn naméa tulokset lauseeksi.

LAUSE 6.6. Olkoon n-pituinen t-virheen korjaava BCH-koodi mddritelty kuten yh-
talossd (6.7) tai (6.8). Tdlloin koodi on syklinen ja sen virittdjipolynomi g(x) muodos-
tuu kaavan (6.9) mukaisesti. Tdten koodin dimensio on n—degg(x) eli k =n—|A*,
missd A* on joukon A = {a, a3, ... o® 1} konjugaattijoukko kunnan Fy suhteen kun-
nassa Fom. O

ESIMERKKI 6.7 ([6, s. 235]). Tarkastellaan 15-pituista kolmen virheen korjaavaa
BHC-koodia. Olkoon « primitiivinen juuri kunnassa Fi4. Lauseen 6.6 mukaan virit-
tdjipolynomi on joukon A = {«, a?, @’} minimipolynomi. Konjugaatit ovat

a:(a,a? ot ab),

ad: (a3,a6,a12,a9),
o’ (a®,al?).

Siksi

4

. 2 3 5 6 8 9 10 12
A" ={a, 0%, 0’0", a’, a0’ a” a )

jolloin Lauseen 6.6 mukaan koodin dimensio on 15 — 10 = 5.

Virittdjapolynomin laskemiseksi télle esimerkille tarvitaan konkreettisempi toteu-
tus kunnalle F4. Taulukossa 6.1 on esitetty kunta [Fy¢ primitiivisen juuren potenssien
mukaan, miki toteuttaa yhtilon a* = a+1. Alkio o/ on esitetty polynomina, jonka as-
te on korkeintaan 3. Esimerkiksi o' = a3+a?+a. Virittdjipolynomi g(x) on alkioiden
a, a® ja a® minimipolynomien tulo. Mééritelmén mukaan alkion o minimipolynomi
on 2t + z + 1. Alkion o® minimipolynomin gs(z) = g3o + g312 + g322% + g332> + gaua*
tiytyy toteuttaa gsz(a®) = 0. Taulukosta 6.1 katsottuna timi on ekvalenttia yhti-
16lle g30[0001] + g31[1000] + g52[1100] + g33[1010] + g34[1111] = [0000]. Ainut epét-
riviaali ratkaisu télle 4 joukon homogeenisille yhtéloille 5 tuntemattoman joukos-
ta on [gs0, 931, 932, 933, gza] = [11111]. Siis g3 = 2* + 2® + 2? + x + 1. Vastaavasti



60 6. BCH-KOODIT

TAULUKKO 6.1. Kunta F4 esitettyni c:n potensseina, missid a* = a + 1.

i

1 o
0 1 0001
1 o 0010
2 a? 0100
3 o 1000
4 a + 1 0011
5 o> + o« 0110
6 o + o 1100
7 o 4+ o + 1 1011
8 a? + 1 0101
9 o + « 1010
10 o> + a + 1 0111
11 ad + o2 + « 1110
12 > + o2 + o + 1 1111
13 ad 4+ o? 4+ 1 1101
14  ad + 1 1001
g5(x) = gs0 + gs17 + gser® = -+ = 22 + x + 1. Téten 15-pituisen kolmen virheen

korjaavan BCH-koodin virittdjapolynomi on g(z) = (z* + 2 + 1)(2* + 2® + 22 + 2 +
(22 +x+1) = 29+ 28+ 2° + 2* + 2% + 2+ 1. Vastaavasti pariteetintarkistuspolynomi
on h(z) = (¥ +1)/g(z) = 2° + 23 + x + 1 (Katso Liite (B)). Korostettakoon viel,
ettd g(x) riippuu Taulukon 6.1 kunnan Fig esityksestd a* = o + 1.

6.2. BCH-koodin dekoodaus: avainyht#lo

Téassé luvussa késitellddan niin sanottua avainyhtdlod, joka on perusta BCH-koo-
dien dekoodaamisen algoritmille. Olkoon siis F' kunta, jolla on primitiivinen n:s yk-
sikkojuuri a. Todetaan ensin, etta

n—1

(6.10) 1—a2"=]](1-a').

i=0
Yht#lén (6.10) molemmin puolin polynomeilla on aste n, vakiotermi 1 ja juuret
kun¢=0,1,...,n — 1. Olkoon

V= (%7‘/17"'7‘/n—l>
n-dimensioinen vektori kunnan F' suhteen ja olkoon

v:(%ama"wvn—l)

sen diskreetti Fourier’n muunnos (discrete Fourier transform, DFT), jonka kompo-
nentit méaritellddn seuraavasti:

(6.11) Vi=)Y Via¥, kunj=0,1,...,n—1.
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Toisinaan vektorin V vektoreita V; kutsutaan “aika-akselin” ja vektoreita ‘7] "taa-
juusakselin” koordinaateiksi. Aika-akselin komponentit saadaan taajuusakselin kom-
ponenteista niin kutsutun Fourier’n kddnteismuunnoksen (inverse DET, IDFT) avul-
la:

i
L

(6.12) Vi = Via ™ kuni=0,1,...,n—1.

S|

I
o

j
Yht#lossé (6.12) summan edessé oleva tekijé © téytyy tulkita huolellisesti kunnan F
mahdollisen dérellisen karakteristikan ndkokulmasta. Numero "n” on summa 1+ 1 +
-+ 4+ 1 (n termid) ja "1/n” on tdmén luvun kadnteisluku. Esimerkiksi, jos kunnan
F karakteristika on 2 ja n on pariton, télloin 1/n = 1. Jos vektoreiden V ja A4
komponentit tulkitaan polynomien kertoimina eli jos méaritelladn polynomit V' (z) ja

V(x)

(6.13) Vi) =Vo+Viz+- 4+ V2"t
ja
(6.14) V(z)=Vo+Viz+ -+ V2™,

niin télléin Fourier'n muunnoksen ja kddnteismuunnoksen yhtalot (6.11) ja (6.12)
saavat muodon

~

(6.15) V; =V(ad)
ja
(6.16) Vi = %f/(ofi).

Annetulle vektorille on monia mielenkiintoisia ja kaytdnnollisia yhteyksia aika-akselin
ja taajuusakselin koordinaattien vililla. Erds niistd on se, ettd "vaihesiirto” aika-
akselissa vastaa “aikasiirtoa” taajuusakselissa seuraavalla tavalla. Jos kerrotaan a#:1la
vektorin V ¢:nnettd komponenttia eli, jos mééritelldaan uusi vektori

(6.17) V, = (Vo,Viak, ..., V, a1V,
niin sen Fourier’'n muunnos on
(618) vu - (‘A/,Lu Vu—&—la ceey Vu—&-n—l)a

missé yhtalon (6.18) alaindeksit ovat modulo n.

Koodausteoriassa ollaan aina kiinnostuneita vektorin painosta. Seuraava klassinen
lause kertoo kuinka arvioida aika-akselin painoa, jos tiedetdén jotakin taajuusakselin
vektorista.

LAUSE 6.8 (BCH-viite). Olkoon V nollasta eroava vektori, jonka Fourier'n muun-
noksen V. m perdkkdistd komponenttia hdvidvdt eli Vi1 = Vigo = -+ = Vi = 0.
Tdlloin vektorin 'V paino on vdhintdadin m + 1.

TobisTus ([6, s. 238-239]). Tehddin vektorille V syklinen kierto, kunnes sen m

kappaletta perikkéin olevat nollat ovat positioissa n —m,n—m+1,...,n— 1. Mer-
kitddan tata vektoria

— —_—
W_* * ... % 00...0
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Yhtilsiden (6.17) ja (6.18) mukaan W on vektorin W Fourier'n muunnos. Liséiksi
vektorin W pamo on yhtd suuri kuin vektorin V paino. Toisaalta yhtélon (6.12)
mukaan W, = W( =), missi W(z) = Wo + Wiz + - 4+ Wy_p 1x" m=1 Koska

W(:E) on nollasta eroava polynomi ja sen aste on korkeintaan n — m — 1, niin tésta
seuraa, ettd W; = 0 korkeintaan n—m —1 4:n arvolla. Téaten W; # 0 Véhintaan m+1
i:n arvolla. Téaten w(V) = w(W) >m + 1. O

Tarvitaan vield muutama méadritelma, jotta voidaan ottaa kiyttoon avainyhtald.
Vektorin V ollessa kiinnitetty, méaritellddn sen kantaja I seuraavasti:

(6.19) I={i:0<i<n—1jaV,+#0}.

Maéaritelladan seuraavaksi vektoriin V liittyvia useita polynomeja. Vektorin V virheen-
paikannuspolynomsi on

(6.20) ov(z) =[J(1 - a'x).

i€l

Jokaiselle 7 € I arvolle maaritellaan

(6.21) =[] - o)

Lopuksi mééritelladan vektorin 'V virhearvopolynomsi

(6.22) wy(r) = > VieQ (@)

iel
Nyt esitelladn "avainyhtalo”.

LAUSE 6.9 (Avainyhtlo). Kiinnitetylle vektorille V., polynomeille V (x), oy () ja
wy (x) on voimassa

(6.23) ov(2)V(x) = wy(z)(1 — z").

TobisTus ([6, s. 240]). Kaytetddn méadritelmid (6.11) ja (6.14) jolloin saadaan

V() 2 Vo + Vi + -+ + Vg2
n—1 n—1 n—1
M et
7=0 7=0 =0
n—1

(6.24) = > Viy alal.
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Yhtélon (6.21) mukaan oy (x) = ag) (r)(1—a'z) kaikilla ¢ € I ja niin yht#losta (6.24)
saadaan

V 621)2‘/2 1—ax ij g

el
Z Va )(1 — ofz)(1 + o'z 4+ o¥a? 4 - 4 o Dign=hy,
el

Tarkastellaan nyt pelkéstdaéan lopun kertolaskua ja miten se supistuu. Muistetaan, ettéa
yksikkojuurelle pétee o™ = 1:

(1-a'z)(1+a‘z + a¥a? + - +a(n—1)z‘xn—1)

=ni

/—M
(1—@//+Qf7/ e:M—i—aM W+W nlz+zxn)

A,_/
:(an) =1t=1

(1 —2a").
Néin ollen mééritelmén (6.22) avulla saadaan

ZVO’V (1 —2a™)

el

wy(z)(1 —z").

(6.22)

O

Seuraava Lauseen 6.8 seuraus kertoo kuinka muodostaa vektorin V nollasta eroa-
vat komponentit polynomien oy (x) ja wy(z) avulla. Se sisiltdd polynomin ov(z)
formaalin derivaatan o, (z).

SEURAUS 6.10. Kaikilla i € I pdtee

(6.25) Vi=—a'

TobIsTus ([6, s. 240]). Derivoidaan avainyhtélo (6.23) ja saadaan

(6.26) ov(2)V'(x) + oy (2)V(2) = wy (@) (—nz™ ) + Wiy () (1 — z™).

Jos z = a~% ja i € I, niin yht#lsistd (6.20) ja (6.10) havaitaan, etti molemmat
polynomit oy ja 1 — z™ hividvit. Téten, jos © = a~*, niin yht#lo (6.26) saa muodon
(6.27) oy () V(@™ = —natwy (a™).

Mutta yhtilon (6.16) mukaan V(a~?) = nV;. Témi yhdistettyni yhtiloon (6.27)
taydentdd todistuksen. O

Seurauksen 6.10 mukaan vektorin V aika-akselin koordinaatit voidaan palaut-
taa polynomien oy (z) ja wy(x) avulla. Seuraavan seurauksen mukaan, jos vektorin
V muutamat ensimmaéiset taajuusakselin koordinaatit tunnetaan, niin yksinkertaisen
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rekursion avulla saadaan palautettua loput koordinaatit polynomista oy (). Seurauk-
sen viitteessi oletetaan, ettd polynomin oy () kertoimet ovat

ov(z) =140+ -+ og2’.

SEURAUS 6.11. Kaikille indekseille j pditee

d
(6.28) V==Y oV
=1

missa kaikki alaindeksit tulkitaan modulo n.

ToDpISTUS ([6, s. 241]). Avainyhtélosta seuraa, etti

~

(6.29) ov(z)V(x) =0mod (1 —z").

Muuttujan 27 kerroin polynomissa o (z)V (z) rem (1 — ™) on nolla, kun j on vililli
0 < j <n—1. Mutta témi kerroin on 3% 03Vj i) remn, jolloin kaikille j vilills
0<j5<n—1pitee

(6.30) > oV =0,
misséd alaindeksit tulkitaan modulo n ja 0y = 1. Mutta nyt yhtdlé (6.30) on ekviva-
lentti yhtdlon (6.28) kanssa. O

ESIMERKKI 6.12 ([6, s. 241-242]). Havainnollistetaan aiempaa teoriaa kunnan
Fi6 avulla. Siinéd nollasta eroavat alkiot ovat primitiivisen juuren o potensseja, joille
valitaan esitys a? = o + 1. Tarkastellaan vektoria

V = (0,0,02,0,0,0,0,a7,0,0,0,0,0,0,0).
Talloin yhtélon (6.13) mukainen polynomi V(x) on
V(z) =a’2® +a’z".
Lasketaan vektorin V Fourier'n muunnos kdyttden yhtéloa (6.11) tai (6.15):
V= (a'?,a%,0,0°,1,0,a”,a°%,0,1,a'%,0,a% a3, 0).
Polynomi V() saadaan yhtélon (6.14) mukaisesti
V(z) = a? + % + a2 + 2t + a2 + o%7 + 20 + 2210 + o521 4 oyt

— (a12 —|—CY9.CE)(1 +066£13’3 +Oé12l‘6 +CY3.279 —|—0593312)

1 +ZE15
12 9
et + XTr)————
(o a’z) 1+ abz3
12 1+ 2'®

(6.31) =«

1+ a2z 4+ %22
Vektorin V kantaja on I = {2, 7} ja talloin vektorin V virheenpaikannuspolynomi on
(6.32) ov(z) = (1 +a*r)(1+a’z) =1+ o'z + a’2”

Yhtélon (6.21) mukaiset polynomit 08)(1') ovat téssi tapauksessa

ag)(a;) =1+a'z, Ug)(x) =1+a’r.
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Yhtélon (6.22) virhearvopolynomi wy (x) on

(6.33) wy(z) = (1 +a’z) +a’(1+ a’z) = o'

Yhdistamaélla tulokset (6.31), (6.32) ja (6.33) huomataan, ettd avainyhtilé on todel-
la voimassa tésséd tapauksessa. Seurauksen 6.10 tarkistamiseksi on huomattava, etté
vhtdlostd (6.32) saadaan 0%, (r) = a'? = wy(x). Néin Seuraus 6.10 yksinkertaistuu
muotoon V; = o' kaikilla i € I, miké on totta (Vo = o? ja V7 = o). Lopuksi on hyvi
huomata, ettd Seurauksen 6.11 mukaan

Vi=a®V, 1 +a°V, 5, j=23,...,14,
jolloin (alkuehdoilla Vy = o2 ja V; = a?)
‘/220412~oz9+oz9-oz12:0,
Vi=a?-0+a o’ =a’

Vi=a? - o*+a°-0=1,

12

Vii=« -a3+a9-a6:0,

mikéa on sama tulos kuin alemmin suoritettu suora lasku vektorille V.

6.2.1. BCH-avainyhtilé. Olkoon C = (Cy,C,...,C,_1) n-pituisen t-virheen
korjaavan BCH-koodin koodisana, kuten yhtélossa (6.6). Lahetetddn tdméa kohinais-
ta kanavaa pitkin ja vastaanotetaan sana R = (Ry, Ry, ..., R,_1). Oletetaan jélleen,
ettd kyseessd on bindédrinen koodi eli se koostuu kunnan F, alkioista 0 ja 1. Vektori
E = (Ey, Ey, ..., E,) = R — C on nimeltdan virhekuvio. Dekoodaaja laskee syndroo-

mat Sy, S, ..., 9, maidritelmidn mukaisesti:
n—1

(6.34) S;=) Ria”, j=12,.2t
i=0

Koska R = C + E ja C on koodisana, niin
n—1
(6.35) S;=>Y Ea’, j=12,.2t
i=0
Kuten odotettua, syndrooma riippuu ainoastaan virhekuviosta eiké ldhetetystéa koo-

disanasta. Jos verrataan yhtéloa (6.35) yhtdloon (6.11) huomataan, ettd S; on Fou-
rier'n muunnoksen virhekuvion j:s komponentti. Toisin sanoen syndrooman avulla

nihdiin vektorin E periikkiiset 2¢ komponenttia (ensimmaéinen, toinen, ..., 2t:s).
Jos madritellaan vadristynyt virhekuvio
(6.36) V = (Ey, Eia, Bxa?, ... E,_1a™ ),

niin yhtiloisté (6.17) ja (6.18) seuraa, etté (Sy, Ss, ..., S%) = (Vo, Vi, ..., Var_1).
Avainyhtilo koskee yhtélossé (6.36) méariteltya vektoria V. Kuitenkin, koska tie-

detddn vain ensimméiset 2¢ polynomin V' (x) kerrointa eli Vo, Vi, ..., Va1, voidaan
keskittyd modulo 2 supistettuun avainyht#loon eli BCH-avainyhtéldon:

(6.37) ov(2)V(z) = wy(z) mod z?.
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Yhtaloistd (6.19) ja (6.36) havaitaan, ettd vektorin V kantaja I on indeksijoukko
E; # 0, toisin sanoen virhepaikkojen joukko. Tastéd syystd yhtdlon (6.37) polynomia
ov(z) kutsutaan nimella virheenpaikannuspolynomi. Vastaavasti polynomi wy (z) on
nimeltdédn virhearvopolynomi.

On hyva huomata, etté jos vastaanotetun sanan R syndrooman tai ekvivalentisti
V() modulo 22 avulla voitaisiin jotenkin “ratkaista” BCH-avainyhtils (6.37) poly-
nomien oy () ja wy(x) suhteen, niin télloin voitaisiin helposti palauttaa virhekuvio
E ja ldhetetty koodisana C = R — E. Laskettaisiin vain ensin n kappaletta arvo-
ja oy(a™") jokaisella i = 0,1,...,n — 1, josta saataisiin yhtélon (6.19) vektorin V
kantaja . Taman jialkeen vektorin V nollasta eroavat komponentit voitaisiin laskea
yhtalostéd (6.25), jolloin saataisiin koko vektori V tai ekvivalentisti E (6.36). Vaih-
toehtoisesti, jos tiedettiisiin mitd on (Vo, \71, e ,Vgt_l), voitaisiin laskea vektori V
yhtalosta (6.28) ja palauttaa Fourier'n kddnteismuunnoksen avulla vektori V.



LIITE A

Merkint6ja
Merkintd Selitys
Ly Lukujoukko {0,1,2,3,...,¢ — 1}
F, g-adrinen avaruus
(F,)" g-ddrinen avaruus, joka koostuu n-pituisista alkioista
d(x,y) Kahden koodisanan x ja y vélinen (Hammingin) etéisyys
d(C) Koodin minimietéisyys

Ed
(n, M, d)-koodi

Lattiafunktio, missa x pyoristyy alaspéin lahimpédan kokonaislukuun
Yleinen merkinté (n, M, d)-koodille, missd n on sanan pituus,

A,(n,d)

[K]m
Flz]
deg f(z)
Fq
GF(q)

M sanaméiré ja d sanojen vilinen minimietdisyys
g-adrisen koodin koodisanojen suurin lukuméara
etaisyydelld d ja pituudella n

Luvun k € Z jaannosluokka modulo m
F-kertoimisten polynomien joukko kunnan F' suhteen
Polynomin f(x) aste

g-alkioinen &érellinen kunta

Galois'n kunta, sama kuin [F,

Kaikki jérjestetyt n-jonot joukosta I,

n-pituinen lineaarinen koodi, jonka dimensio on &
Vektorin x € F' paino

Koodin C' nollasta eroavien koodisanojen pienin paino
Koodin C' duaali

Koodisanan C syklinen siirto oikealle

Koodisanaa C¥ vastaava polynomi

Summa: ag + ay + -+ + ap_1

Tulo: ag-ay - anp_1
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LIITE B

Polynomien jakolaskuja

Sivu 45:
22 —x+1
x4+x3+x2—|—1) 28 + zt
g — — 2
—z° —x?
x® +xt + 23 +z
4’ —2? 4z
—xt = —g? -1
— 222 +x—1

Jakojdannos on siis —222 + x — 1 = o + 1 kunnan F, suhteen.

Sivut 45 ja 53:

z?—1

e+t a2t 4+1) %+ 2P + 2% +1
—I'G—I'E)—ZLA —lL‘2

— 2t +1

i il |

x? 4+ 2 + 2

Jakojiannos on siis 22 + 22 + 2 = 23 + 22 kunnan [F, suhteen.

Sivu 53:

x4—|—x3—|—x2—|—1) xt 4+ 28
—gt -3 2?1
—x2—-1

Jakojaiannos on siis —22 — 1 = 22 4+ 1 kunnan I, suhteen.

:174+$3+:E2+1) xt + 22
—xt =2 —a? -1

— -1

Jakojaiannos on siis —2® — 1 = 2% 4+ 1 kunnan [F, suhteen.

69
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a2t 41) ot +x
— gt — 3 — g2 -1
g |

Jakojdannos on siis —2® — 2?2 + 2 — 1 = 2% + 22 + 2 + 1 kunnan F, suhteen.

1

:174+x3—|—x2—|—1) 42+
—at — % — g? -1
z—1

Jakojaannos on siis x — 1 = x + 1 kunnan [Fy suhteen.

Sivu 60: Lasku loytyy seuraavalta sivulta. Pariteetintarkistuspolynomi h(z) =
@B+ 1) /(2 + 28+ 25+ttt )= -+ —-1=2+23+ 2+ 1
Jakojaannos on siis —22% 4 2% — 22° + 22* 4+ 2 = 0 kunnan Fy suhteen.
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B. POLYNOMIEN JAKOLASKUJA

NIT w.&.NnT @&N| w,&,NITm,&.N|
I+ 2+ 7+ pU gl + gl + or?
I+2Z—gl— gl ¢l — gTC — gt 610 — 17 —
T— T — T — oL — T — oL — T —
gl + 40+ ol — gl + ¢ — of — T
¢l 30+ T+ LT+ g+ 1l Tt g
e 6r — ot — g1l —
ol = ol — ;T — 6r = ot — el — ot —
T+ ar?
I—2+ T — x

(T+ 2+ &+ 2+ &+ T+ 2
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