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Tamén tutkielman tarkoituksena on esittéd vaihtoehtoinen tapa méaéritella jana-
aritmetiikka. Yleisesti jana-aritmetiikkaa méériteltdessd on totuttu antamaan janalle
pituus, joka usein kiinnitetdén reaalilukuihin. Téll4 tavalla saadaan reaalilukujen al-
gebrallisten ominaisuuksien avulla rakennettua jana-aritmetiikka, mutta téssa tutkiel-
massa lahdetddnkin ldhestymédn janoja téysin geometrian ndkokulmasta. Geometria
on yksi matematiikan vanhimmista osa-alueista ja jo noin 300 vuotta ennen ajan-
laskun alkua Eukleides Aleksandrialainen julkaisi merkittdvin teoksen Alkeet. Kirja
on yksi kaikkien aikojen menestyneimmistéd teoksista ja sitd kdytettiin geometrian
oppikirjana yli 2000 vuotta.

Geometrian pohjalle tarvitaan perusoletuksia eli aksioomia, joihin pohjautuen voi-
daan todistaa tuloksia suoraviivaisesti ja tdsmallisesti. Taméan tutkielman péélahteena
on kaytetty amerikkalaisen matemaatikon Robin Hartshornen teosta Geometry: Fuclid
and Beyond. Teoksen aksioomat tulevat saksalaisen matemaatikon David Hilbertin
esittelemésté aksioomajarjestelmésta tasogeometrialle, jossa hén tédydensi Eukleideen
alempia aksioomia.

Tutkielman alussa méaéritelldadn yhteen- ja kertolaskutoimitukset janoille geomet-
risesti ja nédiden ominaisuudet todistetaan aksioomien avulla. Kertolaskun ominai-
suuksien perusteluissa kiytetddn apuna myos syklisid nelikulmioita, jotka ovat neljan
pisteen joukkoja saman ympyréan kehaltd. Nelikulmiot muodostuvat nédiden pisteiden
vilisistd janoista, jotka eivét leikkaa toisiaan. Laskutoimitusten maérittelyn jélkeen
siirrytddn yhdenmuotoisiin kolmioihin, joissa vertaillaan kolmioiden kulmia ja sivujen
suhteita. Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla voidaan todistaa merkittaviéd lauseita,
kuten Pythagoraan lause.

Lopuksi ympyré sulkeutuu osoittamalla, ettd geometristen ominaisuuksien poh-
jalta jana-aritmetiikka toimii samalla tavalla kuin koulumatematiikassa karteesiseen
koordinaatistoon ja reaalilukuihin pohjautuva tapa. On siis yhtapitavaa kdyttada mo-
lempia geometrian ldhestymistapoja, mutta geometrisen mallin vahvuus piilee siiné,
ettd se ei ole sidottu mihink&dn tiettyyn lukujirjestelméédn. Néiden mallien yhté-
ldisyys todistetaan tutkielmassa tekemalld kuvaus geometriselta tasolta karteesiselle
koordinaatistolle ja osoittamalla, ettd tdméa kuvaus on isomorfinen.
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Johdanto

Kirjoitelmassa méaéritelldéan jana-aritmetiikka eli janojen laskutoimitukset geomet-
risesta ldhtokohdasta ja paddytddn osoittamaan, ettd sama jana-aritmetiikka pétee
myo6s algebrallisten ominaisuuksien pohjalta luodussa geometriassa, joka on tunne-
tumpi tapa koulumatematiikassa. Lukijalla on hyva olla tietdmystéd euklidisen taso-
geometrian késitteistd ja tuntea sen perustuloksia.

Jo noin 300 vuotta ennen ajanlaskun alkua kreikkalainen matemaatikko Eukleides
Aleksandrialainen kokosi kreikkalaisen geometrian perusteet kirjaansa Alkeet (kreikak-
si Stoikheia, latinaksi Elementa). Tamé& kirja on seké kaikkien aikojen menestynein
matematiikan oppikirja ettd myos yksi kaikkien aikojen menestyneimmisté teoksis-
ta. Kirjan oletetaan séilyneen muita teoksia paremmin, koska se oli siihen aikaan
yksinkertaisesti niin paljon vastaavia kirjoja parempi [3,s.155 — 161]. Ennen kirja-
painojen keksimisté teosten kopiointi oli tyoldsté, joten vain parhaimmat selvisivit.
Alkeet koostuu 13 kirjasta, jotka késitteleviat matematiikan eri osa-alueita. Ensimmaéi-
set kuusi liittyvét oleellisesti tdmén kirjoitelman aiheeseen ja siksi olenkin kéyttéanyt
lihteené Pekka Aschanin suomennosta ja Lauri Kahanpééan nykysuomennosta Euklei-
deen Alkeiden kuudesta ensimméisesta kirjasta [1]. Eukleides kirjoitti myos noin tusi-
nan tutkielmia monista muista tieteenaloista, mutta kdytdnnossd hianet yhdistetdan
aina teokseen Alkeet.

Eukleideen menestysteosta lukiessa voi huomata, kuinka hén on onnistunut ham-
méstyttavin hyvin kehittdmaén teorian puhtaalle geometrialle ilman numeroita. Esi-
merkiksi janan pituutta ei ole méaritelty teoksessa mutta siind on kuitenkin vertailtu
kappaleita samankokoisiksi eli on kéytetty kappaleiden yhtenevyyksia. Taméa on eri-
lainen ldhestymistapa verrattuna koulugeometriaan, jossa jokaisella janalla on pituus,
joka perustuu sille annettuun yksikkoon. Yksikko kiinnitetdén usein reaalilukuihin ja
janat ovat yhtenevid, jos niilli on sama pituus. Samaan tapaan Alkeissa myoskaan
kulmia ei mitata asteilla, vaan niitd pystytddn vertailemaan yhtenevyyksien avulla.

Vaikka Alkeet on menestynyt teos, niin silti Eukleideen todistuksista 16ytyy joita-
kin puutteita. Vasta 1800- ja 1900-lukujen vaihteessa saksalainen matemaatikko David
Hilbert taydensi tatd Eukleideen geometrian pohjaa luomalla puhtaan geometrian ak-
sioomat teoksessaan Foundations of Geometry [6] (saksaksi Grundlagen der Geometrie).
Hilbert onnistui kokoamaan aksioomat tasmaélliseksi kokonaisuudeksi ja teos vaikutti-
kin voimakkaasti 1900-luvun matematiikkaan. Lis&4 tietoa Hilbertistd ja hdnen teok-
sistaan 16ytaa kirjasta Tieteiden kuningatar, Matematitkan historia, osa 2 [4,s.844—
858]. 1900-luvulla on tehty myos muita aksioomapohjaisia ehdotuksia geometrial-
le, joissa on alkuun oletettu reaalilukujen olemassaolo, kuten esimerkiksi Birkhoff
2, 5.329 — 345]. Reaalilukujen olemassaolon olettaminen ei kuitenkaan sovi Alkeiden
geometrian henkeen, koska reaaliluvut ovat ennemminkin hienostunut moderni tapa
esittdd asioita 1800-luvulta ldhtien.
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Eukleides oli selvisti tietoinen irrationaalisten suhteiden olemassaolosta, mutta
hénen teoksistaan ei 10ydy véitteita reaalilukujen tdydellisyydestda. Han on késitellyt
irrationaalisia suhteita teoksen Alkeet kymmenennessé kirjassa. Eukleides onnistui
kehittdmé&an hinen neljin ensimmaéisen kirjansa siséllon ilman mainintaa suureiden
suhteista. On siis tédysin eri asia puhua, miten koulumatematiikassa opetetaan yhden-
muotoisia kolmioita. Ongelmat syntyvét, kun kolmioiden sivut eivét ole yhtenevia
vaan kolmiot ovat samassa suhteessa toisiinsa ja tdmén takia ne ovat yhdenmuotoi-
sia. Toisin sanottuna kolmiot saadaan yhteneviksi, kun venytetdédn tai kutistetaan
kolmioita niiden siilyttdessid alkuperiiset sivujen suhteensa. Jos suhde on 2, niin ei
ole vaikeaa kehittda sdantod, jossa toinen kolmio on kaksinkertainen toiseen nédhden.
Pienella lisdvaivalla sdantod voitaisiin kehittdd koskemaan jokaista kolmiota, jonka
sivut saadaan jollakin kokonaisluvulla kerrottuna toisesta kolmiosta. Mutta jos suhde
ei olekaan rationaalinen, on vaikea ilmaista sivujen suhteet ilman numeroita. Téssé
tapauksessa voitaisiin sanoa, ettd sivujen pituuksien suhde on sama, mutta on ongel-
mallista, jos sivulla ei ole pituutta numeerisesti eiké sitd voi jakaa toisella numerolla.

Edellinen ongelma ratkaistaan teoksen Alkeet viidennessi kirjassa, joka késittelee
suhteiden teoriaa. Kirjan avain yhdenmuotoisuuden ongelmaan saadaan sen viiden-
nestd madritelméastd, joka sanoo ettd suureet a,b ja ¢, d ovat samassa suhteessa, jos
suureita a, ¢ € Z kerrotaan milla tahansa luvulla n € N ja suureita b, d € Z kerrotaan
milld tahansa luvulla m € N, niin silloin

na > mb jos ja vain jos nc > md,
na = mb jos ja vain jos nc = md, ja
na < mb jos ja vain jos nc < md.

Jos a,b, c,d ovat lukuja, niin on yhtépitdvid sanoa, ettd rationaaliluku 2 on pie-
a

nempi tai yhtd suuri tai suurempi kuin ¢, jos ja vain jos sama rationaaliluku on
pienempi tai yhtéd suuri tai suurempi kuin £. Jos a, b, ¢, d ovat reaalilukuja niin voitai-
siin sanoa, ettd § = ¢, koska rationaaliluvut ovat tiheédssd reaalilukujen joukossa. Itse
asiassa saksalainen matemaatikko Richard Dedekind kéytti tatd mééritelmés ldhes
sanatarkasti omassa tyossddn, kun hin rakensi pohjaa reaaliluvuille niin sanotuissa
Dedekindin leikkauksissa.

Voisi siis sanoa, ettd Eukleides tiesi reaaliluvuista ja kirjoitti niiden mé&ritelmén
jo 2000 vuotta ennen Dedekindid, mutta aivan néin ei ollut. Eukleides kaytti mé&a-
ritelméédnsé vain selittddkseen suhteita, jotka ilmenevit luonnostaan hidnen geomet-
riassaan, koska joidenkin janojen suhde harppi-viivain konstruoinnissa saattaa olla
irrationaalinen. Eukleideen teoksessa ei kuitekaan ole todisteita siité, ettd hén olisi
késittéanyt reaalilukujen kattavan myos muita lukuja kuten esimerkiksi Neperin luvun
e. Dedekind kuitenkin késitti leikkaustensa kokonaisuuden ja kehittikin leikkausten
joukosta uuden matematiikan jarjestelmén eli reaaliluvut.

On huomattava, ettd Eukleideen suhteiden teorialle tarvitaan pohjaksi Arkhime-
deen aksioomaa. Tédmén aksiooman mukaan, jos AB ja C'D ovat kaksi janaa, niin on

olemassa sellainen luku n, ettd kun asetetaan n kappaletta janoja C'D puolisuoralle
1@ siten, ettd ensimmainen alkaa pisteestd A ja seuraava jatkuu edellisen péaitepis-

teestd puolisuoran 1@ mukaisesti, niin jokin niistd janoista kulkee pisteen B kautta.
Aksiooma siis kdytédnnossa sanoo, etté jos on kaksi janaa, niin janojen pituuksia pysty-
tdéan vertailemaan janojen monikertojen avulla. Ilman Arkhimedeen aksioomaa kaikki
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janat eivat valttamatta olisi vertailtavissa eikd myoskadn voitaisi verrata kappaleita,
jotka eivét ole yhta suuria.

Kehitettydan suhteiden teorian viidennessé kirjassaan Eukleides jatkaa sen sovel-
tamista seuraavassa kirjassa, joka késittelee geometriaa. Téssd kuudennessa kirjassa
h&n luo pohjan yhdenmuotoisille kolmioille. Kirjan toinen mééritelmé muodostaa pe-
rustan mychemmalle kehitykselle. Méaaritelméssa sanotaan, etté jos kolmion pohjan
kanssa yhdensuuntainen suora leikkaa kolmion toiset sivut, niin se leikkaa ne samassa
suhteessa ja péinvastoin. Eukleideen todistus on taidonnéyte, joka kayttdaa aikaisem-
min ensimmaisessé kirjassa kehitettyd pinta-alan teoriaa tdmén tuloksen vahvistami-
seksi.

On kaksi syyté, miksi etsitdén vaihtoehtoisia tapoja kehittda yhdenmuotoisten kol-
mioiden teoriaa. Ensimméinen on, ettd voidaan vapautua Arkhimedeen aksioomasta
ja toinen on vilttad Eukleideen tapaa kdyttad apuna pinta-alan késitetta. Tutkielman
ensimmaéisessé luvussa annettujen aksioomien ja muiden esitietojen jélkeen janoille
médritellddn yhteen- ja kertolasku, jotka maarittavit jana-aritmetiikan kunnan. Ker-
tolaskun maédritelméd varten tarvitaan avuksi syklisen nelikulmion ominaisuuksia,
jotka esitelldan kappaleessa 1.3.

Ensimmaisen luvun jana-aritmetiikan pohjalta tutkielman toisessa luvussa voi-
daan kehittad teoriaa yhdenmuotoisille kolmioille, jotka ovat keskeisessé roolissa tule-
vissa todistuksissa. Aluksi osoitetaan monia ominaisuuksia, joiden mukaan magraytyy
kolmioiden yhdenmuotoisuus. Esimerkiksi johdannossa aiemmin esille tullut ongelma-
tapaus, jossa kolmioiden sivut ovat samassa suhteessa, todistetaan heti luvun alku-
puolella. Yhdenmuotoisten kolmioiden ja jana-aritmetiikan avulla luvussa todistetaan
my06s merkittavid lauseita kuten Pythagoraan, Cevan ja Desargues’n lauseet.

Viimeisesessé luvussa mééritelldédn ensin karteesinen koordinaatisto jana-aritme-
tiikan avulla. Tamén jialkeen luvussa osoitetaan, ettd tutkielman alussa esitellyt ta-
sogeometrian aksioomat pétevat téssd koordinaattigeometriassa. Nyt siis ilman re-
aalilukuja luotu pohja toimii samoin, kuin koulumatematiikasta tuttu karteesinen
koordinaatisto. Aksioomat kdydain lapi samassa jarjestyksessd, missi ne on esitetty
tutkielman alussa. Lopuksi osoitetaan vield, ettd ndmé kaksi geometrian esitystapaa
kayttdaytyvat samoin eli ovat keskendén isomorfiset.



LUKU 1

Jana-aritmetiikka

Jana-aritmetiikan avulla saadaan ketju loogisia yhteyksid Hilbertin aksiomaat-
tisen geometrian ja karteesisen tason vilille. Taméan jana-aritmetiikan hyoty tulee
siité, ettd talla tavalla ei olla sidoksissa reaalilukuihin, joka on modernimpi esitysta-
pa puhtaaseen geometriaan verrattuna. Aloitetaan mééarittelemélld janoille yhteen- ja
kertolaskutoimitukset niiden yhtenevyyden avulla. Toisin sanottuna operaatiot + ja
- madritelld&dn pohjautuen janojen ekvivalenssiluokkiin. Osoitetaan, ettd ndmé ope-
raatiot noudattavat kaikkia aritmetiikan perussdéntoja positiivisille luvuille. Kun li-
satdan mukaan nollaluokka ja negatiiviset luokat, niin ekvivalenssiluokista saadaan
muodostettua kunta.

Kun kéytetdadn tatda kuntaa perustana, voidaan mééritelld janojen ekvivalenssiluo-
kat tarkoittamaan niiden pituuksia ja padstdaédn kirjoitelman seuraavassa kappaleessa
kehittdmaééan teoriaa yhdenmuotoisille kolmioille, joiden vastinsivujen osamééra on va-
kio téssd kunnassa. Siten saadaan korvattua Eukleideen suhteiden teoria, kuten se on
kehitetty Alkeiden kirjassa viisi, kdyttamalld algebrallisia suhteita jana-aritmetiikassa
[5,5.165 — 168].

Ennen kuin péadstddn médritteleméin jana-aritmetiikan laskutoimitukset, tarvi-
taan pohjalle aksioomia ja muita térkeitd lauseita.

1.1. Aksioomat ja muut esitiedot

Pisteen ja suoran késitteet ovat peruskisitteiné aksioomien pohjalla. Seuraavat
aksioomat mukailevat Hartshornen kirjassa esitettyja aksioomia [5,5.66 — 96] mutta
niitd muotoillessa on kiytetty alkuperiisid Hilbertin aksioomia [6,s.2 — 18]. Kolmea
ensimmaistd Hilbertin aksioomaa kutsutaan insidenssiaksioomiksi eli ne liittyvét pis-
teiden ja suorien olemassaoloon (Azioms of Incidence).

I1. Mitké tahansa kaksi pistetta virittavat yksikésitteisen suoran.
I2. Jokaisella suoralla on vahintdéin kaksi pistetté.
I3. On olemassa kolme pistetté, jotka kaikki eivét ole samalla suoralla.

Jos pisteet ja suorat toteuttavat ndmé kolme aksioomaa niin silloin voidaan puhua
insidenssigeometriasta.

Nelja seuraavaa aksioomaa ovat nimeltédan jirjestysaksioomia (Azioms of Between-
ness).

B1. Jos piste B on pisteiden A ja C' vélissé, niin pisteet A, B, C ovat kolme eri pis-
tettd samalla suoralla ja ne merkitdédn seuraavasti: A x B x C. Télloin myos C'x B x A
patee.

B2. Minké tahansa kahden eri pisteen A, B virittamalta suoralta AB 16ytyy piste C'
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siten, etta A x B * C.

B3. Jos on annettu kolme eri pistettd samalta suoralta, niin ainoastaan yksi voi olla
kahden muun vilissa

B4. Paschin aksiooma. Olkoon A, B, C kolme eri pistetté, jotka kaikki eivét ole
samalla suoralla, ja olkoon suora [ siten, ettéd se ei kulje kyseisten pisteiden kautta.
Jos suora [ siséltda pisteen D siten, ettd A x D x B, niin talloin sen téaytyy siséltad
myos piste F siten, ettd Ax ExC tai B E*C, mutta ei kuitenkaan molempia. Toisin
sanoen, jos suora [ leikkaa janan AB, niin tilloin sen taytyy leikata jana AC' tai jana
BC, mutta ei molempia.

Viimeisid aksioomia ennen mééritellddn selvennykseksi, mitéd janat, puolisuorat ja
kulmat ovat.

MAARITELMA 1.1. Olkoon pisteet A ja B suoralla [ ja piste C suoralla [’, joka
leikkaa suoraa [ ainoastaan pisteessi A. Télloin jana AB on suoran [ osajoukko,
johon siséltyy padtepisteet A ja B seké kaikki suoran [ pisteet ndiden kahden valilta.

Puolisuora AB on suoran [ osajoukko, johon siséltyy pisteet A ja B seké kaikki suoran
[ pisteet C, joille pitee AxC x B tai A* BxC. Kulma ZBAC on suorien [ ja I’ viliin
jadvén tason osa siten, ettd jana AB on kulman oikealla sivulla ja jana AC' on kulman
vasemmalla sivulla.

Kuusi viimeisté Hilbertin aksioomaa ovat nimeltéén yhtenevyysaksioomat (Azioms
of Congruence). Kolme ensimméista liittyy janojen yhtenevyyteen ja kolme jalkim-
maéistd kulmien yhtenevyyteen.

C1. Jos on annettu jana AB ja puolisuora 7, joka ldhtee pisteestda C', niin on ole-
massa yksikésitteinen piste D puolisuoralla Kl siten, ettd AB = CD.

C2. Jos AB= CD ja AB = EF niin CD = EF. Kaikki janat ovat yhtenevié itsensi
kanssa.

C3. Janojen yhteenlasku. Olkoon pisteet A, B, C' suoralta siten, etti A x B x C ja
kolme muuta pistettd D, E, F' siten, ettd D x Ex F. Jos AB = DFE ja BC = EF niin
talloin AC = DF

C4. Olkoon kulma ZBAC' ja puolisuora ﬁ . On olemassa yksikésitteinen puolisuora
ﬁ annetulle puolelle puolisuoraa ﬁ siten, ettd /BAC = /ZEDF.

C5. Olkoon «, 3,v kulmia. Jos a =  ja a = « niin § = ~. Kaikki kulmat ovat yhte-
nevia itsensé kanssa.

C6. SKS = sivu-kulma-sivu. Olkoon AABC' ja ADFEF kolmioita. Jos AB = DFE,
AC = DF ja ZBAC = ZEDF, niin kolmiot AABC' ja ADEF ovat yhtenevia kes-
ken&én. Talloin siis erityisesti BC = EF, ZABC = /DFEF ja ZACB = /DFE.

Huomataan, ettd aksioomista (C2) ja (C5) seuraa, etti janojen ja kulmien yhtene-
vyydet ovat ekvivalenssirelaatioita. Ekvivalenssirelaation ominaisuuksia ovat reflek-
siivisyys, symmetrisyys ja transitiivisuus, jotka kaikki seuraavat ldhes suoraan aksioo-
mista (C2) ja (C5). Jos janat tai kulmat ovat yhtenevit, niin ne kuuluvat samaan
ekvivalenssiluokkaan. Méaéritelladn ekvivalenssiluokka ja tehdédan sille oma merkinté,
jotta sen erottaa helposti.
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MAARITELMA 1.2. Ekvivalenssiluokka on ekvivalenssirelaation ~ méérittelyjou-
kon A osajoukko, johon kuuluvat kaikki keskenééin ekvivalentit alkiot. Merkitdan ekvi-
valenssiluokkaa [a] = {z € A|z ~ a}, kun a € A.

Jatkossa tutkielmassa puhutaan janojen ja kulmien yhtenevyydestd myos yhté-
suurutena ja merkitédéin esimerkiksi Z/BAC = ZEDF'. Tamé johtuu siita, etta kartee-
sisessa koordinaatistossa esimerkiksi yhtenevét janat voitaisiin todeta yhtéd pitkiksi
etdisyyden avulla, mutta geometristen ominaisuuksien pohjalta janat voidaan todeta
vain yhteneviksi eli ne kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan.

SKS-sddnnon avulla saadaan todistettua myos muita samankaltaisia hyodyllisia
lauseita kuten KSK-sdanto (kulma-sivu-kulma). Aksioomalistaa tdydentdméén tarvi-
taan vield paralleeliaksiooma, jonka seurauksena saadaan monia tarpeellisia tuloksia.
Kyseisen aksiooman ansiosta tiedetdén esimerkiksi, ettd kolmion kulmien summa on
yhteensd kaksi suoraa kulmaa. Yhdensuuntaisuusaksiooma eli Eukleideen viides pos-
tulaatti 16ytyy teoksesta Alkeet: Kuusi ensimmdistd kirjaa eli tasogeometria, mutta
tissd tutkielmassa se muotoillaan eri tavalla [1, s.33]. Geometriaa, joka toteuttaa edel-
tavit aksioomat sekéd paralleeliaksiooman téssd muodossaan, kutsutaan euklidiseksi
tasogeometriaksi.

PA (eli paralleeliaksiooma). Olkoon suora [ ja piste P, joka ei ole kyseiselld suo-
ralla. Télloin pisteen P kautta kulkee tdsmélleen yksi suora I, joka on suoran [ kans-
sa yhdensuuntainen. Tamé tarkoittaa sité, ettd suorat [ ja I’ eivat leikkaa eli niilld ei
ole yhteisié pisteitd. Yhdensuuntaisuutta merkitddn [ || .

Tulevissa todistuksissa tarvitaan monia geometriasta tuttuja lauseita, jotka esitel-
ldéan aksioomien tapaan pohjatiedoksi lukijalle. Niiden avulla voidaan perustella tulok-
sia tdsmallisesti. Seuraavat lauseet 16ytyvit kirjasta Alkeet: Kuusi ensimmdistd kirjaa
eli tasogeometria ja niiden tarkemmat viittaukset ovat lauseiden lopussa.

LAUSE 1.3. (Kehdkulmalause) Olkoon pisteet A ja B ympyrdn jinteen pddtepis-
teet (Kuva 1.1). Jos pisteet C' ja B ovat ympyrdin kehdlld samalla puolella suoraa
AB, nuin tdalloin kulmat ZBCA = « ja ZBDA = (8 ovat yhtd suuret. Tdstda erikois-
tapauksena saadaan Thaleen lause, jossa pisteet B ja C' ovat halkaisijan pddtepisteet.
Kehdkulmalause loytyy lihdekirjasta hieman eri muodossa [1,5.105 — 106].

LAUse 1.4. (Vuorokulmalause) Olkoon suorat s ja t ja kulmat o, 3,,0 ja € kuten
kuvassa 1.2. Jos a = &, nuin s || t. Talloin vieruskulmalauseen mukaan o« ja € ovat
yhteensd kaksi suoraa kulmaa ja ristikulmalauseen mukaan 6 = 3 ja € =~y [1, 5.42].

LAUSE 1.5. (Kddnteinen vuorokulmalause) Olkoon suorat s jat ja kulmat o, 5,7, §
ja € kuten kuvassa 1.2. Jos s || t, niin o = S,oc = 6,7 = € ja « ja € oval yhteensd
kaksi suoraa kulmaa [1,s.43 — 44].

LAUSE 1.6. Ulkokulmaepdyhtdls. Kolmion ANABC ulkokulma pisteessd B on suu-
rempi kuin kumpikaan sisikulmista ZA ja ZC (Kuva 1.3) [1,5.31 — 32].

Maéaritelladn seuraavaksi nédiden aksioomien ja lauseiden pohjalta aritmeettiset
operaatiot yhtenevien janojen ekvivalenssiluokille Hilbertin tapaan, mutta kéiyttden
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Cc

\—

B

Kuva 1.1. Kehakulmalause

Kuva 1.2. Vuorokulmalause

Kuva 1.3. Ulkokulmaepéyhtéalo

yksinkertaistuksia, jotka ovat ilmeisesti peréisin italialaiselta matemaatikolta Federi-
go Enriquesilta. Madritelmét tehddan Hilbertin tasolla, joka toteuttaa paralleeliak-
siooman [5, 5.165 — 168]. Hilbertin tasolla tarkoitetaan pisteiden ja suorien joukkoa,
jotka toteuttavat insidenssi-, vélissdolo- ja yhtenevyysaksioomat. Hilbertin taso on
tarkemmin mééritelty kirjoitelman paaldhteessa [5,5.96 — 103].
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Kuva 1.4. Janojen yhteenlasku.

1.2. Janojen yhteenlasku

Léahdetadn liikkeelle magrittelemallé janojen yhteenlasku. Ekvivalenssiluokan maés-
rittelystd on syytd muistaa, ettd kun a = AB on jana, niin

l[a] ={CD: AB = CD}.
Janojen yhteenlaskun mééritelmé perustuu Hartshornen kirjaan [5,s.168 — 169].

MAARITELMA 1.7. Méadritellddn summa janojen ekvivalenssiluokille [a] ja [b]. Va-
litaan pisteet A, B siten, ettd [a] = [AB] (Kuva 1.4). Sitten suoralta AB valitaan
aksioomien (B2) ja (C1) mukaan piste C siten, ettd A x B x C ja [b] = [BC]. Télloin
voidaan maaritelld, ettéd [a] + [b] = [AC].

LAuse 1.8. Milld tahansa Hilbertin tasolla janojen yhteenlaskulla on seuraavat
ominaisuudet:

(1) [a]+[b] on hyvin mddritelty. Toisin sanoen, valitaan pisteet A, B, C' miten tahansa
mddritelmdan mukaan, niin tuloksena on yhtenevdt janat.
(2) [a] + [b] = [b] + [a]. Janojen summa on siis vaihdannainen.
(3) ([a] + [0]) + [¢] = [a] + ([b] + [c])-
(4) Mitkd tahansa kaksi ekvivalenssiluokkaa [a], [b] toteuttavat tiasmdlleen yhden seu-
raavista:

(i) [a] = [b].

(i1) On olemassa luokka [c] siten, etti [a] + [c] = [b].

(i13) On olemassa luokka [d] siten, ettd [a] = [b] + [d]

Tobistus. Olkoon [a] = [AB] ja [b] = [BC], missd A% BxC'. Tami oletus koskee
todistuksen kohtia (1) - (3).

(1) Valitaan eri pisteet A’ ja B’ siten, ettd [a] = [A’B’], ja piste C’ siten, ettd se
on suoralla A'B’ ja [b] = [B'C"]. Talloin [AC] = [A'C’] aksiooman (C3) mukaan.

(2) Olkoon [a] = [AB] ja valitaan piste C' siten, ettd A x B x C ja [b] = [BC],
jolloin [a] 4 [b] = [AC]. Nyt valitaan [b] = [DE] ja piste I suoralta DFE siten, ettd
D x E % F ja [a] = [EF]. Talloin [b] + [a] = [DF]. Huomataan, ettd [AB] = [FE],
[BC] = [ED] ja F x E x D, joten [AC] = [F' D] aksiooman (C3) mukaan. Tall6in siis
[a] + [b] = [b] + [a].

(3) Jotta saadaan ([a]+ [b])+[c], niin valitaan [a] = [AB] ja sitten valitaan suoralta
AB piste C siten, ettd A x B x C' ja [b] = [BC| (Kuva 1.5). Valitaan vield piste D
samalta suoralta siten, ettd AxC'x D ja [c] = [CD]. Talloin saadaan jana AD esitettya
muodossa ([a] + [b]) + [¢]. Toisaalta, jos valitaan [b] = [EF] ja piste G suoralta EF
siten, ettd E x F'* G, niin télloin [b] + [¢] = [EG]. Jotta saadaan [a] + ([b] 4 [¢]) niin
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Kuva 1.5.

Kuva 1.6. Syklinen nelikulmio

valitaan piste H siten, ettd Ax Bx H ja [BH| = [EG]. Mutta [BD] = [EG] aksiooman
(C3) mukaan, joten H = D janan yksikésitteisyysaksiooman (C1) takia. T&lloin siis
([a] + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [c]).

(4) Jos annetaan kaksi janaa a, b, niin laitetaan ne samalle puolisuoralle alkamaan
samasta pisteestd A. Télloin ne médraavit pisteet B, C siten, ettd [a] = [AB] ja
[b] = [AC]. Nyt jos B = C, niin [a] = [b]. Jos B # C, niin olkoon [¢] = [BC]. Jos
Ax BxC, niin [a] + [¢] = [b]. Jos taas A x C' * B, niin [a] = [b] + [c]. Aksiooman (B3)
mukaan ndmé ovat ainoat mahdollisuudet ja tasan yksi néistd on voimassa, miké

todistaa kohdan (4). O

1.3. Syklinen nelikulmio

Janojen kertolaskua ennen taytyy ymmaértaa mita sykliset nelikulmiot ovat. Né&ita
kuvioita kdytetddn apuna méariteltdessé janojen tuloa. Syklisten nelikulmioiden maé-
ritelmé 16ytyy teoksen Geometry: Euclid and Beyond viidennesta kappaleesta [5, s.55].

MAARITELMA 1.9. Syklinen nelikulmio on neljén pisteen A, B, C, D joukko,
jotka ovat kaikki saman ympyran kehélld siten, ettéd janat AB, BC, CD, DA yhdis-
tavat niitd (Kuva 1.6). Janojen tulee toteuttaa myos yleisen nelikulmion méaritelma
eli nelikulmion vastakkaiset sivut eivit saa leikata. Janat AC' ja BD ovat syklisen
nelikulmion lavist&jia.
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Kuva 1.7.

Syklisen nelikulmion hy&ty saadaan siithen muodostuvien eri kulmien suuruuksista,
jotka saadaan pisteiden A, B, C'; D ominaisuuksista ympyréin kehéalla.

LAUSE 1.10. Olkoon nelji pistetta A, B, C, D siten, ettd A ja B ovat samalla
puolella suoraa CD. Talloin pisteet A, B, C, D ovat samalla ympyrdn kehdlld, jos
ja vain jos kulmat ZLDAC ja ZDBC' ovat yhtd suuret.

Tobistus. Jos A, B, C, D ovat samalla ympyréan kehélld, niin kehdkulmalause
1.3 sanoo, ettd kulmat ZDAC ja ZDBC ovat yhtd suuret, koska ne ovat samalla
puolella saman ympyréan kaarta, jonka pisteet D ja C' maardavit (Kuva 1.7).

Toiseen suuntaan todistettaessa oletetaan, ettd kulmat kulmat ZDAC ja ZDBC
ovat yhté suuret. Nyt piirretddan kolmion AADC' ympérille ympyré, jonka keskipiste
on kolmion sivujen keskinormaalien leikkauspisteessé [1, s.124]. Piirretdén suora DB
siten, etté se leikkaa ympyran kaarta pisteessd B’. Talloin kehdkulmalauseen nojalla
kulma ZDB’'C on yhta suuri kuin kulmat ZDAC ja ZDBC. Jos D x B’ x B, niin
tdméa on ristiriidassa ulkokulmaepéyhtilon nojalla, koska kulma ZDB’C' on kolmion
ABCB' ulkokulma ja t&lloin sen tulisi olla suurempi kuin vastakkainen sisikulma
/ZDBC. Jos taas D * B x B’, niin kulma ZDBC on kolmion ABC B’ ulkokulma ja
télloin sen tulisi olla suurempi kuin vastakkainen sisikulma ZDB'C. Taten B = B’
ja kaikki nelja pistettd ovat samalla ympyralla. O

1.4. Janojen kertolasku

Nyt kun tiedetdéan, mité sykliset nelikulmiot ovat, tarvitaan vakioitu yksikkojana.
Valitaan yksikkojana ja merkitaéin sitd luvulla 1. Kuten syklisid nelikulmioita maa-
riteltdessé, tarvitaan paralleeliaksioomaa my6s tulon mééritelmén viimeisen kohdan
todistamisessa. Jotta voidaan puhua yhdenmuotoisista kolmioista, taytyy kolmion
kulmien summa olla sama, johon tarvitaan myos paralleeliaksioomaa [5,s.170 — 173].

MAARITELMA 1.11. Olkoon [a] ja [b] janojen ekvivalenssiluokkia. Madritellaan
tulo [a][b] seuraavasti. Ensiksi tehddén suorakulmainen kolmio AABC jossa [AB] =
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Kuva 1.8.

[1] ja [BC] = [a] ja kulma ZCBA on suora kulma. Olkoon kulma /BAC =
(Kuva 1.8). Sitten tehdéén toinen suorakulmainen kolmio ADEF siten, etté [DE]
[b] ja kulma ZEDF = «, kuten edellisessi kolmiossa AABC. Tallom tulo [a][b]
médritelldén uuden kolmion sivua EF vastaavaksi luokaksi [EF.

LAusSE 1.12. Milld tahansa Hilbertin tasolla, joka toteuttaa paralleeliaksiooman,
ojen kertolaskulla on seuraavat ominaisuudet:
[a][b] on hyvin mddritelty.

jan

(1)

(2) [a] - [1] = [a] kaikilla [a].

(3) [al[b] = [bl[a] kaikilla [a], [b].

(4) [al([o][]) = ([a][b]) ] kaikilla [a], [b], [c].

(5) Mille tahansa luokalle [a] on yksikdsitteinen [b] siten, ettd [a)[b] = [1].
(6) [al([b] + [c]) = [al[b] + [all¢] kaikilla [a], [0], [c].

TobisTus. (1) Tulo on hyvin mééritelty. Jos AA’B’C” on toinen suorakulmainen
kolmio, jolla on sivut a ja 1, niin silloin se on yhtenevé kolmion A ABC kanssa aksioo-
man (C6) mukaan. Siten saadaan myos yhtenevi kulma a. Jos kolmio AD'E'F' on
toinen suorakulmainen kolmio, jolla on kulma « ja sivu b, niin se on yhtenevé kolmion
ADEF kanssa KSK-sdannon perusteella. Télloin erityisesti sivu E'F’ on yhtenevéa
sivun F'F kanssa, joten [EF] = [E'F"].

(2) Lasketaan [a] - [1] kiyttdmalld kolmiota ADEF, jossa [b] = [1] ja kulma
ZEDF = a. Talloin ADEF = ANABC KSK-sdédnnon mukaan, joten [a] - [1] = [a].

(3) Lahdetédén liikkeelle janoilla a, b. Ensiksi tehdddn suorakulmainen kolmio
AABC, jolla on sivut 1 ja a (Kuva 1.9). Sivut ja suora kulma méaaraavit kolmiolle
kulman o = ZBAC'. Jatketaan sivua BC' suoran AB toiselle puolelle pisteeseen D as-
ti siten, ettd [BD] = [b]. Nyt pisteeseen D voidaan tehdid kulman « suuruinen kulma
aksiooman (C4) mukaan siten, ettd kulma on toisella puolella suoraa C'D kuin piste
A. Kulman sivu jatkuu, kunnes se leikkaa suoran AB jatkeen pisteessd E. Télloin
kolmio ADBE on suorakulmainen ja silld on sivu b ja kulma «, joten [BE| = [a][b]
maédritelmén mukaan.

Nyt voidaan kayttad lausetta 1.9 hyviksi ndihin neljddn pisteeseen A, C, E, D.
Koska kulmat ZFAC ja ZEDC ovat yhtenevit, niin lause 1.9 sanoo, ettd pisteet
A,C, E, D ovat samalla ympyréin kehélla ja muodostavat tiaten syklisen nelikulmion.
Koska nelikulmio JACED on syklinen nelikulmio, niin my6s kulmat ZDAFE ja
ZDCE ovat yhtenevit ja merkitdén niita symbolilla 5. Nyt tulon [b][a] mé&rittelemi-
seksi sovelletaan tulon [a][b] tapausta, mutta ldhdetédnkin litkkeelle suorakulmaisesta
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Kuva 1.9.

Kuva 1.10.

kolmiosta AABD, jolla on kulma § ja sivut 1,b. Téll6in, kun muodostetaan suora-
kulmainen kolmio ACBE, jolla on kulma £ ja sivu a, niin kolmion toiseksi sivuksi
BE muodostuu tulo [b][a]. Saadaan siis [a][b] = [BE] = [b][al.

(4) Tulon liitann&isyyden osoittamiseksi muodostetaan ensin kaksi suorakulmaista
kolmiota, joista toisella on sivut 1, a jotka muodostavat kulman « ja toisella on sivut
1, ¢ jotka muodostavat kulman v (Kuva 1.10). Tulon [a][b] m&&rittdmiseksi tehddén
viela yksi suorakulmainen kolmio AABC jonka sivu b ja kulma o mé#arittavat toisen
sivun ab.

Jatketaan sivua C'B suoran AB toiselle puolelle kunnes se kohtaa suoran, joka
alkaa pisteestd A kulman v madrddmésti (Kuva 1.11). Olkoon témé leikkauspiste
D, jolloin [BD] = [c|[b]. Tehdddn uusi suora pisteesti D kulman o méadraamésti
kohtaamaan sivun AB jatkeen pisteessd E. Talloin [BE| = [a]([c][b]).

Jo kohdan (3) todistuksessa osoitettiin, ettd koska ZEAC = o« = ZEDC), niin neli-
kulmio JACE D on syklinen nelikulmio. T&lloin syklisen nelikulmion ominaisuuksien
avulla pystyttiin péadttelemédn, ettd myos kulma Z/BCE = ~. Tamén ansiosta sivu
BE voidaan esittdd muodossa [c|([a][b]) eli saadaan [a]([¢|[b]) = [BE] = [c]([a][b]).
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Kuva 1.11.

Nyt, kun kéytetddn jo aiemmin todistettua tulon vaihdannaisuutta, niin saadaan
[a]([b][c]) = (la][b]) c]-

(5) Tehddén suorakulmainen kolmio, jonka suoran kulman sivut ovat 1, a. Olkoon
kulma « sivun 1 toinen kulma, jolloin kolmion kolmanneksi kulmaksi méaraytyy [.
Sitten tehddén toinen suorakulmainen kolmio, jonka suoran kulman toinen sivu on 1.
Olkoon kulma £ sivun 1 toinen kulma, jolloin kolmion kolmanneksi kulmaksi méaray-
tyy a. Olkoon suoran kulman toiseksi sivuksi méaardaytyvéa sivu b. Nyt, kun kidytetadn
kolmioihin kohdan (3) todistuksen pédttelyd, saadaan yhtalo [a][b] = [1].

(6) On annettu sivut a, b, ¢ ja kulma o méérdytyy suorakulmaisen kolmion mu-
kaan, jonka sivut ovat 1,a. Tehd&dén suorakulmainen kolmio AABC, jolla on sivu
b ja kulma o (Kuva 1.12). Télloin [BC| = [a][b]. Valitaan piste D suoralta AB si-
ten, ettd A x B x D ja [BD] = [c]. Télloin vastaavasti suoralta AC' méédrdytyy piste
F siten, ettd A« C' x F ja pisteet A, D ja F' muodostavat suorakulmaisen kolmion.
Piirretdéan suoran AB kanssa yhdensuuntainen suora C'E siten, ettd piste F on ja-
nalla DF. Koska AB || CE, niin kédénteisen vuorokulmalauseen 1.5 mukaan kulma
/FECF = «a. Huomataan myo0s, ettd jos tehdadn suora, joka kulkee pisteiden B ja
FE kautta, niin muodostuu kaksi suorakulmaista kolmiota ABDE ja AECB, joilla
kadnteisen vuorokulmalauseen 1.5 mukaan kulmat ZBED = ZFEBC'. Kyseisten kul-
mien viereinen sivu BE on sama molemmilla kolmioilla, joten SKK-sdannén mukaan
kolmiot ABDE ja AECB ovat yhtenevit ja erityisesti [CE] = [¢]. Koska alkuperéi-
nen suorakulmainen kolmio, jolla on sivut 1,a on yhdenmuotoinen kolmion ACEF
kanssa, niin tulon mééritelmin mukaan [EF] = [a][c].

Koska ABDE = AEC B, niin erityisesti [DE] = [a][b]. Nyt summan mééritelmén
mukaan [AD] = [b] + [c] ja [DF] = [a][b] + [a][c]. Toisaalta kolmiolla AAF D on sivu
[b] + [¢] ja kulma «, joten sivu DF voidaan esittdd muodossa [a]([b] + [c]). Télloin
[al (6] + [c]) = [a][b] + [a][c]. O
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C _Aa c .
ab ab
pat b c
A B D
Kuva 1.12.

Nyt on médritelty aritmetiikka janojen ekvivalenssiluokille. Ekvivalenssiluokista
saadaan muodostettua kunta, kun lisdtddn mukaan nollaluokka [0] ja negatiiviset
luokat, samaan tapaan kuin luonnolliset luvut laajennetaan kokonaisluvuiksi, katso
Geometry: Fuclid and Beyond [5,s.173 — 174]. Néin saatu jana-aritmetiikan kunta F’
on muiden kuntien tapaan joukko, johon on méaritelty yhteen-, vihennys-, kerto- ja
jakolasku siten, ettd néiden laskutoimitusten tulos kuuluu myos samaan joukkoon.
Kootaan ndmé ominaisuudet seuraavaan tulokseen:

LAUSE 1.13. Jana-aritmetitkan kunnassa F' on voimassa yhteen- ja kertolaskutoi-
mitukset eli jokaiselle [a],[b] € F' on olemassa [a] + [b] € F ja |a] - [b] € F seuraavin
ehdoin:

(1) Kunta F varustettuna yhteenlaskutoimituksella muodostaa Abelin ryhmdan eli

(¢) ([a] + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [c]) Kkaikilla [a],[b],[c] € F.

(1) [a] + [b] = [b] + [a] kaikilla [a],[b] € F.

(i73) On olemassa luokka [0] € F' siten, etti [a] + [0] = [a] kaikilla [a] € F.

(iv) Jokaiselle [a] € F on olemassa luokka —[a] € F siten, etti [a] — [a] = [0].
(2) Kunta F* = F — {0} varustettuna kertolaskutoimituksella muodostaa Abelin ryh-
mdn eli

(i) ([al[b])[c] = lal([b][c]) kaikilla [a],[b],[c] € F™.

(i7) [a][b] = [b][a] kaikilla [a],[b] € F*.

(17) On olemassa luokka [1] € F* siten, ettd [a][l

(iv) Jokaiselle [a] € F* on olemassa luokka [a]™*

| = [a] kaikilla [a] € F*.
€ F* siten, etti [a][a]™! = [1].
(3) Yhteen- ja kertolaskulle pdtee osittelulaki

[al([] + [e]) = [al[0] + [a][c].



LUKU 2
Yhdenmuotoiset kolmiot

Seuraavaksi padstddn luomaan pohjaa yhdenmuotoisten kolmioiden teorialle arit-
metiikan ja kunnan F' avulla. Eukldeideen kuudes kirja antaa samat tulokset, mutta
tavat, joilla vastaaviin tulosiin paastédan, ovat erilaisia. Kappaleessa jatkamme samalla
Hilbertin tasolla, joka toteuttaa paralleeliaksiooman.

Olkoon pisteet A ja B siten, ettd [a] = [AB]. Ekvivalenssiluokka [a] on kunnan F
alkio. Kutsutaan luokkaa [a] janan AB pituudeksi, kuten sitd on totuttu kutsumaan.
Kun [a] = [AB] ja [b] = [CD] niin voidaan sanoa, ettd niiden suhde on osamééra
[% € F. Voidaan sanoa myos, etté jos janojen pituudet ovat [a], [b], [c], [d] niin ne ovat

samassa suhteessa, jos % = %. Yhdenmuotoisten kolmioiden teoriaa kaydéaan lapi

Hartshornen kirjan kappaleessa 20 [5, s.175 — 186]. Cevan ja Desargues’n lauseet ovat
kappaleen harjoitustehtévia.

2.1. Yhtenevit kulmat ja sivujen suhde

MAARITELMA 2.1. Kaksi kolmiota AABC ja AA'B’'C" ovat yhdenmuotoiset, jos
toisen kolmion kaikki kulmat ovat yhtenevit toisen kolmion vastaavien kulmien kanssa
ja myos niiden sivut ovat samassa suhteessa (Kuva 2.1), eli

[AB]  [BC]  [CA]

[A/B'] [B/C'] [C’A'] ’

LAUSE 2.2. KKK-lause (kulma-kulma-kulma). Jos kahdella kolmiolla AABC' ja
NA'B'C" on kolme yhtenevid kulmaa, niin tdlloin kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

Lause on totta itse asiassa jo silloin, kun kahdella kolmiolla on kaksi yhtenevéa
kulmaa. Paralleeliaksiooman ollessa voimassa kolmioiden kulmien summat ovat yhtéa

Kuva 2.1. Yhdenmuotoiset kolmiot.
15
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Kuva 2.2.

suuret ja tdalloin jos kahdet kulmat ovat yhta suuret, niin taytyy viimeistenkin kulmien
olla yhté suuret.

TobDIsSTUS. Janojen tulon méaéritelmé perustui yhdenmuotoisten kolmioiden eri-
koistapaukseen, koska siind vertailtiin suorakulmaisten kolmioiden sivuja, joilla oli
yhteneva kulma. Sen takia todistetaan tdmé tulos palauttamalla tilanne suorakul-
maisiin kolmioihin.

Ensimmaéiseksi todistetaan, ettd kolmion AABC' sisdén voidaan piirtda ympyréa
(Kuva 2.2). Aluksi puolitetaan kulmat ZBCA ja ZC'AB, jolloin kulmanpuolittajat
leikkaavat toisensa paralleeliaksiooman perusteella pisteessd I, koska kahden kulman
puolikkaiden summa on alle kaksi suoraa kulmaa. Piirretdén pisteestd I normaalit
kolmion kaikille sivulle. Olkoon piste D sivulla AB, piste E sivulla BC ja piste F
sivulla C'A siten, ettd normaalit ovat ID,IE ja [F. Jotta kolmion sisélle voitaisiin
piirtdéd [-keskinen ympyré, niin normaalien tédytyy olla yhté pitkat.

Konstruktion nojalla ZFAI = ZIAD ja suorina kulmina /IFA = ZADI, joten
my6s kulmat ZAIF = /DIA. Lisdksi sivu AI on yhteinen kolmioille AADI ja
ANAFI, joten kolmiot ovat yhtenevit KSK-sdannon mukaan. Télloin erityisesti [D =2
I F ja samalla padttelylla kolmioista ACET ja ACFI saadaan [F = [ E. Voidaan siis
piirtééd I-keskinen I D-séteinen ympyré, joka sivuaa pisteissi D, E, F kolmion AABC
sivuja, koska kulmat néissé pisteissd ovat suoria.

Nyt, kun tiedetédn kaikkien normaalien olevan yhté pitkid, niin olkoon niiden pi-
tuus [h]. Todistuksesta saadaan myos, ettd jokaiseen kolmion kérkeen muodostuvat
pienemmaét kolmiot ovat yhtenevét keskenéén eli esimerkiksi AADI = AAFI. Téasté
tiedosta saadaan yhtenevit janat AD = AF| jotka ovat pituudeltaan [z]. Muut yh-
tenevit janat ovat BD = BE, joiden pituus on [y], ja CE = CF, joiden pituus on

Tehddan sama myos kolmiolle AA’B’C’; jolloin saadaan vastaavat pisteet D', E’,
F', I’ ja pituudet [2'], [v'], [2'], [P']

Olkoon « toinen puoli kulmasta ZA. Piirretdéan suorakulmainen kolmio, jolla on
kulma « ja kateettien pituudet [1] ja [r]. Télloin janojen tulon mééritelmén mukaan
[h] = [r][z]. Toisessa kolmiossa kulma ZA’ on yhtenevéd kulman ZA kanssa kolmion



2.2. KOLMION JAKAVA YHDENSUUNTAINEN SUORA 17

oletuksen mukaan. Talloin kulman ZA’ toinen puolikas on « ja samanlaisella paatte-

Iylla saadaan [h'] = [r][z']. Jakamalla tdmé yhtalo ensimmaéisestd kolmiosta saadulla
yhtalolld saadaan % = [[hi,]
Samalla tavalla kolmioiden AABC ja AA'B'C’ toisista kirjistd saadaan yhtdlot
% = % ja % = % Olkoon % = [k], jolloin yhtilot saadaan muotoon
[x] = [K][']
[yl = [¥][y]
[2] = [K][2].

Nyt, kun katsotaan alkuperiisid kolmioita niin ndhdéén, ettd kolmioiden sivut
ovat edellisten yhtdloiden summia. Esimerkiksi [a] = [y] + [2] saadaan muotoon [a] =
[k][y]+[k][v]. Kun kiytetddn yhtélsihin aiemmin todistettua kertolaskun osittelulakia
ja sivujen yhteyksié, saadaan sivujen pituudet muotoon

[a] = [K][o’]
[b] = [K][b]
[c] = [K][¢].
Télloin siis
W _ W _[d
[@] [T ]
joten kolmiot AABC ja AA'B'C’ ovat yhdenmuotoiset. O

Vaikka tdma todistus poikkeaa tdysin Eukleideen tavasta, niin muut yhdenmuo-
toisten kolmioiden tulokset saadaan helpommin mutta eri jirjestyksessi. Kirjassa
Alkeet tama KKK-lause todistettiin laittamalla kulmiltaan yhtenevit kolmiot AABC
ja ANA'B'C" samalle suoralle siten, etta sivut AB ja A’B’ olivat samalla suoralla ja
kolmiot koskettivat toisiaan kulmapisteissi B ja A’ eli B = A’. Talloin sivujen AC
ja B'C’ jatkeet leikkaavat pisteessd D, jolloin syntyy suunnikas OBC’'DC' ja tdmén
suunnikkaan avulla saadaan suhteet kolmioiden AABC' ja AA’B’'C’ sivujen vilille.

Seuraavaksi todistetaan muita tuloksia liittyen kolmioiden yhdenmuotoisuuteen.

2.2. Kolmion jakava yhdensuuntainen suora

LAUSE 2.3. Olkoon kolmio ANABC' ja piirretdan sivulle BC' yhdensuuntainen sivu
B'C" siten, etti se on kolmion NABC' sisdpuolella eli piste B' on sivulla AB ja piste
C" on sivulla AC'. Tidlloin sivujen AB ja AB' suhde on sama kuin sivujen AC' ja AC’
suhde. Sama pdtee myos toiseen suuntaan eli jos pisteet B ja C' jakavat sivut AB ja
AC siten, ettd sivut AB ja AB' ovat samassa suhteessa kuin sivut AC ja AC', niin
sivu B'C" on yhdensuuntainen sivun BC' kanssa (Kuva 2.3).

TobisTus. Koska sivu B’C’ on yhdensuuntainen sivun BC' kanssa, niin kulmat
/B’ ja ZC" ovat yhta suuret kulmien /B ja ZC kanssa kdanteisen vuorokulmalauseen
mukaan. Talloin kolmiot AABC ja AA’B'C' ovat yhdenmuotoiset KKK-lauseen mu-
kaan, koska kulma ZA on yhteinen molemmille kolmioille.
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Kuva 2.3.

Toista suuntaa todistettaessa oletetaan pisteiden B’ ja C’ jakavan sivut AB ja
AC siten, etté sivujen AB ja AB’ suhde on sama kuin sivujen AC ja AC' suhde eli

[AB] _ [AC]

[AB']  [AC"]
Otetaan piste D sivulta AC siten, ettd BC' || B’D. Talloin jo todistetun suunnan
perusteella sivujen AB ja AC suhde on my6s sama kuin sivujen AB’ ja AD suhde eli

[AB]  [AC]
[AB] " [AD]
Néamaé kaksi yhtéalod yhdistamalld saadaan
: [AB]
[ACT] = TAB]-[AC] [AD],
jolloin aksiooman (C1) mukaan piste C' = D on yksikésitteinen, koska [AC'] = [AD]
ja ne ovat samalla sivulla AC. Tallsin siis B'C” || BC. O

2.3. SSS-sddnnon yleistys

Seuraava tulos on kehitetty versio SSS-saénnosté (sivu-sivu-sivu) [5,s.177 — 178].
Siind todistetaan, ettd jos kahden kolmion kaikki vastinsivut ovat samassa suhteessa,
niin talloin kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Alkuperidinen SSS-sddnto sanoo, etté jos
kolmion kaikki sivut ovat yhtenevét toisen kolmion vastinsivujen kanssa, niin talléin
kolmiot ovat yhtenevét [1,s5.24 —25]. Normaalista poiketen tissd lauseessa tulokseksi
ei saada yhtenevid kolmioita, mutta toisaalta téssd versiossa riittdd, kun sivut ovat
samassa suhteessa.

LAUSE 2.4. Olkoon kaksi kolmiota NABC ja NA'B'C’, joista ensimmdisen kol-
mion sivut AB = a, BC' = b ja CA = ¢ ovat samassa suhteessa kuin toisen kolmion
vastaavat sivut o', b ja . Talloin kolmiot NABC ja NA'B'C’ ovat yhdenmuotoiset.

TobpisTus. Oletetaan, ettid toinen kolmioista, esimerkiksi AA'B’'C’, on suurem-
pi, koska muuten SSS-sddnnon mukaan kolmiot olisivat yhtenevét. Talloin 16ydetaan
aksiooman (C1) mukaan piste D sivulta ¢ siten, etté [c] = [C"D] (Kuva 2.4). Pisteen
D kautta voidaan piirtda sivun o' kanssa yhdensuuntainen suora, joka leikkaa sivua
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Kuva 2.4.

b’ pisteessi E. Nyt lauseen 2.3 mukaan kolmiot AA’'B'C” ja ADEC" ovat yhdenmuo-
toiset, joten niiden sivut ovat samassa suhteessa. Oletuksen mukaan kolmion AABC
sivut ovat samassa suhteessa kolmion A A’ B'C” sivujen kanssa, joten jana-aritmetiikan
kunnan F' mukaan myos kolmioiden AABC ja ADFEC’ sivut ovat samassa suhteessa.

Toisaalta jana C’D valittiin yhteneviksi janan ¢ kanssa, minki takia néiden si-
vujen suhde on 1. Téstéd seuraa, ettd kolmion AABC' kaikki sivut ovat yhtenevét
kolmion ADEC" vastaavien sivujen kanssa, joten alkuperiisen SSS-sdinnon mukaan
kolmiot ovat yhtenevit. Télloin myos kolmioiden AABC ja ADEC” kaikki kulmat
ovat yhtenevit ja samoin myos kolmion AA’B’'C’ kulmat, koska kaksi viimeisté kol-
miota ovat yhdenmuotoisia. On siis osoitettu, ettd kolmioiden AABC ja AA'B'C’
kulmat ovat yhtenevét, joten lauseen 2.2 mukaan ne ovat yhdenmuotoiset. 0

2.4. Pythagoraan lause

Seuraavaksi todistetaan, ettd Pythagoraan lause on voimassa jana-aritmetiikan
kunnassa F'. Témén lauseen Eukleides todisti sivujen nelididen pinta-alojen yhtéasuu-
ruudella [1,5.62 — 64]. Jana-aritmetiikan tavalla todistus on téysin erilainen, koska
tassa kirjotelmassa ei ole todistettu mitéén yhteyksid pinta-alan ja jana-aritmetiikan
vilille.

LAUSE 2.5. Jos suorakulmaisella kolmiolla NABC' on kateetit a,b ja hypotenuusa
c, nn

jana-aritmetitkan kunnassa F'.

TobisTus. Lauseen todistamiseksi taytyy ensin piirtda jana C'D, joka on koh-
tisuorassa hypotenuusaan nidhden ja piste D on hypotenuusalla (Kuva 2.5). Télloin
muodostuu kaksi pienempééd kolmiota AADC ja AC' DB, jotka ovat yhdenmuotoiset
alkuperéisen kolmion kanssa. Tama siksi, koska molemmilla pienemmilld kolmioilla on
yksi yhteinen kulma kolmion AABC kanssa ja suora kulma, jolloin KKK-lauseen mu-
kaan kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Koska kaikki kolmiot ovat yhdenmuotoisia, niin
télloin niiden sivut ovat samassa suhteessa ja kolmioista ACDB ja AABC saadaan
yhtélo

(2] _ [d]

[a] e
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C-X

Kuva 2.5.
Toisaalta kolmioista AADC' ja AABC' saadaan yhtilo

[e] = (2] _ []

Bl

Nyt kun kerrotaan molemmat yhtélot ristiin, saadaan

ja
[c]* = [e][=] = [B]*.

Yhdistamaélla ndmé kaksi yhtdalod, saadaan todistettua Pythagoraan lause

U

SEURAUS 2.6. (Pythagoraan lauseen seuraus) Hilbertin tasolla, joka toteuttaa pa-
ralleeliaksiooman, jana-aritmetiikan kunta F on Pythagoraan kunta eli kaikilla [a] €
F on olemassa +/[1] + [a)? € F.

TobIsTUS. Tulee osoittaa, ettd mille tahansa janalle [a] € F pitee /[1] + [a]? €
F. Jos [a] = 0, niin tapaus on triviaali. Kunnan F' ominaisuuksien mukaan voidaan siis
olettaa, ettd [a] on positiivinen. Muodostetaan suorakulmainen kolmio, jonka kateetit
ovat [a] ja [1]. Télloin lauseen 2.5 mukaan hypotenuusa on +/[1] + [a]? € F. Siten
kunta F' on Pythagoraan kunta.

2.5. Ympyréan janteiden suhde

LAUSE 2.7. Jos kaksi saman ympyrdin jinnetti AC ja BD leikkaavat toisensa
pisteessd E, niin kummankin jinteiden osien pituudet [AE] = [a], [EC] = [b], [DE] =
[c] ja [EB] = [d] toteuttavat yhtilon

jana-aritmetitkan kunnassa F.
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Kuva 2.6.

TobisTus. Piirretddn janat AB ja C'D (Kuva 2.6). Télloin kehdkulmalauseen
mukaan kulmat ZABD ja ZAC D ovat yhté suuret ja myos kulmat Z/CAB ja ZCDB
ovat yhtéd suuret. Huomataan myos, ettd kulmat Z/BEA ja ZDEC ovat yhtd suu-
ret toistensa ristikulmina, joten myos kolmannet kulmat ovat yhtd suuret ja lauseen
2.2 mukaan kolmiot AABFE ja ACDFE ov[a;c yh([i]enmuotoiset. Tasta seuraa, ettd kol-

mioiden sivut ovat samassa suhteessa eli = o Ristiin kertomalla saadaan yhtélo

[al (] = [e][d]. 0

2.6. Cevan lause

LAUSE 2.8. Olkoon kolmio ANABC' ja olkoon piste P mikd tahansa piste kolmion
sisdltd. Kun piirretddan suorat jokaisesta kdrjestd pisteen P kautta, niin ne leikkaavat
vastakkaiset sivut pisteissi D, E ja F ja muodostuu [AF] = [a], [FB] = [b],[BD] =
[c], [DC] = [d], [CE]| = [e] ja [EA] = [f] (Kuva 2.7). Tdlloin

TobisTus. Piirretddn suora [ pisteen A kautta, joka on sivun BC' kanssa yhden-
suuntainen. Jatketaan janoja C'F' ja BFE siten, ettd niiden jatkeet leikkaavat suoran [
pisteissd G ja H. Janojen jatkeet leikkaavat suoran [ paralleeliaksiooman nojalla, kos-
ka [ || C'B ja piste P ei kuulu niistd kummallekaan. Talloin syntyy monia yhdenmuo-
toisia kolmioita, kuten esimerkiksi kolmiot AAFG ja ABFC. Ndmé ovat yhdenmuo-
toisia lauseen 2.2 mukaan, koska kulmat Z/GF A ja ZC'F B ovat toistensa ristikulmia
ja kulmat Z/FAG ja ZFBC seki ZAGF ja Z/BCF ovat toistensa vuorokulmia, jo-
ten kaikkien kolmioiden kaikki kolme kulmaa ovat yhtenevid. Samaan tapaan kolmiot
kolmiot AAEH ja ACFEB ovat yhdenmuotoisia, jolloin kyseisten kolmioiden sivut
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Kuva 2.7.
ovat suhteessa
] _ B
[AG] [ +[d]" [AH] [c]+][d]
— [AG] = % AH] = W

Lauseen 2.2 mukaan myos kolmiot AAPH ja ADPB, NAPG ja ADPC ovat yh-
denmuotoiset, joten niiden sivut ovat suhteessa

[AH] _ [ [AG] _ [d]

[AP]  [PD]” [AP] [PD]
Néisté yhtéloistéa saadaan eliminoitua sivut [AP] ja [P D] pois ja ne voidaan yhdistéé,

jolloin saadaan
[c] [d] [c] - [AG]
=—— < [AH|=—7+—
[AH] ~ [AG] ]
Kun tamé tieto sijoitetaan ensimmaisistd yhdenmuotoisista kolmioista saatuun yhté-
166n, saadaan

d-[BC] [d-146] ] [BC)
A= Tw T

[AG] _ o] [AG] _ [d]-[f]

[BC] I [BC] [d]-[e]

Nyt voidaan yhdistda ndmé yhtalot ja saadaan

[ _ [d]-]f] [a] - [] - [e]

2.7. Desargues’n lause

LAUSE 2.9. Olkoon kolmiot NABC ja NA'B'C" ja oletetaan, etti ne ovat pers-
pektiivissd pisteen O suhteen eli suorat AA', BB’ ja CC" leikkaavat pisteessi O. Jos
sivut AB || A’B" ja BC' || B'C", niin sivut CA || C'A'.
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Kuva 2.8.

TobisTus. Piirretdéan kolmioiden AABC ja AA’B'C’ kulmien vilille suorat AA’,
BB’ ja CC’, jolloin ne leikkaavat pisteessd O, kuten oletettiin (Kuva 2.8). Télloin
muodostuvat yhdenmuotoiset kolmiot AABO ja AA’B’O lauseen 2.3 mukaan, koska
AB || A'B’ ja toiset yhdenmuotoiset kolmiot ACBO ja AC'B'O, koska CB || C'B'.
Talloin kolmioiden sivut ovat suhteessa

[0A] _ [0oB]  [0C] _ [0B]

[0A]  [0oB] [0C] [0BY]
josta yhtélot saadaan yhdistettyd muotoon

[OA]  [OC] [OA] [OA]

[OA]  [0C [oc) |oc
Kolmioilla AACO ja AA'C'O on yhteinen kulma ZCOA = ZC'OA’ ja kulmasta

lahtevit sivut OA ja OA’ ovat samalla suoralla ja myos sivut OC' ja OC’ ovat sa-

malla suoralla. Koska kolmioiden AACO ja AA'C'O sivujen suhde [[gj,]] = %, niin

lauseen 2.3 mukaan sivut C'A ja C' A’ ovat yhdensuuntaisia.



LUKU 3

Koordinaattigeometria

Kirjoitelma aloitettiin luomalla jana-aritmetiikan kunta F' Eukleideen tapaan puh-
taan geometrian avulla. Tdméa geometrian perusta luotiin Hilbertin aksioomien avul-
la ja sen myd6ta pystyttiin todistamaan luvussa 2 esitettyja lauseita, jotka liittyivat
yhdenmuotoisiin kolmioihin. Téssé luvussa naytetdén, ettd kun aiemmin méaaritelty
jana-aritmetiikka liitetddn koordinaattigeometriaan, niin kaikki tutkielmassa késitel-
Iyt tulokset pétevit myos koordinaatistossa. Matemaattisesti sanottuna, olkoon II
Hilbertin taso, joka toteuttaa paralleeliaksiooman, ja olkoon kunta F' tason II jana-
aritmetiikan kunta. T&lloin II on isomorfinen kuntaan F liittyvén karteesisen koordi-
naatiston F'? kanssa.

Janojen ekvivalenssiluokkien kunta F' muodostettiin pistepareista, joiden viilille
muodostuu jana. N&itd ekvivalenssiluokkia pystyttiin vertailemaan aksioomien avul-
la ja tyokaluiksi todistuksiin méaéariteltiin laskutoimitukset néille luokille. Tavallisesti
ekvivalenssiluokat yhdistetdén janojen pituuksiin, ja kun pituudet liitetdan esimerkik-
si reaalilukuihin, pystytdén vertailemaan janoja. Tdmé& on juuri karteesinen ldhesty-
mistapa, jossa pituuden ja lineaaristen yhtéloiden avulla saadaan méériteltyéd suorat
ja yhtenevyys, jonka jilkeen algebrallisten ominaisuuksien avulla voidaan todistaa
geometrian aksioomien olevan totta.

Tutkielmaa lukiessa on hyva muistaa, ettd kunnassa F' jotkin asiat voivat olla tot-
ta, vaikka ne eivat pade kaikissa geometrisissa malleissa. Karteesinen koordinaatisto
F? on vain yksi monista geometrisista malleista. Esimerkiksi jos ' = R, niin télléin
Dedekindin aksiooma, joka koskee reealilukujen tdydellisyytté, on voimassa, mutta se
ei pade rationaalilukujen kunnassa.

On olemassa myos geometrioita, joilla ei ole vastaavaa yhteyttd kunnan kanssa ja
niiden ominaisuudet poikkeavat tdmén kunnan péélle rakennetun geometrian ominai-
suuksista. Jos jatetddn téssd tutkielmassa kiytetystd aksiomaattisesta geometriasta
paralleeliaksiooma pois, saadaan erilaisia geometrian malleja, jotka poikkeavat té-
mén tutkielman geometriasta. Esimerkiksi hyperbolisessa geometriassa kolmion kul-
mien summa on aina pienempéd kuin kaksi suoraa kulmaa ja tietyn suoran kanssa
yhdensuuntaisia suoria kulkee suoran ulkopuolisen pisteen kautta dadrettéméan mon-
ta. Projektiivisessa geometriassa taas yhdensuuntaiset suorat leikkaavat pisteissa &a-
rettoméan kaukana, mikéd perustuu perspektiiviin. Nyt kuitenkin keskitytddn tdmén
kirjoitelman euklidiseen geometriaan, johon liittyvii karteesusta koordinaatistoa £
késitellaan Hartshornen teoksen kappaleessa 21 [5,5.186 — 193].

3.1. Karteesinen koordinaatisto

Karteesisen koordinaatiston pohjaa luodaan Hartshornen kirjassa luvussa 13 [5,
s.118 — 119] ja luvuissa 14-16 mééritelladn sen algebrallisia ominaisuuksia ja todiste-
taan Hilbertin aksioomien pitédvyys koordinaatistossa [5, s.128 —148]. Piste tavallisessa

24
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ax+by+c=0

| mbreeso

(0,0)

Kuva 3.1.

koordinaatistossa on reaalilukupari (a,b) ja karteesinen koordinaatisto R? on kokoel-
ma kaikista néistd pisteistd (Kuva 3.1). Nyt halutaan vastaavasti yhdistdéd karteesi-
nen koordinaatisto aiemmin méériteltyyn jana-aritmetiikan kuntaan F'. Karteesisen
koordinaatiston F? pisteet ovat ekvivalenssiluokkien pareja ([a], [b]). Koordinaatiston
pisteet, jotka ovat muotoa ([al,[0]), muodostavat z-akselin, kun taas pisteet muotoa
([0], [b]) muodostavat y-akselin. Nédiden kahden akselin leikkauspiste ([0], [0]) on origo.
Néiden tietojen avulla voidaan méaritelld suoran yhtalo.

MAARITELMA 3.1. Olkoon karteesinen koordinaatisto F? jana-aritmetiikan kun-
nassa F. Suora koordinaatistossa on pisteiden (z,y) € F? joukko, jotka toteuttavat
lineaarisen yhtalon

[a)z + [bly + [c] = 0,

jossa luokista joko [a] tai [b] on nollasta poikkeava (Kuva 3.1).

Jos [b] = [0], niin muodostuu y-akselin suuntaisia suoria, jotka voidaan antaa
muodossa © = —%. Kaikki muut suorat voidaan antaa muodossa y = [m]x + [b], jossa
[m] on suoran kulmakerroin ja [b] kertoo missi kohtaa suora leikkaa y-akselin. Kaksi
suoraa ovat yhdensuuntaiset, jos ne ovat samat tai niilld ei ole yhtdkadn yhteistéa
pistettid. Karteesisen koordinaatiston esitystavassa tdma tarkoittaa sitd, ettd suorat
ovat yhdensuuntaiset jos ja vain jos suorilla on sama kulmakerroin. Tasméllisemmin
yhdensuuntaisuuden saa ratkaistua suoran yhtaloista siten, ettd laitetaan muuttujan
y suhteen ratkaistut yhtéalot yhtd suuriksi ja katsotaan mitd yhtélolle kdy. Valitaan

kaksi suoraa y = [m]z + [b] ja y = [m/]a + [V], joista muodostuu yht#lo
[m]a + [b] = [m]z + V],

joka saadaan muotoon
([m] = [m)z = [b'] — [b].

Yhdensuuntaisten suorien tapauksessa on kaksi vaihtoehtoa. Jos [m] = [m/] ja
[b'] = [b], niin yhtélosta tulee [0] = [0], jolloin suorat ovat samat eli niilld on &&-
rettomén monta leikkauspistetta. Jos taas [m] = [m/] mutta [b'] # [b], niin yht&lo
on epatosi eli suorilla ei ole yhteisid pisteitd. Kun [m]| # [m/] niin talloin yht&losté
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voidaan ratkaista muuttuja x
[b'] — [b]
[m] — [m’]

)

joka on suorien leikkauspisteen x-koordinaatti.

3.2. Insidenssiaksioomat

Seuraavaksi todistetaan, ettd Hilbertin aksioomat pétevit myos téssd luvussa ké-
sitellyssé karteesisessa koordinaatistossa. Ensimméisend kéydadn lépi insidenssiak-
sioomat.

LAUSE 3.2. Olkoon F jana-aritmetiikan kunta. Hilbertin insidenssiaksioomat (11),
(12), (13) ja parallecliaksiooma (PA) toteutuvat karteesisessa koordinaatistossa F*.

TobisTtus. Aksiooman (I1) mukaan kaksi pistettd virittdvét yksikéasitteisen suo-
ran. Koska jana-aritmetiikan kunnassa voidaan kéiyttaa peruslaskutoimituksia +,—,- =+,
niin normaalin analyyttisen geometrian tapaan loydetiin pisteille P,Q € F? suora,
joka kulkee néiden pisteiden kautta. Valitaan pisteet P = ([a], [b]) ja Q = ([c],[d]).
Yhtéalo suoralle, joka kulkee pisteiden P ja () kautta, saadaan sijoittamalla pisteet
yhtaloon

y = [b] = k(z — la])
El]]:[[ﬁ on pisteiden P ja () médraamén suoran kulmakerroin, kun [¢] # [a].
Jos taas [c] = [a], on halutun suoran yhtdlo x = [c].

Aksiooman (I2) mukaan jokaisella suoralla on ainakin kaksi pistettd. Kunnassa
F on vahintaéan kaksi luokkaa [0],[1], jolloin laittamalla = = [0] tai = [1] saadaan
suoran yhtdlostd y = [m]x + [b] pisteet ([0], [b]) ja ([1], [m]+ [b]). Jos suora on muotoa
r = [c], niin voidaan valita y = [0] tai y = [1], jolloin sadaan pisteet ([c],[0]) ja
([e], [1]). Siispé jokaisella suoralla on ainakin kaksi pistetta.

Aksiooman (I3) mukaan on olemassa kolme pistetti, jotka kaikki eivét ole samalla
suoralla. Valitaan pisteet ([0],[0]), ([0],[1]) ja ([1],]0]), jolloin kahden ensimméisen
pisteen kautta kulkee yksikésitteinen suora x = [0], joka ei kulje kolmannen pisteen
kautta.

Paralleeliaksiooman mukaan, jos on suora [ ja piste P, joka ei ole kyseiselld suo-
ralla, niin talloin pisteen P kautta kulkee tdsmaélleen yksi suora [’, joka on suoran [
kanssa yhdensuuntainen. Karteesista koordinaatistoa mééritellessa kaytiinkin jo l&-
pi yhdensuuntaisuutta. Todettiin, ettd suorat ovat yhdensuuntaiset, jos niilla ei ole
yhteisid pisteitd tai ne ovat samat. Karteesisessa koordinaatistossa tdma tarkoittaa
sitd, ettd suorat ovat yhdensuuntaisia jos ja vain jos suorilla on sama kulmakerroin.
Olkoon [m] annetun suoran kulmakerroin. T&ll6in pisteen P kautta kulkee tdsmiélleen
yksi suora, jonka kulmakerroin on mys [m]. Suorien [ ja I’ yhtdlot ovat samat lukuun
ottamatta y-akselin leikkauskohtia méaaraavad luokkaa [b]. O

jossa k =

3.3. Jarjestysaksioomat

Jarjestysaksioomien todistamiseksi méaritelldédn kunnan F' positiivinen osajoukko
P.
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Kuva 3.2.

MAARITELMA 3.3. Olkoon P kunnan F' osajoukko, johon kuuluvat positiiviset
jana-aritmetiikan kunnan F' luokat, eli ne luokat, jotka vastaavat janojen pituuksia.

Télloin pétee:
() Jos [a], [b] € P, niin [a] + [b] € P ja [a][b] € P.
(77) Mille tahansa luokalle [a] pétee yksi ja vain yksi seuraavista: [a] € P; [a] = [0];
—[a] € P.

LAUSE 3.4. Jarjestetyssd kunnassa (F, P) mddritellain [a] > [b] jos [a]—[b] € P ja
[a] < [b] jos [b] — [a] € P. Tamd jarjestyksellinen ominaisuus toteuttaa luonnollisesti
seuraavat:

(i) Jos [a] > [b] ja [¢] € F, niin [a] + [¢] > [b] + [c].

(ii) Jos [a] > [b] ja [b] > ], niin [a] > [c].

(iid) Jos [a] > [b] ja [c] > [0], niin [a][c] > [b][c].

(1v) Olkoon [a],[b] € F. Yksi ja vain yksi seuraavista on voimassa: [a] > [b]; [a] = [b];
[a] < [0].

Kunnan (F, P) jarjestyksen ansiosta voidaan nyt ndyttaa, ettd Hilbertin jarjestys-
aksioomat péatevit karteesisessa koordinaatistossa. Pisteiden vélissédolo méaritelldéan
karteesisessa koordinaatistossa siten, ettd A x B x C on voimassa jos pisteet A, B ja C'
ovat samalla suoralla ja pisteen B z-koordinaatti on pisteiden A ja C' z-koordinaattien
vilissd. Jos suora on pystysuuntainen, niin kdytetéaén pisteiden y-koordinaatteja.

LAUSE 3.5. Olkoon (F, P) jana-aritmetiikan kunta. Talloin aksioomat (B1)-(B4)
ovat voimassa tasossa F?.

Tobistus. (B1) Olkoon A = ([a1],[az]), B = ([b1], [b2]), C = ([c1], [c2]) kolme
pistettd suoralla y = [m]z + [b]. Télloin A x B *x C' pétee, jos joko [a1] < [b1] < [¢1] tai
[a1] > [b1] > [c1] kunnan (F, P) jérjestyksen mukaan. Jos suora on pystysuuntainen,
niin kiytetddn toisia koordinaatteja samaan tapaan. Tastd ndhdaén, ettd myos C'
B % A on voimassa.

(B2) seuraa myos suoraan tiedosta, ettd milld tahansa jérjestetyn kunnan alkioilla
[b] > [d] € F on olemassa [a],[c|,[e] € F siten, ettd [a] < [b] < [] < [d] < [e].
Esimerkiksi voidaan valita [a] = [b] — [1], [c] = %([b] + [d]) ja [e] = [d] + [1].

(B3) seuraa tiedosta, ettéd jérjestetyssd kunnassa F, jos [a], [b], [c] ovat kolme
erillisté luokkaa, niin yksi ja vain yksi seuraavista voi olla voimassa:
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) A
>- B
C
0 d -
Kuva 3.3.
[a] < [b] < [c];
[a] < [e] < [b);
[b] < [a] <[c};
[b] < [c] < al;
[c] < [a] < [b);
[c] < [b] < [a].

(B4) Oletetaan, etta on annettu kolmio AABC' ja suora [, joka leikkaa sivua AB
(Kuva 3.3). Oletetaan myos, ettd A, B, C' € . Taytyy nédyttda, ettd suora [ leikkaa
myos sivua AC' tai BC' mutta ei molempia.

Ensin oletetaan, etté suora on pystysuora, joten sen yht#lo on x = [d]. Olkoon [a],
[b], [c] pisteiden A, B, C' z-koordinaatit. Talloin joko [a] < [d] < [b] tai [b] < [d] < [a.
Oletetaan ensimméinen, jotta pisteet menevit kuten kuvassa. Jos [c] < [d], niin on
selviid, ettd suora [ leikkaa sivua BC mutta ei sivua AC. Jos [c] > [d], niin suora [
leikkaa sivua AC' mutta ei sivua BC'.

Jos [ ei ole pystysuora, niin voidaan tehd&d koordinaattien muutos, joka séilyt-
tda jérjestyksen ja muuttaa suoran [ pystysuoraksi, mutta tdmén yksityiskohdat
ohitetaan. Hartshorne tekee teoksessaan koordinaattien muutoksen lauseessa 14.2
[5,5.130 — 131]. 0

3.4. Yhtenevyysaksioomat

Jotta voidaan todistaa vield yhtenevyysaksioomat koordinaatistossa, niin taytyy
yhtenevyydet ensin mééritelld sielli. Jana AB on siis kokoelma kaikista pisteista,
jotka ovat suoralla AB pisteiden A ja B vilissd, mukaan lukien péaétepisteet. Ja-
nojen yhtenevyyden todistamiseksi tarvitsee janoja pystyé vertailemaan. Tamé voi-
daan toteuttaa kidyttamaélla tuttua euklidisen etédisyyden funktiota kahdelle pisteelle

A = ([a], [az]) ja B = ([ba], [b2]):
dist(A, B) = v/([aa] = [a])? + ([a] — [b2])*.
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m

Kuva 3.4.

Yleisessa jarjestetyssa kunnassa F' ei kuitenkaan ole valttamatta méaritelty neliGjuur-
ta, joten kaytetddn tutun etdisyyden mittauksen sijasta etédisyyden nelicta eli

dist*(4, B) = ([ar] — [0a])* + ([az] — [b2])*.
Nyt janat voidaan mééritella yhteneviksi tdmén funktion avulla.

MAARITELMA 3.6. Kaksi janaa AB ja C'D ovat yhtenevit jarjestetyn kunnan F
madraamassé karteesisessa koordinaatistossa, jos

dist*(A, B) = dist*(C, D).

Seuraavaksi méadritellddn yhtenevyys kulmille funktion tan o € F avulla. Téssé
funktiossa on taustalla tavallinen trigonometrian tangenttifunktio, mutta koska tés-
sé tutkielmassa ei olla mééritelty trigonometriaa koordinaatistossa, ei voida olettaa
mitéadn tangenttifunktion ominaisuuksia todistamatta.

Kulma ZC' AB muodostuu kahden janan AB ja AC vilille, kun ne alkavat samasta
pisteestd A. Jos jana AB on suoralla [ ja jana AC suoralla I’, niin kulman sisépisteiden
joukko muodostuu kaikista niistd tason pisteisté, jotka ovat pisteen B kanssa samalla
puolella suoraa I’ ja pisteen C' kanssa samalla puolella suoraa I.

Kulma ZCAB on suora kulma, jos sen muodostavien suorien kulmakertoimet
toteuttavat yhtialon mm’ = —1. Kulma on terdvé, jos se on suoran kulman sisépuolella
ja se on tylppé, jos sen sisélld on suora kulma.

MAARITELMA 3.7. Jos kulma « muodostuu kahdesta puolisuorasta r, 7/, jotka
ovat suorilla joiden kulmakertoimet ovat m ja m/, niin kulman « tangentti on

/
m —m
tana = & ,

1+ mm/

jossa otetaan +, jos kulma on terdvé ja —, jos kulma on tylppa (Kuva 3.4). Suoralle
kulmalle tan o = oo.

LAUSE 3.8. Olkoon F jana-aritmetitkan kunta ja F? sen mddrddimd karteesinen
koordinaatisto. Tilloin F? toteuttaa aksioomat (C1)-(C5).

HuomauTus 3.9. Jos luokka [a] € F' on miké tahansa luokka jana-artimetiikan
kunnassa F', niin tarkastellaan janaa, joka ldahtee pisteesté ([0], [0]) pisteeseen ([al, [1])
(Kuva 3.5). Tille janalle on yhtenevé jana z-akselilla alkaen myos origosta vain jos
on olemassa luokka [b] € F siten, ettd

dist*(([0], [0]), ([al, [1])) = dist*(([0], [0]), ([b], [0]))-

Talloin siis
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(a,1)

(0,0) a b
Kuva 3.5.

Tarvitaan siis luokka [b] € F, joka on luokan [1]+ [a]? nelitjuuri. Toisin sanottuna,
jos aksiooma (C1) on voimassa karteesisessa koordinaatistossa F2, niin tulee kunnan
F olla Pythagoraan kunta. Seuraus 2.6 kertoo, ettd néin todella on.

Tobistus. (Cl) Koska kunta F' on Pythagoraan kunta, niin mille tahansa luokalle
[c] € F on olemassa +/[1] 4 [¢]?> € F. Toisaalta mille tahansa luokille [a], [b] € F', jossa
[a] # [0], saadaan yht#lo

a + [ = [o] (m ¥ (%)) |

Kun [¢] = %, niin saadaan, ettd

[a]? + [b? = [[a]| - V1] +[c]?

kuuluu my6s kuntaan F. Tésté seuraa, ettd mille tahansa kahdelle pisteelle A, B € F?
pisteiden vélinen etéisyys kuuluu myos kuntaan F', joten saadaan etéisyysfunktio

dist(A, B) = v/([aa] — [ba])? + ([az] — [b2])? € F.

Oletetaan, ettd on annettu suora y = [m]x + [b] ja piste A, joka on suoralla. Halutaan
saada jana, jonka pituus on [d]. Voidaan sanoa, ettd piste A = ([a], [m][a] + [b]) ja
ollaan etsiméssa pistettd C' = ([c], [m][c] + [b]) samalta suoralta, niin etta

dist(A, C) = [d].

Talloin siis

V(la] = [e)? + ([m]la] + [b] — ([m][e] + [0]))* = [d],
josta tulee
|[a] = [e]] - V/[1] + [m]? = [d].

Koska F' on Pythagoraan kunta, niin luokka /[1] + [m]? kuuluu kuntaan F. T#ll6in
yhtélo voidaan ratkaista luokan [c] suhteen. Muokataan ensin yhtaloa

d—[d = —4__
e = el =
Itseisarvo huomioiden tulee kaksi vaihtoehtoa
cl = la L
[c] = [a] SIEEE

riippuen siitd kumpaan suuntaan pituus [d] halutaan mitata pisteestd A.
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(C2) selvisti kaikki janat ovat yhtenevii itsensd kanssa. My0s transitiivisuus on
selviid etdisyysfunktion dist? avulla, jolla méiriteltiin janojen yhtenevyys koordinaa-
tistossa.

(C3) aksiooma voidaan todistaa myos etdisyysfunktion dist? avulla. Koska pisteet
A, B, C ovat suoralla siten, ettd A * B % C, niin talloin

dist(A, B) + dist(B, C) = dist(A, C).

Jotta edellisessé yhtélossa ei esiintyisi neligjuuria, niin korotetaan yhtalo puolittain
toiseen potenssiin, koska molemmat puolet ovat positiivisia:

(dist(A, B) + dist(B, C))* = dist*(A, ©),
dist®(A, B) + [2] - dist(A, B) - dist(B, C) + dist*(B, C) = dist*(A, C).
Keskimmaéinen termi yhtdlon vasemmalla puolella on vield funktion dist avulla muo-
dostettu, mutta todistuksen lopuksi huomataan, ettd keskimmaéinenkin termi voidaan
esittdd ilman neligjuuria.

Olkoon suora y = [m]x + [b] ja piste A = ([a1], [a2]), jolla on pienin z-koordinaatti
annetuista kolmesta pisteestéd. Jos kaikilla pisteillda on sama z-koordinaatti, niin va-
litaan piste A siten, etté sild on pienin y-koordinaatti ja tehddén vastaava pédttely.
Valitaan [h], [k] > O siten, etté

B = ([a] + [h]; [a2] + [m][R])
C = ([aa] + [1] + [K], [az] + [m]([A] + [K])-

Talloin

dist(B, C) = [k]\/[1] + [m]?,
dist(A, C) = ([h] + [K])V/[1] + [m]?.
Toiseen korottamalla edelliset yhtélot saadaan muotoon
dist*(A, B) = [R*([1] + [m]?),
dist?(B, C) = [k]*([1] + [m]?),
dist*(A, C) = ([A] + [K)*([1] + [m]?).
Nyt kun sijoitetaan saatuja tietoja alkuperéiseen yhtéaloon, niin saadaan
dist?(A, B) + [2] - dist(A, B) - dist(B, C) + dist*(B, C)
= [RP([1] + [m]*) + 21([(A V(1] + [m]2) (K] /1] + [m]?) + [K]*([1] + [m])
= [R([1] + [m]*) + [2][A[K]([1] + [m)?) + (K] ([1] + [m]?)
= ([r] + [KD*([1] + [m]?)
= dist*(4, C).

(C4) aksioomassa on kyse kulmien muodostamisesta. On siis annettu kulma «
ja jana, joka alkaa pisteestd A ja on suoralla, jonka kulmakerroin on m. Taytyy siis

— —

_|_
+
+
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loytad jana, joka kulkee pisteen A kautta ja on suoralla, jonka kulmakerroin on m’
siten, etta

!
m —m
tano = +

1+mm/

Yhtalo voidaan ratkaista kulmakertoimen m’ suhteen. Jos kulma on terdvéi, niin va-
litaan etumerkiksi + ja saadaan

(14+mm/)tana =m’ —m,
(mm') tana — m' = —m — tana,

, —m—tano
m=——,
mtano — 1

, m + tan o
m=——
1—mtana

Jos kulma on tylppé, niin valitaan etumerkiksi — ja saadaan samaan tapaan
(1+mm/)tana = —m' +m,
jolloin
,  m—tano
~ l+mtana’
Kun yhdistetddn ndmé kaksi tulosta, saadaan yhtélo
, m + tan «

C 1Fmtan o
(C5) kaikki kulmat ovat yhtenevid itsensd kanssa. Myos transitiivisuus saadaan
suoraan tangenttifunktion avulla, jolla méaariteltiin kulmien yhtenevyys. 0

Yhtenevyysaksioomien jéilkeen aksioomalistalla tulee SKS-sééanto, mutta sen to-
distamista ei kiyydé lapi téssé kirjoitelmassa. Todistus on esitetty Hartshornen teoksen
kappaleessa 17 [5,5.148 — 158], jossa annetaan ensin mééritelma kuvioiden siirtami-
selle Hilbertin tasolla. Tatd ominaisuutta tarvitaan, koska Fukleides todistaa SKS-
sadnnon siirtdmalla kolmion toisen péélle. Kun kolmioiden vastaavat kulmat laitetaan
alkamaan samasta pisteesté, voidaan kolmioiden vilisia vertailuja tehdé helpommin.

3.5. Isomorfinen kuvaus

Tésséa tutkielman viimeisessa kappaleessa naytetaédn, ettd miké tahansa Hilbertin
taso, joka toteuttaa paralleeliaksiooman, on isomorfinen vastaavan jana-aritmetiikan
kunnan karteesiselle geometrialle. Termi isomorfisuus juontaa juurensa Kreikan kielen
sanoista "iso”ja "morph”, jotka vastaavat ilmaisua "samaa muotoa’. Téssé tapauksessa
isomorfisuus tarkoittaa, ettd molemmat geometriset mallit kdyttaytyvit samoin.

Téasméllinen méadritelmé isomorfisuudelle geometriassa menee néin:

MAARITELMA 3.10. Olkoon tasot II ja II' Hilbertin tasoja. Isomorfia tasojen IT
ja IT" vililld on bijektiivinen kuvaus ¢ : II — II’ tasolta II tasolle IT', joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

(1) Osajoukko L C IT on suora, jos ja vain jos ¢(L) C II' on suora.
(2) Kolme pistetta A, B,C' € II toteuttaa jarjestyksen A * B % C jos ja vain jos
kuvapisteet toteuttavat jarjestyksen ¢(A) x ¢(B) * ¢(C') tasolla IT.
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Kuva 3.6.

(3) Olkoon nelja pistettd A, B,C, D € II. Muodostetaan janat AB ja C'D. Janoille
pitee AB = CD jos ja vain jos janat ¢(A)p(B) ja ¢(C)e(D) ovat yhtenevit tasossa
IT.

(4) Jos kulma o on muodostettu janoista AB ja AC' tasossa II voidaan sanoa, etté
¢(a) on muodostettu janoista ¢(A)p(B) ja ¢(C)p(D) tasossa II'. Jos kulmat « ja /3
ovat tasossa I, niin ne ovat yhtenevit jos ja vain jos ¢(«) ja ¢(f) ovat yhtenevit
tasossa II'.

LAUSE 3.11. Olkoon 11 Hilbertin taso, joka toteuttaa paralleeliaksiooman ja olkoon
kunta F' artemmin mddritelty jana-aritmetitkan kunta tasossa I1. Tdlloin kunta F on
Pythagoraan kunta (seuraus 2.6) ja 11 on isomorfinen karteesisen koordinaatiston F?
kanssa kunnassa F.

TobnisTus. Pohjaksi otetaan kaksi kohtisuoraa suoraa tasossa II, joita kutsutaan
z-akseliksi ja y-akseliksi, ja niiden leikkauspiste O on origo (Kuva 3.6). Molemmilta
akseleilta valitaan pisteet 1, ja 1, siten, ettd molemmat janat O1, ja O1, vastaavat
luokkaa [1] € F. Kun P € II, niin valitaan piste A x-akselilla ja piste B y-akselilla
siten, ettd suora PA on kohtisuorassa z-akseliin ndhden ja suora PB on kohtisuorassa
y-askeliin ndhden. N&in miké tahansa piste P voidaan ilmoittaa luokkien [OA] = [a] €
F ja [OB] = [b] € F avulla.

Mééritelliin kuvaus ¢ : [T — F2, ¢(P) = (&[a], &[b]), jossa valitsemme luokalle
[a] + merkin, jos piste A on positiivisella x-akselilla, ja — merkin, jos A on negatii-
visella z-akselilla. Samoin pisteen B ja y-akselin mukaan méaéraytyy luokan [b] etu-
merkki. Ndin saadaan bijektiivinen kuvaus ¢, joka kuvaa tason II pisteet karteesiseen
koordinaatistoon F?2.

Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ on isomorfinen. Tulee siis ndyttad, ettd madritelméan
3.10 nelja ehtoa toteutuvat kyseisessd kuvauksessa. Tamé tarkoittaa sitéd, ettd lu-
vuissa 1 ja 2 méiéritelty aksiomaattinen geometria tasolla IT kayttaytyy tédsmélleen
samoin kuin luvun 3 alussa algebrallisten ominaisuuksien avulla méaritelty geometria
karteesisessa koordinaatistossa.
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Kuva 3.7.

(1) Olkoon suora [ tasossa I (Kuva 3.7). Jos suora [ on z- tai y-akselin suuntainen,
niin piste P voidaan ilmaista aiemmin méériteltyjen janojen [a] ja [b] avulla ja yhteys
pétee myos toiseen suuntaan. Annetaan siis suoran [ leikata z-akselia yksikésitteisessé
pisteessi A # O, koska jos A = O, niin [b] = [0], jolloin suora [ olisi origokeskeisené
muotoa y = [m]x. Mitataan z-akselille piste B siten, ettd [AB] = [1]. Olkoon jana
[BC| = [m], missé C' € [, kohtisuorassa z-akseliin nihden. Ekvivalenssiluokka [m] on
nyt suoran [ kulmakerroin ja olkoon kulma ZBAC = a.

Olkoon piste D positiivisen y-akselin ja suoran [ leikkauspiste ja olkoon [OD] =
[b] € F. Jos piste D olisi negatiivisella y-akselilla, niin méaériteltéisiin —[OD] = [b].
Nyt piste P = (z,y) voi olla miké tahansa piste koordinaatistossa 2. Tehdééin kolmio
ADPE kayttden akselien suuntaisia suoria. Olkoon [DE] = [z] ja [PE] = [y] — [b].
Piste P on suoralla [ jos ja vain jos kulma /FEDP = «. Jana-aritmetiikan tulon
mééritelmin mukaan tdmé on yhtapitdvad sen kanssa, ettd [y] — [b] = [m][z], koska
jos valitaan madritelmén 1.11 tapaan kolmioiksi AABC ja ADFE P, niin tuloksi tulee
1]([y] — [6]) = [m][z]. T&lloin piste P = (z,y) on suoralla [ jos ja vain jos [y] =
[m][x] + [b]. Koska koordinaatistossa F? suorat mééritelliéin lineaarisina yht#lsiné,
tdmé todistaa ensimméisen ominaisuuden isomorfisuudesta: L C II on suora, jos ja
vain jos ¢(L) C F?, on suora.

(2) Olkoon pisteet A, B ja C samalla suoralla tasossa II (Kuva 3.8). Kohdan (1)
mukaan niiden kuvat tasossa F? ovat myos samalla suoralla. Olkoon A’, B’ ja C'
nédiden pisteiden projektiot x-akselille. Kdydédan yksinkertaisuuden vuoksi ldpi vain
tapaus, jossa pisteet A, B ja C' ovat koordinaatiston ensimmaéisessi neljanneksessé.
Todistus menee samoin myds muissa tapauksissa, mutta koordinaattipisteiden etu-
merkit vaihtelevat.

Koska suorat AA’, BB’ ja C'C" ovat yhdensuuntaiset, pisteet A ja C' ovat eri puolil-
la suoraa BB’ jos ja vain jos A" ja C' ovat eri puolilla tata suoraa. Talloin siis Ax BxC
jos ja vain jos A’ x B % C". Olkoon [OA'] = [a],[OB'] = [b] ja [OC'] = [c] kunnan F
ekvivalenssiluokkia. Talloin A’ x B’ x C' tarkoittaa, ettd joko janat ovat jirjestyksessi
[a] < [b] < [¢] tai pédinvastoin [¢] < [b] < [a], mink& ansiosta pystytddn vertailemaan
janojen ekvivalenssiluokkia kunnassa F. Vilisséiolon médritelmin mukaan tasossa F2
on yhtapitavid sanoa, ettd ¢p(A) * ¢(B) * ¢(C).
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Kuva 3.8.
y !
B
d
b;-a,
A C
) by -2, )
X
Kuva 3.9.

(3) Olkoon pisteet A ja B kaksi pistetti tasossa II ja olkoon [AB] = [d] € F' (Kuva
3.9). Toisaalta olkoon ¢(A) = ([a1], [az]) ja &(B) = ([b1], [b2]). Piirretdédn suorakul-
mainen kolmio AABC, jonka kateetit ovat yhdensuuntaiset koordinaatiston akselien
kanssa. Huomataan, ettd [AC] = [b1] — [a1] ja [BC| = [be] — [az] oletusten nojalla.
Lauseen 2.5 mukaan saadaan

[dI* = ([b1] = [a1])* + ([b2] — [a2])?
kunnassa F'.
Olkoon [A'B'] = [d] € F. Jos ¢(A') = ([a}],[a3]) ja &(B') = ([t}],[b3]), niin

saadaan

[ = (6] = [aa])* + ([b5] — [a3])*.
Koska kunta F' rakennettiin janojen ekvivalenssiluokista, niin tiedetééin, etté [d] =
[d'] jos ja vain jos [d]* = [d']* silli molemmat ovat kunnan F positiivisia alkioita.
Voidaan siis sanoa, ettd [AB] = [A’B’] jos ja vain jos [d] = [d'], josta saadaan [AB] =
[A'B] jos ja vain jos (A)o(B) = o(A)6(B).
(4) Osoitetaan ettd kaksi kulmaa a ja o tasossa Il ovat yhtenevét jos ja vain jos
d(a) ja ¢(’) ovat yhteneviit tasossa F2.
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Kuva 3.10.

Olkoon kulmat « ja o pisteissd A ja A’ ja valitaan mitkd tahansa pisteet B
ja C kulman o molemmilta sivuilta (Kuva 3.10). Sitten valitaan kulman o sivuilta
vastaavat pisteet B’ ja C' siten, ettd [AB] = [A’'B’] ja [AC] = [A'C’]. Tehd&dén janat
BC ja B'C, jotta saadaan kolmiot AABC ja AA'B'C’.

Jos a & o/, niin SKS-séddnnon mukaan kolmiot AABC ja AA'B'C’ ovat yhtenevét
joten erityisesti [BC| = [B'C’]. Myo0s toisinpéin saadaan, ettéd jos [BC| = [B'C"] niin
SSS-sdannon mukaan kolmiot AABC ja AA'B'C’ ovat yhtenevit ja a = o'. Téten
a =/, jos ja vain jos BC = B'C'.

Kun kuvataan pisteet A, B, C, A’, B' ja C’ kuvauksella ¢ tasoon F%, niin ¢(A)¢(B)
o(ANp(B') ja ¢(A)p(C) = (A )ep(C") kohdan (3) mukaan. Koska Hilbertin aksioo-
mat pétevit koordinaattigeometriassa, niin vastaavasti ndhdédn, ettd ¢(a) = ¢(o)
jos ja vain jos ¢(B)¢(C) = ¢(B')¢(C") tasossa F2. Kun yhdistetéifin tidmé tulos koh-
dan (3) tuloksen kanssa janoille BC' ja B'C’, niin n&dhddéin etta

a=a e BO=BC > ¢(B)3(C) = o(B)o(C) <= o(a) = o(d).

I

n
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