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Téamén tutkielman tarkoituksena on rakentaa moduulien teoria ryhmé- ja
rengasteorian alkeista ldhtien, sekéa osoittaa padideaalialueiden moduulien péaé-
lause.

Moduuli on joukko G varustettuna yhteenlaskutoimituksella, joka tekee sii-
ta abelin ryhmén, seké toiminnaksi kutsutulla kuvauksella joka liittaé jokaiseen
G:n kertoimien renkaan alkioon ja G'n alkioon jonkin G:n alkion. Toiminnan
médritellddn myos toteuttavan vektoriavaruuksien tunnetut distributiivisuus-
ominaisuudet, jolloin se yleistda vektoriavaruuden skalaaritulon késitteen ylei-
selle renkaalle. Niin ollen vektoriavaruuden yleisen mééritelmén nojalla vek-
toriavaruudet ovat tdsmélleen kuntakertoimisia moduuleja. Osoittautuu, ettéi
myo6s abelin ryhmét ja renkaat ovat moduuleja, joiden kerroinrenkaina ovat
vastaavasti kokonaislukujen rengas 7Z, seké rengas itse. Tulemme huomaamaan,
ettd monet ryhmé- ja rengasteorian tuloksista yleistyvéit myos moduuleille.

Tutkimme, kuinka moduulin kerroinrenkaan rakenne vaikuttaa itse moduu-
lin ominaisuuksiin. Tulemme osoittamaan, ettd padideaalialueitten tapaukses-
sa jokainen pédideaalialueen moduuli voidaan esittdé yksikésitteisesti suorana
summana vapaasta moduulista, eli moduulista jolla on vektoriavaruuden tavoin
kanta, seké #érellisen monesta syklisestd tekijamoduulista. Tarkastelemme lo-
puksi lyhyesti joitain tdmén péadideaalimoduulien paélauseeksi kutsutun tulok-
sen sovelluksia, kuten dérellisesti viritettyjen abelin ryhmien péélausetta, seké
neliomatriisin Jordanin kanonista muotoa.
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LUKU 1

Johdanto

Téamén tutkielman tarkoituksena on rakentaa moduulit ryhmaé- ja rengasteo-
rian alkeista ldahtien ja osoittaa pédideaalialueen moduulien pédlause kayttdaen
lapikédytya teoriaa.

Ryhmdt ovat erds abstraktin algebran perusrakenteista, joiden voidaan aja-
tella yleistdvan kokonaislukujen yhteenlaskun mielivaltaiselle joukolle ja lasku-
toimitukselle, joka muistuttaa yhteenlaskua. Téten kokonaislukuja mukaillen
maéadritellddan, ettd ryhmé on joukko varustettuna kuvauksella, joka kuvaa jo-
kaiset kaksi sen alkiota joksikin kyseisen joukon alkioksi siten, ettd tdmé& ku-
vaus muistuttaa vahvasti kokonaislukujen yhteenlaskua. Vastaavasti maéritel-
ldén, ettd rengas on ryhmaé, joka on varustettu myos toisella kokonaislukujen
kertolaskua muistuttavalla laskutoimituksella.

Vektoriavaruudet ovat taas tunnetusti reaalilukujen n-uloitteista avaruutta
R™ muistuttavia joukkoja varustettuna vektoreiden yhteenlaskutoimituksella,
seké skalaaritulolla, jossa vektoreita kerrotaan jollain kerroinkunnan alkiolla.
Osoittautuu, ettéd vektoriavaruuksien rakenne voidaan itse asiassa yleistéda tie-
tyille ryhmille siten, ettd kyseisen ryhmén kerrointen joukkona on jokin ren-
gas, kunhan kerroinrenkaan ja ryhmén alkioiden skalaarituloa vastaava kuvaus
yvhdesséd ryhmén yhteenlaskutoimituksen kanssa muistuttaa riittavasti vektorei-
den yhteenlaskua ja skalaarituloa. Téllaista konstruktiota kutsutaan moduulik-
si. Osoittautuu, ettd vektoriavaruuksien lisiksi, myos renkaat ja ryhmét ovat
itse moduuleja. Tulemme my6s osoittamaan, ettéd jos rajoittaudumme tarkas-
telemaan tarpeeksi hyvin kayttaytyvien renkaiden moduuleja — nimittédin pdda-
1deaalialueiden moduuleja, niin kyseisen pédideaalialueen rakenne antaa meille
tietoa sen moduulien rakenteesta.

Renkaan alirengas on sen osajoukko, joka on itsessdédn rengas méariteltyna
alkuperéisen renkaan laskutoimituksien rajoittumalla kyseiseen osajoukkoon.
Samoin renkaan ideaali on alirengas, joka on erittdin vakaa renkaan kertolaskun
suhteen, siten ettd tulo jokaisen ideaalin alkion ja mink& vain renkaan alkion
kanssa kuuluun aina kyseiseen ideaaliin. Néin ollen méérittelemme, ettéd renkaan
padideaali on sen ideaali, joka on yhden alkion virittdmé, eli jossa jokainen
padideaalin alkio voidaan esittdd sen virittavén alkion ja jonkin renkaan alkion
tulona. Téten sanotaan, ettd pddideaalialue on kertolaskun suhteen tietyssé
mielessd hyvin kidyttiaytyva rengas, jonka jokainen ideaali on péadideaali.

Néin ollen sanotaan, ettd moduuli, jonka kerroinjoukko on pédideaali on
pddideaalialueen moduuli. Vapaa moduuli on moduuli jolla on vektoriavaruu-
den tavoin kanta, eli lineaarisesti riippumaton osajoukko, joka virittda kyseisen
moduulin. Torsiomoduulit ovat taas moduuleita, joilla ei ole téllaistd kantaa ja
jotka ovat pédideaalialueiden tapauksessa yhden alkion virittamié, eli syklisid
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moduuleja. Pddideaalialueen moduulien pddlause kertoo, ettd jokainen pédide-
aalialueen &dérellisesti viritetty moduuli voidaan esittdd vapaan moduulin, seké
adrellisen monen torsiomoduulin avulla.

Paaideaalialueiden pédlauseella on myods mielenkiintoisia sovelluksia. Voi-
daan osoittaa, ettd abelin ryhmdt, eli ryhmét joiden alkioiden yhteenlaskutoi-
mituksen jérjestykselld ei ole vélid, ovat itsessdén pédideaalialueen moduuleja,
jolloin pédlause antaa niille vastaavan esityksen. Tété tulosta kutsutaan ddrel-
lisesti viritettyjen abelin ryhmien pddlauseeksi, jonka avulla voidaan esimerkiksi
maéadrittdd jokainen tietyn kokoinen &irellinen abelin ryhmé. Soveltamalla paai-
deaalialueiden moduulien pédlausetta polynomikertoimiseen vektoriavaruuteen
voidaan osoittaa, ettd jokaista neliomatriisia vastaa niin sanotussa Jordanin ka-
nonisessa muodossa oleva samankokoinen diagonaali lohkomatriisi, jonka lohkot
ovat diagonaalimatriiseja muistuttavia Jordanin lohkoja. Osoittautuu myos, et-
ta téallainen Jordan-matriist saadaan alkuperaisestd matriisista vaihtamalla sii-
hen liittyvén vektoriavaruuden kantaa.



LUKU 2
Ryhmit

Téssé luvussa késittelemme ryhméteorian perusteita. Tunnetusti kokonais-
lukujen vilille voidaan méaritelld yhteenlaskuksi kutsuttu kuvaus, joka liittda
jokaiseen kahteen kokonaislukuun jonkin kokonaisluvun. Kokonaislukujen yh-
teenlasku on siis esimerkki joukon sisédisestd laskutoimituksesta. On luontevaa
tarkastella, millaisia rakenteita saadaan aikaiseksi korvaamalla joko kokonaislu-
kujen joukko jollain muulla joukolla tai kyseinen laskutoimitus jollain sitd muis-
tuttavalla kuvauksella. Ryhmien voidaan néin ollen ajatella yleistdvén kokonais-
lukujen yhteenlaskun mielivaltaiselle joukolle, seké laskutoimitukselle, jolla on
monet kokonaislukujen yhteenlaskun perusominaisuuksista. Luku perustuu lah-
teisiin (1], [2], [3], [4] ja [5].

2.1. Ryhmit ja aliryhméit
Maéaritelladn ensiksi joitain ryhméteoriassa tarvittavia peruskéasitteita.

MAARITELMA 2.1. Joukon A laskutoimitus on kuvaus x : A x A — A, jolle
kéytetaan merkitdd *(a,b) = a * b. Laskutoimitus * on liitdnndinen jos

ax(bxc)=(axb)*c

kaikilla a,b,c € A. Jos a x b = b * a kaikilla a,b € A, niin sanotaan, etti
laskutoimitus * on kommutatiivinen tai vaithdannainen.

MAARITELMA 2.2. Laskutoimituksen x neutraalialkio on alkio e € A, jolle
pétee a xe = exa = a kaikilla a € A. Jos laskutoimituksella » on neutraalialkio,
niin alkion a € A ki#nteisalkio laskutoimituksen * suhteen on alkio a™! € A,

jolle pitee axa ' =a lxa=e.

MAARITELMA 2.3. Olkoon * joukon A laskutoimitus ja B < A. Jos bxl' € B
kaikilla b,b" € B niin joukko B on wakaa laskutoimituksen x suhteen. TAlloin
sanotaan, ettd laskutoimituksen * rajoittuma osajoukkoon B x B on laskutoi-
mituksen * indusoima laskutoimitus. Indusoidulle laskutoimitukselle kdytetaan
my6s merkintdd * g, p = *, jos tdmé ei aiheuta sekaannusta.

MAARITELMA 2.4. Ryhmd on jarjestetty pari (G, x) jossa G on joukko ja *
on joukon G laskutoimitus siten, ettd
(1) = on liitdnn&inen,
(2) laskutoimituksella * on neutraalialkio e € G ja
(3) jokaisella a € G on kiifinteisalkio a! € G.

Jos ryhmén (G, ) laskutoimitus = on kontekstista selvé niin yleensé sano-
taan vain, ettd G on ryhmaé ja talloin merkitddn a x b = ab, sekd e = 1. Jos
ab = ba kaikilla a,b € G niin sanotaan, ettd ryhméd G kommutoi, tai ettd G
on abelin ryhmé. Abelin ryhmén G laskutoimitukselle *, neutraalialkiolle e, se-
ki alkion a € G kiinteisalkiolle a=! kiytetddn usein vastaavasti merkintoji

3
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+, 0, sekd —a. Talloin merkitdén myos x + (—y) = x — y, kaikilla z,y € G.
Nain merkittyd ryhmééd kutsutaan monesti additiiviiseksi ryhméksi. Additiivi-
sen ryhmén alkioiden aq,as...,a, viliselle laskutoimitukselle kidytetadn myos
usein merkinta&

n
((...(a1+a2)+a3)...)+an=a1+a2+...+an=2am
=1

jossa yhden alkion summaa merkitdén usein ), , ¢ = ng, missi n€ Z*, g€ G.

ESIMERKKI 2.5. Kokonaislukujen joukko Z = {---—2,—1,0,1,2...} varus-
tettuna kokonaislukujen tunnetulla yhteenlaskulla +, eli pari (Z,+), on abelin
ryhmé. Emme paneudu niin kokonaislukujen joukon, kuin niiden yhteenlaskun
tasmalliseen konstruktioon, mutta aiheesta 10ytyy lisdtietoa esimerkiksi teok-
sesta [1, s. 348]. Yhteenlasku on médritelmin mukaisesti liitdnnéinen ja kom-
mutatiivinen joukon Z laskutoimitus. Yhteenlaskun neutraalialkio on luku 0 ja
jokaisen luvun x € Z kééanteisalkio, jota joskus kutsutaan wvastaluvuksi on luku
—x. Niin ollen additiiviset ryhmét muistuttavat niin rakenteeltaan, kuin mer-
kinnsiltddn kokonaislukujen ryhméd (Z, +). Tulemme jatkossa merkitseméén
niin sanottujen luonnollisien lukujen joukkoa N = {0,1,2,...}, seki positiivi-
sien kokonaislukujen joukkoa Z* = {1,2,3,...}

ESIMERKKI 2.6. Ryhmien (G1,*1), (Ga, *2), ..., (Gn, *,), n € Z* suora tulo,
eli tulojoukko G x Gy x --- x G,, varustettuna komponenteittain maéritellylla
tulojoukon laskutoimituksella *, jolle pétee

(91792,-~~,gn)*(h1,h27-~-,hn) = (91 *1 h1,92*2h2,---,9n*nhn)

on ryhmaé. Suoran tulon neutraalialkio on alkio (1¢,, lg,, - -, lg, ), jossa 1g, on
ryhmén G; neutraalialkio ja tuloryhmén alkion (g1, go, . .., ¢,) kddnteisalkio on
(g7t 95t ..., g71), jossa g; € Gy kaikilla i € {1,...,n}.

MAARITELMA 2.7. Kunta on kolmikko (K, +,-), jossa + ja - ovat joukon K
laskutoimituksia siten, ettéd parit (K, +) sekd (K — {0}, -) ovat abelin ryhmii ja
ettéd laskutoimitus - on distributiivinen laskutoimituksen + suhteen, eli

a-b+c)y=(a-b)+(a-¢) ja (a+b)-c=(a-c)+(b-c),
kaikilla a, b, c € K.

ESIMERKKI 2.8. Olkoon K kunta ja GL, (V') kunnan K alkioista koostuvien
kdantyvien n x n matriisien joukko, eli

GL,(V) ={M | M on kddntyvin x nmatriisi ja M;; € K kaikillal <1, j < n}.

Olkoon my6s x joukon GL, (V) laskutoimitus siten, ettd x on kokoa n x n
olevien matriisien kertolasku jossa kahden matriisin tulon [1,s. 3] Ax B = AB
komponentit (AB);;, saadaan yhtélosta

(AB)ij = > AixBy,
k=1

kaikilla A, B € GL,(V), 1 < i,j7 < n. Talloin yleinen lineaarinen ryhmd
GL,(V) = (GL,(V), x) on ryhmi, jonka neutraalialkio on identiteettimatriisi
I ja jossa jokaisen matriisin A € GL,, (V') kéénteisalkio on sen kddnteismatriisi
AL
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ESIMERKKI 2.9. Olkoon A # J joukko. Télloin joukon A symmetriaryhmd
Sa ={0: A — A| o on bijektio} on ryhmé varustettuna kuvausten o; € Sy
yhdistédmisella o : S4 — Sa, o(01,09) = 01 0 05. Koska kahden bijektion A — A
yhdiste on bijektio A — A, niin o on joukon S, laskutoimitus. Kuvausten yh-
distdminen on my®s tunnetusti liitdnnédinen operaatio. Ryhmén (Sy4, o) neut-
raalialkio on identtinen kuvaus Id ja jokaisen o € S, kddnteisalkio on bijektion
o kidnteiskuvaus o~!. Symmetriaryhmiin S, alkioita kutsutaan usein joukon A
permutaatioiksi.

Tarkastellaan seuraavaksi ryhmien perusominaisuuksia.

LAUSE 2.10. Olkoon (G, *) ryhmda. Tdlloin

(1) sen neutraalialkio e on yksikdsitteinen,

(2) jokaisen a € G kidnteisalkio a™' on yksikdsitteinen,
(3) (a1 = a, seki

(4) (ab)™' =bta™! kaikilla a,be G.

Tobistus. Olkoon a,be G. (1) Jos e, ¢’ € G ovat ryhmén G neutraalialkio-
ta, niin méiritelmin mukaan e = ee’ = ¢’.

(2) Olkoon a € G. Téllsin jos a!,b € G ovat alkion a kéinteisalkioita, niin
médritelmin mukaan ab = e = a~a, jolloin b = eb = a~tab = a~te = a7 .

(3)Koska méiritelmin mukaan (a=!)~! on alkion a € G kéiinteisalkion a~
kidnteisalkio, niin a=!(a™!)™! = e. Télldin

(e t=ela)'=aa Y (a ) =ae=ua.

(4) Koska (ab)(b™'a™') = a(bb™')a™! = aea™ = aa™' = e, niin b'a"! on

alkion ab vasen kiinteisalkio. Vastaavalla péittelylld saadaan, ettd b~la™! on

my6s alkion ab oikea kidnteisalkio, joten (ab™!) = b~ ta "' O

MAARITELMA 2.11. Olkoon (G, x) ryhmé ja H < G. Télléin (H, x) on ryh-
mén G aliryhmd indusoidulla laskutoimituksella x ja merkitdan H < G, jos
(1) H# & ja
(2) 7' e H jaz+y e H kaikilla z,y € H.

1

Koska ryhmén G mééritelméan 2.4 ominaisuudet pétevat jokaiselle joukon
G alkiolle, niin ne péatevat myo6s jokaiselle osajoukon H < G alkiolle. Koska
H # @, niin on olemassa jokin x € H, jolloin kohdan (2) mukaan myés z—' € H
ja titen 1 = xz~! € H. Niin ollen voitaisiin yhtépitévisti midritelld, ettd
ryhmén aliryvhmé on sen epétyhja laskutoimituksen suhteen vakaa osajoukko,
joka on itsesséddn ryhmaé varustettuna indusoidulla laskutoimituksella.

LAUSE 2.12. Jos (G,*) on abelin ryhmd ja H < G, niin (H,*) on abelin
ryhmd.

TobisTUs. Koska H < G, niin erityisesti H < G. Nyt, koska *g,.g = *
joukossa H x H, niin a *gxgb=axb=>b*a=0*pgyyakaikilla a,b € H, eli
(H, ) on abelin ryhmaé. O

Jatkossa kdytdmme aliryhmien laskutoimituksille, seké neutraali ja kdénteis-
alkioille samoja merkint6ja kuin ryhmille.

LAUSE 2.13 (Aliryhmaétesti). Olkoon G ryhmd ja H < G. Tdlloin H < G
jos ja vain jos
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(1) H # & ja
(2) vyt € H kaikilla x,y € H.

Tobistus. Olkoon H < G. Talloin 1 € H, joten H # . Koska H on
aliryhmé, niin mééritelmén 2.11 mukaan y ' € H ja oy € H, joten erityisesti
y 'x € H kaikilla z,y € H.

Oletetaan, ettd ominaisuudet (1) ja (2) péteviat ryhmén G osajoukolle H.
Télloin kohdan (1) perusteella on jokin x € H, jolloin kohta (2) sovellettuna
alkioon z antaa 1 = xz~! € H. Niin ollen myos 2= = 1z~ € H, eli jokaisella
x € H on kiéinteisalkio z7! € H. Tilldin, koska lauseen 2.10 mukaan y = (y=')!
kaikilla y € H, niin kohdan (2) mukaan zy = xz(y~')™' € H. Niin ollen H on
ryhmén G aliryhma. O

MAARITELMA 2.14. Olkoon G ryhmé ja A < G. Joukon A wirittamd ali-
ryhmd (A) koostuu kaikista joukon A sanoista, eli joukon A alkioiden ja niiden
kadnteisalkioiden dérellisisté tuloista. Tésmallisesti

(A) ={aT"a3?...a0" |neZ,a;€ A, a; = 1}

ja (A) = {1} jos A # . Jos ryhmé G on dérellisen joukon {g¢, go,...,9x} < G
virittdmé, niin merkitddn G = (g1, go, ..., gx). Jos ryhmd G on yhden alkion
virittdmé ryhmé, eli G = (g) jollain g € G niin sanotaan, ettd G' on syklinen.

ESIMERKKI 2.15. Jokainen kokonaisluku x € Z — {0} voidaan kirjoittaa
muodossa r = Z'Zi'l +1, jossa summan termien etumerkit + ovat +, jos x on
positiivinen ja — jos x on negatiivinen. Téten, koska myos 0 = 1 — 1, niin luku
1 virittdd ryhmén (Z,+), eli Z = (1). Niin ollen kokonaislukujen ryhmé Z on
syklinen.

ESIMERKKI 2.16. Olkoon n € Z*. Talloin n-alkioista syklistd ryhméai mer-
kitddn Z, = (x), missd nr = 1. Ryhmé Z, koostuu téten alkioista mz, missé

me{0,...,n—1}.
MAARITELMA 2.17. Ryhmén G aliryhma N on normaali aliryhmd, jos
gNg ' ={gng”' |ne N} =N
kaikilla g € G. Télloin merkitdan N < G.

ESIMERKKI 2.18. Olkoon G ryhmé. Télloin {1} < G ja G < G, silld jos
g,9' € G, niin tillsin glg™" = gg=! = 1 € {1}, eli {1} <G ja ryhmiin méiritelméin
mukaan gg'g~t € G, eli G < G.

LAUSE 2.19. Abelin ryhmdn jokainen aliryhmd on normaali.

Tobistus. Olkoon GG ryhmé ja N < GG. Lauseen 2.12 mukaan abelin ryhmén
G jokainen aliryhmé on abelin ryhmé. Nyt, koska normaali aliryhmé N on
ryhmin G aliryhmé, niin jokaisella g € G, n € N pitee gng~' = gg~'n = n.
Niin ollen gNg=! = N, 0J

2.2. Ryhmien morfismit

Tarkastelemme seuraavaksi ryhmien vélisid homo- seké isomorfismeja ja nii-
den ominaisuuksia. Ryhmdhomomorfismi on kahden ryhmén vélinen kuvaus,
joka sdilyttad ryhmien rakenteen laskutoimituksiensa suhteen.
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MAARITELMA 2.20. Olkoot (G, *), (H,o) ryhmid. Kuvaus ¢ : G — H on
ryhmdahomomorfismi, jos

p(r*y) = p(z) o p(y)

kaikilla x,y € G. Bijektiivinen ryhmadhomomorfismi on ryhmdisomorfismi. Jos
on olemassa ryhméiisomorfismi ¢ : G — H niin sanotaan, ettd ryhmat G ja
H ovat ryhmaéisomorfiset ja merkitdin G =~ H. Ryhmahomomorfismin ¢ ydin
ker p on joukko kerp = {g € G | ¢(g9) = 1y}. Jos on selvii, ettd kuvaus on
ryhmien véilinen homo- tai isomorfismi, niin sitd kutsutaan usein vain homo- tai
isomorfismiksi.

Voimme osoittaa suoraan maaritelmaa kayttamalla, ettd ryhmahomomorfis-
mi séilyttdd ryhmien rakenteen seuraavan lauseen tavoin.

LAUSE 2.21. Olkoon G ja H ryhmid ja ¢ : G — H homomorfismi. Tdlldin
kaikilla g € G ja n € Z pitee

(]) 90(1G) = 1H7
(2) g = ¢(g)~,
(3) (g") = ¢(g)"

Tobistus. Olkoon g € G, n € Z. (1) Ryhmén neutraalialkion ja ryhmého-
momorfismien ominaisuuksien perusteella pétee

e(le) = 1up(ls)
= 2(9) " (9)e(1c)
= ¢(9) " ¢(gle)
=¢9) " ¢(9) = 1u.
(2) Edellisen kohdan perusteella saadaan

1

e(9)elg™) =vl997") = ¢(lc) = 1n,

jolloin kertomalla saatua yht&aloa puolittain vasemmalta alkion g kdédnteisalkiolla
©(g)~! € G saadaan

-1 -1

e(g7") = l9)"e(9)e(g™) = ¢(9) "1 = ©(g)

(3) Koska ¢ on homomorfismi, niin ¢(zy) = ¢(z)p(y) kaikilla z,y € G.

Erityisesti ¢(g%) = ¢(g99) = ¢(9)¢(g) = ¢(g)*. Oletetaan, ettd o(g") = ¢(g)",
jollain k € N. Téll6in

k+1) k k+1‘

0" = ld"g) = e(g")e(g) = ©(9)*e(g) = ©(g)

Néin ollen viite patee kaikille n € N. Soveltamalla vastaavaa paattelya kohdan
(2) tulokseen ndhdéén, ettd viite péitee myos kaikille —n, jossa n € N, joten
viite péatee kaikilla n € Z. O

SEURAUS 2.22. Olkoon ¢ : G — H ryhmdhomomorfismi ja G', sekd H'
vastaavasti ryhmien G ja H aliryhmad. Tdlloin homomorfisma o sdilyttid ali-
ryhmien rakenteen siten, ettd

(1) o(G') < (G), seki
(2) ¢7H(H') < G.
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TobisTus. (1) Olkoon ¢ : G — H ryhmé#homomorfismi. (1) Koska G’ < G,
niin erityisesti 1¢ € G’ jolloin edellisen lauseen mukaan ¢(1lg) = 1g € ¢(G'),
eli (G") # &. Olkoon x,y € ¢(G') siten, ettd = = p(2') ja y = ¢(y'), joillain
o',y € G'. Téllsin, koska G’ < G, niin aliryhmiitestin 2.13 mukaan 2y~ € G’,
jolloin edellisen lauseen mukaan

Niin ollen aliryhmétestin mukaan ¢(G’) < ¢(G).

(2) Koska H' < H, niin 1y € H', jolloin 1g € ¢ *(H'). Tilléin erityisesti
o Y(H'") # &. Olkoon nyt x,y € ¢ '(H'). Tilléin, koska H' < H, niin aliryh-
métestin mukaan

play™) = p(@)e(y™)
= p(x)p(y) e H'

Néin ollen zy ! € ¢ 1 (H), jolloin aliryhmétestin mukaan ¢ '(H") < G. O

SEURAUS 2.23. Olkoon ¢ : G — H ryhmdhomomorfismi ja G', sekd H'

vastaavasti ryhmien G ja H aliryhmid. Talloin homomorfismi ¢ sdilyttid nor-
maalien aliryhmien rakenteen, eli

(1) p(G") < p(G), sekd
(2) ¢ H(H") <G,

Tobistus. Olkoon ¢ : G — H ryhméhomomorfismi. (1) Koska G' G, niin
gG'g™! = G’ kaikilla g € G. Olkoon h € ¢(G) siten, ettd p(g) = h. Téllsin

hp(GR™ = 9(9)p(G)e(g™")

= 0(9G'g™")

= ¢(G).
Nyt, koska edellisen lauseen nojalla pétee ¢(G') < p(G), niin (G") < p(G").

(2) Olkoon g € G. Téllin, koska H' < H, niin hH'h™' = H' kaikilla h € H.
Nyt, jos ¢(g) = h, niin
plge™ (H)g™") = p(9)p(e™ (H'))p(g™")
= o(g)H'¢(g)

= hH'R!

=H'.
Niin ollen gp Y(H")g ! = ¢ 1(H') kaikilla g € G. Nyt, koska edellisen lauseen
nojalla ¢ '(H) < G, niin ¢ '(H') < G. O

Néin ollen edellisen lauseen nojalla erityisesti ker o JG ja p(G) < H jokaiselle
homomorfismille ¢ : G — H. Seuraavaksi méérittelemme ryhmien sivuluokat ja
tekijaryhmat, seké tarkastelemme niiden yhteyttd ryhmien morfismeihin.

MAARITELMA 2.24. Olkoon G ryhmé ja N < G. Télloin joukot
gN ={gn|neN} ja Ng={ng|neN}
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kaikilla g € G ovat aliryhmén N vasen sivuluokka, seké oikea sivuluokka ryhméas-
séd G. Kyseisen sivuluokan alkiota kutsutaan sen edustajaksi. Jos G on abelin
ryhmaé, niin sen vasemmat seké oikeat sivuluokat ovat tdsmaélleen samat. Talloin
puhutaan usein vain aliryhmén N sivuluokasta ryhméssd G. Ryhmén G kaik-
kien vasenten sivuluokkien joukolle kiytetdan merkintdd GN = {gN | g € N}.

Lause 2.25. Olkoon G ryhmda ja N < G. Tdlloin gN = Ng kaikilla g € G
jos ja vain jos N on ryhmdn G normaali aliryhmd.

Tobistus. Olkoon gN = Ng kaikilla g € GG. Talloin pétee
gNg~™ = Ngg™ = N1=N,
eli N < @G. Jos taas N on normaali aliryhmé, niin gNg ' = N kaikilla g € G,
jolloin
Ng=gNg'g=gNl=gN,
eli N on ryhmén G normaali aliryhma. 0J

Naiin ollen voimme normaalien aliryhmien tapauksissa puhua oikeiden- se-
k& vasempien sivuluokkien sijasta vain sivuluokista vaikka kyseinen ryhmé ei
olisikaan kommutatiivinen.

MAARITELMA 2.26. Joukon A ositus on kokoelma {A; # & | A, < A, i€ I},
jollain indeksijoukolla I, jos
(1> A= Uz’e] A; ja
(2) AinAj =, jos i # j kaikilla ¢, j € 1.
Talloin sanotaan, ettd A on osajoukkojen A; erillinen yhdiste.

LAUSE 2.27. Olkoon G ryhmd ja N < G. Tdlloin aliryhmdan N vasempien
swuluokkien joukko ryhmdssi G muodostaa ryhmdn G osituksen.

Tobistus. Koska N < G, niin 1 € N, jolloin erityisesti g = g1 € gN kaikilla
g € G. Niin ollen ryhmé G voidaan esittdéd yhdisteend vasemmista sivuluokista

gN, eli
G = U gN.
geG
Oletetaan, etta eri sivuluokat eivit ole erillisid. Télloin on ¢,¢9" € G, g # ¢
siten, ettd gN n ¢'N # . Olkoon nyt x € gN n ¢’ N. Télloin z = gn = ¢'m,
joillain n,m € N. Nyt, koska N on ryhmaé, niin

g=gnn~' =gmn~" =g (mn7") = g'n/,

jossa m' = mn~! € N. Niin ollen jokaiselle gn’ € gIN pitee

gn/ — (glm/)n/ — g/(m/n/)’
jossa m'n’ € N. Téaten gn’ € ¢’ N, eli gN < ¢’ N. Vastaavalla péittelylla saadaan
myos ¢ N < gN, joten gN = ¢’N. Taméi on ristiriidassa oletuksen kanssa,
jolloin valttaméatta patee gN n ¢’ N = F kaikilla g # ¢'. Niin ollen sivuluokat
gN muodostavat ryhmén G osituksen. 0J

SEURAUS 2.28. Kaikilla x,y € G pétee tN = yN jos ja vain jos y ‘'z € N.

Tobistus. Edellisen lauseen mukaan /N = yN jos ja vain jos x = x1 € y/V.
Tallsin = yn jollain n € N, joten y~'x = n. Niin ollen y~'z € N. Koska
x € yN ja erityisesti y € yN, niin N = yN jos ja vain jos x,y € tN = yN. [
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Soveltamalla edellistd seurausta tapaukseen y = 1 € G ndhdéén erityisesti,
ettd xN = 1N = N jos ja vain jos x € N. Tama erityistapaus antaa tavan nah-
dé, milloin jokin ryhmén alkio kuuluu tarkasteltavaan normaaliin aliryhmé&én.
Maaritelladn seuraavaksi ryhmén normaalia aliryhméé vastaava tekijaryhma.

MAARITELMA 2.29. Ryhmén G normaalia aliryhméa N vastaava tekijaryh-
md modulo N on pari G/N = (GN,*), jossa GN on ryhmén G kaikkien ali-
ryhméé N vastaavien sivuluokkien joukko, sekéd » on joukon GN laskutoimitus
siten, etta kaikilla x,y € G pétee

N xyN = (zy)N.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ryhmén normaalia aliryvhmé# vastaava tekija-
ryhmé on todellakin itsessdédn ryhmaé.

LAUSE 2.30. Olkoon G ryhmd ja N <G. Tdlloin tekijiryhmd G/N on ryhmd,
jonka neutraalialkio on 1IN = N ja jossa jokaisen alkion xN kddnteisalkio on
1N,

Tobistus. Olkoon z,x' € xN ja y,y’ € yN. Osoitetaan ensiksi, ettéa lasku-
toimitus * on hyvin mééritelty, eli ettd jos 2’ € N jay' € yN, niin 2y’ € (xy)N.
Koska ' = xn ja y' = ym joillain n,m € N, niin

'y’ = (xn)(ym) = xlnym = a(yy " )nym
= (zy)(y~"'ny)m = (zy)(y~'n(y™") " )m.
Nyt, koska N <G, niin y 'n(y~')~' € N, jolloin 2y’ = (zy)(n'm), jossa xy € G
jan'me N. Taten 2’y € (xy)N eli laskutoimitus on hyvin méaaritelty.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd laskutoimitus x on liitdnnéinen. Jos x,y, 2z € G,
niin ryhmén G liitdnnéisyyden mukaan

(xN)(yNzN) = (eN)(yzN) = z(yz)N
= (xy)zN = (zyN)zN
= (zNyN)(zN),
eli laskutoimitus * on liitdnné&inen.
Osoitetaan vield, etta tekijaryhméssd G/N on laskutoimituksen » neutraa-

lialkio, seké jokaisen alkion kddnteisalkio. Laskutoimituksen » méaéritelman mu-
kaan jokaisella z € G péatee

eNIN = (z1)N = zN = (1lx)N = 1NxN,
joten 1IN = N on laskutoimituksen * neutraalialkio. Jos x € GG, niin
eNz'N = (zz " )N = IN = (z7'2)N = 2 'NaN,

joten !N on alkion zN kiinteisalkio kaikilla z € G. Niin ollen (GN,*) on
ryhma. 0

ESIMERKKI 2.31. Olkoon n € Z. Télloin joukko nZ = {nz | z € Z} varus-
tettuna kokonaislukujen indusoidulla laskutoimituksella on aliryhmétestin 2.13
nojalla kokonaislukujen ryhmén Z aliryhma, silla nl = n € Z ja jos nx, ny € nZ,
niin nx —ny = n(x—y) € nZ. Olkoon nyt ¢ : Z — Z,, jossa ¢(z) = zx, kun x on
ryhmén 7Z,, virittdvé alkio. Koska Z, on syklinen, niin ¢ on selvisti surjektio.
Talloin, koska méadritelmian mukaan p(z+2') = (z+2")r = zo+2'v = p(2)p(2'),
niin ¢ on surjektiivinen ryhméhomomorfismi.
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Niéin ollen, koska ryhmén 7Z,, méaaritelmén 2.16 mukaan nz = 1, niin homo-
morfismin ¢ ydin on aliryhmé nZ. Téalloin lauseen 2.34 mukaan nZ on ryhmén
Z normaali aliryhmé, jolloin tekijaryhmé Z/nZ on hyvin méaritelty. Tekijaryh-
mé Z/nZ koostuu alkioista z + nZ, jossa z € Z. Télloin, koska Z on esimer-
kin 2.15 mukaan syklinen, niin tekijaryhmé Z/nZ koostuu alkioista z(1 + nZ).
Néin ollen Z/nZ on myos syklinen. Samoin, koska nz € nZ kaikilla z € Z,
niin n(z + nZ) = nz + nZ = nZ = 0z/,z. Néin ollen tekijaryhmé Z/nZ koos-
tuu alkioista m + nZ, missia m € {0,...,n — 1}, eli toisin sanottuna, Z/nZ on
n-alkioinen ryhma.

MAARITELMA 2.32. Olkoon N <G. Ryhmén G luonnollinen projektio teki-
jaryhmélle G/N on kuvaus 7 : G — G/N, jossa m(g) = gN.

Osoitamme seuraavaksi, ettd ryhmén luonnollinen projektio normaalille ali-
ryhmaélleen on itse asiassa surjektiivinen ryhméhomomorfismi.

LAUSE 2.33. Olkoon N QG ja 7 luonnollinen projektio. Tdlloin m on sur-
jektivinen ryhmdahomomorfismi ja kerm = N.

Tobistus. Olkoon N 4G ja x,y € G. Télloin méadritelmén mukaan
m(zy) = (zy)N = 2NyN = m(x)7(y),

eli 7 on ryhmé&homomorfismi. Koska jokaisella aliryhmén N sivuluokalla x N
pétee (xz) = N, niin 7 on selvésti surjektiivinen ryhmdhomomorfismi. Koska
lauseen 2.30 mukaan tekijiryhmén G/N neutraalialkio on normaali aliryhmé
N, niin lauseen 2.28 mukaan
kerm = {ge G |m(g9) = 1N}
={9e G| gN = 1N}
={geGlge N}

eli aliryhm& N on homomorfismin 7 ydin. 0

Edellisesté lauseesta seuraa myos, ettd normaalit aliryhmét ovat tdsmélleen
ryhmadhomomorfismien ytimié.

SEURAUS 2.34. Ryhmdn G aliryhmd N on normaali jos ja vain jos se on
jonkin homomorfismin ydin

TobisTus. Lauseen 2.23 mukaan homomorfismin ydin on aina ldhtojouk-
konsa normaali aliryhmé. Normaalin aliryvhmén N luonnollinen projektio on
taas edellisen lauseen mukaan homomorfismi jonka ydin on /N, joten normaalit
aliryhmét ovat homomorfismien ytimié. 0

Néin ollen voimme korvata esimerkiksi tekijaryhmien mééritelméssé esiin-
tyvan ehdon aliryhmén normaaliudesta ehdolla, ettd kyseinen aliryhmé on jon-
kin ryhm&homomorfismin ydin. Seuraavaksi muotoilemme ryhmien ensimmaéi-
sen isomorfismilauseen.

LAUSE 2.35. Olkoon ¢ : G — H ryhmdahomomorfismi. Tdlloin
G/ker o = ¢(G).
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TobisTus. Koska ker ¢ on homomorfismin ¢ ydin, niin tekijaryhmé G/ ker ¢
on hyvin maééritelty. Koska ¢ on homomorfismi, niin sen rajoittuma kuvajouk-
koonsa ¢(G) on surjektiivinen homomorfismi. Osoitetaan, ettd télloin kuvaus
¢ : G/ker o — o(G), ¢(gker ¢) = ¢(g) on bijektiivinen homomorfismi.

Osoitetaan ensiksi, ettéd ¢ todellakin on homomorfismi. Olkoot x ker ¢, seka
y ker o tekijaryhmén G/ ker ¢ alkioita. Télloin pétee

¢(w ker py ker ) = ¢((zy) ker ¢)
= p(zy)
= p(2)p(y)
= ¢(zker p)d(y ker ),

eli ¢ on todellakin homomorfismi. Koska jokaisella ¢' € ¢(G) on g € G siten,
ettd v(g) = ¢, niin ¢(gkerp) = p(g) = ¢, eli ¢ on surjektio. Olkoon taas
xkerp,ykerp € G/ker p. Nyt, jos ¢(zkerp) = ¢(yker ), niin méadritelmén
mukaan ¢(z) = ¢(y), josta kertomalla puolittain termilld ¢(y)~! € H saadaan

o(y)ro(r) = e(y)'e(y) = 1y. Téten

1y = o(y)™

p(r) = oy p(r) = oy o),

joka ytimen méiiritelméin 2.20 mukaan tarkoittaa, etti y~'az € ker . Niin ollen
lauseen 2.28 perusteella pétee x ker ¢ = y ker ¢, joten ¢ on injektio. Téten ¢ on
haluttu isomorfismi G/ ker p — ¢(G), eli G/ ker p = ¢(G). O

Néin ollen erityisesti surjektiiviselle ryhméhomomorfismille ¢ : G — H
pétee G/ kerp = H.

ESIMERKKI 2.36. Esimerkin 2.31 mukaan ryhmé& nZ on surjektiivisen ryh-
méhomomofismin ¢ : Z — Z, ydin, jolloin ensimméisen isomorfismilauseen

mukaan Z/nZ = Zy,.

Ensimmaéisen isomorfismilauseen seuraus osoittaa, etté surjektiivisien homo-
morfismien tapauksessa tekijaryhmét ovat isomorfiset luonnollisella tavalla.

SEURAUS 2.37. Olkoon ¢ : G — H surjektiwvinen ryhmdhomomorfismi, sekd
H' < H. Tilloin G/ '(H") ~ H/H'.

TobisTus. Olkoon 7 luonnollinen ryhmidhomomorfismi H — H/H'. Koska
H'< H, niin lauseen 2.23 mukaan ¢ !'(H') <G, jolloin tekijiryhmit G/ (H')
ja H/H’ ovat hyvin méariteltyja. Télloin yhdistetty kuvaus mop : G — H/H' on
surjektiivisten homomorfismien yhdisteené surjektiivinen homomorfismi. Koska
kerm = H' ja o(p ' (H')) = H’', niin yhdistetyn kuvauksen 7 o ¢ ytimeksi
saadaan ker(m o) = p~!(H’). Niin ollen ensimméinen isomorfismilauseen 2.35
nojalla saadaan G/ '(H') ~ H/H'. O

Padtdmme ryhméteorian késittelyn tekijaryhmien vastaavuuslauseen todis-
tukseen, jota kutsutaan myos ryhmien neljanneksi isomorfismilauseeksi.

Lause 2.38. Olkoon G ryhmd ja N < G. Talloin on bijektiivinen kuvaus
ryhmdn G normaalin aliryhmdn N sisdltdvien aliryhmien joukolta tekijaryhmdan
G/N aliryhmien joukolle. Erityisesti A on ryhmdn G normaali aliryhmd jos ja
vain jos A/N on tekijiryhmdn G/N normaali aliryhmd.
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Tobistus. Olkoot 4 = {A| A <G, N < A} normaalin aliryvhmén N <G
sisiltdvien ryhmén G aliryhmien joukko, B = {B | B < G/N} tekijaryhmén
G/N aliryhmien joukko, sekd ¢ : A — B kuvaus, joka kuvaa joukon A € A sen
luonnollisen projektiohomomorfismin kuvakseen, eli ¢(A) = 7(A) = A/N € B,
jossa A/N = {aN | a € A}. Osoitetaan, ettd télloin kuvaus ¢ on bijektio.

Osoitetaan, ettd ¢ on surjektio. Olkoon B € B jokin tekijaryhmén G/N
aliryhmé. Télloin, koska luonnollinen projektiohomomorfismi © : G — G/N,
7m(g) = gN on lauseen 2.33 mukaan surjektiivinen ryhmidhomomorfismi, niin
jokaisella BN € B on b € G siten, ettd m(b) = bN. Niin ollen alkukuvalle
7 1 (B) ={be G| bON € B} < G pitee n(m'(B)) = B. Titen kuvauksen ¢
miéiritelmin mukaan riitt4i osoittaa, etti joukko 7 —!(B) on ryhmén G aliryhmé
joka sisiltéisi normaalin aliryhmén N eli, ettd 7=!(B) € A.

Koska B on tekijaryhmén G/N aliryhmé ja 7 : G — G/N on ryhméahomo-
morfismi, niin lauseen 2.22 mukaan 7~!(B) on ryhmiin G aliryhmi. Koska B
on aliryhmé, niin {N} = {1N} = {1g/n} < B, jolloin N = 7='({N}) < =~ (B).
Niin ollen 771(B) on ryhmiin G aliryhm4, joka sisiiltéiii normaalin aliryhmén
N, eli 7=Y(B) € A. Titen ¢(rm~'(B)) = n(7~Y(B)) = B, eli kuvaus ¢ on surjek-
tio. Lauseen 2.23 nojalla vastaava paéttely normaalien aliryhmien tapauksessa
antaa normaalien aliryhmien vastaavan tuloksen.

Osoitetaan, ettd ¢ on injektio. Olkoot A; ja A ryhmén G aliryhmié, jotka
sisaltavit aliryhméan N. Jos nyt A; # As, niin on = € A; siten, ettd x ¢ Ay, tai
péinvastoin. Télloin, jos ¢(A1) = ¢(Az), niin erityisesti w(z) = N = yN, jollain
y € A,. Kuitenkin, lauseen 2.28 nojalla pitee tN = yN jos ja vain jos y 'z € N.
Nyt, koska N © A, ja Ay on ryhmén G aliryhmi, niin 2 = yy~'z € A,
joka on ristiriita. Néin ollen ¢(A;) # ¢(As), eli kuvaus ¢ on injektio. Koska
normaalit aliryhmét ovat erityisesti aliryhmié, niin tdmé& patee myos normaalien
aliryhmien tapauksessa. Néin ollen ¢ on haluttu bijektio. (]






LUKU 3

Renkaat

Seuraavaksi késittelemme renkaiden teoriaa ja kdymme lapi joitain tarvit-
tavia rengasteorian tuloksia. Siind missa ryhmaét yleistéavét kokonaislukujen yh-
teenlaskun késitteen mielivaltaisille joukoille ja laskutoimituksille, jotka muis-
tuttavat yhteenlaskua, niin renkaat muistuttavat kokonaislukujen joukkoa va-
rustettuna sen yhteen-, sekd kertolaskutoimituksellaan. Tulemme tarkastele-
maan erilaisien renkaiden ja niiden alirenkaiden ominaisuuksia ja osoitamme
joitain rengasteorian hyodyllisid tuloksia, kuten niin sanotun kitnalaisen jako-
jadnndslauseen. Naytamme myos etté, jos renkaan jokainen kertolaskun suhteen
vakaa alirengas on yhden alkion virittdma&, niin sen jokaisella alkiolla on koko-
naislukuja muistuttava yksikésitteinen alkulukujen tulo esitys. Taméa kappale
perustuu teoksiin [1], [2], [4], seka [5].

3.1. Renkaat ja alirenkaat

MAARITELMA 3.1. Rengas on kolmikko (R, +, ), jossa R on joukko ja ku-
vaukset +, seké - ovat joukon R laskutoimituksia siten, etté
(1) (R,+) on abelin ryhma,
(2) laskutoimitus - on liitdnnéinen ja
(3) laskutoimitus - on distributiivinen laskutoimituksen + suhteen, eli kai-
killa a, b, c € R péatee

a-(b+c)=(a-b)+(a-¢) ja (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Jos liséksi laskutoimitus - on kommutatiivinen, niin R on kommutatiivinen ren-
gas. Jos renkaan (R, +, -) laskutoimitukset + ja - ovat selvét, niin sanotaan vain
ettd R on rengas. Télloin, kuten ryhméteorian tapauksessa merkitédéan a-b = ab,
vaikkei (R, -) vilttamétta olekaan ryhmé. Laskutoimituksia + ja - kutsutaan
yleensé yhteenlaskuksi ja kertolaskuksi.

Abelin ryhmén (R, +) alkiolle ja laskutoimituksille kiytetddan ryhméteoria-
sta tuttuja additiivisen ryhméan merkintéja 2.4. Joukon R alkiolle kertolaskun
suhteen kaytetddn taas ryhméteorian normaaleja tuloja muistuttavia merkinto-
jé, jolloin esimerkiksi kertolaskun mahdollista neutraalialkiota merkitdén sym-
bolilla 1 ja alkion a € R mahdollista kid&nteisalkiota kertolaskun suhteen mer-
kitddn symbolilla a™!. Jos rengas R sisiltéé laskutoimituksen - neutraalialkion
1, niin R on yksikollinen rengas. Tulemme jatkossa olettamaan, ettéd késittele-
méamme renkaat ovat yksikollisid ja kutsumme niité vain renkaiksi.

ESIMERKKI 3.2. Nollarengas, eli kolmikko ({0}, +, ), jossa +, - ovat triviaa-
lin joukon {0} laskutoimituksia on rengas. TAméa on selvid, silld ainoa joukon
{0} laskutoimitus on (0,0) — 0 ja néin ollen yhteen- ja kertolaskun neutraalial-
kiot ovat 0, eli 1 = 0. Jos rengas R on nollarengas, niin usein merkitdan vain

R=0.
15
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Vaikka renkaan méaritelméssé ei oleteta, ettd alkiot 1 ja 0 ovat eri alkio-
ta, niin tulemme monissa rengasteorian sovelluksissa tarvitsemaan tietoa, ettéa
kéasiteltavassa renkaassa péatee 1 # 0. Seuraava lause osoittaa, etté itse asiassa
mielivaltaisessa renkaassa péatee 1 = 0 jos ja vain jos kyseessd on nollarengas.

Lause 3.3. Olkoon R rengas. Tdlloin 1 = 0 jos ja vain jos R on nollarengas,
eli R = {0}.

Tobistus. Olkoon 1 =0 ja r € R. Télloin, koska Or = 0 ja 1r = r, niin
r=1r=0r =0,

eli R = 0. Jos taas R on nollarengas, niin selvisti 1 = 0, sill& 0 on ainoa renkaan
R alkio. 0J

ESIMERKKI 3.4. Renkaiden (Ry, +1,-1), (R2, +2,2), -+, (Rn, +nyn), n € ZT
suora tulo, eli abelin ryhmien (R;,+;), ¢ € {1,...,n} esimerkin 2.6 mukainen
suora tulo varustettuna tulojoukon R x Ry X - -+ x R,, laskutoimituksella -, jolle
pétee (1, T, ..., Zn) (Y1, Y2y -+ Yn) = (T11Y1, T2 2 Y2, - - -, Ty n Yp) ON TENEAS.

ESIMERKKI 3.5. Kokonaislukujen joukko Z varustettuna kokonaislukujen
tunnetulla yhteenlaskulla + ja kertolaskulla -, eli kolmikko (Z,+,-) on kom-
mutatiivinen rengas, jossa yhteenlaskun neutraalialkio on luku 0 ja kertolas-
kun neutraalialkio on luku 1. Samoin myos rationaalilukujen-, reaalilukujen- ja
kompleksilukujen joukot Q, R ja C varustettuna niiden yhteen, seké kertolasku-
toimituksillaan ovat renkaita ja erityisesti mééritelméan 2.7 nojalla kuntia [1, s.
82].

ESIMERKKI 3.6. Kunnan mééritelmén 2.7 mukaan jokainen kunta (K, +, )
on rengas. Koska kunnan mééritelméssé vaadittiin, ettéd kertolaskun neutraa-
lialkio 1 siséltyy joukkoon K — {0}, niin erityisesti 1 # 0 ja néin ollen kunnassa
K on ainakin kaksi eri alkiota.

ESIMERKKI 3.7. Abelin ryhmén R endomorfismien joukko
End(R) = {¢ : R —> R | ¢ on homomorfismi}

varustettuna laskutoimituksillaan +' ja o, joilla (¢1 +' ¢2)(z) = ¢1(x) + @2(x),
seké, @1 0 pa(x) = @1(pa(x)) on rengas (End(R), +', o). Kuvauksien yhteenlas-
kun +' neutraalialkio on nollakuvaus gy : x — 0 ja kuvauksien yhdistdmisen o
neutraalialkio on identtinen kuvaus Id : x — x, kaikilla x € R.

MAARITELMA 3.8. Rengaan R alirengas on additiivisen ryhmén (R, +) ali-
ryhmé, joka on vakaa renkaan R kertolaskun suhteen. Yhtépitidvésti renkaan R
alirengas on sen osajoukko, joka on itsessdén rengas varustettuna indusoiduilla
laskutoimituksilla.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd myos renkaille piatee ryhméteorian aliryhmé-
testid 2.13 muistuttava tulos.

LAuse 3.9 (Alirengastesti). Olkoon R rengas ja R < R. Talloin R on
renkaan R alirengas jos ja vain jos
(1) x —ye R ja
(2) zy € R’ kaikilla z,y € R.
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TobisTus. Osajoukko R’ on renkaan R alirengas jos ja vain jos R’ varustet-
tuna indusoiduilla laskutoimituksilla on rengas. Koska R on rengas, niin indusoi-
dut laskutoimitukset toteuttavat renkaan liitdnnéisyys- ja distributiivisuus eh-
dot (2) ja (3). Néin ollen R’ on renkaan R aliregas jos ja vain jos (R, +) < (R, +)
ja kertolasku on vakaa joukossa R'. Aliryhmétestin 2.13 mukaan R’ < R jos ja
vain jos z—y € R’ kaikilla z,y € R, joka osoittaa kohdan (1). Kertolasku taas on
maaritelmén mukaan vakaa joukossa R’ jos ja vain jos zy € R’ kaikilla z,y € R,
joka osoittaa kohdan (2). O

MAARITELMA 3.10. Olkoon R # {0} rengas. Alkio u € R on renkaan R
yksikkd, jos silld on kertolaskun kifinteisalkio u~! € R. Renkaan R yksikdiden
joukkoa merkitdan symbolilla R*. Jos jokainen renkaan R nollasta poikkeava
alkio on yksikko, niin R on jakorengas.

Koska kommutatiivinen jakorengas R on nollasta poikkeava rengas, niin
lauseen 3.3 mukaan 1 # 0. Té&lloin, koska jokaisella jakorenkaan nollasta poik-
keavalla alkiolla on kertolaskun kéénteisalkio, niin (R — {0}, -) on abelin ryhma.
Néin ollen kunnan mééritelmén 2.7 mukaan kunnat ovat tdsmélleen kommuta-
tiivisia jakorenkaita. Tarkastellaan seuraavaksi joitain renkaiden perusominai-
suuksia.

LAUSE 3.11. Olkoon R rengas ja a,b e R. Talloin:
(1) Oa = a0 =0,
(2) (—a)b = a(~b) = —(ab)
(3) (=a)(=b) = ab ja
(4) kertolaskun neutraalialkio 1 € R on yksikdsitteinen ja —a = (—1)a.

Tobistus. Olkoon R rengas ja a,b € R. (1) Renkaan mééritelmén 3.1 koh-
dan (3) mukaan Oa = (0 + 0)a = Oa + Oa, jolloin lisadmalla puolittain alkio
—(0a) € R saadaan O0a = 0. Yhtélo a0 = 0 saadaan vastaavalla pééttelylla.
Renkaan mééritelmén kohdan (3) ja edellisen kohdan mukaan pétee

ab+ (—a)b = (a + (—a))b = 0b =0,
jolloin lisddmall& puolittain alkio —(ab) € R saadaan (—a)b = —(ab). Vastaavalla
paattelylla saadaan myos yhtélo a(—b) = —(ab).
(2) Edellisen kohdan mukaan saadaan vastaavasti
—(ab) + (=a)(=b) = (=a)b + (=a)(-D)

= (=a)(b+ (b))
= (—a)0 =0,

jolloin (—a)(—b) = ab yhteenlaskun kommutatiivisuuden perusteella.

(3) Jos on olemassa x € R siten, ettd  on myos kertolaskun neutraalialkio,
niin mééritelmén mukaan 1 = 1o = z. Liséksi renkaan méaéritelmén kohdan (3)
mukaan a + (—1)a =la+ (—1)a = (1 —1)a =0, eli —a = (—1)a. O

MAARITELMA 3.12. Olkoon R # {0} rengas. Alkio a € R, a # 0 on nollan-
jakaja, jos on b € R, b # 0 siten, ettd joko ab = 0 tai ba = 0. Kommutatiivinen
rengas R, jossa ei ole nollanjakajia on kokonaisalue.

Osoittautuu, ettd kokonaisalueissa pétee seuraava, niin sanottu kertolaskun
supistussdanto.
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LAuse 3.13. Olkoon R kokonaisalue ja r € R, v # 0. Tdlldin, jos ra = rb,
nin a = b.

ToDISTUS. Jos ra = rb, niin renkaan laskutoimituksien mukaan r(a—b) = 0

jolloin, koska kokonaisalueessa R ei ole nollanjakajia ja r # 0, niin a — b = 0 eli
a=>b. O

LAUSE 3.14. Kunta on kokonaisalue.

TobisTus. Jos R on kunta, niin se on kommutatiivinen jakorengas. Talloin
jokaisella a € R, a # 0 on kertolaskun kiinteisalkio a='. Nyt jos ab = 0, jollain
be R, b # 0, kuitenkin b = 10 = (a"'a)b = a7'(ab) = a7'0 = 0, joka on
ristiriita. Téaten R ei sisélla nollanjakajia eli se on kokonaisalue. 0

3.2. Rengashomomorfismit ja ideaalit

Seuraavaksi yleistdmme ryhméteoriasta tutut morfismien késitteet renkaille.
Koska renkaat ovat erityisesti additiivisia abelin ryhmié, joille on yhteenlaskun
lisdksi madritelty myos kertolaskutoimitus, niin monet mééritelmista ja todis-
tuksista ovat hyvin samanlaisia, kuin ryhmien tapauksessa.

MAARITELMA 3.15. Olkoot R ja S renkaita. Télloin kuvaus ¢ : R — S on
rengashomomorfismi, jos kaikilla a,b € R pétee

(1) (a +b) = ¢(a) + ¢(b),

(2) p(ab) = (a)p(b) ja

(3) v(1r) =15
Rengashomomorfismin ¢ ydin on joukko ker¢ = {a € R | p(a) = 0}. Bijektii-
vinen rengashomomorfismi on rengasisomorfismi. Jos ¢ : R — S on rengasiso-
morfismi niin sanotaan, ettd renkaat R ja .S ovat rengasisomorfiset ja merkitdan
R = S. Jos on selvid, ettd ¢ on renkaiden vélinen homo- tai isomorfismi, niin
sanotaan vain, ettd ¢ on homomorfismi tai isomorfismi.

Koska rengashomomorfismin méaéritelmén kohta (1) vastaa ryhmahomomor-
fismin mé&ritelmad 2.20, niin rengashomomorfismi ¢ on erityisesti additiivisien
ryhmien (R, +r) ja (S, +g) vélinen ryhm&homomorfismi.

Tarkastellaan seuraavaksi rengashomomorfismien ytimid ja niiden ominai-
suuksia.

LAUSE 3.16. Olkoot R ja S renkaita ja ¢ : R — S homomorfismi. Tdalloin

(1) kuvajoukko ¢(R) on renkaan S alirengas ja
(2) ydin ker ¢ on renkaan R alirengas ja erityisesti xr,rx € ker ¢ kaikilla
rekerp jareR.

TobisTus. Olkoon ¢ : R — S rengashomomorfismi. (1) Koska homomor-
fismin ¢ rajoittuma joukkoon ¢(R) on surjektio, niin kaikilla s,s" € p(R) < S
on alkiot 7, 7" € R siten, ettd ¢(r) = s ja ¢(r') = §'. Télloin, koska R on rengas,
niin alkioille s, s’ € ¢(R) pétee

s =8 = o(r) —p(r) = p(r —r') € p(R),
sekd ss’ = @(r)e(r') = p(rr') € p(R). Téten alirengastestin 3.9 mukaan ¢(R)
on renkaan S alirengas.
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(2) Olkoon z,y € ker ¢. Télloin p(z) = 0 = ¢(y), jolloin pétee

p(z —y) = p(r) —p(y) =0,

sekd p(xy) = p(x)p(y) = 0, eli z—y € ker ¢ ja xy € ker p. Téten alirengastestin
mukaan ker ¢ on renkaan R alirengas. Nyt, jos r € R, niin p(rz) = o(r)e(x) =0
ja o(ar) = p(x)e(r) = 0, eli ar, ra € ker ¢. O

Rengashomomorfismin ytimet ovat siis erittédin vakaita kertolaskun suh-
teen. Madritelladn seuraavaksi ideaalit eli alirenkaat, jotka toteuttavat edellisen
lauseen vakausominaisuuden, seké tekijaryhmien regasvastikkeet eli tekijaren-
kaat.

MAARITELMA 3.17. Renkaan R ideaali on alirengas I < R jossa ri € I ja
ir € I kaikilla r € R, i € I. Renkaan R tekijirengas ideaalin I suhteen R/I on
tekijaryhméd R/I varustettuna renkaan R laskutoimituksilla + ja - joille patee

1) r+DH)+(s+1)=(r+s)+1ja
(2) (r+1)-(s+1)=(rs)+ I kaikilla r, s € R.

Jos renkaan R ideaalille I patee I < R, niin sanotaan, ettd I on renkaan R aito
1deaali.

Koska ideaalit ovat mééaritelméan mukaisesti jonkin rengashomomorfismin
ytimié ja rengashomomorfismit ovat erityisesti renkaita vastaavien additiivisien
abelin ryhmien vilisid ryhmahomomorfismeja, niin renkaan ideaalit ovat lauseen
2.34 nojalla erityisesti kyseistd rengasta vastaavan abelin ryhmén normaaleja
aliryhmié. Nain ollen edellinen tekijarenkaiden mééritelméa sopii yhteen tekija-
ryhmien méédritelméan 2.29 kanssa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd tekijarengas on todellakin rengas.

LAUSE 3.18. Tekijirengas R/I on rengas, jonka neutraalialkiot yhteen- ja
kertolaskun suhteen ovat vastaavasti joukon R/I alkiot 1+ I, seki I ja jossa
jokaisen alkion r+1 € R/I kddnteisalkio yhteenlaskun suhteen on —r+1 € R/I.

TobisTus. Koska R on rengas, niin (R, +) on abelin ryhmé jolloin lauseen
2.19 mukaan sen aliryhmé (1, +) on normaali aliryhmé. Néin ollen lauseen 2.30
mukaan abelin tekijaryhma (R/I, +), jonka sivuluokat ovat r+ I, missid r € R on
hyvin mééritelty laskutoimituksellaan + jolle pétee (r+1)+(s+1) = (r+s)+1
kaikilla 7, s € R. Samoin lauseen 2.30 mukaan tekijaryhmén neutraalialkio yh-
teenlaskun suhteen on alkio 0+17 = I € R/I ja jokaisen r+1I € R/I kiénteisalkio
yhteenlaskun suhteen on —r + I. Néin ollen riittdé osoittaa, ettd tekijaryhméa
R/I varustettuna laskutoimituksella -, jossa (r 4+ I)- (s + I) = (rs) + I kaikilla
r,s € R on rengas.

Koska renkaan R kertolasku on liitdnnéinen ja distributiivinen yhteenlas-
kunsa suhteen ja tekijarenkaan R/I laskutoimitukset + ja - ovat mééritelty nii-
den avulla, niin tekijarenkaan laskutoimitukset toteuttavat renkaan mééritel-
mén liitdnnaisyys- ja distributiivisuusvaatimukset, jos laskutoimitus - on hyvin
mééritelty sivuluokkien joukossa R/I. Olkoon 1’ € r + I ja s’ € s + I. Télloin
r" =r+4+njas = s+m, joillain n,m € I. Nain ollen, koska renkaan maéaritelméan
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mukaan rm + ns + nm € I, niin saadaan
(r+ D+ =((r+n)+D((s+m)+1I)
=(r+n)(s+m)+1
= (rs+rm-+ns+nm)+ 1
=rs+ (rm+ns+nm)+ [
=rs+1.

Téten laskutoimitus - on hyvin mééritelty. Liséksi 1+ I on kertolaskun neutraa-
lialkio, silld (r+1)(1+1) =r1+I=r+lja(1+1)(r+1)=1r+1 =r+1. Ndin
ollen tekijarengas R/I on rengas, joka toteuttaa halutut ominaisuudet. 0

Koska rengashomomorfismit ovat erityisesti ryhmahomomorfismeja ja ide-
aalit ovat lauseen 3.16 mukaan rengashomomorfismien ytimié, niin monet ryh-
méhomomorfismien ytimié koskevat tulokset kadntyvit suoraan rengasteorian
kielelle korvaamalla homomorfismien ytimet eli normaalit aliryhmét ideaaleilla.

Tarkastellaan seuraavaksi renkaiden isomorfismilauseita. Naytetdan ensiksi,
ettd ryhmien ensimmaéiselld isomorfismilauseella on rengasteorian vastike, jota
kutsutaan vastaavasti renkaiden ensimmaéiseksi isomofismilauseeksi.

Lause 3.19 (Ensimméinen rengasisomorfismilause). Jos ¢ : R — S on
rengashomomorfismi, niin ker ¢ on renkaan R ideaali ja

R/ker p = p(R).

TobisTus. Koska lauseen 3.16 mukaan rengashomomorfismin ¢ ydin on ide-
aali, niin tekijarengas R/ ker ¢ on hyvin méiritelty ja lauseen 2.19 mukaan ker ¢
on ryhmén (R, +) normaali aliryhmé. Koska rengashomomorfismi on erityisesti
additiivisien ryhmien vélinen ryhméhomomorfismi, niin ensimmaéisen ryhméiso-
morfismilauseen mukaan on olemassa ryhméisomorfismi ¢ : R/ker ¢ — ¢(R),
o(r + ker ) = p(r). Nyt, koska ¢ on rengashomomorfismi, niin

o((r + ker p)(s + ker¢)) = ¢(rs + ker )
= p(rs)
= ¢(r)e(s)
= ¢(r + ker p)o(s + ker )

ja ¢(1g + ker ) = p(1g) = 1g. Téten ¢ on renkaiden R/ker ¢ ja p(R) vilinen
rengasisomorfismi, eli R/ker p = p(R). O

My6s ryhméteoriasta tutulla luonnollisella projektiohomomorfismilla 2.32 on
rengasteorian vastike, joka on vastaavasti surjektiivinen rengashomomorfismi.

LAUSE 3.20. Jos I on renkaan R ideaali, niin renkaan R luonnollinen pro-
jektio tekijarenkaalle ¢ : R — R/I, p(r) = r+ I on surjektiivinen rengashomo-
morfismi ja ker p = I.

TobisTus. Koska rengas (R, +) on abelin ryhmé ja I < R on renkaan R
ideaalina sen normaali aliryhmé, niin lauseen 2.33 mukaan luonnollinen projek-
tiokuvaus on surjektiivinen ryhmahomomorfismi jonka ydin on ker 7 = I. Téten
riittad osoittaa, ettd m(rs) = m(r)m(s) kaikilla r, s € R ja w(1g) = 1g;.
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Olkoon r, s € R. Talloin pétee
w(rs)=rs+1
=(r+)(s+1)
= 7(r)m(s),

sekd m(1g) = 1g + I = 1. Néin ollen luonnollinen projektio on surjektiivinen
rengashomomorfismi jonka ydin ker 7 = I. O

Koska luonnollinen projektiohomomorfismi on rengashomomorfismi, niin myos
renkaiden neljis isomorfismilause 2.38 yleistyy renkaiden tapaukseen, kun nor-
maalit aliryhmét korvataan ideaaleilla.

SEURAUS 3.21. Olkoon I renkaan R ideaali. Tdlloin on ideaalin I sisdltdvien
renkaan R alirenkaiden A joukon ja tekijirenkaan R/I alirenkaiden vdlinen
bijektiivinen kuvaus. Erityisesti A on renkaan R ideaali jos ja vain jos A/l on
tekijirenkaan R/I ideaali.

3.3. Ideaalien ominaisuudet

Aloitetaan laajentamalla ryhméteoriassa késitelty viritetyn ryhmén méaéari-
telmé 2.14 kommutatiivisille renkaille.

MAARITELMA 3.22. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja A < R. Joukon
A virittdmé ideaali on alirengas

(A) = {ria1 + rpag + - +rpa, |15 € R, a; € A, ne N},

jossa (A) = {0} jos A = . Adrellisen joukon A = {a,...,a,} virittimais
ideaalia (A) = (aq, . .., a,) kutsutaan ddrellisesti viritetyksi ideaaliksi ja samoin
yvhden alkion virittaméé ideaalia (a) kutsutaan renkaan R pddideaaliksi.

MAARITELMA 3.23. Pddideaalialue on kokonaisalue, jonka jokainen ideaali
on péadideaali.

ESIMERKKI 3.24. Koska esimerkin 2.15 mukaan kokonaislukujen rengas on
alkion 1 virittdmé, niin erityisesti Z = (1), eli kokonaislukujen rengas on péi-
deaalialue.

Tarkastellaan seuraavaksi joitain ideaalien ominaisuuksia. Osoitetaan ensik-
si, ettd aidossa ideaalissa ei ole yksikoita seké, ettd kunnassa ei ole aitoja ide-
aaleja.

LAUSE 3.25. Olkoon I renkaan R ideaali. Tdlldin pdtee:
(1) I = R jos ja vain jos ideaali I sisdltdd jonkin renkaan R yksikon.
(2) Jos R on kommutatiivinen rengas, niin R on kunta jos ja vain jos sen
ainoat ideaalit ovat {0} ja R.

TobisTus. Olkoon R rengas. (1) Olkoon I € R ideaali, joka sisdltda jonkin
renkaan R yksikon u. Koska jokaisella yksikollda w € I on mééritelméan 3.10
mukaan kertolaskun kisinteisalkio u=! € R, niin tillin ideaalin miiritelméin
3.17 mukaan uu~t = 1 € I, jolloin myds r = 1r € I kaikilla r € R. Néin ollen
R < I. Koska ideaalin méaritelmén mukaan myos I € R, niin I = R. Jos taas
I =R, niin 1 € R =1, eli I sisdltda jonkin renkaan R yksikon.
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(2) Kommutatiivinen rengas R on mééritelmén 2.7 mukaan kunta jos ja vain
jos jokainen r € R, r # 0 on yksikks. Olkoon R on kunta. Jos ideaali I # {0},
niin se siséltda jonkin renkaan R alkion, joka on mééritelméan mukaan yksikko.
Télloin kohdan (1) mukaan I = R. Oletetaan, ettd kommutatiivisen renkaan R
ainoat ideaalit ovat {0} ja R, sekd u € R, u # 0. Talloin, koska u # 0, niin pétee
(u) # (0) = {0}, jolloin oletuksen mukaan (u) = R. Koska 1 € R, niin 1 € (u),
jolloin pédideaalin médritelmén ja renkaan R kommutatiivisuuden mukaan on
u~! € R siten, ettd uu~' = u 'u = 1. Niin ollen jokainen renkaan R nollasta
poikkeava alkio on yksikko, eli R on kunta. 0

ESIMERKKI 3.26. Jos K on kunta, niin edellisen lauseen mukaan sen ainoat
ideaalit ovat 0 ja K. Talloin, koska {0} = (0), seké jokaisella alkiolla k € K pétee
k = 1k € (1), niin K < (1). Néin ollen, koska myts (1) < K, niin K = (1), eli
kunta on péaaideaalialue.

Siirrytédn tarkastelemaan renkaan suurimpia aitoja ideaaleja, eli maksimaa-
lisia ideaaleja.

MAARITELMA 3.27. Renkaan R aito ideaali M < R on maksimaalinen ide-
aali, jos ainoat ideaalin M sisdltavét ideaalit ovat M ja R. Toisin sanoen M on
maksimaalinen ideaali, jos inkluusiosta M < I, missd [ on renkaan R ideaali
seuraa joko I = M tai I = R.

Seuraava tulos osoittaa, etté jokaisella nollarenkaasta poikkeavalla renkaalla
on maksimaalinen ideaali. Tuloksen todistus nojaa osittain jarjestettyjen jouk-
kojen teoriaan ja erityisesti Zornin lemmaan, jota emme késittele tarkasti téssa
tutkielmassa. Aiheesta 10ytéé lisdtietoa esimerkiksi teoksista [1, s. 588], [2, s.
907], seké [4, s. 12].

LAUSE 3.28. Jokaisen renkaan aito ideaali sisdltyy maksimaaliseen ideaaliin.

Tobistus. Olkoon R rengas ja I sen aito ideaali. Koska I # R, niin eri-
tyisesti rengas R ei ole nollarengas, silli muuten inkluusiosta I < R seuraisi
I = (0) = {0} = R. Olkoon Z ideaalin I sisdltévien renkaan R aitojen ideaa-
lien kokoelma. Télloin, koska I € Z, niin Z on epétyhja ja osittain jéarjestetty
osajoukkojen inkluusion € mukaan. Nyt, jos C on joukon Z ketju, eli joukon 7
taysin jéarjestetty osajoukko, niin olkoon

M=|]A
Aek
ketjun K ideaalien A yhdiste. Osoitetaan seuraavaksi, ettd M on myos renkaan
R ideaali.

Olkoon a, b e M. Télloin joukon M mééritelméan mukaan on jotkin ideaalit
A, B € K siten, ettd a € A ja b € B. Koska K on ketju, niin joko A € B tai
B < A. Voidaan siis olettaa, ettd A < B. Télloin, koska A ja B ovat renkaan
R ideaaleja ja a,b € B, niin alirengastestin 3.9 mukaan a — b € B < M, seké
ab € B € M. Niin ollen alirengastestin mukaan M on renkaan R alirengas.
Olkoon nyt r € R. Talloin, koska B on renkaan R ideaali, niin ra,ar € B € M,
jolloin M on renkaan R ideaali.

Nyt, jos M = R, niin lauseen 3.25 mukaan M sisdltdd jonkin renkaan
R yksikén wu, jolloin ideaalin méiritelmin mukaan uvu=' = 1 € M. Tilléin
1 siséltyy johonkin ideaaliin A € M, jolloin A = R. Kuitenkin ideaalin M
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madritelmén mukaan ideaalit A € M ovat aitoja ideaaleja, joka on ristiriita.
Téaten M on my6s renkaan R aito ideaali joka siséltdéd ideaalin I, eli toisin
sanoen M € 7.

Nyt, koska jokainen ketjun IC ideaali A siséltyy méaritelmén mukaan ideaa-
liin M, niin M on ketjun K yldraja. Téll6in Zornin lemman [4, s. 13] mukaan
joukossa Z on maksimaalinen alkio, eli renkaassa R on maksimaalinen ideaali,
joka siséltéad ideaalin . 0

Seuraavaksi osoitamme, ettd kommutatiivisen renkaan tekijéarengas jonkin
ideaalinsa suhteen on kunta jos ja vain jos kyseinen ideaali on maksimaalinen.
Taméa tulos tulee antamaan meille keinon tehdé pééttelyja tarkasteltavan ren-
kaan ominaisuuksista soveltamalla kuntien ominaisuuksia sen tekijarenkaaseen
maksimaalisen ideaalin suhteen.

LAUSE 3.29. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Ideaali M < R on maksi-
maalinen ideaali jos ja vain jos tekijirengas R/M on kunta.

TobpisTUS. Renkaan R ideaali M on méaritelman mukaan maksimaalinen
ideaali jos ja vain jos ei ole olemassa renkaan R ideaalia [ siten, etti M < I < R.
Talloin, koska renkaiden neljannen isomorfismilauseen 3.21 mukaan renkaan R
ideaalin M sisdltdvien ideaalien joukon ja tekijarenkaan R/M ideaalien valilla
on bijektiivinen kuvaus I +— I/M, niin ideaali M on maksimaalinen jos ja vain
jos jadnnosrenkaassa ei ole ideaalia I’ € R/I, jolle pétee ¢p(M) < I' < R/I.
Nyt, koska ¢(M) = M/M = 0, niin M on maksimaalinen ideaali jos ja vain
jos jadnnosrenkaan R/ M ideaalit ovat vain 0 ja R/M, joka lauseen 3.25 mukaan
pétee jos ja vain jos R/M on kunta. O

Tarkastellaan seuraavaksi ideaalien tuloja, sekéd niiden yhteyttd rengasho-
momorfismeihin.

MAARITELMA 3.30. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja Iy, I5,... I, sen
ideaaleja. Talloin ideaalien tulo 1115 -- - I,, on joukko
2

Ly I, = {xjz] ol + -+ xpal, - -ap, | @b € Lkaikillal <4, j < n,m},

joka koostuu kaikista ideaalien Iy, Io, ..., I, alkioiden &dérellisien tulojen d&rel-
lisistd summista.

LAUSE 3.31. Ideaalien tulo on ideaali

Tobistus. Olkoon Iy, I, ... I, renkaan R ideaaleja, sekd x; € I; kaikilla
i€ {l,...,n}. Talloin, koska I; on ideaali, niin rz125...2, = ¥jxy...x,, jossa
xy = rx; € I kaikilla r € R. Téll6in renkaan R distributiivisuusominaisuuden
perusteella jokainen alkioiden xyxs ... x, dérellinen summa kerrottuna renkaan
alkiolla koostuu vieldkin ideaalien I; alkioista, eli rI11y... 1, = I115... I, kai-
killa » € R. Koska renkaan R kommutatiivisuuden perusteella patee myos, etté
ILil,...I,r =rliI,...1I,, niin ideaalien tulo on todellakin ideaali. O

MAARITELMA 3.32. Renkaan R ideaalit I ja J ovat komaksimaaliset, jos
I+J={x+yl|lzel,yeJ}=R.

Todistetaan seuraavaksi niin sanottuna kiinalaisena jakojidnndslauseena tun-
nettu ideaalien tuloja késitteleva tulos, joka on erdén kongruenssiyhtéldiden rat-
kaisun yksikésitteisyyttéd kéasittelevan lukuteorian tuloksen yleistys [3, s. 132].
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LAUSE 3.33 (Kiinalainen jakojaannoslause). Olkoon R # {0} kommutatii-
vinen rengas ja olkoot Iy, I, ..., Iy renkaan R ideaaleja, jollain k = 2. Tdlloin
kuvaus

('D:R_)R/leR/IQX"'XR/]k” (,0(7"):(T+Il,T+IQ,...7T+Ik)

on rengashomomorfismi, jonka ydin on kerp = I1 NIy N -+ N I. Jos ideaalit
I, I; ovat komaksimaaliset kaikilla i,5 € {1,...,k} ja i # j, niin kuvaus ¢ on
surjektiivinen ja ideaaleille pitee Iy N Io -+ I, = 1115 ... I}, jolloin
R/(LIy...I}))=R/(Lnhn--n1)= R/l x R/ x --- x R/I},.

TobisTus. Todistetaan viite induktioperiaatteen avulla. Tarkastellaan en-
siksi tapausta k = 2. Olkoon ¢ : R — R/I; x R/I, jossa p(r) = (r+ I, 7 + I3).
Talloin kuvauksen ¢ komponentit ovat luonnollisia projektioita tekijarenkaille
R/I, ja R/I5, joten ¢ on lauseen 3.20 mukaan homomorfismi, jonka ydin on
I, n I5. Oletetaan nyt, ettéd ideaalit [ ja [y ovat komaksimaaliset. Néin ollen,
koska I + Iy = R, niin on olemassa x € I ja y € I siten, ettd x +y = 1. Olkoon
(r1 + I,ro + Is) € R/I; x R/I,. Nyt, koska © = 1 — g, niin

QD(ZE) = (37 + Il, 1 -y + [2) = (Il, 1+ IQ) = (0, 1)

Vastaavalla paattelylld saadaan myos ¢(y) = (1,0), jolloin

@(rax +r1y) = p(r2)e(z) + @(r)e(y)

= (ro + I1,ro + 13)(0,1) + (r1 + I, 71 + 13)(1,0)

= (07T2 + ]2) + (Tl + ]170)

= (7’1 + [1,7"2 + [2)
Néin ollen ¢ on surjektiivinen rengashomomorfismi. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd Iy n I, = I115. Koska joukko

11]2 = {xlyl + -4 TnYn | T; € Ilyyi € ]2, kaikillaz € {1, C.. ,n}}

koostuu kaikista alkioiden x;y; dérellisistd summista ja koska I, Iy ovat renkaan
R ideaaleja, niin médritelméan mukaan I,/ < I1 n I,. Nyt, koska ideaalit I; ja
I, ovat komaksimaaliset, niin jokaisella z € I} N I3 pétee

z=z21=z(@x+vy) =z2x+zyec ]

Téaten ITy n Iy = 1115, eli kerp = I;15. Néin ollen renkaiden ensimmaéisen iso-
morfismilauseen 3.19 mukaan

R/(Ii1s) = R/(I; A L) = R/I; x R/L,.

Oletetaan nyt, ettd viite pétee jollain k = 2. Olkoot I4,..., I;.; renkaan R
pareittain komaksimaalisia ideaaleja jai € {1,. .., k}. Talloin erityisesti jokainen
ideaali [;,; on komaksimaalinen jokaisen ideaalin I; kanssa, jolloin on alkiot
x; € I; jay; € Iy, siten, ettd x; +y; = 1. Téten renkaan R kommutatiivisuuden
nojalla

L= (z1+y)(z2a+y2) - (xk + yr)

= (Z T1T; + 2 T1Yi + Z ylxi) + Z Y1Yis
i=1 i=1 i=1 i=1
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jossa alkupéén darellinen summa kuuluu ideaalin méaritelméan mukaan ideaalien

tuloon I = I1Iy... Iy ja > y1yi € Ipr. Téten 1 € I 4 Ij44, eli on olemassa

alkiot 2’ € I ja i € I, siten, ettd 1 = 2’ + /. Niin ollen jokaisella r € R pétee
r=rl=r@+y)=ra' +ry el + I,

eli ideaalit I ja I;.; ovat komaksimaaliset. Nyt, koska induktio-oletuksen mu-
kaan véite pétee kaikilla ¢ € {1,. .., k}, niin eritysesti se pétee komaksimaalisilla
ideaaleilla I ja Ij,i. Téten R/(I1;y1) = R/I x R/I;1. Nyt, koska induktio-
oletuksen mukaan viite patee myos ideaaleille Iy, Io, . . ., I, niin

R/I = R/(IiLy...I}) = R/I; x R/Iy x -+ x R/I,.

Néin ollen
R/(11]2 . ..]}ka_;,_l) = R/(]Ik—i-l) = R/Il X R/IQ X e X R/Ik X R/Ik+1,
jolloin véite pétee induktioperiaatteen mukaisesti kaikilla & > 2. 0

3.4. Piidideaali- ja yksikésitteisen tekijijaon alueet

Késittelemme seuraavaksi kommutatiivisien renkaiden jaollisuusominaisuuk-
sia ja niiden yhteyttd péadideaalialueisiin. Aloitamme lukuteoriaa mukailevilla
méadritelmilld ja tuloksilla.

MAARITELMA 3.34. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja a,b€ R, b # 0.

(1) Alkio b jakaa alkion a, jos on z € R siten, ettd a = bx. Talloin merkitain
b | a ja sanotaan, ettd a on alkion b monikerta.
(2) Alkioiden a ja b suurin yhteinen tekiji syt(a,b) on alkio d € R, d # 0
jolle pétee
(i) d|ajad]|bja
(i) jos d' | a ja d' | b, niin d' | d kaikilla d' € R.

Seuraava tulos osoittaa, ettd kommutatiivisen renkaan alkioiden suurin yh-
teinen tekija voidaan yhtapitavésti madritelld renkaan R ideaalien avulla.

LAUSE 3.35. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja I renkaan R alkioiden a
ja b # 0 wvirittdmd ideaali. Tédlloin alkio d € R on renkaan R alkioiden a ja b
suurin yhteinen tekijd, eli syt(a,b) = d jos ja vain jos
(1) I < (d) ja
(i1) jos I < (d'), niin (d) < (d').

Tobistus. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja a,b,d € R.

(i) Méadritelmén mukaan d | a jos ja vain jos a = rd, jollain r € R, eli jos
ja vain jos a € (d). Nyt, jos I on renkaan R alkioiden a ja b virittiméa ideaali,
niin jokaisella = € I pétee x = ria + rob. Télloin d | @ ja d | b jos ja vain jos
x = r(dr) + ro(ds) = d(rir + r3s) joillain r,;s € R, eli jos ja vain jos = € (d).
Téten ehto (i) on yhtéapitdva suurimman yhteisen tekijan ehdon (i) kanssa.

(ii) Olkoon d' € R ja I < (d’). Koska I on alkioiden a ja b virittdmé ideaali,
niin jokaiselle x € I pétee x = ria + r9b joillain r1,ry € R. Téten, jos I < (d'),
niin erityisesti a,b € (I) < (d'), jolloin d' | a ja d | b. Jos taas d' | a ja
d | b, niin a = ¢;d’ ja b = ¢d’ joillain ¢, ¢ € R, jolloin jokaisella x € I pétee
r = (riq)d + (roge)d € (d'), eli I < (d'). Koska d' | d jos ja vain jos d € (d'),
eli (d) € (d'), niin lauseen ehto (i7) on yhtépitdva suurimman yhteisen tekijén
mééritelmén ehdon (ii) kanssa. O
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Seuraava esimerkki osoittaa, ettd mielivaltaisen kokonaisalueen alkioilla ei
ole vilttamatta suurinta yhteista tekijaa.

ESIMERKKI 3.36. Joukko Z[v/—5] = {a + b\/=5 | a,b € Z} = C varustettu-
na kompleksilukujen tunnetuilla yhteen- ja kertolaskutoimituksilla on kokonai-
salue. Koska luvulla 6 € Z[/=5] on esitykset 6 = 2-3 = (1 + v/=5)(1 — v/=5)
niin osoittautuu, etté sen ainoat tekijit ovat luvut 1,2,3,1 + /=5 ja 1 —/—5.
Niin ollen lukujen 6 ja 2 - (1 ++/=5) vhteiset tekijit ovat tidsmiélleen luvut 1,2
ja1l++/=5. Koska 2| 1ja1++/=5|1,niin 1 ei voi olla suurin yhteinen tekiji.
Voidaan osoittaa, ettd kumpikaan yhteisisté tekijoistd 2 ja 1 4 +/—5 ei jaa tois-
taan, jolloin mé#ritelméin 3.34 mukaan luvuilla 6 ja 2- (1 ++/=5) ei ole suurinta
vhteistd tekijaa. [1, s. 394]

Seuraava tulos antaa ehdon suurimman yhteisen tekijén olemassaololle, seké
liittda kommutatiivisen renkaan alkioiden suurimman yhteisen tekijan késitteen
padideaalialueisiin.

SEURAUS 3.37. Jos R on kommutatiivinen rengas ja a,b € R, b # 0 siten,
ettd alkioiden a ja b virittimd ideaali on pddideaali (d), niin syt(a,b) = d.

TobisTus. Koska padideaali (d) on kommutatiivisen renkaan R alkioiden
a ja b # 0 virittdiméa ideaali, niin sijoittamalla edelliseen lauseeseen I = (d)
selvasti syt(a, b) = d. O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kokonaisalueen alkioiden suurin yhteinen tekija
on yksikésitteinen yksikolld kertomista vaille.

LAUSE 3.38. Olkoon R kokonaisalue. Jos (d) = (d') joillain d,d' € R, niin
d' = ud jollain w € R*. Erityisesti, jos a,b€ R, a,b # 0 siten, ettd syt(a,b) =d
ja syt(a,b) = d', niin d' = ud jollain u e R*.

Tobistus. Koska (d) = (d'), niin d = r'd’ ja d = rd, joillain 7" € R.
Talloin, jos esimerkiksi d = 0, niin 0 = 0 = 0 = u0, missd u € R*. Vastaavalla
paittelylla viite péatee myos, jos d = 0. Oletetaan siis, ettd d,d # 0. Talloin
d = r'd = r'(rd) = (r'r)d, jolloin kokonaisalueen R supistussdénnon 3.13 ja
kommutatiivisuuden mukaan r'r = rr’ = 1. Tdten 7’ on renkaan R yksikko,
jolloin alkiolla d on haluttu esitys.

Lauseen 3.35 kohdan (i7) nojalla, jos syt(a,b) = d ja syt(a,b) = d’, niin
(d) = (d'), jolloin edelld olevan pééttelyn mukaan d = ud’, jollain u e R*. [

Voimme yhdistdd edelld olevat lauseet seuraavaksi padideaalialueiden suu-
rimman yhteisen tekijan lauseeksi.

SEURAUS 3.39. Olkoon R pdidideaalialue ja a,b€ R, a,b # 0. Jos I < R on
alkioiden a ja b virittimd ideaali siten, etti I = (d), jollain d € R, niin
(1) syt(a,b) = d,
(2) on alkiot z,y € R siten, etti d = ax + by ja
(8) jos d' = syt(a,b), niin d' = ud, jollain u e R*.

SEURAUS 3.40. Olkoon R paidideaalialue ja a,b,c € R — {0} siten, ettd
syt(a,b) = 1. Tdlldin, josa|c jab|c, niin ab| c.

Tobistus. Koska syt(a,b) = 1, niin edellisen lauseen mukaan on alkiot
x,y € R siten, ettd 1 = ax + by. T&ll6in kertomalla puolittain alkiolla ¢ saadaan
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¢ = car + cby. Nyt, koska a | ¢ ja b | ¢, niin on alkiot z’,y € R siten, ettd
c = 2'bax + y'aby = (2'z + y'y)ab, eli ab | c. O

Yleistetddn seuraavaksi kokonaislukujen renkaan tunnettu alkulukujen ké-
site mielivaltaisille kokonaisalueille. Tarkastellaan ensiksi kommutatiivisen ren-
kaan alkuideaaleja ja niiden ominaisuuksia.

MAARITELMA 3.41. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Renkaan R aito
ideaali P on alkuideaali, jos ehdosta ab € P joillain a,b € R seuraa, ettd a € P
tai be P.

LAUSE 3.42. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Talloin P on alkuideaals
jos ja vain jos tekijirengas R/P on kokonaisalue.

Tobistus. Olkoon r + P € R/P. Télloin lauseen 2.28 nojalla r € P jos ja
vain jos r + P =0+ P = P = Og/p. Néin ollen P on alkuideaali jos ja vain jos
P # R, eli R/P # R/R = {0} ja jos ehdosta (a + P)(b + P) = ab+ P = Og/p
seuraa a + P = Ogr/p tai b + P = Og/p, joka on tésmilleen kokonaisalueen
méaaritelméa 3.12. 0

SEURAUS 3.43. Kommutatiivisen renkaan maksimaalinen ideaali on alkuwi-
deaali.

Tobistus. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja M sen maksimaalinen ide-
aali. Lauseen 3.29 mukaan tekijarengas R/ M on kunta, jolloin se on lauseen 3.14
mukaan kokonaisalue. T&ll6in edellisen lauseen mukaan M on alkuideaali. [

LAUSE 3.44. Padideaalialueen jokainen nollasta poikkeava alkuideaali on
maksimaalinen ideaali.

Tobistus. Olkoon R pédideaalialue ja (p) sen alkuideaali, missd p # 0.
Talloin (p) & R. Olkoon (m) padideaali siten, ettd (p) < (m). Téllin erityisesti
p € (m), eli p = rm jollain r € R. Néin ollen rm = 1p € (p). Nyt, koska (p) on
alkuideaali, niin r € (p) tai m € (p).

T#lloin, jos m € (p), niin jokaisella = € (m) pitee z = sm = s(gp) = (sq)p,
joillain s, ¢ € R. Néin ollen (m) < (p), eli (m) = (p). Jos taas r € (p), niin r = sp
jollain s € R. Télloin, koska p € (m), niin patee p = rm = (sp)m = p(sm). Niin
ollen kokonaisalueen R supistussddnnoén 3.13 ja kommutatiivisuuden mukaan
péatee sm = ms = 1, eli m on renkaan R yksikko.

Nyt, koska pddideaali (m) sisdltdd renkaan R yksikon, niin lauseen 3.25
mukaan (m) = R. Koska (p) # R ja ainoat ideaalit joka sisdltdvit alkuideaalin
(p) ovat (p) ja R, niin (p) on maksimaalinen ideaali. O

Néin ollen padideaalialueen alkuideaalit ovat tdsmélleen maksimaalisia ide-
aaleja. Maaritelladn seuraavaksi kokonaisalueen alkuluvut ja supistamattomat
alkiot.

MAARITELMA 3.45. Olkoon R kokonaisalue.

(1) Olkoon r € R — {0} siten, ettd r ¢ R*. Jos ehdosta r = ab, a,b € R
seuraa a € R* tai b € R*, niin sanotaan, ettd r on supistamaton. Jos
alkio ei ole supistumaton, niin sanotaan, ettd se on supistuva.

(2) Jos pe R — {0} siten, ettd péadideaali (p) on alkuideaali niin sanotaan,
ettd p on kokonaisalueen R alkuluku.
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Tarkastellaan seuraavaksi joitain alkulukujen ja supistamattomien alkioiden
ominaisuuksia. Aloitetaan osoittamalla, ettd alkuluvut voidaan mééritelld yh-
tapitavisti seuraavan lauseen tavoin.

LAUSE 3.46. Olkoon R kokonaisalue ja p € R. Tdlloin p on kokonaisalueen
R alkuluku jos ja vain jos se ei ole yksikko ja jos ehdosta p | ab, joillain a,b € R
seuraa p | a taip|b

Tobistus. Olkoot p,a,b € R. Pédideaalin ja jaollisuuden mééritelmien
3.17, 3.34 mukaan ab € (p) jos ja vain jos ab = rp, jollain r € R, eli jos ja
vain jos p | ab. Téten viite a € (p) tai b € (p) on yhtapitdava viitteen p | a tai
p | b kanssa jolloin alkuideaalin mééritelmén 3.41 mukaan riittda osoittaa, ettd
(p) on aito ideaali, jos ja vain jos p ei ole yksikko.

Lauseen 3.25 mukaan renkaan R p#dideaali (p) on sen aito ideaali jos ja vain
jos (p) ei sisilld renkaan R yksikkod. Télloin, jos (p) on alkuideaali, niin se on
aito ideaali, jolloin padideaali (p) ei sisélld renkaan R yksikkoa. Téten erityisesti
p € (p) ei ole yksikko. Oletetaan siis, etté p ei ole renkaan R yksikko. Téalloin, jos
(p) = R, niin erityisesti 1 € R, jolloin renkaan R kommutatiivisuuden nojalla
1 = rp = pr jollain r € R. Téten p on yksikko, joka on ristiriita. N&in ollen
(p) # R, eli (p) on aito ideaali jos ja vain jos p ei ole yksikkd. O

LAUSE 3.47. Padideaalialueen alkio on alkuluku jos ja vain jos se on supis-
tamaton.

TobisTus. Olkoon R pédideaalialue ja p € R — {0} sen alkuluku. Talloin
edellisen lauseen mukaan p ¢ R*, seki ehdosta p | ab seuraa p | a tai p | b.
Jos p | @, niin @ = rp jollain r € R, jolloin p = rpb = (rb)p. Nyt, koska R on
kokonaisalue, niin supistussdénnon 3.13 ja kokonaisalueen kommutatiivisuuden
mukaan rb = br = 1, eli b € R*. Vastaavasti, jos p | b, niin edelli olevan
padttelyn nojalla pétee a € R*, joten p on pédideaalialueen R supistamaton
alkio.

Jos taas p on pédideaalialueen R supistamaton alkio, niin p ¢ R* ja ehdosta
p = ab, missé a,b € R seuraa, ettd a € R* tai b € R*. Koska lauseen 3.46
todistuksen mukaan ehdosta (p) = R seuraa, ettd p € R*, niin (p) # R. Télloin,
jos padideaali (p) sisdltyy johonkin padideaalialueen R ideaaliin (¢), missd g € R,
niin p = rq, jollain r € R. Néin ollen, koska p on supistumaton, niin r € R*
tai ¢ € R*. Jos r € R*, niin rengas R sisdltda alkion r kéénteisalkion, jolloin
q = r'p,eli ¢ € (p). Néin ollen (p) = (¢). Jos taas ¢ € R*, niin lauseen
3.25 mukaan (¢) = R, jolloin ainoat p#dideaalin (p) sisdltévit ideaalit ovat itse
(p) # R, sekd R. Niin ollen (p) on maksimaalinen ideaali, jolloin lauseen 3.43
mukaan se on myos alkuideaali. 0

Koska kokonaislukujen kokonaisalueen Z ainoa yksikko on luku 1 € Z, niin
edellisen lauseen mukaan yleisen kokonaisalueen alkuluvun mééritelméa sopii
yhteen tunnetun kokonaislukujen alkuluvun mééritelmén kanssa, jossa p € Z on
alkuluku jos ja vain jos sen ainoat tekijat ovat 1, sekd p [4, s. 11]
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Tarkastellaan seuraavaksi yksikdsitteisen tekijdjaon alueita ja niiden yhteyt-
ta padideaalialueisiin. Yksikésitteisen tekijdjaon alue on kokonaisalue, jonka jo-
kainen alkio voidaan esittda yksikésitteisesti alkulukujen tulona, kokonaisluku-
jen renkaan tavoin. Tulemme osoittamaan, etté itse asiassa pédideaalialueen al-
kioilla on aina kyseinen alkulukuesitys, eli etté padideaalialue on yksikésitteisen
tekijajaon alue.

MAARITELMA 3.48. Yksikdsitteisen tekijijaon alue on kokonaisalue R, jossa
jokaisella r € R — {0}, r ¢ R* pitee seuraavat ehdot.

(1) Alkio r voidaan esittdd kokonaisalueen R supistamattomien alkioiden
aarellisend tulona. Toisin sanoen r = pips...p,, joillain p; € R,n € Z,
missé alkiot pq,...,p, ovat supistamattomia.

(2) Kohdan (1) esitys on yksikésitteinen yksikolld kertomista vaille. Toisin
sanoen, jos 1 = Py ...Pn = q1 - . . ¢m, joillain supistamattomilla alkioilla
ri,q; € R, niin n = m ja alkiot ¢y, ..., q, voidaan jarjestdd siten, etta
pi = w;q;, jossa u; € R* kaikilla i € {1,...,n}.

LEMMA 3.49. Olkoon R pddideaalialue ja (1), (r2), (13) . .. sen pddideaaleja.
Talloin jokaisella kasvavalla ketjulla (r1) < (r2) < (r3) S -+ on yliraja (ry),
jollain n € Z*, jolloin (r;) = (ry,) kaikilla i = n.

TopisTus. Koska I = J2,(r;) on lauseen 3.28 todistuksen nojalla renkaan
R ideaali ja koska R on péaaideaalialue, niin I on pééideaali (a), jollain a € R.
Talloin, koska erityisesti a € (a) = I, niin a € (r,), jollain n € Z*. Téten ideaalin
médritelmin mukaan (r;) € I < (r,), kaikilla i € Z*. Koska (r,,) € (r;) kaikilla
i =mn, niin (r;) = (r,) kun i = n. O

LAUSE 3.50. Pddideaalialue on yksikdsitteisen tekijijaon alue.

TobisTus. Olkoon R pédiideaalialue ja r € R—{0}, joka ei ole yksikko. Jos r
on supistamaton, niin silld on méaritelmén 3.48 mukainen esitys, joten voimme
olettaa, etté r ei ole supistamaton. Téalloin supistamattoman alkion méaritelmén
3.45 mukaan alkio r voidaan esittdd tulona r = riq;, missi alkiot r,q; € R
eivit ole yksikoitd. Néin ollen padideaalin mééritelmén mukaan r € (r1), jolloin
(r) € (r1). Jos (r) = (r1), niin 71 = r'r, jollain 7’ € R, jolloin r = ¢ = q7'r.
T&lloin kokonaisalueen supistussdédnnon 3.13 ja renkaan R kommutatiivisuuden
mukaan ¢;r = rq; = 1, eli ¢; € R*. Tdm4 on ristiriita, jolloin pétee (r) < (ry).

Nyt, jos alkiot r; ja ¢ ovat supistamattomia, niin alkiolla r on taas ha-
luttu esitys. Oletetaan siis, ettd ainakin alkio r; ei ole supistumaton. Talloin
vastaavasti 11 = 72, joillain ro, g € R, 19, g2 ¢ R*, jolloin aikaisemman péaat-
telyn mukaan pétee myos (ry) < (rq), jolloin (r) < (r1) < (r2). Néin jatkamalla
jokainen askel jonka tuloalkiot ovat supistamattomia antaa péadideaalin, joka
siséltdd aikaisempien askelien ideaalit. Téten, jos alkion r edelld oleva tuloe-
sityksen konstruktio ei padty &arellisen monen askeleen jélkeen, niin saamme
adrettomén aidosti kasvavan padideaalien ketjun

(ryc (r1) c (re) < ---.
Télloin, koska lemman 3.49 mukaan kyseiselld kasvavalla padideaalialueen ide-
aalien ketjulla on ylaraja (r,), jollain n € Z*, niin edelld oleva pédttelyketju

loppuu dérellisen monen askeleen jélkeen, jolloin r voidaan esittdéd padideaalia-
lueen R supistumattomien alkioiden &érellisené tulona.
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd kyseinen tuloesitys on yksikésitteinen yksikolla
kertomista vaille. Olkoon r = pips...pn = @1q2 . .. ¢, alkion r € R renkaan R
supistamattomien tekijoiden p; ja ¢; muodostamat tuloesitykset jollain n,m €
Z*, missdé m = n. Nyt, jos n = 1, niin py = q1¢2..-qm, €li p1 | @142+ - G-
Nyt, koska lauseen 3.47 mukaan padideaalialueen supistumattomat tekijéat ovat
tasmélleen alkulukuja, niin 3.46 mukaan jakoyhtdlostd p; | ¢i1qz . .. ¢ seuraa,
ettd py | g, jollain j € {1,...,m}. Jéarjestetaéin alkiot ¢y, qo, ..., ¢, siten, ettd
p1 | 1. Talléin ¢; = ups, jollain u € R. Téten, koska alkio ¢; on supistamaton,
niin u tai p; on renkaan R yksikko. Koska p; ei voi olla supistamattomana
alkiona yksikko, niin u on renkaan R yksikkd. Talloin

P1=q1q2 - Qm = UP1G2 - . - Gm = P1(UG2 . . . @m),

jolloin kokonaisalueen R supistussddnnon 3.13 mukaan ugs . ..¢q,, = 1. Nyt, jos
m > n,niin 1 = (ugs...q¢j-1Gj+1---Gm)q;, jolloin 1 € (g;), eli (¢;) = R kaikil-
la j e {2,...,m}. Tam4 on ristiriita, silld madritelmén mukaan alkulukuja g¢;
vastaavat ideaalit (g;) ovat alkuideaaleja kaikilla j € {2,...,m}. Taten m = 1.

Oletetaan nyt, ettd viite patee jollain n > 1 eli, etté jos alkiolla r on supis-
tamattomien alkioiden esitykset

r=piP2-.--Pn = 4192 - - - Gm;
missd m = n, niin n = m, seké alkiot ¢; voidaan jérjestda siten, ettd p; = u;q;,
jossa u; € R* kaikilla @ € {1,...,n}. Talloin, jos alkiolla r € R on supista-
mattomien alkioiden esitys r = pips ... PuPni1 = Q1q2 - - - Gm jollain m = n + 1,
niin vastaavan péédttelyn nojalla on alkioiden qiqs...q,, jirjestys siten, etté
Pnt1 | 12 - - - @ Néin ollen p, 1 = ugy,, jollain yksikolla u € R, seké

bip2 .. .4qn = Uq192 - - - Gm—1-

Talloin induktio-oletuksen mukaan n = m — 1, eli n + 1 = m, seké on alkioiden
q1,- -, Qm jarjestys siten, ettd p; = u;q;, missé u; on renkaan R yksikko kaikilla
i € {1,...,n}, jolloin kyseinen esitys on olemassa kaikilla ¢ € {1,...,n + 1}.
Téten siis viite pétee kaikilla n € Z+. O

Padideaalialueen kommutatiivisuuden nojalla jokaisella padideaalialueen R
alkiolla x € R on yksikésitteinen alkulukujen py, . . ., p, tuloesitys x = upi™ ... p2",
jossa a, ..., q, € ZT ovat alkulukujen p; potenssit. Koska edellisen lauseen pe-
rusteella kokonaislukujen rengas 7Z on myos pidideaalialueena yksikisitteisen
tekijajaon alue, niin edellisen lauseen seurauksena saadaan myos aritmetiikan
peruslause [2, s. 289].



LUKU 4

Moduulit

Téssd kappaleessa késittelemme moduuleja ja niiden perusominaisuuksia.
Kuten ryhmien ja renkaiden voidaan ajatella olevan kokonaislukujen yhteenlas-
kun seké kertolaskun yleistyksid mielivaltaisille joukoille ja laskutoimituksille,
niin moduulit pyrkivat yleistdméaén vektoriavaruuksien rakenteen yleisille ker-
roinrenkaille ja skalaarituloille. Vektoriavaruudet ovat tunnetusti joukkoja, joi-
den alkioiden, eli vektoreiden, valilla on maaritelty kommutatiivinen yhteenlas-
ku. Vektoreiden ja vektoriavaruuden kerroinkunnan alkioiden, joita kutsutaan
monesti kertoimiksi tai skalaareiksi, valilla on my6s méaaritelty skalaarituloks:
kutsuttu kuvaus, joka liittda jokaiseen kertoimeen ja vektoriin jonkin vektorin.
Moduulit pyrkivét yleistaméén vastaavan rakenteen mielivaltaisille renkaille ja
laskutoimituksille, jotka toteuttavat vektoreiden tunnetut laskusdinnot. Kap-
pale perustuu léhteisiin [1], [2] ja [4].

4.1. Moduulit ja alimoduulit
Kuntakertoimiset vektoriavaruudet mééritelladn seuraavasti. [1, s. 86]

MAARITELMA 4.1. Olkoon K kunta. Talloin (V, K, +,-) on K-kertoiminen
vektoriavaruus, jos + on joukon V' laskutoimitus ja - on skalaarituloks: kutsuttu
kuvaus K x V' — V (A, v) — v siten, ettd (V, +) on abelin ryhméi ja kaikille
v,w eV, sekd a,b e K pitee

(1) (a+b)v = av + bu,
(2) a(v+w) = av + aw,
(3) (ab)v = a(bv), seka
(4) 1gv = v.

Laajennetaan seuraavaksi kuntakertoimisen vektoriavaruuden maééritelméa
mielivaltaisille renkaille ja niiden skalaarituloja muistuttaville kuvauksille.

MAARITELMA 4.2. Olkoon R rengas. Vasen R-moduuli on additiivinen abe-
lin ryhmé (M, +) varustettuna kuvauksella R x M — M, (r,m) — rm siten,
ettd kaikilla r, s € R ja m,n € M péatee

(1) (r+s)m =rm+ sm,
(2) r(m +n) =rm+rn,
(3) (rs)m = r(sm), sekéd
(4) 1gm =m.

Jatkossa kutsumme vasempia R-moduuleja pelkéistdin R-moduuleiksi, mo-
duuleiksi yli renkaan R tai pelkastdan moduuleiksi, jos rengas R on konteksista
selvdd. Kuvausta (r,m) — rm kutsutaan monesti renkaan R toiminnaksi jou-
kossa M tai vain vektoriavaruuksia mukaillen tuloksi. Tarkastellaan seuraavaksi
joitain moduulien perusominaisuuksia.

31
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LAUSE 4.3. Olkoon R rengas ja M R-moduuli. Tdlloin kaikilla r € R ja
m € M pdtee

(]) ORm = OM,

(2) T’OM = OM,

(3) (=1r)m = —m, sekdi
(4) r(=m) = —rm.

TobisTtus. (1) R-moduulin M toiminnan mééritelmén kohdan (1) ja ren-
kaan R ominaisuuksien mukaan
Opm = (OR + OR)m
= 0gm + Ogm.
Nyt, koska médritelmén mukaan Ogm € M ja M on abelin ryhmé, niin vihen-
tamalla puolittain Ogm saadaan Ogm = 0.

(2) R-moduulin M toiminnan mééritelmén kohdan (1) ja abelin ryhmén M
ominaisuuksien mukaan

rOpy = r(0pr + Opy)
=10p + 70x,.

Nyt, koska 70y, € M, niin vahentdmalld puolittain 0y, saadaan r0y; = 0.
(3) Koska kohdan (1) mukaan Ogpm = 0y, kaikilla 7 € R ja m € M, niin
moduulin M toiminnan mééritelmén kohtien (1) ja (4) mukaan

Op = 0pm
= (g — 1g)m
= 1gpm+ (—1g)m
= m + (—=1gr)m,
josta vihentamalld puolittain m saadaan (—1g)m = —m.
(4) Edellisten kohtien mukaan pétee
Op = 70
=r(m—m)

=rm+r(—m),
josta véhentamailld puolittain saadaan r(—m) = —rm. O

MAARITELMA 4.4. Olkoon M R-moduuli. Moduulin M R-alimoduuli on
ryhmén M aliryhmé N, jolle rn € N kaikilla r € R jan € N.

LAUSE 4.5 (Alimoduulitesti). Olkoon R rengas ja M R-moduuli. Tdlloin
osajoukko N < M on moduulin M alimoduuli jos ja vain jos

(1) N # &,
(2) x +rye N kaikillar € R ja x,y € N.

Tobistus. Olkoon N < M alimoduuli. Té&ll6in, koska joukko N varustet-
tuna indusoidulla laskutoimituksella on abelin ryhmén (M, +) aliryhmé, niin
erityisesti 0 € N, eli N # &. Olkoot z,y € N ja r € R. Koska alimoduulin
médritelmén mukaan ry € N ja N on aliryhméné ryhmé, niin « + ry € V.

Oletetaan, ettd ehdot (1) ja (2) patevit. Olkoot z,y € N ja r € R. Télloin,
koska N # & niin on olemassa jokin z € N, jolloin ehdon (2) ja lauseen 4.3
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mukaan 0 = x—z = z+(—1)x € N. Tillin alimoduulitestin kohdan (2) mukaan
ry = 0+ry € N. Koska 1 € R, niin renkaan méiritelmén mukaan —1 € R, jolloin
lauseen 4.3 mukaan x —y = x + (—1)y € N. Niin ollen aliryhmétestin 2.13
mukaan N on abelin ryhmén M aliryhmé. Koska N on ryhmén M aliryhmé,
niin erityisesti 0 € N, jolloin ehdon (2) mukaan ry = 0+ ry € N kaikilla y € N
jare R. Taten N on moduulin M alimoduuli.

O

ESIMERKKI 4.6. Jos K on kunta, niin K kertoiminen vektoriavaruus V' on
yleisen madritelméan 4.1 mukaisesti tdsmélleen K-moduuli. Taten myos vekto-
riavaruuden V aliavaruudet ovat tasmaélleen vastaavan K-moduulin alimoduu-
leja.

ESIMERKKI 4.7. Renkaan mééritelmén 3.1 mukaan rengas (R, +,-) on R-
moduuli varustettuna kerto- ja yhteenlaskutoimituksillaan. Téten R-moduulin
R alimoduulit ovat méédritelmén mukaan tésmilleen ne renkaan R aliryhmét 1
joilla rz € I kaikilla x € R, eli toisin sanoen renkaan R vasemmat ideaalit. Ndin
ollen kommutaatiivisen renkaan alimoduulit ovat tdsmélleen sen ideaaleja.

ESIMERKKI 4.8. Olkoon A additiivinen abelin ryhmé. Télléin (A, +,-) on
Z-moduuli, kun méaaritellddn toiminta - : Z x A — A siten, etti kaikilla n € Z
ja a € A pétee

d>a n >0
na=<>" (—a) n<0
0 n = 0.
Tarkistetaan, ettd moduulin mééritelmén 4.2 kohdat (1)—(4) patevit kyseiselld
toiminnalla. Olkoon z,y € Z ja a,b € A. Télloin, jos r,s > 0, niin
D) (z+ym=X"Ym=>7 m+>., m=zm+ym,
(2) (xy)m =32, m =2, (X m) =2, (ym) = x(ym),
(3) z(a+b) =7 (a+b)=>7 a+>, b=za+uzbja
(4) la=Y1 ,a=a.
Tapaus n < 0 saadaan kertomalla saatuja yhtéloitd luvulla —1 ja tapaus n =0
on selvé lauseen 4.3 nojalla. Néin ollen jokainen abelin ryhmé on Z moduuli.

Nyt, koska jokainen Z on maéaédritelmén mukaan erityisesti abelin ryhmé, niin
abelin ryhmét ovat tdsmaélleen Z moduuleja.

4.2. Moduulien isomorfisuus ja tekijimoduulit

Maaéritelldadn R-moduulien viliset morfismit ryhmé- ja rengasteorian maari-
telmid mukaillen.

MAARITELMA 4.9. Olkoon R rengas ja M sekd N R-moduuleja. Téalloin
kuvaus ¢ : M — N on R-moduulihomomorfismi, jos
(1) o(z +y) = ¢(x) + p(y) ja
(2) o(rz) = re(z), kaikilla x,y € M jar e R.
Bijektiivinen R-moduulihomomorfismi on R-moduuli isomorfismi. Jos ¢ on
R-moduuli isomorfismi, niin sanotaan, ettd moduulit M ja N ovat isomorfiset
ja merkitddan M =~ N. R-moduulihomomorfismin ¢ ydin on joukko

kerp = {me M | p(m) = 0}.
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Merkitéén kaikkien R-moduulihomomorfismien ¢ : M — N joukkoa
Hompg(M,N) = {¢: M — N | pon homomorfismi}.

Jos on selvdd, ettd ¢ on R-moduulien vélinen morfismi, niin sitd kutsutaan
yleensé vain homo- tai isomorfismiksi.

Maéaritelmén mukaan R-moduulihomomorfismit ovat tdsmaélleen vastaavien
abelin ryhmien vélisid ryhméhomomorfismeja jotka toteuttavat myos ehdon (2).
Néin ollen monet ryhmadhomomorfismien ominaisuuksista saadaan péatemasn
my6s moduuleille, kunhan osoitetaan, ettd kyseessd oleva toiminta toteuttaa
vaaditut ominaisuudet.

LAUSE 4.10. Olkoon ¢ : M — N R-moduulihomomorfismi. Tdalloin, jos M’
ja N’ ovat vastaavasti R-moduulien M ja N alimoduuleja, niin

(1) kuvajoukko o(M') = N on moduulin N alimoduuli, sekd
(2) alkukuva ™ (N") € M on moduulin M alimoduuli.

TobDISTUS. Lauseen 2.22 mukaan viite pétee ryhmien tapauksessa. Nyt,
koska alimoduulit ovat méaritelmén mukaan abelin additiivisen ryhmén aliryh-
mié, jotka ovat suljettuja moduulin toiminnan suhteen, niin riittdé osoittaa, etta
kyseessé olevat aliryhmét ovat suljettuja toiminnan suhteen. Olkoon z € (M)
jar e R. Tallsin on y € M’ siten, ettd p(z) = y, joten

re = ro(y)
= @(ry) € p(M’),

silld M’ on moduulin M alimoduuli. Vastaavalla paattelylla ndhdaan myos, etté
rz € p Y (N') kaikilla r € R, x € p~!(N'), jolloin kyseiset aliryhméit ovat myds
alimoduuleja. 0

LAUSE 4.11. Olkoon R rengas ja N R-moduulin M alimoduuli. Abelin te-
kijiryhmda M /N wvarustettuna yhteenlaskulla + ja jadinnosryhmdn renkaan R
toiminnalla tekijiryhmddn M /N, jolle pdtee

r(z+ N) = (rx)+ N,  kaikille r€ R, x+ N € M/N,

on R-moduuli. Lisiksi luonnollinen projektio m : M — M /N, w(z) =z + N on
surjektiivinen R-moduulihomomorfismi, jonka ydin ker w on alimoduuli N .

Tobistus. Koska M on R-moduulina abelin ryhmé ja alimoduulin mééri-
telmén 4.4 mukaan alimoduuli N on sen aliryhmé, niin lauseen 2.12 mukaan
N on my6s abelin ryhmé. Télloin lauseen 2.19 mukaan N on ryhmén M nor-
maali aliryhmé, jolloin seurauksen 2.34 mukaan jaannosryhméa M/N on hyvin
médritelty. Néin ollen tekijamoduuli M /N on my6s hyvin mééritelty, eli riittaa
osoittaa, ettd toiminta r(z + N) on hyvin mééritelty ja toteuttaa R-moduulin
médritelmén ehdot (1)—(4).

Olkoon x,y € M jar € R. Koska rz on R-moduulin M toiminta Rx M — M,
niin erityisesti rx € M, jolloin (ra)+ N € M /N. Néin ollen r(z+ N) = (ra)+ N
on todellakin kuvaus Rx M /N — M /N. Olkoon z,y € M saman tekijamoduulin
M /N sivuluokan edustajia, eli x + N = y + N. Télloin

t—y+N=0+N =N,
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eli x—y e N. Nyt, koska NV on moduulin M alimoduulina R-moduuli, niin m&é-
ritelmén 4.4 mukaan r(x —y) € N, jolloin lauseen 4.3 ja moduulin méaéritelmén
mukaan

re — (ry) = rx + r(—y)
=r(r—y)€eN.
Télloin lauseen 2.28 mukaan rz + N = ry + N, eli toiminta (z + N) on hyvin
médritelty.
Olkoon 7,s € R ja x,y € M. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tekijamoduulin

toiminta r(z + N) = (rz) + N toteuttaa moduulin mééritelmén kohdat (1)—(4).
Koska rx on R-moduulin M toiminta, niin saadaan

(r+s)(x+N)=(r+s)z+N
= (re+sz)+ N
= (re+ N) + (sz + N)
=r(x+ N)+s(z+ N),

(rs)(z + N) = (r )x—I—N
r(sz) +

r(sa:—l—N)

r(s(x + N)),

r((@+ N)+(y+N)) =r((z+y) + N)
r(x+y)+N
=(re+ry)+ N
=(re+N)+ (ry+ N)
=r(z+ N)+r(y+ N), seki

(4) I(x+N)=(lz) + N =x + N.

Niin ollen tekijaimoduuli M/N on R-moduuli.

Osoitetaan lisdksi, ettd 7 on surjektiivinen R-moduulihomomorfismi jonka
ydin on N. Koska N < M, niin 7 on abelin ryhmé&n M luonnollinen projektio
tekijaryhmélle M /N ja téten lauseen 2.33 mukaan 7 on surjektiivinen ryhmé-
homomorfismi, jolle pétee ker m = N. Riittd4 siis ndyttéd, ettd w(rm) = ro(m)
kaikilla m € M, r € R. Toiminnan r(x + N) mééritelmén mukaan

w(rm) =rm+ N
=r(m+ N)
= rr(m),
joten m on myo6s R-moduulihomomorfismi, joka todistaa vaitteen. 0

Tarkastellaan seuraavaksi moduulien isomorfismilauseita. Edellisen lauseen
todistuksessa huomasimme etté, koska R-moduulin (M, R, +, ) aliryhmd N on
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abelin ryhmén aliryhména abelin ryhmé, niin N on my6s lauseen 2.19 mukaan
additiivisen ryhmén (M, +) normaali aliryhmé. N&in ollen monet ryhméteorian
normaaleja aliryhmié koskevista tuloksista voidaan yleistdd moduuleja koske-
viksi, kunhan osoitamme, ettd moduulien toiminnat toteuttavat halutut ehdot.

LAUSE 4.12 (Moduulien ensimméinen isomorfismilause). Olkoot M, N R-

moduuleja, seki ¢ : M — N R-moduulihomomorfismi. Tdlloin ker ¢ on mo-
duulin M alimoduuli ja M /ker p = p(M).

TobisTus. Koska M on abelin ryhmé ja ¢ on ryhmdhomomorfismi, niin
ker ¢ on ryhmén M aliryhméné abelin ryhmé. T&ll6in ker ¢ on normaali ali-
ryhmé, eli M/ker ¢ on hyvin mééritelty. Nyt, koska ryhmien ensimméinen iso-
morfismilause 2.35 antaa ryhmien vélisen isomorfismin ¢ : M /ker ¢ — o(M),
jossa ¢(x + kerp) = ¢(x) + ker , niin riittda osoittaa, ettd ¢ on myods R-
moduulihomomorfismi. Téten riittdd osoittaa, ettd kaikilla x + ker ¢ € M/ ker
patee

o(r(x + ker ) = ro(z + ker p).

Olkoon x + ker ¢ € M/ker p. Koska M on R-moduuli ja ¢ on moduulihomo-
morfismi, niin

o(r(x + ker ¢)) = o(rz + ker ¢)
= ¢(rz)
= ro(x)
= r(p(z))

= r¢(x + ker ).

Niin ollen ¢ on ryhmaéisomorfismi M/ ker p — (M), joka toteuttaa moduuli-
homomorfismin mééritelmén kohdan (2), eli ¢ on R-moduulien vélinen isomor-

fismi ja M /ker ¢ = o(M). O

LAUSE 4.13. Olkoon ¢ : M — N surjektiivinen R-moduulihomomorfism,
seki N' = N alimoduuli. Télléin M/~ (N') =~ N/N'.

Tobistus. Koska M ja N ovat R-moduuleina abelin ryhmié ja ¢ on surjek-
tiivisena R-moduulihomomorfismina surjektiivinen ryhmé#éhomomorfismi, niin
lauseen 2.37 mukaan kuvaus moy : M — N/N', jossa m on luonnollinen projek-
tio G — M /o *(N'), on surjektiivinen ryhmdhomomorfismi, joka méaéraé iso-
morfismin M /o ' (N') = N/N'. Nyt, koska luonnollinen projektio 7 on lauseen
4.11 mukaan myos surjektiivinen R-moduulihomomorfismi, niin 7 o ¢ on myos
surjektiivinen R-moduulihomomorfismi, jolloin lauseen 2.37 pééttely antaa mo-
duulien ensimmaéisen isomorfismilauseen 4.12 mukaan halutun isomorfismin. [

4.3. Vapaat moduulit ja suorat summat

Seuraavaksi yleistimme vektoriavaruuksien lineaarisen riippumattomuuden
ja kannan késitteet [1, s. 87] yleisille moduuleille. Aloitamme méérittelemalla
viritetyn moduulin késitteen viritetyn ryhmén ja viritetyn renkaan méaritelmié
2.14 ja 3.22 mukaillen.
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MAARITELMA 4.14. Olkoon M R-moduuli ja A < M. Talloin renkaan R
ja joukon A alkioiden valisistéd tuloista ra, r € R, a € A koostuvien &dérellisten
summien joukko

RA = {ria; +reas + -+ +rpap |7 € R, a; € A, k€ Z*},

on joukon A wirittimd alimoduuli, jossa RA = {0}, jos A = &. Jos A on
ddrellinen joukko {ay,as, ..., ax}, niin merkitdén RA = Raj + Ras + - - - + Ray,.

Jos N on R-moduulin M alimoduuli siten, ettd N = RA, jollain A € M
niin sanotaan, ettd A on alimoduulin N virittijien joukko tai, ettd A wvirittda
alimoduulin N. T&lloin jokainen n € N voidaan esittdd joukon A alkioiden
lineaarikombinaationa, eli darellisend summana

n =ria; + reQg + - + riag,

jossa r; € R, sekid a; € A jollain k e Z™.

Jos N on R-moduulin M #arellisen joukon A € M virittdmé, niin sanotaan,
ettd N on ddrellisesti viritetty. Moduulin M alimoduuli N on syklinen moduuli,
jos se on yhden alkion virittdma, eli jos on olemassa jokin a € M siten, etté
N = Ra = {ra|r e R}.

MAARITELMA 4.15. Olkoon M R-moduuli ja A € M. Jos jokaiselle déarelli-
selle osajoukolle {ay, as, ..., a,} S A, jossa a; # a; kaikilla ¢, j € {1,...n} pétee,
ettd yhtalosta

riay + reas + - - - + rpa, = 0, joillainr; € R,

seuraa r; = 0 kaikilla i € {1,...,n}, niin joukko A on lineaarisesti riippumaton.
Jos joukko ei ole lineaarisesti riippumaton, niin sanotaan, etté se on lineaarisesti
TUIPPUVA.

Maéritelmésta seuraa suoraan, ettd lineaarisesti riippumattoman joukon jo-
kainen osajoukko on myos lineaarisesti riippumaton, silld jokainen osajoukon
alkioiden lineaarikombinaatio on myds kyseisen lineaarisesti riippumattoman
joukon alkioiden lineaarikombinaatio.

MAARITELMA 4.16. Moduulin M kanta on sen osajoukko A < M, joka
on lineaarisesti riippumaton ja virittdd moduulin M. Moduulia, jolla on kanta
kutsutaan vapaaksi moduuliksi.

MAARITELMA 4.17. Olkoon R on kommutatiivinen rengas. T&lloin vapaan
R-moduulin M aste rank(M) on sen jonkin kannan mahtavuus.

Tulemme mydhemmin osoittamaan, ettd kommutatiivisen renkaan &érelli-
sesti viritetyn vapaan moduulin aste on yksikésitteinen. Tarkastellaan seuraa-
vaksi moduulin kannan ominaisuuksia.

ESIMERKKI 4.18. Esimerkin 2.15 mukaan Z-moduulin Z kanta on {1}, sil-
14 yhden nollasta poikkeavan alkion joukko on aina lineaarisesti riippumaton.
Erds R-moduulin R?, eli vektoriavaruuden R? kannoista on esimerkiksi joukko
{(1,0), (0, 1)}. Adrellisesti viritetylld syklisella Z-moduulilla Z/nZ, n > 1 ei ole
kantaa, silld kaikilla x € Z/nZ pétee n(x + nZ) = nx + nZ = Oz/z, jolloin mi-
ki vain moduulin Z/nZ virittavien alkioiden lineaarikombinaatioista saadaan
nollaksi kertoimilla n € Z7.
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ESIMERKKI 4.19. Olkoon {0} triviaali R-moduuli, jota usein kutsutaan myos
nolla moduuliksi. Talloin, koska viritetyn moduulin mééaritelmén 4.14 mukaan
tyhja joukko virittdd nolla moduulin M ja joukossa ¢ ei ole lineaarisesti riip-
puvia alkioita, niin tyhjé joukko ¢¥ on nolla moduulin {0} kanta.

Koska 0 = " Oa;, kaikilla ¢ € {1,...,n}, niin vapaan moduulin nolla-
alkiolla ei ole koskaan yksikésitteistd kannan alkioiden lineaarikombinaatioesi-
tystd, ellei summattavien termien méaéaraa kiinnitetd. Seuraava lause kuitenkin
osoittaa, ettd jokaisella nollasta poikkeavalla vapaan modulin alkiolla on ole-
massa kyseinen lineaarikombinaatio esitys.

LAUSE 4.20. Olkoon M R-moduuli ja A < M sen kanta. Tdlloin 0 ¢ A ja
jokaisella x € M — {0} on yksikdsitteinen esitys x = riay + roas + -+ + Tpap,
jossa r; € R{0} ja a; € A.

TobisTus. Olkoon x € M —{0}. Koska A on moduulin M kanta, niin alkiolla
x on esitys x = ria;+roas+- - +r,a,, joillainr; € R, a; € Ajan € Z". Oletetaan,
ettd tdma esitys ei ole yksikésitteinen. Télloin alkiolla z on my0s esitys

T = 81by + S9by + - -+ + 8,0,

joillain s; € R, b; € A, m € Z". Koska 0 = 0a; + Oas + - -+ + 0a,, + r0 kaikilla
ai,as,...,a, € A, r € R, niin nolla on aina lineaarisesti riippuva alkio. Néin
ollen 0 ¢ A, eli erityisesti a;,b; # 0 kaikilla i € {1,...,n} ja j € {1,...,m}.
Samoin voidaan olettaa, ettd r;,s; # 0 kaikilla 7, 5, silla muuten alkiot 7;,s;
voitaisiin vain unohtaa kyseisisté esityksistd. Téten on nollasta poikkeavat alkiot
r;, S; € R, a;, b; € A siten, etté

T =1r1a1 + roas + - -+ + rpa, = S1by 4 Soby + - 4 by,
jolloin, abelin ryhmén M ominaisuuksien mukaan

0 =ria; +roas + -+ + rpa, — ($101 + S2by + -+ + Siuby).
Olkoon A, = {ay,...,a,} ja Ay = {by,...,by}. Talloin, jos A, N A, = &, niin
a; # b; kaikilla i € {1,...,n}, j e {1,...,m}. Tdten edellinen yht#lé on kannan
A darellisen osajoukon A, u A, erillisten alkioiden lineaarikombinaatio, jolloin
kannan lineaarinen riippuvuus takaa, ettd kertoimille r;, s; € R patee r; =0 = s;
kaikilla ¢, 7. T&ll6in siis x = 0, joka on ristiriita.

Taten pétee A, N Ay # . Jarjestetddn joukot A, ja A, siten, ettd luvulla

ke{l,...,min{n, m}} pitee a;,b; € A, N Ay ja a; = b; kaikilla i < k. Talloin

k n m
0= Z(rZ —s;)a; + Z ria; + 2 sib.
i=1 i=k+1 i=k+1

Néin ollen, koska kyseessé on taas déarellinen lineaarikombinaatio erillisisté kan-
nan alkioista, niin r; = 0 kaikilla k + 1 < i < n, s; =0 kaikilla k+ 1 <7< m
jar; = s; kaikilla 1 < ¢ < k. Téten alkion x esitykset ovat tdsmélleen samat, eli
haluttu lineaarikombinaatioesitys on yksikésitteinen. 0

Seuraava lause osoittaa, ettd vapaiden moduulien véliset isomorfismit ku-
vaavat kannat kannoiksi.

LAUSE 4.21. Olkoot M ja N wvapaita R-moduuleja ja ¢ : M — N niiden
valinen isomorfismi. Tdlloin ¢ kuvaa moduulin M kannan joksikin moduulin N
kannaksi.
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TobisTus. Olkoon A moduulin M kanta. Tall6in jos alkioille a4, ..., a, € A
jary,...,r, € R pétee

7’1§0(a1) +... 7ﬁngo(a’n) = ONa

niin isomorfismin ¢ ominaisuuksien mukaan @(ria; + - -+ + rpa,) = On. Nyt,
koska ¢ on injektio, niin ray + ...r,a, = 0y, jolloin alkioiden a4, ..., a, line-
aarisen riippumattomuuden nojalla r; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}. Téten p(A)
on lineaarisesti riippumaton joukko.

Koska A virittdd moduulin M, niin jokaisella x € M on alkiot ry,...,r, € R
jaay,...,a, € Asiten, ettd x = ryay+- - -+rya,. Talloin, koska ¢ on isomorfismi,

niin jokaisella y € N on x € M siten, ettd ¢(x) = y, jolloin

y =) =pra + -+ rpan) = rielar) + -+ relan),
eli joukko (A) virittdd moduulin N. Néin ollen kuvajoukko ¢(A) on moduulin
N kanta. 0J

Tarkastellaan seuraavaksi miten moduuleista voidaan muodostaa uusia mo-
duuleita ja kuinka moduuli voidaan esittda alimoduuliensa avulla.

MAARITELMA 4.22. Olkoon k € Z*. R-moduulien My, Ms, ... M, suora tulo
My x My x - -+ x M, on abelin ryhmien My, Ms, ..., M} suora tulo 2.6 varustet-
tuna komponenteittain méaaritellylla toiminnalla, jolle pétee

r(zy, xe,. .., x5) = (roy, rae, ..., X))
kaikilla (x1,29,...,2) € My x My x ... My ja r € R, jossa komponentin i
toiminta on vastaavan moduulin M; toiminta kaikilla ¢ € {1,...,k}. Moduulin

M suoraa tuloa itsensi kanssa merkitdan

n kertaa
kaikilla n € N, jossa méiéritellddn, ettd M° = {0}.

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka R-moduuleiden avulla voidaan rakentaa
uusia R-moduuleja, sekéd kuinka R-moduulit voidaan esittdd alimoduuleittensa
avulla.

LAUSE 4.23. R-moduulien My, Ms, ..., M, suora tulo on R-moduuli

TobisTus. Méiritelmén mukaan R-moduulien suora tulo on abelin ryhmaA.
Koska My, ..., M, ovat R-moduuleja, niin niiden toiminnot toteuttavat moduu-
lin toiminnon vaatimukset (1)—(4). Koska suoran tulon yhteenlasku ja toiminta
on méiritelty komponenteittain alkioille (mq,ma, ..., my) € My x My x ... M,
ja vaatimukset (1)—(4) toteutuvat komponenteittain, niin suoran tulon toiminta
toteuttaa R-moduulin toiminnan vaatimukset. O

SEURAUS 4.24. Olkoon R rengas ja n € Z%. Talloin moduuli R™ on n-
asteinen vapaa moduuli, jonka kanta koostuu alkioista e; € R"™, jossa paikan 1
alkio on 1 ja muiden paikkojen alkiot ovat nollia kaikilla i € {1,...,n}.

TobisTtus. Edellisen lauseen perusteella R™ on R-moduuli. Koska jokaiselle
(r1,79,...,7,) € R™ pétee

(Tl,TQ,...,Tn) = (7”1,0,...,0)+(O,TQ,...,O)+"'+(0,O,...,7’n)
=7(1,0,...,0) +72(0,1,...,0) + - -« +7,(0,0, ..., 1),
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niin alkiot (0,...,1,...,0) virittiviat moduulin R™. Edellisesta yhtdlostd nih-
dédan myds, ettd jos alkioiden e; mielivaltainen lineaarikombinaatio on nolla, eli
muotoa (0,0,...,0), niin r; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}, eli alkiot e; ovat linecaa-
risesti riippumattomat. Téaten alkiot e; muodostavat moduulin ™ kannan. [

MAARITELMA 4.25. Vapaan n-asteisen moduulin R" kantaa {e; | i € {1,...,n}}
kutsutaan sen luonnolliseksi kannaksi.

MAARITELMA 4.26. R-moduulin M alimoduulien Ny, Ns, ..., N, summa on
joukko

Ni+No+ -+ Ny ={a;+as+ -+ ap | a; € N; kaikilla i € {1, ..., k}}.
LAUSE 4.27. Olkoot Ny, Na, ... N, R-moduulin M alimoduuleja. Talldin seu-

raavat vaittamdat ovat yhtdapitdvid.
(1) Kuvaus m: Ny X Ng X -+» x Ny, = Ny + Ny + - - + Ni, jossa
ﬁ(al,ag,...,ak) =ay+azx+---+ag
on isomorfismi, elt Ny X Ng X «+- x N, = Ny + Ny + -+ + Ng.
(2) Njﬁ(Nl-i-Ng"i" . '+Nj_1+Nj+1+' : +Nk) = {0} kazkzllaj € {1, R k‘}
(3) Jokaisella x € Ny + Ny + - - - + Ny, on yksikdsitteinen esitys
x:al—l—ag—l—---—i—ak,
jossa a; € Ny kaikilla i € {1,... k}.
ToDISTUS. (1)=(2): Oletetaan, ettéd kohta (1) pétee, mutta kohta (2) ei
pide. Merkitdin N,:fj = N+ +N;_1+Nj 1+ --+N,. Talldinon a; € ijN,;fj,
a; # 0 eli a; € N; — {0}, jolla on esitys

CLj:a1+"'+(lj71+(lj+1+"'+ak.

Talloin alkion (as,...,—aj,...,a;) kuva isomorfismissa 7 on
ﬂ(al,...,—aj,...,ak):a1—i—---—i—aj,l—aj—i—ajﬂ—i—---—l-ak
:(a1+---+aj_1+aj+1—i—---—l—ak)—aj
=a; —a; = 0.

Kuitenkin, silld 7 on homomorfismi, niin myés 7(0) = 0 joten, koska a; # 0,
niin myos (ay, ..., —aj,...,a;) # (01,...,05) = 0. Néin ollen kuvaus 7 ei ole
injektio, joka on ristiriita, eli kohdan (2) viitteen on padettavé.

(2)=>(3): Oletetaan, etta kohta (2) pétee. Jos nyt on z € M, jolla on esitykset
a1+a2+---+akjab1+b2+---+bk, niin

a1+a2+"'+akZbl+b2+"'+bk.

Télloin erityisesti jokaisella j € {1,..., k} pétee

aj —bj = (ay —b1) + -+ (aj21 = bj1) + (@41 = bjea) + - + (ar — by).
Nyt, koska a; — b; € N; kaikilla j € {1,...,k}, niin edellisen yhtdlon summa
kuuluu joukkoon N, jolloin a; —b; € N; n N;f,. Téllgin kohdan (2) mukaan
Nj n N, = {0}, niin a; —b; = 0, eli a; = b; kaikilla j € {1,...,k}. Néin ollen
alkion x esitykset ovat tdsmailleen samat.

(3)=>(1): Oletetaan, ettéd kohta (3) pétee. Kuvaus 7 on méaritelmén mukaan

selvasti R-moduulihomomorfismi. Koska kuvauksen 7 mééritelmén mukaan jo-
kaisen alkion aq + as + --- + ax € N1 + Ny + --- + N, alkukuva siséltda alkion
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(ay,...,ax) € My x --- x My, niin 7 on surjektiivinen homomorfismi. T#ll6in,
koska jokainen x € Ny + Ny +- - -+ N voidaan esittda yksikasitteisesti muodossa
r = ay+ as + -+ + ag, niin 7 on myos injektio. Néin ollen 7 on bijektiivinen
R-moduulihomomorfismi. O

Koska edellisen lauseen tilanteessa 0 € V; kaikilla 4, niin kohdan (2) tapauk-
sessa tarkastelemalla osajoukkoa

Ny={a|aye Ni} € Ny + -+ Nj 1 + Njig + -+ Ny,

jollain I € {1,...,k}, I # j, eli asettamalla summan alkiot nollaksi kaikilla
muilla, paitsi yhdelld indeksilld saadaan N; n N; = {0} kaikilla j,l € {1,..., k},
[ # j. Toisin sanoen, alimoduulit Ny,..., Ny ovat pareittain erillisid, nollaa

lukuunottamatta. Vastaavalla pééttelylla myos edellisen lauseen ehdosta (2)
seuraa, N;nN; = {0} kaikilla 7,0 € {1,...,k}, [ # j, joten ehto (2) on yhtépitéva
moduulien pareittaisen erillisyyden kanssa nollaa lukuunottamatta.

MAARITELMA 4.28. Jos R-moduuli M on lauseen 4.27 yhtépétevien ehtojen
toteuttavien alimoduuleiden Ny, ..., N, summa, eli M = N;+ Ny+---+ N, niin
sanotaan, ettd M on alimoduulien Ny, ..., Ny suora summa, jota merkitdian

k
M=N@®N® - DN, =P N;.
i=1

Edellisen méaéritelméan R-moduulin M alimoduuleiden Ny, Ns, ..., Ni suoraa
summaa N1@No@- - -D Ny, kutsutaan joskus myos sisdiseksi suoraksi summaksi.
Samoin, ehkéd hieman sekaannusta aiheuttavasti, moduuleiden Ny, Ns,..., Ny
suoraa tuloa Ny x Ny x --- x N, kutsutaan joskus niiden wulkoiseksi suoraksi
summaksi, jolloin symbolit x korvataan symboleilla @ [2, s. 353], [4, s. 60].
Hieman tasmaéllisemmin ulkoisien suorien summien méaritelld&n olevan suoria
tuloja, joissa vain &érellinen mééréd tulon tekijoistd on nollasta poikkeavia |2,
s. 357]. Néin ollen moduulien dérelliset suorat tulot ja ulkoiset suorat summat
ovat tasmaélleen samat. Koska d#relliset suorat tulot ja summat ovat lauseen
4.27 mukaan isomorfiset, niin kyseessé oleva merkinté ei ole tdysin aiheeton. On
kuitenkin aiheellista huomioida, ettéd sisdisilla, seké ulkoisilla suorilla summilla
on joitain perustavanlaatuisia eroja.

Suoran tulon maéaritelméssd vaadittiin vain, ettd suoran tulon tekijét ovat
R-moduuleita. Néin ollen suora tulo tai ulkoinen suora summa yhdistda mieli-
valtaiset moduulit uudeksi moduuliksi. Kuitenkin sisdinen suora summa olettaa,
ettd summattavat moduulit ovat summa moduulin alimoduuleita, jotka toteut-
tavat lauseen 4.27 yhtépitdvét ehdot, eli ettd esimerkiksi niiden leikkaus on
nolla~alkio. Témé& merkintéd voi aiheuttaa pientd sekaannusta esimerkiksi tar-
kasteltaessa R-moduulia R ja ulkoista suoraa summaa R @ R. Téalloin selvasti
R R = R # {0}, joten kyseessi ei ole hyvin méiritelty sisidinen suora summa.
Kuitenkin tulomoduulin R x R osajoukot R x {0} ja {0} x R ovat selvisti sen ali-
moduuleita, joiden leikkaus on (0,0) = Ogx g, jolloin isomorfismit R x {0} =~ R
ja {0} x R = R takaavat, etté sisdinen suora summa on myds hyvin mééritelty ja
vastaa ulkoista suoraa summaa lauseen 4.27 tavoin. Téten sisdiset- seké ulkoi-
set suorat summat ovat aina isomorfisia, jonka vuoksi niistd puhutaan yleensa
sekaisin madrittelemattd kummasta on milloinkin kyse.

Tarkastellaan seuraavaksi joitain suorien summien ominaisuuksia.
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LAuse 4.29. Olkoot My, Ms, ..., M, R-moduuleja ja Ny, Na, ..., N, niiden
alimoduuleja. Tdlloin

(M @M@+ @ M,)/ (N1 @ No® - ®Ny,) = My/N1 @ Ma/No® -+ - D M,/ Ny

TobisTus. Olkoon ¢ : My X «--x M, — M;/Ny x---x M,/N,, kuvaus jossa
(my,...,my) — (m(mq),...,m(my,)) luonnollisien projektiohomomorfismien
7« M; — M;/N; avulla. Koska 7; on lauseen 4.12 mukaan surjektiivinen R-
moduulihomomorfismi, niin ¢ on komponenteittain maariteltynd myos surjek-
tiivinen R-moduulihomomorfismi. Koska jokaisen komponentin projektiohomo-
morfismin ydin ker m; = N; kaikilla ¢ € {1,...,n}, niin @(my, ma,...,m,) =0,
jos ja vain jos m; € N; kaikilla 7, eli kerp = Ny x --- x N,. Niin ollen ensim-
méisen isomorfismilauseen mukaan

(My x My x -+-x M,)/(Ny x Ny x -+ x Np) = M;/Ny x My/Ny x -+ x M,/N,.

Nyt, koska mééritelmén ja lauseen 4.29 mukaan &irelliset suorat tulot ja suorat
summat ovat isomorfisia, niin véite patee myos suorille summille. O

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa vapaan moduulin kanta on &dérel-
linen joukko, eli moduuli on &é&rellisesti viritetty vapaa moduuli.

LAUSE 4.30. Olkoon {ai,as,...,a,} vapaan moduulin M kanta. Tdlloin
M= Ra ®Ras®---® Ra, = R".

Tobistus. Olkoon {ay,as,...,a,} on moduulin M kanta. Talléin lauseen
4.20 mukaan jokaisella moduulin alkiolla x € M — {0} on yksikésitteinen line-
aarikombinaatioesitys * = riay + roag + - -+ + rpa,, jossa r;a; € Ra; kaikilla
i€ {l,...,n}. Samoin myds nolla-alkiolla on yksikésitteinen n-summatermin li-
neaarikombinaatio esitys 0 = Oay + Oas + - - - + Oa,,. Talloin, koska kanta virittaa
moduulin M, niin M = Ra; + Ras + --- + Ra,, jolloin lauseen 4.27 mukaan
kyseessé on suora summa. Silld kuvaus R — Ray;, jossa r — ra; on isomorfismi
kaikilla ¢ € {1,...,n} ja summa ria; + roas + - - - + r,a, on yksikésitteinen, niin
kuvaus

R"™ — Ra; + Ray + - - + Ray, T(ri, 7o, ..., n) =T +Ta2 + -+ +Tay,

on isomorfismi, jolloin Ra; @ Ras ® --- D Ra, = R". O

LAuse 4.31. Olkoon M moduuli jolle M = Ra; @ Ras ® - - - ® Ra,,, joillain
a; € R—{0}, i € {1,...,n}. Tdlloin joukko {a,as,...,a,} muodostaa moduulin
M Ekannan.

Tobistus. Koska M on syklisien moduulien Ray, Raq, ..., Ra, suora sum-
ma, niin lauseen 4.27 mukaan jokaisella x € M on yksikésitteinen summaesitys
T = Tria1 + reag + « -+ + ruay, jossa r;a; € Ra; kaikilla i € {1,...,n}. Néin ollen
jokainen moduulin M alkio voidaan esittdéd joukon {ay, as, ..., a,} lineaarikom-
binaationa, eli joukko {ai,as,...,a,} virittdd moduulin M. Osoitetaan vield,
ettd alkiot aq,as, ..., a, ovat lineaarisesti riippumattomat. Jos néin ei ole, niin
alkoiden {ay,...,a,} lineaarikombinaatio r1a; + reas + - - - + r,a, on nolla siten,
ettd kaikki lineaarikombinaation kertoimet ry,rs,...,7, € R eivét ole nollia.

Olkoon r; # 0 jokin téllainen kerroin. Téalloin patee

—Tja; =701 + ... 71051 + Tj41Q541  + Tply.
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Naéin ollen pétee (—7;)a; € Rajn (Ray +---+ Raj_1 + Raj41 + - - - + Ray,), jossa
(—rj)a; € Ra;. Koska r; # 0, niin (—7r;)a; # 0, jolloin kyseinen leikkausjouk-
ko ei ole nollamoduuli. Témé& on lauseen 4.27 kohdan (2) mukaan ristiriidassa
oletuksen M = Ra; @ Ray @ - - - @ Ra,, kanssa, joten joukko {aj,as,...,a,} on
myo0s lineaarisesti riippumaton, eli se on moduulin M kanta. 0

Néin ollen joukko {ai,as,...,a,} on vapaan moduulin M kanta jos ja vain
jos se voidaan esittaé syklisien moduulien Ray, Ras ..., Ra, suorana summana.

4.4. Vektoriavaruudet

Moduulin mééritelméan 4.2 vektoriavaruudet vastaavat tdsmélleen kuntaker-
toimisen moduulin mééritelmaé. Nain ollen kaikki edelld mainitut moduuliteo-
rian tulokset pétevat myos vektoriavaruuksille.

Koska jokaisella kunnan nollasta poikkeavalla alkiolla on kédénteisalkio ky-
seisen kunnan kertolaskun suhteen, niin vektoriavaruuksilla on kuntakertoimi-
sina moduuleina joitain miellyttavid ominaisuuksia, jotka eivit péade yleisille
moduuleille. Tulemme esimerkiksi osoittamaan, ettéd ddrellisesti viritetylla vek-
toriavaruudella on aina kanta vaikkakin &érellisesti viritetylle moduulille tdméa
el aina pade.

Vektoriavaruuksista puhuttaessa kdytetddn yleensé niiden seuraavassa méé-
ritelméssé esiintyvad terminologiaa.

MAARITELMA 4.32. K-kertoiminen vektoriavaruus V on K-moduuli, jossa
rengas K on kunta. Jos kunta K on kontekstista selvé, niin sanotaan vain, etté
V' on vektoriavaruus tai avaruus. K-moduulin V' alkio on vektoriavaruuden V'
vektor: ja kunnan K alkio on avaruuden V' vektoreiden kerroin tai skalaari. Vek-
toriavaruuden V' aliavaruus A on K-moduulin V' alimoduuli. K-kertoimisten
vektoriavaruuksien V' ja W vélinen K-moduulihomomorifismi on vektoriava-
ruuksien V' ja W vilinen lineaarikuvaus. Jos B < V' virittdd K-moduulin V,
niin sanotaan, ettd B virittda vektoriavaruuden V. Jos V' on vapaa K-moduuli,
niin vektoriavaruuden V' dimensio on K-moduulin V' aste.

Tarkastellaan seuraavaksi joitain vektoriavaruuksien perusominaisuuksia.

LAuse 4.33. Olkoon VK -kertoiminen vektoriavaruus. Jos vektoriavaruu-
den V' osajoukko B = {v1,vs, ..., v,} virittdd avaruuden V' siten, ettd mikddan
sen aito osajoukko ei viritd vektoriavaruutta V', niin B on vektoriavaruuden V'
kanta.

TobisTus. Koska joukko B = {vy, v, ..., v,} virittdd vektoriavaruuden V',
niin B on kanta, jos se on lineaarisesti riippumaton joukko. Oletetaan, ettd B
on lineaarisesti riippuva. Té&lloin on kertoimet oy, am, ..., a, € K siten, etté

a1v1 + agUg + -+ -+ U, = 0,

ja ainakin yksi kertoimista «; on nollasta poikkeava. Jirjestetdén joukko B uu-
delleen siten, ettéd vektoria v, vastaava kerroin «; on nollasta poikkeava. Télloin
edellisen yhtalon mukaan —ajv, = agve + - - - + a,v,. Nyt, koska K on kunta,
niin o' € K, jolloin

1

v) = —a; (Qug + -+ avy,) = (—ag tan)vy + -+ (—ag Ty vn.
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Koska —a;'a; € K kaikilla i € {2,...,n}, niin edellisen yhtilén mukaan v,
voidaan esittdd vektoreiden vy, ..., v, lineaarikombinaationa. Nyt, koska B vi-
rittédd vektoriavaruuden V', niin jokaisella v € V' on jotkin kunnan K kertoimet

Bi, Ba, ..., By siten, etti

v = (101 + Bova + -+ + Buu,
= 51((—af1a2)vg + ... (—aflan)vn) + Bovg + -+ + Bru,
= (—Braga; ' + Bo)va + -+ (= Branart + By)vy.

Nyt, koska —B1a;0q ' + B; € K kaikilla i € {2,...,n}, niin joukon B aito osa-

joukko {vs, ..., v,} virittdd vektoriavaruuden V', joka on ristiriidassa oletuksen
kanssa. Néin ollen B on lineaarisesti riippumaton, eli se on vektoriavaruuden V'
kanta. O]

SEURAUS 4.34. Jos ddrellinen joukko A < 'V wvirittdd vektoriavaruuden V,
niin A sisdltid avaruuden V- kannan. Tosin sanoen ddrellisesti viritetylld vek-
toriavaruudella on ddrellinen kanta.

TobpisTus. Jos A on &aérellinen joukko joka virittdd vektoriavaruuden V,
niin poistamalla dérellinen méara joukon v vektoreita saadaan dérellinen joukko
B < A joka virittdd avaruuden V' siten, ettd mikédn sen aito osajoukko ei
viritd avaruutta V. Talloin edellisen lauseen mukaan B on dérellisesti viritetyn
vektoriavaruuden V' kanta. 0

Osoitetaan seuraavaksi, etti ddrellisesti viritetyn vektoriavaruuden kannan
alkiot voidaan korvata minké vaan lineaarisesti riippumattoman osajoukon al-
kioilla. Toisin sanoen jokainen &dérellisesti viritetyn vektoriavaruuden lineaari-
sesti riippumaton osajoukko siséltyy johonkin kyseisen avaruuden kantaan.

LAUSE 4.35. Olkoon {ay,as,...,a,} on K-kertoimisen vektoriavaruuden V
kanta ja {b1,ba, ..., by} lineaarisesti ritppumaton vektoriavaruuden V- osajouk-
ko. Talloin n = m ja vektorit ai,as,...,a, voidaan jarjestid uudelleen siten,
etti joukko {by, by, ..., b, aks1,...,a,} on vektoriavaruuden V kanta kaikilla
ke{l,....,m}.

TobpisTus. Osoitetaan viite induktioperiaatteen avulla. Jos & = 0, niin
{ai,as, ..., a,} on oletuksen mukaan vektoriavaruuden V' kanta, joten viite pa-
tee kun k£ = 0. Oletetaan siis, ettd alkiot aq,as,...,a, voidaan jirjestda siten,
ettd joukko B = {by,ba, ..., bk, Qrs1, .- .,a,} on vektoriavaruuden V' kanta, jol-
lain k& € Z*. Talloin, koska kanta virittda avaruuden V', niin by, voidaan esittia
sen lineaarikombinaationa, eli on kertoimet oy, as, ..., a, € K siten, etta

* bk+1 = Oélbl + -+ Oékbk + O 1Qk41 + -+ apay.

Nyt, jos vektoreiden agy1,...,a, kertoimet ax1,...,q, ovat kaikki nollia,
niin edellisen yhtalon mukaan vektori by, 1 voidaan esittda vektoreiden by, ..., by
lineaarikombinaationa, jolloin joukko {by,...,0bx, b1} on lineaarisesti riippu-
va. Koska tdmé on ristiriidassa oletuksen kanssa, niin ainakin yksi kertoimista
ki1, -- -,y on nollasta poikkeava. Jéarjestetdén dérellinen joukko {ai,...,a,}
siten, ettd vektoria ayy; vastaavalle kertoimelle pétee ay, 1 # 0. Tall6in kunnan



4.4. VEKTORIAVARUUDET 45

K ominaisuuksien mukaan —Oz,;il e K, jolloin edellisesté yhtélosta saadaan

Apy1 = —(1/,;11(0411?1 4+ ... ozkbk + (—1)bk+1 + -+ oznan)

= (—apha)by + . (o )by + gl bee + o+ (—ag o) an.
Néin ollen ag,; voidaan esittdd vektoreiden by,...,bgi1,ar1o,. .., a, lineaari-
kombinaationa. Nyt lauseen 4.33 todistuksen tavoin, koska oletuksen mukaan
joukko {by, ..., bgi1, Grya, - ., a,} virittdd vektoriavaruuden V' ja apyq voidaan
esittdd vektoreiden by, ..., bgy1, Grao, ..., a, lineaarikombinaationa, niin joukko
{b1,... bgr1, ka2, ..., a,} virittda vektoriavaruuden V.

Nyt, jos m > n, niin edelld olevan pééttelyn mukaan {by,...,b,} on vek-
toriavaruuden V' kanta, jolloin vektori b,,,1 voidaan esittda alkioiden b4,...,b,
lineaarikombinaationa. Téten joukko {b1, ..., b,} on lineaarisesti riippuva, joka
on ristiriita. Néin ollen n = m.

Osoitetaan vield, ettd joukko {by, ..., bxy1,axr2, .- ., a,} on lineaarisesti riip-
pumaton. Jos fi,..., 5, ovat kunnan K kertoimet siten, etta

Biby + -+ + Brbr + Bri1bri1 + Bri2akio - - + Bra, = 0.

Nyt, koska by 1 voidaan esittdd kannan {by, ..., by, agi1,...,a,} lineaarikombi-
naationa, niin yhtdlon % mukaan on kertoimet aq, ..., a,, jossa agy1 # 0 siten,
ettd edellisen yhtéil('jn mukaan

O_Zﬁzb +ﬂk+l Zazb + Z OéCLZ Z ﬁiai

i=k+1 i=k+2

=1

k

Z 57, + Bk-‘rlaz b + Bk-‘rla/k-‘rlak-‘rl + Z /Bk-‘rlaz + ﬁz) ;.

i=1 i=k+2
Nyt, koska joukko {b1,..., bk 1, k1, .., a,} on lineaarisesti riippumaton, niin
erityisesti fry1arp1 = 0. Koska K on kuntana kokonaisalue ja oletimme aikai-
semmin, ettd oy 1 # 0, niin talloin valttaméatta péatee 5,1 = 0. Téaten

0=01b1 + -+ Bibr + Br+1brt1 + Brr2Grso + -+ - + Buay
= Bibi + - + Brby, + Brroapso + - - + Bray

jolloin, koska joukko {by,..., bk, agia,...,a,} on kannan B osajoukkona lineaa-
risesti riippumaton, niin niitd vastaavat kertoimet (i,..., Bk, Bri2, - - -, By Ovat
myos kaikki nolla. Tdten ; = 0 kaikilla @ € {1,...,n} ja néin ollen joukko
{b1,...,bg1, a2, ..,a,} on lineaarisesti riippumaton, joten se on vektoriava-
ruuden V' kanta. 0J

Koska edellisen lauseen nojalla jokainen dérellisesti viritetyn vektoriavaruu-
den lineaarisesti riippumaton osajoukko voidaan siséllyttdd sen johonkin kan-
taan niin osoittautuu, etté jokaisella &dérellisesti viritetyn vektoriavaruuden kan-
nalla on sama mahtavuus ja néin ollen kyseisen avaruuden dimensio on yksika-
sitteinen.

SEURAUS 4.36. Olkoon V ddrellisesti viritetty K-kertoiminen vektoriava-
ruus. Tdlloin jokaisessa avaruuden V' kannassa on yhtd monta alkiota.

TobIsTUs. Koska lauseen 4.34 mukaan &dérellisesti viritetylla vektoriavaruu-
della V' on kanta, niin olkoot A ja B vektoriavaruuden V' vastaavasti n- ja m-
alkioiset kannat. Nyt, koska A ja B ovat avaruuden V kantoja, niin ne ovat
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eritysesti lineaarisesti riippumattomia joukkoja. N&in ollen lineaarisesti riippu-
maton joukko A voidaan lauseen 4.35 mukaan siséllyttda vektoriavaruuden V'
kantaan B korvaamalla jotkin kannan B alkioista joukon A alkioilla. Téten eri-
tyisesti n < m. Kéayttamalla vastaavaa padttelya lineaarisesti riippumattomalle
joukolle B ja vektoriavaruuden kannalle A saadaan vastaavasti m < n, joten
n = m. Nain ollen &arellisesti viritetyn vektoriavaruuden jokaisessa kannassa on
yhtd monta alkiota. 0

Yhdistamélla aikaisemmin késiteltyd moduulien teoriaa vektoriavaruuksien
teoriaan saamme seuraavan tuloksen.

LAUSE 4.37. K-kertoimiset ddrellisesti viritetyt vektoriavaruudet V- ja W
ovat isomorfisia jos ja vain jos niilld on samat dimensiot.

TobisTus. Jos V = W isomorfismilla ¢, niin lauseen 4.21 mukaan ¢ kuvaa
vektoriavaruuden V' kannan A joksikin vektoriavaruuden W kannaksi B. Tal-
16in, koska kyseesséd on isomorfismi, niin kannoissa A ja B on tdsmélleen yhta
monta alkiota. Téten, koska seurauksen 4.33 mukaan jokaisessa vektoriavaruu-
den W kannassa on yhtd monta alkiota, niin avaruuksilla V' ja W on samat
dimensiot.

Jos taas vektoriavaruuksilla V' ja W on sama dimensio n € N, niin lauseen
4.30 mukaan V = K" = V. 0

Edellinen lause antaa tehokkaan tavan osoittaa, ettéd tarkasteltavilla isomor-
fisilla moduuleilla on samat asteet. Nimittédin, jos tarkastelemme isomorfisia
R-moduuleja, joiden vilisestd isomorfismista seuraa sama-asteisien vektoriava-
ruuksien vélinen isomorfismi, niin edellisen lauseen mukaan kyseisilla moduu-
leilla on samat asteet. Tulemme kayttaméaan tétd padttelyd esimerkiksi seu-
raavassa lauseessa, joka osoittaa &direllisesti viritetyn kommutatiivisen renkaan
asteen yksikasitteisyyden.

SEURAUS 4.38. Jos R on kommutatiivinen rengas, niin R* = R™ jos ja vain
jos n =m, kaikilla n,m € Z*.

TobisTus. Jos n = m, niin selvisti R =~ R". Oletetaan siis, ettd R = R™.
Olkoon nyt M renkaan R maksimaalinen ideaali ja

MR = {myry + -+ mur, | m;y e M,r; € R,n e N}.

Talloin MR < M, silld ideaalin méaaritelman mukaan mr € M kaikilla m € M,
r € R. Taten, koska ideaalit ovat alirenkaita, niin alkioiden mr &érelliset summat
sisdltyvat myos ideaaliin M. Samoin, koska m = ml kaikilla m € M, niin
m € MR, jolloin M € MR. Néin ollen M = MR, eli MR on myos renkaan
R maksimaalinen ideaali.

Talloin MR™ koostuu alkioista Zle mi(ri, ..., Tn;), missd m; € M, seké
r;ji € R kaikilla j € {1,...,n} ja k € Z*. Néin ollen, koska ideaali (MR)"
koostuu alkioista (Zfll M T4y - - - ,Zf;l M iTni)s jossa n, ky, ... k, € Z*, niin
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jokaisella ideaalin M R™ alkiolla pétee
k

k
Z (T s Tni) = Z(mﬂ“l,i, ceey M)
i=1

=1
k k
= (Z mMiTr14y - - - ,Z mﬂ’nﬂ') € (MR)n,
=1 =1

eli MR" € (MR)". Vastaavasti, koska renkaan R ideaalin M maééritelmén
mukaan m; = fil m;irj; € M kaikilla n,k; € Z*, niin jokaisella ideaalin
(MR)"™ alkiolla (m/, ..., m.) pitee
(mi,...,m.)=(m},0,...,0) +---+(0,...,0,m))

= m)(1,0,...,0)+ - +m,(0,...,0,1)

=mie; + -+ m,e, € MR"
eli (MR)™ € MR". Téten siis MR" = (MR)" kaikilla n € Z*. Nyt, koska
oletuksen mukaan R™ = R™ isomorfismilla ¢ : R* — R™, niin MR" =~ MR™
kuvaamalla moduulin MR alkioiden &irellisissé summissa esiintyvit moduu-

lin R" alkiot isomorfisesti moduulin R™ alkioksi. Tdten ¢ '(MR™) = MR",
jolloin lause 4.13 antaa tekijaimoduulien isomorfismin

R"/MR" = R"/MR™.
Néin ollen, koska lauseen 4.29 mukaan
R"/MR" = R"/(MR)" = (R/MR)",
niin oletuksesta R" = R™ seuraa isomorfismi (R/MR)" = (R/MR)™, jossa te-
kijamoduuli R/MR on lauseen 3.29 mukaan kunta. Niin ollen, silli tekijiren-
gas R/MR on kuntana R/M R-kertoiminen vektoriavaruus ja vektoriavaruuk-

sien (R/MR)" ja (R/MR)™ dimensiot ovat vastaavasti n ja m, niin lauseen
4.37 mukaan isomorfismista (R/MR)" = (R/MR)™ seuraa n = m. O

Edellinen seuraus osoittaa, ettd kommutatiivisen renkaan aérellisesti viritet-
tyjen vapaiden moduulien aste on yksikésitteinen.

LAUSE 4.39. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja M ddrellisesti viritetty
vapaa R-moduuli. Tdlldin, jos A ja B ovat moduulin M kannat, joiden alkioiden
lukumddrat ovat vastaavasti n ja m, niin n = m.

TobisTus. Koska A on moduulin M kanta, jonka alkioiden lukumééra n,
niin moduulin asteen mééritelmén 4.17 mukaan M on n-asteinen R-moduuli,
jolloin lauseen 4.30 mukaan M = R"™. Samoin, koska myds B on moduulin M
m-asteinen kanta, niin myos M = R™. Niin ollen R" = R™, jolloin seurauksen
4.38 mukaan n = m, eli moduulin M aste on yksikésitteinen. 0






LUKU 5

Moduulit piidideaalialueessa

Téssé kappaleessa tarkastelemme padideaalialueiden moduulien ominaisuuk-
sia ja todistamme niiden rakennetta kuvaavan tuloksen, jota kutsutaan pddide-
aalialueiden moduulien pddlauseeksi.

Kappaleessa 2 ndimme, ettd padideaalialueet ovat renkaita, joiden jokainen
ideaali on jonkin yhden renkaan alkion virittdma, eli syklinen ideaali. Tulemme
huomaamaan, etti néin ollen jokainen syklinen paéideaalialueen R-moduuli on
itse asiassa tekijamoduuli R/(a), jossa (a) on alkion a € R virittdma pédideaali.

Télloin padideaalialueiden moduulien péaélause kertoo, etté jokainen aérelli-
sesti viritetty R-moduuli voidaan esittdd syklisien moduulien R/(a4), ..., R/(a,),
n = 0, sekd vapaan moduulin R", r > 0 a&rellisenéd suorana summana. Péaélause
kertoo myds, ettd paaideaalien (a;) virittdjialkiot a; € R muodostavat jonon
ai, as, ..., a, siten, ettd jokainen jonon alkio jakaa jokaisen myhemmin jonossa
esiintyvén alkion. Tallaisid alkioita aq,as, ..., a, kutsutaan kyseisen moduulin
mvarianteikst tekijoiks.

Tulemme my6s osoittamaan, ettd kyseinen suora summaesitys voidaan péa-
ideaalialueen ominaisuuksia kiyttden muuttaa niin sanottuun alkeisjakajamuo-
toon alkioiden a € R alkulukuhajotelmien avulla ja ettéd kyseiset esitykset ovat
yksikésitteisid. Kappale perustuu lahteisiin [1], [2] ja [4].

5.1. Noetherin moduulit ja vapaiden moduulien kannat

Tarkastellaan ensiksi joitain R-moduulien déarellisyysehtoja, jotka ovat hyo-
dyllisid vapaiden moduulien kantojen tarkastelussa.

MAARITELMA 5.1. R-moduuli M on Noetherin R-moduuli jos se toteuttaa
niin sanotun kasvavien ketjujen ehdon eli, jos

My Myc Ms<---

on osajoukkojen inkluusiorelaation < suhteen kasvava ketju moduulin M ali-
moduuleja M;, niin on m € Z* siten, etta My = M, kaikilla k& > m. Toisin sa-
nottuna ei ole olemassa dérettomid moduulin M alimoduulien kasvavia ketjuja.
Rengas R on Noetherin rengas jos se on itsessdén Noetherin R-moduuli.

Koska esimerkin 4.7 mukaan R-moduulin R alimoduulit ovat tédsmélleen sen
ideaaleja, niin yhtapitédvésti R on Noetherin rengas jos siiné ei ole ddrettomésti
kasvavia ideaalien ketjuja Iy € [, € [3ES ---.

LAUSE 5.2. Olkoon R rengas ja M R-moduuli. Tdlloin seuraavat vaittamdt
ovat yhtdpdtevid.

(1) M on Noetherin R-moduuli

(2) Jokaisella epdtyhjilli joukolla M moduulin M alimoduuleja N on inkluusion

suhteen maksimaalinen alkio, eli on olemassa alkio M,,,, € M siten,
ettd ehdosta Mqe © N seuraa N = M, katkilla N € M.

49
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(3) Jokainen moduulin M alimoduuli on ddarellisesti viritetty.

TobpIsTUS. (1) = (2): Oletetaan, etté M on Noetherin R-moduuli. Olkoon
M epityhji kokoelma moduulin M alimoduuleja. Koska osajoukkojen inkluusio
C on epatyhjan joukon M osittainen jarjestys ja Noetherin moduulin jokaisella
kasvavalla ketjulla on yldraja, niin Zornin lemman [4, s. 13| mukaan joukossa
M on maksimaalinen alkio.

(2)=(3): Olkoon N R-moduulin M alimoduuli ja M moduulin N &érelli-
sesti viritettyjen alimoduulien kokoelma. Koska {0} € M, niin M # ¢F. Télléin
kohdan (2) mukaan kokoelmassa M on maksimaalinen alkio V... Oletetaan,
ettd N # N,z Olkoon nyt x € N — N,e. Koska Nyper € M on dédrellisesti
viritetty, niin moduuli Np,q, U {z} on myos &érellisesti viritetty, jolloin pétee
inkluusio Npgz S Npas U {2} € M. Kuitenkin N,,4, oli kokoelman M maksi-
maalinen alkio, joten tdmé& on ristiriita. Nain ollen N,,,. = N, eli toisin sanoen
N on &aarellisesti viritetty.

(3)=(1): Olkoon M; < My < M3 < --- moduulin M alimoduulien ketju ja

0
N = U M;.
=1

Talloin kohdan (3) mukaan N on &érellisesti viritettyjen moduulin M alimo-
duulien yhdisteené &érellisesti viritetty alimoduuli. Olkoon {xy, za, ..., x,} mo-
duulin N virittédjien joukko. Koska z; € N kaikilla 4, niin x; € M, jollain j; € Z~.
Olkoon nyt m = max{ji, ja, - - ., jn}. Tall6in moduulien M; muodostaman ket-
jurakenteen mukaan x; € M, kaikilla i € {1,...,n}, jolloin koska alkiot z; virit-
tavat moduulin NV, niin N € M,,. Néin ollen N = M,, = M,, kaikilla k > m,
eli toisin sanoen N on Noetherin R-moduuli. 0

SEURAUS 5.3. Jos R on pddideaalialue, niin jokaisella kokoelmalla T # &
renkaan R ideaaleja I on maksimaalinen alkio ja R on Noetherin rengas.

Tobistus. Koska esimerkin 4.7 mukaan jokainen renkaan R alimoduuli on
ideaali ja pédideaalialueen jokainen ideaali on péddideaalina yhden alkion virit-
tdma, niin R toteuttaa edellisen lauseen kohdan (3). O

Yleistetddan seuraavaksi aikaisemmin annettu vapaan moduulin asteen mé&é-
ritelmé 5.14 yleisille moduuleille, joilla ei ole vélttaméatta kantaa.

MAARITELMA 5.4. R-moduulin M lineaarinen aste on sen maksimaalisen
lineaarisesti riippumattoman osajoukon mahtavuus.

LAUSE 5.5. Olkoon R rengas ja N R-moduulin M alimoduuli. Tdlloin ali-
moduulin N lineaarinen aste on enintddn moduulin M lineaarinen aste.

Tobistus. Olkoon r); R-moduulin M lineaarinen aste ja A € N lineaa-
risesti riippumaton joukko. Koska A € N < M, niin A on my6s moduulin
M lineaarisesti riippumaton osajoukko, jolloin lineaarisen asteen méaaritelmén
mukaan pétee |A| < ryy. O

LAUSE 5.6. Olkoon R kokonaisalue, M m-asteinen vapaa R-moduuli, sekdi
A c M siten, etti |Al = m + 1. Tdlloin joukko A on lineaarisesti riippuva.

TobisTus. Todistus 16ytyy esimerkiksi teoksesta [2, s.459]. O
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Téten erityisesti kokonaisalueen R vapaan moduulin M vapaan alimoduulin
N astelle pitee rank(N) < rank(M), silld alimoduulin N kanta on moduulin M
lineaarisesti riippumaton osajoukko. Edelliset lauseet osoittavat, ettd moduu-
lin lineaarisen asteen maéadaritelméa 5.4 on kokonaisalueen vapaiden moduulien
tapauksessa tdsmailleen kyseessé olevan vapaan moduulin aste.

SEURAUS 5.7. Olkoon R kokonaisalue ja M wvapaa R-moduuli Tdlloin ali-
moduulin M lineaariselle asteelle vy patee ryy = rank(M), missi rank(M) on
vapaana moduulin M aste.

Tobistus. Olkoon A vapaan moduulin M kanta. T&lloin, koska A © M on
lineaarisesti riippumaton osajoukko, niin sen alkioiden lukumééra rank(M) on
enintddn moduulin M maksimaalisen lineaarisesti riippumattoman osajoukon
alkioiden lukumééri, eli rank(A) < ry. Nyt, koska edellisen lauseen mukaan
jokaisen kannan A lineaarisesti riippumattoman osajoukon alkioiden lukuméari
on enintddn kannan mahtavuus rank(M), niin pétee rank(A) > ryy, eli toisin
sanottuna rank(A) = /. O

Nain ollen kokonaisalueen R moduulin M lineaarista-, sekd vapaata astet-
ta tullaan kutsumaan vain moduulin M asteeksi, jolle kdytetddn merkintéa
rank(M).

LAUSE 5.8. Olkoon R rengas ja A, sekd B R-moduuleita, joiden asteet ovat
ra,rg > 0. Talloin moduulin A@® B asteelle ragp pltee r4 + 1 < TagB-

Tobistus. Olkoon {ay,...,a,} < Aja{by,...,b,} < B moduulien A ja B
jotkin maksimaaliset lineaarisesti riippumattomat joukot. Talloin, jos

n m
0= En-ai + Z rib;,
i=1 i=1

missd 7,7} € R kaikilla ¢, niin )} r;a; = >0, (—1");b;. Nyt, silld moduulit A
ja B ovat moduuhn A®B ahmoduulelta joiden leikkaus on vain nolla-alkio,

niin taytyy olla

n

27}0@ =0 ja Z(—T/)zbl = 0,

i=1 i=1
joka joukkojen {ai,...,a,} ja {b1,...,by,} lineaarisen riippumattomuuden mu-
kaan pétee vain, kun r;, 7} = 0 kaikilla 7. Taten joukko {ay,...,an,b1,... by}
on lineaarisesti riippumaton moduulin A @ B osajoukko, eli toisin sanottuna
pétee r4 +rp < ragpB. O

Tarkastellaan seuraavaksi kokonaisalueen moduulin torsiota ja sen ominai-
suuksia.

MAARITELMA 5.9. Olkoon R kokonaisalue ja M R-moduuli. Moduulin M
torsioalkioiden joukko on
Tor(M) ={xe M |rx =0, jollainr € R, r # 0}.
Jos Tor(M) = M, eli jokaisella x € M on r € R, r # 0, jolle rz = 0, niin M on
torsiomoduuli. Jos Tor(M) = {0}, niin sanotaan, ettd moduuli M on .

LAUSE 5.10. Olkoon R kokonaisalue. Tdlloin R-moduulin M torsioalkioiden
joukko Tor(M) on sen alimoduuli.
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Tobistus. Koska lauseen 4.3 mukaan r0 = 0 kaikilla » € R, niin erityisesti
0 € Tor(M), eli torsioalimoduuli on epédtyhji. Olkoon z,y € Tor(M). Télléin on
r1,79 € R — {0} siten, ettd riz = 0 ja roy = 0. Nyt, koska R on kokonaisalue,
niin ehdosta 1,y # 0 seuraa riry # 0, jolloin kaikilla » € R pétee
rire(T + 1Y) = rirax + (r1r2)ry
= ra(riz) + 171(r2y)
=190+ rr0 =0,
niin myos = + ry € Tor(M). T&lloin alimoduulitestin 4.5 mukaan Tor(M) on
moduulin M alimoduuli. 0
LAUSE 5.11. Kokonaisalueen R vapaan moduulin alimoduult on torsiovapaa.

Tobistus. Olkoon M vapaa R-moduuli, jonka kanta on joukko A ja N sen
alimoduuli. Jos A = ¢J, niin M on nollamoduuli, jolloin se on mééritelmén
mukaan torsiovapaa. Voidaan siis olettaa, ettd A # . Jos Tor(NN) # {0}, niin
on z € N, x # 0 siten, ettd rx = 0, jollain r € R, r # 0. T&lloin lauseen 4.20
mukaan on olemassa yksikésitteiset aq, as, ..., a, € R siten, ettd a; # 0 kaikilla
ie{l,...,n}jax,x,..., o, €A siten, ettd

T =ai1xry + Ao + -+ + ApTy.
Téten, jos r € R, niin pétee
re = r(a1x + asxy + - - + apTy)

= r(ayzy) + r(agzs) + -+ + r(any,)

= (rap)zy + (rag)xs + - - + (ra,),.
Nyt, koska R on kokonaisalue ja r, a; # 0, niin ra; # 0, jolloin my6s (ra;)x; # 0
kaikilla 7. Nyt, koska joukko {z1,...,z,} on moduulin M kannan osajoukko,
niin maéritelmén 4.16 mukaan se on lineaarisesti riippumaton, jolloin yhtéalosta
re = 0 seuraa ra; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}. Kuitenkin, koska rengas R on

kokonaisalue, niin siind ei ole nollanjakajia, eli tdmé& on ristiriita. Né&in ollen
x ¢ Tor(N), eli N on torsiovapaa. O

LAUSE 5.12. Olkoon R kokonaisalue ja M R-moduuli. Talloin M/ Tor(M)
on torsiovapaa moduuli.

TobisTus. Olkoon z + Tor(M) tekijaimoduulin M /Tor(M) alkio. Téll6in,
jos x ¢ Tor(M), niin rx # 0 kaikilla r € R, jolloin

r(z + Tor(M)) = ro + Tor(M) # 0 + Tor(M),
eli x ¢ Tor(M /Tor(M)). Jos taas x € Tor(M), niin lauseen 2.28 mukaan
& + Tor(M) = 0 + Tor(M) = Onr/ror(ar)-
Néin ollen tekijamoduulissa M /Tor(M) ei ole nollasta poikkeavaa torsio-alkiota,
eli M /Tor(M) on torsiovapaa. O
LAUSE 5.13. Jos R-moduulin M # {0} aste on 0, niin M on torsiomoduuli.

Tobistus. Olkoon M R-moduuli, jonka aste on 0. Tall6in moduulissa M ei
ole lineaarisesti riippumattomia alkioita, jolloin jokaisella joukolla {1, xo, ..., z,}
on renkaan R alkiot 71,79, ..., 7, siten, ettd r; # 0 ainakin yhdelld i € {1,... n}
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ja 0 = rixy + roxs + ... rux,. Talloin erityisesti jokaisella z € M on r € R — {0}
siten, ettd rz = 0, joten Tor(M) = M. O

Osoitetaan seuraavaksi ensimméinen vapaita pédideaalialueen moduuleja
koskeva tarked tulos, joka osoittaa, ettd padideaalialueen vapaan moduulin ali-
moduuli on myos vapaa moduuli.

LAUSE 5.14. Olkoon R pddideaalialue ja N vapaan m-asteisen R-moduulin
M alimoduuli. Tdlloin

(1) N on n-asteinen vapaa moduuli siten, ettd n < m ja
(2) on olemassa moduulin M kanta {xy,zs, ..., xy} siten, ettd

{rix1, o, . .. Ty}

on alimoduulin N kanta, joillain r; € R, r; # 0, jotka toteuttavat jaol-
lisuusrelaation

il re ||

TobisTus. Jos N = {0}, niin N on vapaa moduuli, jonka kanta on tyhji
joukko ja téten rank(N) = 0 < m. Oletaan siis, ettd N # {0}. Olkoon t&lloin
¢ : M — R jokin R-moduulihomomorfismi. T4ll6in, koska lauseen 4.10 mukaan
alimoduulin N kuva ¢(N) on R moduulin R alimoduuli ja R on kommutatiivi-
nen rengas, niin esimerkin 4.7 mukaan ¢(N) on renkaan R ideaali. Koska R on
pédideaalialue, niin ideaali ¢ (V) on pddideaali, eli ¢(N) = (a,), jollain a, € R.
Olkoon nyt

T = {(ay) | ¢ € Homp(M, R)}
tallaisten R-moduulihomomorfismien méaédrdamien padideaalien kokoelma. Kos-
ka triviaali homomorfismi M — R, x — 0 on R-moduulihomomorfismi, jolle
©(N) = {0}, niin (0) € Z, eli T # . Talloin seurauksen 5.3 mukaan ko-
koelmalla Z on maksimaalinen alkio, eli on olemassa R-moduulihomomorfismi
v: M — R siten, ettd ei ole I € T siten, ettd v(N) = (a,) < I.

Olkoon nyt a; = a, jay € N siten, ettd v(y) = a;. Koska vapaalla moduulilla
M on kanta {xq,xs,..., T}, niin lauseen 4.20 mukaan jokaisella z € M — {0}
on yksikésitteinen esitys x = rixy + roxo + - - - + 7Ty, joillain r; € R. Talloin
luonnolliset koordinaattiprojektiot m; : M — R,

mi(x) = mi(rixy + roxg + - A rpy) =14,

missi ¢ € {1,...,n} ovat R-moduulihomomorfismeja, silld jos x, 2z’ € M, niin
mi(e+2") =m((res+ -+ w4+ Frpmy) + (o + i+ )

=m((ri +r)ai+ (re+ )z 4+ 4 (r + 7)) Tm)

=r;+ 1 =m(z) + m(2),
sekd kaikilla r € R pétee

mi(re) = w(rrizy + -+ 4+ Ty
=rr; = rm(x).

Nyt, koska N # {0}, niin on jokin x € M, jolla on lineaarikombinaatioesitys
T = rxy + -+ Py, jossa ry, x; # 0 ainakin yhdelld i € {1,...,m}. Téten
mi(N) # 0, eli kuvauksen 7; médrddamalle ideaalille pétee (a,,) = m (V) # (0).
Nyt, koska nollaideaali (0) siséltyy jokaiseen ideaaliin, seké (a;) on padideaalien
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kokoelman Z maksimaalinen alkio ja (a,,) € Z kaikilla ¢ € {1,...,m}, niin
(a1) 2 (0), eli a3 # 0.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd a; | ¢(y), jokaisella ¢ € Homg (M, R). Olkoon
I alkioiden a; ja o(y) virittdmé ideaali. Nyt, koska R on péiideaalialue, niin
I = (d), jollain d € R. Télloin lauseen 3.39 mukaan d | a; ja d | ¢(y), sekd
d = ria; + rop(y), joillain 1,79 € R. Olkoon ¢ : M — R,

P(m) = rw(m) + rap(m),
joka on R-moduulihomomorfismien pisteittdisend summana R-moduulihomo-
morfismi. Talloin erityisesti d = ¢(y), eli d < ¢(N). Néin ollen (d) < ¥(N) ja
koska d | aq, niin myos (a;) € (d). Kuitenkin, koska (a1) on joukon Z maksimaa-
linen alkio, niin my6s (d) € (ay), jolloin (ay) = (d) = ¢(N). Télloin erityisesti
d = ray jollain r € R. Nyt, koska d | ¢(y), niin ¢(y) = r'd jollain r' € R, joten

p(y) = r'ray, eliay | o(y).

Koska edelld oleva péaattely patee mielivaltaiselle R-moduulihomomorfismille
¢ € Homg(M, R) ja m; € Hompg(M, R), niin erityisesti a; | m;(y) kaikilla i €
{1,...,n}. Téten m;(y) = a1b;, jollain b; € R, i € {1,...,m}. Olkoon nyt

= Z bix;.
i=1

Talloin kuvauksen m; méaaritelméan mukaan

m

a1t = a1 Z bix; = Z(albi)xi = Z mi(y)zs = y.
i=1

i=1 i=1
Nyt, koska R on kokonaisalue ja a; # 0, niin supistussddnnoén 3.13 mukaan
yhtélosta

a; = v(y) = v(ay) = aiv(y)
seuraa v(y;) = 1. Osoitetaan seuraavaksi, ettd moduuli M, sekéd sen alimoduuli
N voidaan esittdéd suorina summina

(a) M = Ry, @ kerv, seké
(b) N = Rayy; @ (N nkerv).
Osoitetaan kohta (a). Olkoon x € M. Télloin
x=x+v@)y —vE)y =vEy + (z—vx)y)
joten, koska v € Homg (M, R), niin saadaan
vz —v(z)y) = viz) + v(—v(z)y)
= v(z) —v(z)r{y)
=v(x) —v(z)l =0.
Téten © — v(z)y; € kerv, eli M = Ry; + ker v. Osoitetaan vield, ettd kyseinen
summa on suora summa. Jos ry; € kerv, r € R, niin
r=rv(y) = v(ry) =0,

eli ry; = 0. Taten Ry; nker v = {0}, jolloin lauseen 4.27 nojalla M = Ry,®ker v.
Osoitetaan seuraavaksi kohta (b). Olkoon 2’ € N. Koska v(N) = (a;), niin
ar | v(2'), eli v(2’) = bay, jollain b e R. Talloin (a)-kohdan tapaan saadaan

' =v(@ )y + (@ —v(@)y) = baryr + (2" — bayyn).
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Nyt, koska N on moduulin M alimoduuli ja y € N, niin
' —uv(d )y, =2 —bayy, = 2'bye N

ja talloin (a) kohdan mukaan 2’ € Rayy; + (N nker¢). Koska N < M, niin (a)
kohdan mukaan jos a,y; € kerv, niin a;y; = 0, eli Ra;y; n kerv = ¢J. Talloin
N = Rayy; @ (N nkerv).

Osoitetaan nyt lauseen kohta (1) induktiolla alimoduulin N asteen suhteen.
Jos moduulin N asteelle n piatee n = 0 < m, niin lauseen 5.13 mukaan N
on torsiomoduuli. Kuitenkin, koska moduuli M on vapaa moduuli, niin lauseen
5.11 mukaan alimoduuli N on torsiovapaa. Talloin valttamétta N = {0}, joka
on tyhjan joukon virittdmé vapaa moduuli, jonka aste on 0 < m. Niin ollen
véite (1) patee tapauksessa n = 0, eli voidaan olettaa, ettd 0 < n.

Tehd&an induktio-oletus. Oletetaan, etté jos alimoduulin NV aste on enintédin
k € 7Z, niin talloin N on vapaa moduuli. Olkoon téaten alimoduulin NV aste k+ 1.
Koska kohdan (b) mukaan N = Ray; @ (N n kerv), niin lauseen 5.8 mukaan

rank(Ra,y;) + rank(N nkerv) < rank(N) =k + 1.

Nyt, koska lauseen 4.31 mukaan Ra,y; on vapaa moduuli, jonka kanta on alkio
a1y, niin rank(Ry;) = 1 ja néin ollen rank(N n kerv) < k. Talloin induktio-
oletuksen mukaan N n kerv on vapaa moduuli, jonka aste on k. Né&in ollen,
koska N n kerv on vapaa moduuli, niin silld on kanta {z, 29, ..., zx}, jolloin
lauseen 4.30 mukaan N = Ra1y; @ Rz1 D - - - @ Rz,. Téaten lauseen 4.31 mukaan
{a1y1,21,..., 2} on moduulin M kanta, jolloin M on myds vapaa moduuli,
jonka aste on k£ 4 1. Niin ollen m-asteisen vapaan moduulin M alimoduuli N
on n-asteinen vapaa moduuli kaikilla n € Z™, jossa lauseen 5.6 mukaan n < m.

Osoitetaan kohta (2) induktion avulla. Jos vapaan moduulin M asteelle pé-
tee m = 0, niin M on taas triviaali moduuli {0}, jolloin sen ainoa kanta on tyhja
joukko ja talloin viite péatee. Oletetaan, ettd 0 < m ja tehdédn induktio-oletus:
Oletetaan, etta viite (2) patee jollain k—1 € Z*. Olkoon rank(M) = k. Talloin
koska ker v on moduulin M alimoduuli, niin se on kohdan (1) mukaan vapaa
moduuli, jonka aste on kohdan (a) mukaan k£ — 1. Néin ollen induktio-oletuksen
perusteella moduuli ker v ja sen alimoduuli ker v n N toteuttavat kohdan (2),
eli on olemassa moduulin ker v kanta yy,ys,...,yr_1 siten, ettd ayyo, ..., aqy,
| < k— 1 on moduulin kerv n N kanta, jossa a; € R ja aj | ag | --- | a;. Nyt,
koska kohtien (a) ja (b) mukaan M = Ry, @ kerv ja N = Rayy; @ (N n kerv),
niin yq, Yo, . . . , Yx on moduulin M kanta ja a1y, asys, . .. a;y on alimoduulin N
kanta. Riittad siis osoittaa, ettd a; | as.

Olkoon ¢ : M — R, p(x) = m(x)+ma(z). Talloin ¢ on R-moduulien vilinen
homomorfismi siten, ettd p(y1) = ¢(y2) = 1 ja p(y;) = 0 kaikilla ¢ > 2. Téten
a; = p(ai1y1), eli a; € (V). Néin ollen (a;) < ¢(N) jolloin, koska (a;) on joukon
7 maksimaalinen alkio, niin (a;) = ¢(N). Nyt, koska myos ay = p(asys), niin
(az) € (N) = (a1), eli toisin sanoen as = ra; jollain r € R. Téten a; | ay. Néin
ollen viite (2) pétee jokaisella moduulin M asteella n € Z*. O

5.2. Péaiideaalialueen moduulien piilause

Seuraavaksi todistamme niin sanotun padideaalialueen moduulien paélauseen,
joka antaa meille tietoa &arellisesti viritettyjen péadideaalialueen moduulien ra-
kenteesta. Osoitamme ensiksi, ettd darellisesti viritetty moduuli on isomorfinen
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vapaan moduulin ja syklisien moduulien suoran summan kanssa, joka voidaan
esittdd kahdessa eri muodossa. Téamén jilkeen ndytdmme, ettéd kyseiset esityk-
set ovat yksikésitteisid. Tarkastellaan ensiksi R-moduuleiden annihilaattoreita
ja niiden ominaisuuksia.

MAARITELMA 5.15. Moduulin M alimoduulin N annihilaattori on renkaan
R ideaali
Ann(N) = {re R | rn =0, kaikillan € N}.

Koska moduulin M alimoduulin N alkiolle n patee On = 0, niin alimoduulin
annihilaattori sisidltda aina joukon {0}. Seuraava lause osoittaa, etta alimoduulin
annihilaattori antaa tietoa sen torsiosta.

LAUSE 5.16. Olkoon R rengas. Jos R-moduulin M alimoduulin N anni-
hilaattori Ann(N) # {0}, niin N on torsioalimoduuli. Vastaavasti, jos N on
torsiovapaa, niin Ann(N) = {0}.

TobisTus. Jos r € Ann(N) — {0}, niin kaikilla n € N pétee rn = 0, jolloin
torsiomoduulin mééritelman 5.9 mukaan N on torsioalimoduuli. Vastaavasti,
jos N on torsiovapaa, niin soveltamalla edelld olevaa paéttelyd nollasta poik-
keavalle annihilaattorin alkiolle saadaan Tor(N) = N, joka on ristiriita. Néin
ollen Ann(N) = {0}. O

Seuraava lause osoittaa, ettd moduulien viliset isomorfismit sédilyttavét nii-
den annihilaattoreiden rakenteen.

LAUSE 5.17. Isomorfisilla moduuleilla on sama annihilaattori.

Tobistus. Olkoon ¢ : M — N R-moduulien vélinen isomorfismi. Télloin,
koska jokaisella n € N on m € M siten, ettd ¢(m) = n, niin lauseen 2.21 nojalla
kaikilla » € Ann(M) pétee

rn = re(m)
= @(rm)
= (0nm)

eli Ann(M) < Ann(N). Kayttamalla vastaavaa padttelyd moduulin N annihi-
laattorille saadaan Ann(N) € Ann(M), joten moduulien M ja N annihilaattorit
ovat tdsméilleen samat. O]

LAUSE 5.18. Olkoon R padideaalialue ja (a) sen pddideaali jollain nollasta
poikkeavalla alkiolla a € R, a ¢ R*. Tdlloin tekijimoduulin R/(a) annihilaattori
on Ann(R/(a)) = (a).

TopIsTUS. Jos r € (a), niin ideaalin médritelmén 3.17 mukaan jokaisella
z € R pétee rz € (a). Talloin lauseen 2.28 mukaan jokaisella z + (a) € R/(a)
patee

r(z+ (a)) =rz+ (a) =0+ (a).
Néin ollen (a) € Ann(R/(a)). Jos taas r € Ann(R/(a)), niin jokaisella tekijamo-
duulin alkiolla z + (a) € R/(a) pitee r(z + (a)) = 0+ (a), joten tekijimoduulin
ja moduulin toiminnan méaéaritelmien 4.11, sekéd 4.2 nojalla saadaan erityisesti

r+(a)=rl+(a)=r(1+(a)) =0+ (a),
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joka piitee jos ja vain jos r € (a). Néin ollen myds Ann(R/(a)) < (a), joten siis

Ann(R/(a)) = (a). O

SEURAUS 5.19. Olkoon R pdidideaalialue ja a € R — {0}, a ¢ R*. Tdlldin
R/(a) on torsiomoduuli.

TobisTus. Koska edellisen lauseen mukaan Ann(R/(a)) = (a) # {0}, niin
lauseen 5.16 mukaan R/(a) on torsiomoduuli. O

Edellisien lauseiden oletus siitd, ettd padideaalialueen R padideaalin (a) vi-
rittdja alkio a ei ole renkaan R yksikko takaa, ettei kyseisistd lauseista paé-
dyté ristiriitaan nollamoduulien tapauksessa. Nimittéin, jos a on yksikko, niin
lauseen 3.25 mukaan pé#dideaali (a) on koko rengas R, jolloin edelld olevien
lauseiden nojalla R/(a) = R/R = {0} on torsiomoduuli.

Kuitenkin esimerkissé 4.19 totesimme, ettd nollamoduuli on vapaa moduuli,
jonka kanta on tyhjé joukko, jolloin lauseen 5.11 nojalla se on torsiovapaa. Téaten
edelldolevat lauseet pétevit padideaalialueen R aidoille pédideaaleille (a), eli
nollasta poikkeaville tekijamoduuleille R/(a).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd padideaalialueen sykliset moduulit ovat isomor-
fisia tekijimoduuleiden R/(a) kanssa.

LAusSE 5.20. Olkoon R pddideaalialue ja C syklinen R-moduuli. Tdlloin pa-
tee isomorfismi C' = R/(a), missi (a) = Ann(C).

TobisTus. Olkoon ¢ : R — C, ¢(r) = re¢, missi ¢ € C. Koska C on syklinen
moduuli, eli C' = Re, jollain ¢ € C, niin jokaisella ¢ € C' on r € R siten, etté
rc = . Téten kuvaus ¢ on surjektio. Nyt, koska myo6s

o(r+s)=(r+s)c=rc+sc=(r)+@(s)

ja @(sr) = (sr)e = s(rc) = sp(r), niin ¢ on surjektiivinen R-moduulihomo-
morfismi. Téten moduulinen ensimmaéisen isomorfismilauseen 4.12 mukaan

R/kerm =~ C.

Koska R on péaaideaalialue, niin ker 7 on renkaan R ideaalina péadideaali (a)
jollain a € R, joka todistaa véitteen. Koska Ann(R/(a)) = (a), niin lauseen 5.17
mukaan isomorfismista C' = R/(a) seuraa (a) = Ann(C). O

Ensiksi todistamme pédideaalialueiden moduulien péa#lauseesta niin sano-
tun invarianttien tekijoiden esityksen. Koska lauseen 4.24 mukaan R", n € N
on n-asteinen vapaa moduuli ja lauseen 5.19 mukaan sykliset moduulit R/(a),
missé a # 0, a ¢ R* ovat torsiomoduuleja. Néin ollen edelld oleva invarianttien
tekijoiden esitys antaa jokaiselle dérellisesti viritetylle padideaalialueen moduu-
lille suoran summaesityksen, joka koostuu vapaasta moduulista sekd darellisen
monesta syklisesti torsiomoduulista.

LAuUsg 5.21 (Invariantit tekijit). Olkoon R pddideaalialue ja M ddrellisesti
viritetty R-moduuli.

(1) Moduuli M on isomorfinen vapaan moduulin ja ddrellisen monen sykli-
sen moduulin suoran summan kanssa, eli

M=R ®R/(a) ®R/(a2) ®---®R/(an),
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jollain r € N ja a; € R, a; # 0 siten, ettd a; ei ole yksikko ja
a1|a2|"'|ama

kaikilla i € {1,...,m}, m e N.
(2) Moduuli M on torsiovapaa jos ja vain jos se on vapaa moduuli.
(3) Kohdan (1) esityksessd pdtee

Tor(M) = R/(a,) ® R/(as) ®--- ® R/(an,),

eli toisin sanoen M on torsiomoduuli jos ja vain jos r = 0 ja tdlloin

Ann(M) = ().

TobisTus. (1) Olkoon {z1, s, ..., z,} pienin dérellisesti viritetyn moduulin
M virittava joukko ja R™ m-asteinen vapaa R-moduuli, jonka kanta on joukko
{e1,€9,...,¢e,}. Olkoon 7 : R"™ — M kuvaus, missé

W(I) = 7T(7’161 + o€y + - - + rnen) =721+ ToTo + -+ 1Ty,

Télloin, koska joukko {x1, s, ..., x,} virittdd moduulin M, niin jokainen mo-
duulin M alkio voidaan esittdid alkioiden x1,...,x, lineaarikombinaationa ja
néin ollen 7 on méadritelman mukaan surjektiivinen R-moduulihomomorfismi.
Néin ollen moduulien ensimméinen isomorfismilause 4.12 antaa isomorfismin
R"/kerm = M. Télloin, koska ker 7 on moduulin R™ alimoduuli, niin lauseen

5.14 perusteella voidaan valita moduulin R" kanta {y1,ys,...,y,} siten, ettd
{a1y1, asys, - . ., @nYm} on alimoduulin ker 7 kanta jollain m < n ja a; € R, jossa
a | ay |-+ | ay. Talloin lause 4.30 antaa esityksen

(1) M = R"/kerm = (Ryy @ Ry2 ®- - - D Ry,)/(Rary1 ® Rasys ® - - - D Ry Y, ).-

Nyt, koska lauseen 4.11 mukaan luonnollisen surjektiivisen R-moduulihomo-
morfismin 7; : Ry; — R/(a), ay; — o + (a;) ydin on (a;), niin kuvaus

(i)) ¢: Ryr @ Ry, @ - - @ Ryn — R/(a1) @ R/(az) @ --- @ R/ (am) @ R
O(r1y1, raya, -« - Tayn) = (r1 + (a1), 79 + (a2), ..., 70 + (), Fins1y - -5 Tn)
on surjektiivinen R-moduulihomomorfismi, jonka ydin on joukko
{(r1,7m9, ... rn) | i€ (@), 1 <i<m,jar; =0, m<i<n},
eli toisin sanoen a; | r; kaikilla 1 < i < m ja r; = 0 muulloin. Téten
ker p = Rayy; @ Rasys ® - - - @ Rayym @ {0}
= Ra1y1 @ Ragys @ - - - @ Ramm,

isomorfismilla (riay1, 72a2Y2, - - - Th@Yn, 0, ..., 0) = (ria1yr, r2a2Ys, - . . ThGnYn)-
Talloin moduulien ensimmaéisen isomorfismilauseen 4.12 mukaan

(Ryy ®---@® Ry,)/ kerp = R/(a1)® - ® R/(a,,) ® R"™.

Nyt, koska yhtélon (i) mukaan M = R"/kerw ja koska kerm = ker ¢, niin
saadaan isomorfismi M = R"/ker ¢. Néin ollen yht#lo (i7) antaa isomorfismin

M=R/(a)® - @ R/(an) ® R"™™.

Jos a; on yksikkd, niin lauseen 3.25 mukaan péadideaali (a;) on rengas R,
jolloin R/(a) = 0. Néin ollen, jos a; on yksikko jokaisella ¢ € {1,...,m}, niin
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M = R", eli moduuli M on vapaa moduuli. Jos joukossa {ai,...,a,} on k-
kappaletta yksikoitd, jollain 1 < k < m, niin joukko {ai,...,a,} voidaan jér-
jestad siten, ettd a; ei ole yksikko, kun 1 < ¢ < m — k ja a; on yksikko kun
m — k <1 < m. Télloin (1) kohdan yht#lo saadaan muotoon

M = R/(a1) © B/(az) © - -- @ R/ (am) © R,

jossa a; ei ole yksikkd, ay | -« - | any ja r € Z*, kun merkitdin m’ = m — k ja
r=mn—m.

(2) Seurauksen 5.19 mukaan tekijimoduuli R/(a) on torsiomoduuli jokaisella
a # 0. Télloin, koska R on vapaa R-moduuli, jonka aste on r, niin kohdan (1)
mukaan M on torsiovapaa jos ja vain jos M = R".

(3) Edellisen kohdan perusteella M on torsiomoduuli jos ja vain jos M on
isomorfinen syklisien moduulien suoran summan kanssa, eli

M = R/(a1) ® R/(as) ® - - ® R/(an),

joka vastaa tilannetta r = 0.

Koska ay | ay | -+ | am, niin ay = ryay = rsaz = ...r,a,, missi r; € R
kaikilla 7 € {2,...,n}. Talloin, koska padideaalit (a;) ovat alkion a; virittdmid
ideaaleja kaikilla ¢ € {1,...,n}, niin (a;) = ra;, missd r € R. Téten, koska

myos a; € (a;41), niin saadaan inkluusiot (a;) € (a2) € -+ S (am). Nyt, koska
lauseen 5.18 mukaan tekijimoduulien R/(a;) annihilaattorit ovat tédsmélleen
péadideaalit (a;) ja (a;) € (ay,) kaikilla ¢ € {1,...,m}, niin kohdan (1) suoran
summaesityksen mukaan kaikilla € M ja r € (a,,) pétee

re=r((r1 + (a1)) + (re + (a2)) + - + (rm + (an)))
= (rr + (a1)) + (rra + (ag)) + - - + (rrm + (am))
=0+ (a1)) + 0+ (az)) + -+ (0+ (an))
= O,

eli (a,,) € Ann(@;", R/(a;)). Néin ollen kohdan (1), seké lauseen 5.17 mukaan
(@) € Ann(M).

Jos taas r € Ann(M), niin lauseen 5.17 ja kohdan (1) esityksen mukaan
re Ann(@;", R/(a;)). Télloin erityisesti alkiolle 1 + (a,,) € @~ R/(a;) pétee

r(1+ (an)) =71l + (an) =0+ (ay),

eli r1 = r € (an). Néin ollen Ann(@;", R/(a;)) < (an). Nyt, koska koh-
dan (1) mukaan M = @, R/(a;) ja koska lauseen 5.17 mukaan isomorfis-

milla moduuleilla on samat annihilaattorit, niin Ann(M) < (a,,). Néin ollen
Ann(M) = (ap,). O

MAARITELMA 5.22. Edellisessé lauseessa esiintyvi luku r € Z* on moduu-
lin M wvapaa aste, jota joskus kutsutaan myos sen Bettin luvuksi [2, s. 464].
Lauseessa esiintyvit alkiot aq,as, ..., a,, € R ovat moduulin M invariantit te-
kijat. Tulemme mychemmin osoittamaan, ettd padideaalialueen dérellisesti vi-
ritetyn moduulin vapaa aste sekd invariantit tekijiat ovat yksikésitteiset.

Koska lauseen 5.11 mukaan vapaa moduuli on torsiovapaa, niin lauseen 5.23
antaman alkeisjakajaesityksen mukaan vapaan moduulin M aste n on sen vapaa
aste ja M = R", joka sopii yhteen lauseen 4.30 kanssa.
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Koska R on péiideaalialue, niin lauseen 3.50 mukaan se on myos yksikésit-
teisen tekijdjaon alue, jolloin jokainen pédideaalialueen nollasta poikkeava alkio
voidaan esittda yksikolla kertomista vailla yksikésitteisenéd alkulukujen tulona.
Soveltamalla tatd huomiota ja kiinalaista jakojadnnoslausetta 3.33 déarellisesti
viritetyn pédideaalialueen moduulin invarianttien tekijoiden esitykseen saamme
niin sanotun &dérellisesti viritetyn péadideaalialueen moduulin alkeisjakajaesityk-
sen.

LAUsSE 5.23 (Alkeisjakajaesitys). Olkoon R pddideaalialue ja M ddrellisesti
wiritetty R-moduuli. Tdlloin

M =R @ R/(p}") ® R/(p3*) @---® R/(p{"),

jossar € ZY jap, a; € Z* ovat renkaan R alkulukujen p; positiivisia potensseja

kaikilla i € {1,... t}.

TobisTus. Lauseen 5.21 mukaan M = R/(a1)®R/(a2)®---BR/(am) DR,
jollain r € Z*. Koska lauseen 3.50 mukaan p#idideaalialue R on yksikésitteisen
tekijadnjaon alue, niin jokaisella a; # 0 on yksikolld kertomista vaille yksikésit-
teinen esitys

a; = upy'py” - pg,
jollain s € Z*, jossa p; ovat erillisia renkaan R alkulukuja kaikilla i € {1,..., s}
jau e R*. Télloin, koska alkuluvut pj* ovat yksikolla kertomista vailla yksikésit-
teiset ja pédideaalille upy’ € (pi) kaikilla u € R*, niin alkulukujen maaraamét
padideaalit (p]*) ovat yksikésitteiset.

Olkoon i # j. Koska lauseen 3.39 mukaan pédideaaleille (p{*) ja (p;’) pitee
xpi + yp;’ = syt(pf,p;’) = 1 joillain z,y € R, niin erityisesti jokaisella r € R
patee

r=rl=r(zp +yp;’) = 2'p" +y'p;".
Niin ollen (pf*) + (p;’) = R, eli ideaalit (p") ja (p;’) ovat pareittain komak-
simaaliset jokaisella 7,5 € {1,...,s}. Koska a; = up{*p3?---p%, niin pi"* | a;,
jokaisella i. Néin ollen n;(p") < (a;). Jos taas x € (a;), niin & = ra;, jollain
r € R, jolloin edelld saadun tuloesityksen mukaan

x=ra;=r(upi’...p5°) =r(upt” . py oy pS )y =Py
eli x e (p?j) kaikilla j € {1, ..., s}. Néin ollen saadaan mjp?j = (a;).
Nyt, koska lauseen 3.25 mukaan yksikon v € R virittdmé pédideaali (u) on
koko rengas R, niin R/(u) = {0}, jolloin kiinalainen jakojaannoslause 3.33 antaa
tekijimoduulille R/(a;) esityksen

R/(a;) = R/(upi"py® - --p5*) = R/(u) ® R/(p1") ® - ® R/(p5*)
= R/(p]") @+ ® R/(pS*).

Néin ollen soveltamalla edellé olevaa pééttelyd jokaiseen lauseen 5.21 antamaan
padideaaliin (a;), i € {1,...,m} ja numeroimalla indeksit uudelleen saadaan

M=R/(pM)® - ®R/(pM) DR,

ovat renkaan R alkulukuja ja r € Z" on moduulin M vapaa aste. [

G
i

jossa p



5.2. PAAIDEAALIALUEEN MODUULIEN PAALAUSE 61

MAARITELMA 5.24. Edellisen lauseen alkulukupotenssit pi*, p52, ..., pi* ovat
moduulin M alkeisjakajat. Tulemme myohemmin osoittamaan, ettd padideaa-
lialueen dérellisesti viritetyn moduulin alkeisjakat ovat yksikésitteiset.

Osoitetaan seuraavaksi, ettéd alkeisjakajaesityksen antamat alkulukujen po-
tenssit voidaan ryhmitelld eri alkulukujen mukaan niin sanoituksi p-primééarisiksi
komponenteiksi.

MAARITELMA 5.25. Olkoon R pédideaalialue ja M &déarellisesti viritetty R-
torsiomoduuli siten, ettd M # {0} ja Ann(M) = (a) # (0). Olkoon myos
a = up]'---pom renkaan R annihilaattorin virittdjan a alkulukutekijéesitys.
Talloin joukko

N;={xe M |piz =0}
missi ¢ € {1,...,n} on torsiomoduulin M p;-primddrinen komponentti.

LAUSE 5.26. Olkoon Ny, Ns, ..., N; torsiomoduulin M p;-primddrisia kom-
ponentteja. Talloin alimoduuleille N; pitee Ann(N;) = (pi*) ja

M=N@ND--DNy.
TobisTus. Lauseiden 5.21 ja 5.23 mukaan torsiomoduulille M pétee
M = R/(p") ® B/(p3*) ®--- ® R/(p"),

alkulukujen p; € R potensseilla pi. Olkoon p € R alkuluku ja 5 € Z* Nyt, jos
x+(p)) € R/p], niin talloin p°z € (p°), eli p/a + (p]) = 0+ (p))) = Opy(pey. Niiin
ollen Ann(R/(p?)) = (p). Titen alkeisjakajaesityksen 5.23 mukaan jos z € M,
niin € R/(p;") jollain i € {1,...,t}, jolloin

Aj—1  OG+1

(upt™ . ..pi )z = (upt" . PP DD
(upf* .. pi ot L pg)0
0.
Niin ollen Ann(M) = up® ...p*.
Jos alkuluvut p; ovat renkaan R erillisid alkioita, niin véite pitee. Olkoon
néisséd alkuluvuissa 1 < k < ¢ eri alkulukua ja «f,...,«; niiden potenssit

kaikilla ¢ € {1,..., k}. Ryhmittelemall& sykliset moduulit R/(p;") uudelleen eri
alkulukujen p; suhteen saadaan

M~ QJ_;)R/@%)@@R/@;?)@---@éz%/@z%.

i=1

Talloin merkitsemalla N; = R/ (pfi)(@- —-@®R/ (pzat’) ja soveltamalla edelld olevaa

pédttelyd moduuleille NV; saadaan annihilaattoreiksi Ann(XV;) = uip?ll L
jollain yksikolla u; € R*. Téten siis alimoduulit N; ovat moduulin M p;-
priméériset komponentit, jolloin kyseessd on haluttu esitys. 0

Koska lauseen 3.44 mukaan alkuluvun p € R virittdmé péddideaali (p) on
maksimaalinen ideaali, niin lauseen 3.29 nojalla tekijarenkas R/(p) on kunta.
Tamé antaa meille keinon yhdistédé péédideaalialueiden moduulien teoriaa kun-
tien teoriaan ja tédten myos vektoriavaruuksien teoriaan.
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LeEMMA 5.27. Olkoon R pddideaalialue ja p € R alkuluku. Tdlloin tekijamo-
duuli R/(p) on kunta ja seuraavat vdittamdt pdtevit.
(1) Jos M = R", niin M /pM = (R/(p))".
(2) Jos M = R/(a), missi a € R, a # 0, niin

_ JR/(p) josp|a
M/pM = {0 josp 1 a.
(8) Jos M = R/(a1) ® R/(az) ® --- ® R/(ay) siten, etti p | a; kaikilla
ie{l,...,k}, niitn M/pM = (R/(p))*.

TobisTus. (1) Koska projektiokuvaus

0: R — (R/(p)), (a1,as,...,a,) — (a; + (p),as + (p),...,a, + (p))
on surjektiivinen R-moduulihomomorfismi, jonka ydin koostuu moduulin R"
alkioista (ag, as, ..., a,) jossa a; € (p), eli toisin sanoen a; = r'p jollain ' € R ja
kaikilla i € {1,...,r}, niin ker p = pR". Téll6in ensimmaéisen isomorfismilauseen
4.12 mukaan

M/pM = (R/(p))".
(2) Olkoon ¢ : R — M /pM, ¢(r) = (r + (a)) + pM. Nyt, koska
pM = p(R/(a)) = pR + (a) = (p) + (a),

niin ¢ on luonnollisten projektio R-moduulihomomorfismien m; : R — R/(a),
sekd m : R/(a) — (R/(a))/p(R/(a)) yhdisteeni ¢ = my o m surjektiivinen
R-moduulihomomorfismi, jonka ydin on renkaan R alkioiden p ja a virittdmé
ideaali ker ¢ = (p) + (a).

Koska R on péiideaalialue, niin lauseen 3.39 mukaan alkioiden a,p € R
suurin yhteinen tekiji syt(a, p) virittda ideaalin (a) + (p). Téten, jos p | a, niin
syt(a,p) = p, jolloin p virittdd ideaalin (a) + (p) eli (a) + (p) = (p). Télloin
ensimmaéisen isomorfismilauseen 4.12 mukaan

R/(p) = M /pM.

Jos taas p 1 a, niin syt(a,p) = 1, jolloin 1 € R virittdd ideaalin (a) + (p), eli
(a) + (p) = (1) = R. Télloin ensimméisen isomorfismilauseen mukaan
0= R/R = M/pM.

(3) Jos M = R/(a1) ® R/(az) ® --- @ R/(ay) siten, ettd p | a; kaikilla
ie{l,...,n}, niin pM = pR/(a;)®pR/(az)®---@®pR/(ay), jolloin lauseen 4.29
ja kohdan (2) mukaan saadaan
k

(R/(a:))/ DpR/(a:))

=1

(R/(a:))/(pR/(a;))

I
P~

M /pM

H
Il
—

Il
P~

@
Il
—_

R/(p) = (R/(p))". O

lleks

Il
—

1

Osoitetaan seuraavaksi, etté adrellisesti viritetyn padideaalialueen moduulin
alkeisjakaja, seké invarianttien tekijoiden esitykset ovat yksikésitteiset.
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LAuse 5.28 (Yksikésitteisyys). Olkoon R padideaalialue ja M seki N da-
rellisesti viritettyjd moduuleita. Moduulit M ja N ovat isomorfiset jos ja vain
jos niilld on sama vapaa aste, sekd samat invariantit tekijit ja alkeisjakajat.

Tobistus. Jos moduuleilla M; ja My on sama vapaa-aste, sekd samat in-
variantit tekijéat tai alkeisjakajat, niin lauseiden 5.21 ja 5.23 mukaan saadaan
isomorfismi M; = Ms.

Oletetaan, ettd M; =~ M,. Olkoon nyt x € Tor(M;). Talloin, jos kuvaus
¢ : My — M, on isomorfismi, niin re(z) = ¢(rz) = (0, ) = O, kun r € R
siten, ettd rx = 0y, . Néin ollen ¢(Tor(M;)) = Tor(My), eli Tor(M;) = Tor(M,).
Télloin lauseen 4.13 mukaan

(1) M, /Tor(My) = M,/ Tor(My).

Olkoon nyt
My =R"®R/(a1) ®--- @ R/(am) = R" @ R/(p") ®--- ® R/(p}"), sek
My = R?@®R/(b) ® - ®R/(byw) = R @ R/(¢)") D DR/(q,")

moduulien M; ja M, lauseiden 5.23, sekd 5.21 mukaiset esitykset. Koska lauseen
5.21 kohdan (3) mukaan dérellisesti viritetyn moduulin torsio on sen invariant-
tien tekijoiden esityksessé esiintyvien syklisien moduulien suora summa, niin
moduulille Tor(M;) = R/(a1)®---® R/(ay,), jolloin M;/Tor(M;) = R™. Téten
kdyttdmalla vastaavaa padttelyd moduulille My saadaan M;/Tor(M;) = R,
kaikilla ¢ € {1,2}. Néin ollen yhtélon (1) mukaan R™ = R"™, jossa r; on moduu-
lin M; vapaa-aste.

Olkoon p € R alkuluku. Koska isomorfismista R™ =~ R™ seuraa pR™ = pR"
niin lauseen 4.13 mukaan

R™/pR™ = R™/pR",
jolloin lemman 5.27 kohdan (1) mukaan

(R/(p))™ = (R/(p))".

Nyt, koska R/(p) on kunta, niin lauseen 4.37 mukaan r; = 7, eli moduuleilla
M ja Ms on samat vapaat-asteet.

Riittaa siis osoittaa, ettd moduuleilla M; ja My on samat invariantit tekijét
ja alkeisjakajat. Koska lauseiden 5.23 ja 5.21 mukaan moduulit voidaan esittas
suorana summana vapaasta moduulista sekd torsiomoduuleista, niin voimme
olettaa, ettd moduulit M; ja M, ovat torsiomoduuleita, Téll6in moduuleilla M,
ja My on esitykset

M, = R/(a) ® - ® R/(an) = R/(p") ® - ® R/(p), sekii
My = R/(0) @ ®R/(bw) = R/(¢}") ®-- ® R/(q)").

Osoitetaan, ettd moduuleilla M; ja M, on samat alkeisjakajat. Olkoon p
jonkin renkaan R alkuluku. Télloin, koska moduulien M; ja M, alkeisjakajat
ovat renkaan R alkulukujen potensseja, niin riittaa osoittaa, ettd niilld on samat
alkuluvun p potensseja vastaavat alkeisjakajat.

Koska moduulien M; ja M, annihilaattorit ovat méaritelman 5.15 mukaan
renkaan R ideaaleja, niin renkaan R ollessa pédideaali saadaan Ann(M;) = (r;),
jollain 7; € R, i € {1,2}. Olkoot N, ja N} moduulien M; ja M p-primédriset

10
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komponentit. Koska lauseen 5.17 mukaan isomorfisien moduulien annihilaatto-
rit ovat tdsmélleen samat ja moduulien M; ja My p-priméérisien komponenttien
annihilaattorit ovat alkuluvun p potensseja, niin esityksen 5.26 mukaan moduu-
lien My ja M, p-primériset komponentit ovat isomorfisia, eli N = N?. Téten
riittdd osoittaa, ettd jos R-moduulien N; ja Ny annihiliaattori on jokin alkulu-
vun p potenssi ja N; = Ny, niin moduuleilla V; ja Ny on samat alkeisjakajat.

Olkoon moduulin N; ja N, annihilaattori Ann(N;) = Ann(Ny) = (p9).
Tehdédédn induktio alkuluvun p potenssin ¢ suhteen. Téll6in, jos ¢ = 0, niin
Ann(N;) = (p°) = (1), jolloin 1z = x = 0 kaikilla z € N;. Néin ollen N; = {0}.
Koska isomorfisien moduulien annihilaattorit ovat samat, niin myss Ny = {0},
jolloin moduulit M; ja M; ovat vapaita moduuleita, eli niilla ei ole alkeisjakajia.
Téaten viite patee kun ¢ = 0.

Olkoon siis ¢ > 0. Oletetaan, ettd talloin moduuleilla Ny ja Ny on samat
alkeisjakajat jollain ¢ € Z*. Lauseen 5.23 mukaan moduuli N; voidaan esittdi
suorana summana tekijamoduuleista R/(p®), jossa p* on renkaan R alkuluvun
potenssi. Nyt, koska moduulin N; annihilaattori on (p?) ja lauseen 5.18 mukaan
tekijimoduulin R/(p®) annihilaattori on (p®), niin jokainen ideaaleista (p®) si-
siltyy moduulin NV; annihilaattoriin (p?). Téten moduulin N; alkeisjakajat ovat
jotain alkuluvun p potensseja, jossa jokaisen alkuluvun potenssi on enintdén q.
Olkoon taten moduulin N alkeisjakajat muotoa

(e %

DD, -0, P P, p™,
—

n kertaa

jossa 2 < a; < ag < -+ < a = ¢, jolloin moduulilla Ny on alkeisjakajaesitys

Ny = R/(p)®---® R/(p) ®R/(p™) ®--- ® R/(p™),

ng

n kertaa

jossa moduulien R/(p), R/(p*) annihilaattorit ovat lauseen 5.18 mukaan

@), (), ™), -, (™).

Télloin moduuli pN; = {pzr | x € N;} voidaan esittdd syklisien moduulien
suorana summana

pN1 = pR/(p) ®--- ®pR/(p) ®pR/(p™) @ - -- D pR/(p™).

J

~
n kertaa

Koska lauseen 5.18 mukaan tekijimoduulin R/(p?), ¢ € Z annihilaatori on
ideaali (p?) ja jokaisella px + (p?) € pR/(p?) ja rp?! € (p?~') pétee
rp (px + (7)) = rp*Tpa + () = r(pta) + (p7) = 0+ (p7),
niin tekijaimoduulien pR/(p), pR/(p;") annihilaattorit ovat vastaavasti ideaalit

(), (1), ™, 7).
—_—

n kertaa

Nyt, koska lauseen 5.20 mukaan moduulit R/(p), R/(p®), i € {1,...,s} ovat
syklisia moduuleja, joiden virittédjat ovat vastaavasti x,z; € R, niin moduulit
pR/(p),pR/(p*i) ovat syklisid moduuleja, joiden virittdjat ovat pz,px; € R.
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Télloin, koska sykliset moduulit C' ovat isomorfisia tekijimoduulin R/Ann(C')
kanssa, niin moduulin pN; alkeisjakajaesitys antaa isomorfismin

pMi=R/(D@--@R/(HOR/(p" )@ - @R/(p™ )

gl
n kertaa

=~ R/(p™ @ - @R/(p™ ),

silla lauseen mukaan 3.25 R/(1) = R/R = {0}. Niin ollen moduulin pN; alkeis-
jakajat ovat

%} 1 as—1

PP p
Samoin, jos moduulin Ny alkeisjakajat ovat

D, 0,0 7
———

m kertaa
niin vastaavalla paattelylla sen alimoduulin p/N; alkeisjakajat ovat

p51*17p52*1’ o ’pﬁtfl_

Koska Ny = N,, niin pN; = pN,. Télloin, koska moduulin p/N; annihilaatto-
rin alkuluvun p potenssi on ¢ — 1, niin induktio-oletuksen mukaan moduuleilla
pN7 ja pNy on samat alkeisjakajat. Téten s =t jaa; — 1 =06, — 1, eli o; = 5;
kaikilla i € {1,...,s}. Nyt, koska lauseen 4.13 mukaan N;/pN; = Ny/pNs, niin
lemman 5.27 kohdan (3) mukaan kunnalle R/(p) péitee R/(p)"** = R/(p)**".
Téten n +s = m + t eli n = m. Néin ollen moduulien N; ja N, alkeisjakajat
ovat tdsmaélleen samat.

Osoitetaan lopuksi, ettd moduuleilla M; ja M, on samat invariantit tekijét.
Jos ay | az | -+ | a, ovat moduulin M; invariantit tekijéit, niin lauseen 5.23
todistuksen mukaisesti jokainen a; voidaan esittdéd yksikolld kertomista vaille
yksikasitteisend alkulukujen tulona, josta saadaan moduulin M; alkeisjakaja-
esitys alkuluvuilla p{*, ..., p%. Samoin, jos by | by--- | by, ovat moduulin Mo
invariantit tekijét, niin qlﬁ LU ,qf * ovat sen alkeisjakajat. Nyt, koska M; = My,
niin edellisen kohdan mukaan moduuleilla M; ja M, on samat alkeisjakajat, eli

s =1tjap = qf Néin ollen n = m ja «o; = f; kaikilla i € {1,...,n}, jolloin
moduulien yksikésitteiset alkulukuesitykset antavat samat invariantit tekijét.
O

Olemassaolo ja yksikésitteisyyslauseet antavat yhdessé niin sanotun ddarelli-
sesti viritettyjen pddideaalialueen moduulien pddlauseen.

LAUSE 5.29 (Paalause). Olkoon R pddideaalialue ja M ddrellisesti viritetty
R-moduuli. Tdilloin on olemassa yksikisitteiset alkiot r,m,t,c; € ZT, missd
ie{l,...,t} sekd alkiot ay,aq,...,an € R— {0}, joille pitee ay | as | -+ | am ja
Pt pet, . pit € R, jossa p; on renkaan R alkuluku siten, ettd

Mz=R@®R/(a1)®R/(ay) ®---® R/(an)
=R @R/(") ®R/(p*) @@ R/(p}")-
Lisdkst moduuli M on torsiovapaa j0s ja vain jos se on vapaa moduuli, sekd

Tor(M) = R/(a1) ® R/(a2) ® - - ® R/(am),

eli toisin sanoen M on torsiomoduuli jos ja vain jos r = 0 ja tdlléin moduulin
M annihilaattori on Ann(M) = (a,,).
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5.3. Piilauseen sovelluksia

Tarkastellaan seuraavaksi joitain padideaalialueen moduulien péélauseen so-
velluksia. Koska jotkin késittelemistamme sovelluksista nojaavat téssé tutkiel-
massa késitteleméattoméan teoriaan, kuten matriisien, seké polynomirenkaiden
teoriaan niin tyydymme vain kuvailemaan sovelluksien ideoita tésméllisien to-
distuksien sijasta.

Koska esimerkin 4.8 mukaan abelin ryhmét ovat tdsmaélleen Z moduuleja,
niin padideaalialueen moduulien péadlause pétee erityisesti dérellisesti viritetyille
abelin ryhmille. Tama& sovellus antaa niin sanotun ddrellisesti viritettyjen abelin
ryhmien pdadlauseen.

SEURAUS 5.30 (Adrellisesti viritettyjen abelin ryhmien péilause). Olkoon
G ddrellisesti viritetty abelin ryhmda. Tdlloin on olemassa yksikdsitteiset luvut
r,S$,N1,Na,...,Ns € Z siten, ettd

G=7" X Lp, X Linyg X -+ X Lin,
jar =0 jan; =2 kaikilla j € {1,...,s}, sekd njy1 | n; kaikilla 1 <i<s—1.

Tobistus. Olkoon G dérellisesti viritetty abelin ryhmé. Koska esimerkin
4.8 mukaan abelin ryhmét ovat tdsmélleen Z moduuleja, niin G on Z moduuli.
Esimerkin 3.24 mukaan Z on péaiideaalialue, jolloin lauseen 5.29 mukaan on
vksikasitteiset luvut ¢, a1, aq,...,a, € Z", a; # 0 kaikilla i € {1,..., m} siten,
ettd ryhmé G voidaan esittédd aliryhmiensé suorana summana

G=Z'@Lar) ®L[a2) D - D L[ am)

jaay | ag | -+ | an. Koska ideaalit (a;) koostuvat alkioista = = za;, jollain
z € 7, niin ne koostuvat kokonaisluvuista, jotka ovat jaollisia luvulla a;. Toisin
sanoen (a;) = a;Z kaikilla i € {1,...,m}. Néin ollen tekijaimoduulit Z/(a;) ovat
abelin tekijaryhmié Z/a;Z. Nyt, koska lauseen 2.36 mukaan Z/a;Z = Z,, kaikilla
i€ {l,...,m}, niin lauseen 4.27 nojalla saadaan

G;Zq@zal @ZaQC'B"'@Zam
=28 X Ligy X Ly X -+ X Ly,

jossa ay | ag | -+ | ay,. Jos a; = 1 jollain 4, niin (1) = Z, joten Z = Z; ja télloin
28X Logy X Digy X+ X L, = LI X Ly X Loy X+ X D1

Jos nyt 0 < p < ¢ on lukumé&éra niistd a;, joilla a; = 1, niin merkitseméalla
r = q + p, indeksoimalla loput a; > 2 jakoyhtélon ay | as | -+ | a,, mukaan
kaikillai € {1,..., s}, missd s = m—p, ja tdmén jilkeen merkitsemalla a; = ng_;
saadaan

G=7" X lp, X Ly % -+ X L,
jossa n;y1 | n; kaikilla i e {1,...,s} jar =0, sekd n; = 2. O

Adrellisesti viritettyjen abelin ryhmien paslause antaa keinon selvittés kaik-
ki isomorfismia vaille eri tietyn kokoiset &irelliset abelin ryhmét. Huomataan
ensiksi, ettd ryhmé on &arellinen jos ja vain jos sen vapaa aste on nolla. Nimit-
tédin, jos adrellisesti viritetyn abelin ryhmén G vapaa aste on n > 0, niin péaé-
lauseen 5.30 mukaan G = R" X Zy, X -+ X Zy,_, jollain n;, s € Z*, jossa R" = 7"
lauseen 4.30 nojalla. Téalloin, koska R™ on numeroituvasti direton ja sykliset
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ryhmét Z,,,, . .., Z,,, ovat madritelmén 2.31 mukaan n;-alkioisia ryhmié, niin G
on &drellinen jos ja vain jos n = 0.

Voidaan osoittaa, ettd ryhmien Gy, ..., G, suoran tulon mahtavuus on ryh-
mien Gy,...,G, mahtavuuksien tulo [2, s. 153]. Nyt, jos G on &dérellinen abe-
lin ryhmé jonka mahtavuus on n € Z%, niin péailauseen esityksen mukaan
G = Zp, X Ly % +++ X Ly, N = Ning...Ng, jossa luvut n; ovat ryhmén G
invariantit tekijat. Talloin ryhmén G' mahtavuus on n = nins ... n,.

Koska padlauseen yksikésitteisyyden mukaan dérellisesti viritetyt abelin ryh-
mét ovat isomorfiset jos ja vain jos niilld on samat invariantit tekijat, niin jokais-
ta eri jonoa lukuja nq, ne, . . ., ns vastaa kokoelma moduuleita, jotka ovat isomor-
fiset vain toisten samoja invariantteja tekijoitd vastaavien ryhmien kanssa. Néin
ollen, jos loyddamme kaikki luvut ni,ns,...,ns, joille pdtee n = niny...n, ja
jotka toteuttavat invarianttien tekijoiden vaatimukset n; = 2, seké n;4 | n; kai-
killa j € {1,..., s}, niin olemme 16ytianeet kaikki mahdolliset n-alkioiset abelin
ryhmét samoja invariantteja tekijoitd vastaavien ryhmien isomorfismeja vaille.
Téten jokainen n-alkioinen ryhmé on isomorfinen tasmaélleen yhden 16ytdméam-
me ryhmén kanssa. Seuraava esimerkki hahmottaa, kuinka tdméa péadttely toimii
kidytannossa ja esittelee aiheeseen liittyvén yleisen tuloksen.

ESIMERKKI 5.31. Etsitdan kaikki 42-alkioiset abelin ryhmét isomorfismeja
vaille. Huomataan, ettéd luvulla 42 € Z on alkulukuesitys 42 = 2 - 3 - 7. Olkoot
nyt ni, ne,...,ns 42-alkioisen ryhmén invariantteja tekijoitd. Télloin luku 42
voidaan esittdd kyseisien invarianttien tekijoiden tulona, eli 42 = nins...n,.
Koska luku 42 voidaan esittdd myos alkulukujen tulona 42 = 2 -3 -7, niin
lauseen 3.46 mukaan jokainen alkuluvuista 2,3, sekd 7 jakaa jonkin invariantin
tekijan n;. Taten jakoyhtalon ng | ne | - -+ | ny mukaan pétee 2 | ny, 3 | ny, sekd
7 | ny. Téalloin, koska alkuluvuille 2,3, 7 pitee syt(2,3) = 1 = syt(2 - 3,7), niin
kéyttdmalld lausetta 3.40 lukuihin 2,3 ja 2 - 3,7 saadaan 42 =2-3 -7 | ny.

Koska my6s ny | 42, niin on luvut a,b € Z* siten, ettd 42 = an; = ab(42),
jolloin supistussdannon 3.13 mukaan n; = 42. Néin ollen ainoa mahdollinen in-
variantti tekijid on ny = 2 -3 -7, silld ei ole toista invarianttia tekijdd nq, jolle
pétee ning = 2-3-7. Téten ainoa 42-alkioinen #érellisesti viritetty abelin ryhmé&
on ryhmé Z,,. Vastaava péittely yleisessd tapauksessa osoittaa, ettd jos koko-
naisluvulla on erillisien alkulukujen tuloesitys, eli alkulukujen tuloesitys jossa
jokaisen alkuluvun potenssi on yksi, niin kyseinen luku itse on ainoa invariantti
tekijansé, eli kyseisen kokoisia ryhmié on vain yksi. [2, s. 159].

Padideaalialueiden pédlause antaa myds tavan esittdd neliomatriisit diago-
naalimatriiseja muistuttavien yldkolmiomatriisien avulla. Tata kutsutaan Jor-
danin kanoniseksi muodoksi. Sovellus nojaa tietoon ettd, kun K-kertoimisen
vektoriavaruuden V' kanta on kiinnitetty, niin lineaarikuvausta 7' : V. — V
vastaa neliomatriisi, jonka alkiot ovat kunnan K alkioita. Samoin K-alkioista
nelidmatriisia vastaa lineaarikuvaus V-— V' [1, s. 111], [2, s. 415].

Voidaan osoittaa, ettd samoin kuten esimerkin 4.8 mukaan abelin ryhmét
ovat tdsmaélleen Z moduuleita, niin kunnan K-kertoimisten polynomien renkaan
K|z] [1, s. 350] moduulit ovat tésmélleen K-kertoimisten vektoriavaruuksien li-
neaarikuvauksia 7' : V' — V, joille pitee T'(v) = zv. [1, s. 476], [2, s. 340].
Voidaan myd6s osoittaa, ettéd jos V' on dérellisuloitteinen vektoriavaruus, niin li-
neaarikuvauksen 7" ominaisarvot (x—\)", jossa A € K jan € Z* ovat tdsmélleen
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K[z]-moduulin V' alkeisjakajat [2, s. 491]. T&lloin, koska polynomirengas F'[z]
on péadideaalialue [1, s. 397], niin olettamalla, ettd lineaarikuvauksen 7' omi-
naisarvot siséltyvét vektoriavaruuteen V' saadaan pédideaalialueen moduulien
padlauseen 5.29 mukaan

VFlz]/(t—M)"® @ F[x]/(x — X",
joillain s,n; € Z* ja lineaarikuvauksen 7' ominaisarvoilla A;. Télloin alkiot
(.T/ — )\i)siil, (II — /\i)si72, oo ,II — )\7;, 1

muodostavat vektoriavaruuden F[z]|/(x — A;)™ kannan kaikilla i € {1,..., s},
jolloin lineaarikuvausta 7' vastaava matriisi tdméan kannan suhteen on muotoa

jossa matriisin alkiot ovat nollia alkioita A; ja 1 lukuunottamatta. Matriisia J;
kutsutaan lineaarikuvauksen 7" ominaisarvoa \; vastaavaksi Jordanin lohkoksi.

Néin ollen, koska vektoriavaruus V' voidaan esittidd tekija aliavaruuksiensa
Flz]/(x — \;)™ suorana summana, niin lineaarikuvausta 7' vastaava matriisi
vektoriavaruuden V' jonkin kannan suhteen on muotoa

J1
Ja

Js—l
I

oleva matriisi, jota kutsutaan lineaarikuvausta T vastaavaksi Jordan-matriisikst,
joka on yksikésitteinen Jordanin lohkojen J; jarjestysté vaille. [2, s. 492]. T4ll6in,
jos M on lineaarikuvausta T vastaava alkuperdinen matriisi, niin on kdéantyvé
nelidmatriisi P siten, ettd M = P7'JP [1, s. 116].
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