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MURTOLUKU VAI SUHDE?

Jorma Joutsenlahti' ja Pdivi Perkkila?

ITampereen yliopisto, 2ZKokkolan yliopistokeskus Chydenius

TIIVISTELMA

Artikkelin tarkoitus on tutkia miten luokanopettajaopiskelijat tulkitsevat koulumatema-
tiikan kdsitteitd murtoluku ja suhde heille annetussa tehtdvissd, jossa on matematiikan
symbolikielen merkintdji ja niithin liittyvid kuvia. Tutkimukseen osallistui yhteensi 92
opiskelijaa kahdesta yliopistosta. Tuloksista nikyi useimpien opiskelijoiden proseduraali-
nen lihestymistapa annetun ratkaisun tulkinnassa kdsitteellisen nikokulman jiddessd
vain harvojen opiskelijoiden valinnaksi. Tulos on opetussuunnitelman ja oppimateriaa-
lien nikokulmasta odotettu. Murtolukujen monipuolinen ymmadrtiminen on haasteel-
lista. Tdmd tuo haasteita opettajankoulutuksen ja tiydennyskoulutuksen kehittimiselle.

JOHDANTO

Artikkelimme tarkoitus on pohtia koulumatematiikan késitteiden murtoluku
(fraction) ja suhde (ratio) merkityksid luokanopettajaopiskelijoille yhden heiddan
tekeménsa tehtdvan vastausten analyysin perusteella. Tdhdn voidaan lisdtd myos
késitteet rationaaliluku (rational number) ja jakolasku (division). Kaikkia edelld

7 all

mainittuja kasitteitd yhdistda suomalaisessa koulumatematiikassa merkinta ”

IIZII

Esimerkiksi 3 voidaan tulkita kontekstin mukaan murtoluvuksi tai rationaali-

luvuksi “kaksi kolmas osaa”, suhteeksi “kahden suhde kolmeen” tai jakolaskuksi
“kaksi jaettuna kolmella”. Téarked taito on osata tunnistaa merkinnan konteks-
tista kdsitteen sisdllollinen merkitys ko. kontekstissa. Tutkimuksemme tehta-

véssd rajoitutaan kahteen ensiksi mainittuun merkinnan ”2” merkitykseen.

Luokanopettajaopiskelijat ovat siind mielessd mielenkiintoinen tutkimuksen
kohdejoukko, ettd he vastaavat suurimmasta osasta peruskoulun opetussuunni-
telman mukaisesta matematiikan opetuksesta. He luovat osaltaan perustaa pe-
ruskoululaisten matematiikan késitteille ja niiden vilisten suhteiden ymmarta-
miselle. Toisaalta he ovat itsekin olleet peruskoulun oppilaina, ja heille on synty-
nyt kullekin omanlaiset kdsitekuvat (ks. Tall & Vinner, 1981) muun muassa
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edelld mainituista kédsitteistd. Nama yhden tehtdvan analyysin tulokset ovat par-
haimmillaankin vain viitteitd niistd ongelmista, mitd meilld ehkd on opetussuun-
nitelmissa oppimisen tavoitteissa edelld mainittujen kasitteiden kohdalla ja opet-
tajankoulutuksessa nédihin késitteisiin liittyvan sisdltotiedon ja pedagogisen si-
saltotiedon (ks. Shulman, 1986) huomioimisessa. Murtoluvun ja suhteen kasittei-
den asema ei ole juurikaan muuttunut oppimateriaaleissa viime vuosikymmen-
ten aikana (vrt. Joutsenlahti, Perkkild & Tossavainen, 2017), joten seuraavat ope-
tussuunnitelman perusteiden ja oppimateriaalien tarkastelu mainittujen kasittei-
den suhteen antavat riittdvan kuvan nykytilanteen lisdksi opettajaopiskelijoiden
saamasta murtoluvun ja suhteen kouluopetuksesta.

TEOREETTINEN VIITEKEHYS

Matemaattisen osaamisen piirteet

Kilpatrick, Swafford ja Findell (2001) mukaan matemaattinen osaaminen raken-
tuu viidestd toisiinsa kietoutuneesta piirteestd (kdsitteellinen ymmdrtiminen, pro-
seduraalinen sujuvuus, strateginen kompetenssi, mukautuva pdittely ja yrittelidisyys),
joiden voidaan ndhdd yhdistyvdan matemaattiseen ajatteluun, ymmartamiseen ja
ongelmanratkaisuun. Tassa artikkelissa nédistd piirteistd keskeisiksi nousevat kon-
septuaalinen ymmadrtiminen ja proseduraalinen sujuvuus. Konseptuaalinen eli késit-
teellinen ymmartdaminen tarkoittaa ymmarrystd matemaattisista késitteista (tdassa
esimerkiksi murtoluku- ja suhde -kdsitteisti), operaatioista ja ndiden suhteista (Kil-
patrick ym., 2001). Proseduraalisella sujuvuudella tarkoitetaan taitoa toteuttaa
matemaattisia menettelytapoja joustavasti, tdasmallisesti, tehokkaasti ja tarkoituk-
senmukaisesti (Kilpatrick ym., 2001). Eli tdh&n liittyy taito kdyttdd operaatioita ja
algoritmeja, joiden avulla voi ratkaista matemaattisia ongelmia ja suorittaa las-
kutoimituksia. Oppikirjojen painottamat laskutoimitukset tukevat kylld pro-
seduraalista sujuvuutta, mutta eivit valttamatta erillisind laskuharjoituksina ra-
kenna késitteiden vélisid yhteyksid. Proseduraalinen tieto automatisoituu har-
joittelemalla laskurutiinia. Késitteellinen ymmartdminen ja proseduraalinen su-
juvuus ovat ldheisessd yhteydessa toisiinsa. Ymmartdminen tekee oppimisen hel-
pommaksi, virheettomdmmaéksi ja vdhemmadn herkdn unohtamiselle. Ymmar-
ryksen myotd opittu tieto jarjestdytyy kokonaisuudeksi, ja uusi tieto opitaan yh-
distamalld se vanhaan. T&td voisi verrata matematiikan tiilitalon rakentamiseksi.
Yhdistyneitd tietoja on helpompi kdyttdd ja muistaa, koska ne voidaan tarvitta-
essa my0s rakentaa ja muokata uudelleen.

Moschkovich ja Zahner (2018) ovat nostaneet esille matematiikan ymmartamisen
ndkokulmasta akateemisen lukutaidon matematiikassa, jonka osa-alueina néih-
dddn matemaattinen osaaminen, matemaattiset kdytdanteet ja matemaattinen dis-
kurssi. Moschkovich ja Zahner (2018) perustavat matemaattisen osaamisen maa-
rittelyn edelld esitettyyn madérittelyyn. Edelld mainitut tutkijat painottavat, etta
matemaattista osaamista ei voida saavuttaa kehittdimalld vain jotain tiettya piir-
rettd kuten esimerkiksi laskusddntojen osaamista.
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Merkinnin “a/b” merkityksid koulumatematiikassa

14 aII

Kasitteellisia tulkintoja merkinnalle tai “murtoluvulle” on tutkittu kirjalli-

suudessa (esimerkiksi Pantziara & Philippou, 2012; Park, Gflicler & McCrory,
2013) ja 1oydetty hieman toisistaan poikkeavia késitteellisid luokituksia. Merkin-
ndn monien merkitysten on ndhty olevan erds varteen otettava syy useiden op-
pilaiden vaikeuksille oppia murtolukuja ja niiden laskutoimituksia (Pantziara &
Philippou, 2012).

Park, Gticler ja McCrory (2013) ovat kdyttdneet murtolukujen merkityksia tarkas-
tellessaan perustana murtolukujen historiallista kehitystd ja matematiikan maa-
ritelmaldhtoistd ldhestymistapaa. He kuvailevat nelja erilaista merkitysta: 1) osa-
kokonaisuus (part-whole), jossa osa kokonaisesta madritellddn uudeksi koko-
naiseksi, 2) mitta (measurement), jossa loydetddn murtolukuja kokonaisluvuista
mittauksin ja osina, 3) jakolasku (division), jossa 16ydetddn algebrallinen ratkaisu
yhtédlolle Ax=B, missd A ja B ovat kokonaislukuja ja A ei ole nolla seké 4) joukko-
teoreettinen (set-theoretical), jossa méddritellddn rationaaliluvut joukkona jérjestet-
tyjd lukupareja, jossa luvut ovat kokonaislukuja. Tédssd ldhtokohdassa suhteen
késite jad omaksi riippumattomaksi kasitteeksi, vaikka se merkinnallisesti voisi
liittyakin murtolukuun.

Stewartin (2005) ldhtokohtana on murtoluvut koulussa ja hdn tarkastelee oppi-
laiden koulumatematiikassa kohtaamia murtoluvun ja voitaneen my®os laajentaa

Ilall

merkinnén - mahdollisia merkityksia eri konteksteissa. Han jakaa merkitykset

viiteen luokkaan: 1) osa-kokonaisuus, jossa on kokonaisen osan suhde kokonai-
seen, 2) mitta, joka ndyttaytyy luvun paikkana lukusuoralla, 3) operaattori (ope-
rator), joka muuttaa jonkun kokonaisen esimerkiksi “kaksi kolmasosaa 24:std”, 4)
osamadadrd (quotient), joka on jakolasku ja 5) suhde (ratio), joka on kahden m&aran
vilinen suhde (Stewart, 2005). Pantziara ja Philippou (2012) kédyttdvit vastaavan-
laista luokitusta kuin Stewart. Koska ndiden luokitusten ldhtokohta on kouluma-
tematiikka, niin kutsumme nditd pedagogiseksi ldhestymistavaksi mainittuihin
késitteeseen ja merkintdan.

ey

Z tulkinnat voidaan jakaa

viiteen pddluokkaan: murtoluku, rationaaliluku, suhde, jakolasku ja todenn&koi-
syys (Joutsenlahti, Perkkild & Tossavainen, 2017). Murtoluvun padiluokka voi-
daan jakaa merkitysten perusteella kahteen alaluokkaan: 1) osa - kokonaisuus
(esimerkiksi “kaksi osaa kolmesta osasta”) ja 2) murto-osa annetusta kokonai-
sesta (esimerkiksi “kaksi kolmasosaa luvusta 24”). Ensimmadinen tulkintamme
vastaa edelld esitettyjd “osa-kokonaisuus” -luokkia ja toinen vastaa ldhinnéa Ste-
wartin (2005) operaattorimerkitystd. Rationaaliluvun merkitys tulee suomalai-

Suomalaisissa peruskoulun oppikirjoissa merkinnidn

sissa oppimateriaaleissa “piste % lukusuoralla”-tulkintana ja joukkomddritel-

ménd. Jakolasku- ja suhde -tulkinnat ovat vastaavat kuin edellé esitetyissa luo-
kitteluissa. Sen sijaan todenndkoisyyden tulkintaa omana luokkanaan ei ole
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edelld esitetyissd, mutta katsomme sen olevan oma késitteellisesti erilainen mer-
kitys verrattuna muihin luokkiin. (Joutsenlahti ym., 2017; Joutsenlahti & Perk-
kila, 2019.)

Taulukkoon 1 on koottu merkinndn ”%” kontekstisidonnaisia merkityksid edelld
esitettyjen ldhtokohtien “Matemaattinen ja historiallinen” sekd “Pedagoginen”
ndkokulmista pohjautuen kirjallisuuteen. Tdssd artikkelissa emme késittele nai-
den luokitteluissa esiintyneiden kasitteiden vélisid suhteita, vaan tarkastelemme
vain merkinnin ”%” merkityksid luokan “Pedagoginen B” suhteen (ks. Taulukko

1).

Taulukko 1. Merkinnan ”%” mahdollisia tulkintoja kirjallisuuden perusteella.

(Matemaattinen ja historiallinen: Park, Gticler & McCrory 2013; Pedagoginen A:
Stewart 2005 ja Pantziara & Philippou 2012; Pedagoginen B: Joutsenlahti, Perk-
kild & Tossavainen 2017).

Lihtokoh-
tia Matemaattinen ja

tulkinalle historiallinen Pedag. A Pedag. B

/Ia/b/I
Murtoluku Osa-kokonaisuus  Osa-koko- Osa-kokonaisuus, Murto-

naisuus osa annetusta kokonaisesta

Suhde Suhde Suhde Suhde
Rationaali- Mitta, Joukkoteo- Mitta Rationaaliluku

luku reettinen
Jakolasku Jakolasku Osamaddra Jakolasku

Muita Todenndkoisyys

4 aII

Merkinndstd " tulkittuna murtoluvuksi voidaan siis 10ytdd kaksi erilaista mer-

kitysta kontekstin mukaan (Pedagoginen B, Taulukko 1). Suhde on alakoulun
matematiikassa Suomessa useimmiten kahden lukumadéran (luonnollisen luvun)
vidlinen suhde (esimerkiksi sekoitussuhde tai mittakaava). Murtoluvun ensim-
mdinen merkitys Taulukossa 1 on ”osa-kokonaisuus” ja se on siis myos suhde
(osan suhde kokonaiseen). Kokonaisella tarkoitamme tédssd yhteydessa lukua, al-
gebrallista lauseketta tai kuviota, mikéd jaetaan annetun murtoluvun nimitt&jalla
yhté suuriin osiin ja nditd osia otetaan osoittajan suuruinen mééara (vrt. operaat-
tori -merkitys). Kaikki suhteet eivit ole tulkittavissa kuitenkaan murtolukuina,
silld esimerkiksi kokonaisen osien viliset suhteet ovat sellaisia (ks. Stewart, 2005)
tai laajemmin tulkittuna eri suureiden viliset suhteet (esimerkiksi fysiikassa).
Tassa artikkelissa tulkitsemme opiskelijoiden vastauksia tutkimustehtdvasta
edelld kuvatuilla murtoluvun ja suhteen merkityksilla.
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Merkinnidn “a/b” tarkastelua Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa ja
matematiikan oppimateriaaleissa

Suomalaisessa matematiikan opetuksessa oppikirjoilla on varsin keskeinen rooli
opiskelutilanteiden ohjaajina. Matematiikan oppikirjat voivat olla ldhes opetus-
suunnitelman asemassa. (Kupari, 1999; Perkkild, 2002; Tornroos 2005; Joutsen-
lahti & Vainionpdd, 2010; Viholainen, Partanen, Piiroinen, Asikainen & Hirvo-
nen, 2015.) Vastuu késitteiden merkityksistd ja niiden vilisistd yhteyksistd on
kuitenkin opiskelutilanteiden toteuttajilla, ei oppikirjoilla.

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa (POPS, 2014) termi “murtoluku”
tai sen erilaiset taivutusmuodot mainitaan muutaman kerran seuraavanlaisten
ilmausten yhteydessa: “Pohjustetaan murtoluvun kisitettd jakamalla kokonai-
nen yhtd suuriin osiin.” (luokilla 1-2), “Opitaan murtoluvun késite ja harjoitel-
laan murtolukujen peruslaskutoimituksia eri tilanteissa.” ja "Hyddynnetddn
murtoluvun, desimaaliluvun ja prosentin vilisid yhteyksid.” (luokilla 3-6) seka
”Vahvistetaan laskutaitoa murtoluvuilla ja opitaan murtoluvun kertominen ja ja-
kaminen murtoluvulla.” (luokilla 7-9) (POPS, 2014, s. 135, 262, 430). Ylemmilla
luokilla 7-9 mainitaan termi “rationaaliluku” tavoitteiden yhteydessd esimer-
kiksi seuraavalla tavalla: “ohjata oppilasta kehittdimédan kykyaan laskea peruslas-
kutoimituksia rationaaliluvuilla” (POPS, 2014, s. 433). Késitteiden murtoluku ja
rationaaliluku vélisen yhteyden avaamista ei ole kuvattu tavoitetasolla maini-
tuissa perusteissa. Yhteenvetona voi todeta, ettd kasitteen murtoluku sisallolli-
nen avaaminen jad opetussuunnitelman kuvauksessa viahdiseksi ja kdsitettd kay-
tetddn ldahinnd erilaisten laskutoimitusten hallintaan liittyvien tavoitteiden ku-
vaamisessa.

Matematiikan termi “suhde” ei 16ydy kertaakaan opetussuunnitelman perustei-
den tekstistd matematiikan osuuksissa luokilla 1-9. Edellisen sijaan suhde -kasit-
teeseen liitettdvd termi “mittakaava” on mainittu esimerkiksi seuraavassa luok-
kien 3-6 sisdltokuvauksessa: “Tutustutaan mittakaavan késitteeseen ja kdytetdaan
sitd suurennoksissa ja pienennoksissd. Ohjataan oppilaita hyodyntamaan mitta-
kaavaa kartan kaytossa.” (POPS, 2014, s. 262). Luokilla 7-9 on mainittu suhde
késitteeseen liitettdvad termi “verrannollisuus”: ” Tutustutaan suoraan ja kdan-
tden verrannollisuuteen.” (POPS, 2014, s. 430). Lienee hieman ylldttavaa koulu-
matematiikan ndkokulmasta, ettd keskeinen késite “suhde” ei ole eksplisiittisesti
mainittu opetussuunnitelman perusteissa. Suhde -késite on kuitenkin pohjana
muun muassa mittakaavan ja verrannollisuuden kisitteille. Lisdksi yldkoulussa
esimerkiksi trigonometriset funktiot madritellddn suorakulmaisen kolmion sivu-
jen pituuksien suhteina. Alakoulun matematiikan oppimateriaaleissa suhteen
kasite tulee tyypillisesti ilmi esimerkeissd, joissa mehutiivistettd ja vettd sekoite-
taan jossain annetussa suhteessa. Suhteen késite ei siis korostu opetussuunnitel-
man perusteissa sisdltokuvauksissa, mutta siihen ldheisesti liittyvid kasitteitd

loytyy.
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Murtoluvut ja niihin liittyvét laskutoimitukset ovat olleet perinteisesti keskeisina
pidettyjd koulumatematiikan oppisisaltojd aina 1800 -luvulta asti. Murtolukua on
késitelty varsin monipuolisesti jo 1800 -luvun matematiikan oppikirjoissa ja osa
ndistd murtoluvun kasittelytavoista on 1oydettdvissa nykyisistakin oppikirjoista.
Uuden matematiikan ajan (1970-luku) oppikirjoissa korostui jonkin verran kon-
septuaalinen ajattelu. Nykyisin matematiikan oppikirjoissa murtolukujen koh-
dalla painottuvat laskutoimitukset. (Joutsenlahti, Perkkild & Tossavainen, 2017.)
Murtoluvut ovat osoittautuneet koulumatematiikassa varsin haastavaksi alu-
eeksi. Vaikeutena on usein se, ettd oppilaille ei ole syntynyt yhtendista kdsiteku-
vaa murtoluvuista. (vrt. Lortie-Forgues, Tian & Siegler, 2015; Naveri, 2009; Niemi
& Metsamuuronen, 2008.)

4 aII

Suomalaisissa matematiikan oppikirjoissa merkinnalle voidaan l6ytdd mur-

toluku -merkintd, jota kdytetdan kahdessa merkityksessda murto-osana kokonai-
suudesta “osa annetusta kokonaisuudesta” (esimerkiksi kaksi kolmasosaa annetusta
kokonaisuudesta) tai osakokonaisuutena esimerkiksi ”kaksi kolmesta osasta” (vrt.
Taulukko 1). Sama merkintd voi tarkoittaa myos suhdetta (esimerkiksi “a:n suhde
b:hen” tai “kahden suhde kolmeen”).

Matematiikan oppikirjoissa kuvataan murto-osaa ”-” kokonaisuudesta padasi-

assa pinta-alamallina, joista yleisin on ns. piirakkamalli (“pizza -malli”), esimer-
kiksi kaksikolmasosaa pizzasta (Perkkild, Joutsenlahti & Sarenius, 2017; Joutsen-
lahti, Perkkild & Tossavainen, 2017). Osakokonaisuutta kuten “kaksi kolmesta”
kdytetddn silloin, kun tarkastellaan esimerkiksi joukkomallia, jossa on kaksi pu-
naista helmed ja yksi sininen helmi. T&ll6in kaksi kolmesta helmestd on punaisia.
Suomalaisissa matematiikan oppikirjoissa yhteys suhde-késitteeseen tulee esille
muun muassa kuvioiden tai kappaleiden suurennosten ja pienennosten yhtey-
dessé (luokkien 1-9 oppimateriaalit), mittakaavan yhteydessa (ldhinnd luokkien
3-6 oppimateriaalit), matkan ja ajan (nopeus) suhteena sekd verrannoissa (la-
hinnd luokkien 7-9 oppimateriaalit) (vrt. POPS 2014, s. 262, 430). Arkipdivddn liit-
tyvien tuotteiden hintojen ilmoituksissa on havaittavissa yhteys suhteen kisit-
teeseen ja verrantoon jo alaluokilla kuten seuraavasta kdy ilmi: “Kananmunat
maksavat kaksi euroa tusina. Kuinka paljon maksaa kaksi tusinaa kananmu-
nia?”. Verranto tulee varsinaisesti yldluokilla muun muassa nopeuksien laske-
misen yhteydessd matkan ja ajan vélisend suhteena. Suoraan verrannollisuutta
kuvaa edellinen kananmunien hintaan liittyva esimerkki. Kddntden verrannolli-
suudessa kdytetddn usein matkaa kulunutta aikaa esimerkkind: “Kahden paik-
kakunnan valimatka on 100 km. Autoilijjalta kuluu matkaan aikaa yksi tunti, kun
hén ajaa sen nopeudella 100 km/h. Kuinka paljon hédneltd kuluu aikaa, jos han
ajaa saman matkan nopeudella 80 km/h?” Suhde -kédsitteen merkintdtapana
kdytetddan suomalaisissa oppikirjoissa merkintdja % tai a:b. (vrt. Joutsenlahti &

Perkkild, 2019.)
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7 all

Edelld olevat kuvaukset merkinnin tulkinnoista murtolukumerkinnan ja

suhde -késitteen merkityksessd suomalaisissa oppikirjoissa antavat esimerkkeja
ndiden merkitysten ilmenemismuodoista. Nama sisdllot esiintyvit oppikirjoissa
omina aihealueinaan. Murtolukumerkinnan ja suhde -kéasitteen vilisid yhteyksid
ei juurikaan nosteta esille. Edellisen sijaan suomalaiset matematiikan oppikirjat
tuovat esille murto- ja desimaalilukujen sekd prosentin késitteen vilistd yhteytta.
T&td yhteyttd painottaa myos perusopetuksen opetussuunnitelma. Kuitenkin yh-
tendisen kasiteverkon luomisen ndkokulmasta olisi syytd nostaa esille merkin-
nan ”%” erilaisia ilmenemismuotoja ja niiden vilisid yhteyksid. Ylipdatansa kasit-
teiden vilisten yhteyksien avaaminen on vahdistd oppikirjoissa. Erityisesti mur-
toluvun késitteen yhteyksien avaaminen on haasteellista, silld kirjallisuudessa
nama tulkinnat ovat jonkin verran toisistaan poikkeavia. Oppilaiden nakokul-
masta tima on himmentivii, koska he ovat rakentamassa matemaattista kisite-
kuvaansa.

TUTKIMUSKYSYMYS JA TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

Tutkimuksemme perustuu Kuvan 1 tehtdvan ratkaisuihin. Kyseinen tehtdva on
ollut osa laajempaa tutkimustamme (Joutsenlahti & Perkkild, 2019) murtolukujen
merkitysten ymmartdamisestd, mutta kasittelemme tehtdvaa tassa uudesta nako-
kulmasta. Tutkimme opiskelijoiden tulkintoja matematiikan symbolikielen ja ku-
viokielen (ks. Joutsenlahti & Perkkild, 2019) yhdessda muodostaman prosessin
tulkintaan erityisesti murtoluvun ja suhteen késitteiden suhteen.

Kuva 1. Opiskelijoiden tehtdva: “Kerro, mitd kuvassa on tapahtunut kuvioiden
ja matematiikan symbolikielen suhteen.”

Tutkimuskysymyksemme on: miten luokanopettajaopiskelijat tulkitsevat anne-
tun kuvan (Kuva 1) kuviokielen ja matematiikan symbolikielen suhteen?

Vuonna 2017 yhteensd 102 Tampereen yliopiston (EDU) ja Jyvaskyldn yliopiston
(Kokkolan yliopistokeskus Chydenius) luokanopettajaopiskelijaa pohti edella
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annettua tehtdvaa itsendisesti harjoitustehtdavana viikon ajan. Mainituista opiske-
lijoista 92 palautti tehtdvan ja antoi luvan kdyttdd palauttamiaan ratkaisuja tdhan
tutkimukseen.

Tutkimusmetodina kdytimme teoriaohjaavaa sisdllonanalyysid (Schreier, 2013;
Tuomi & Sarajdrvi, 2012), jonka perusteella 16ysimme tehtdvan eri ratkaisuvai-
heista luokkia, jotka kuvaavat opiskelijoiden tulkintoja. Sisdllonanalyysia voi-
daan kayttda kirjoitettujen kuultujen ja ndhtyjen aineistojen siséltdjen analysoin-
tiin, jolloin pyritddn muodostamaan aineistosta kokonaiskuva. Kirjoitettuna ai-
neistona meilld on luokanopettajaopiskelijoiden pohdinnat Kuvan 1 tehtdvasta.
Teoriaohjaavassa sisdllonanalyysissa tutkimuksen teoreettiset kytkenndt tuo-
daan esille tutkimuksen viitekehyksessé ja ne toimivat apuna analyysissa kuten
meidankin tutkimuksessamme. Teoreettiset ldahtokohdat antavat tukea ajatte-
luun ja tulkintaan. Teoriaohjaavan sisdllonanalyysin mukaisesti rakensimme
opiskelijoiden tuottamista Kuvan 1 ratkaisuvaiheista aineistoldhtoisid alaluok-
kia, joista sitten muodostimme ylidkategorioita teoreettisen viitekehyksen ohjaa-
mana. Ndin teoreettinen viitekehys tuki ajatteluprosessiamme aineiston tarkas-
telussa, jotta voimme muodostaa aineiston rakenteesta ja sisdllostd selkedn ku-
van opiskelijoiden tehtdvdtulkinnoista teoreettisen viitekehyksemme ohjaa-
mana. Kumpikin tutkija analysoi aineiston ja epdselvit tapaukset kasiteltiin yh-
dessd. Kaikista tulkinnoista saavutimme yksimielisyyden.

TULOKSET

Tarkastelemme ratkaisuprosessia (Kuva 1) tyypillisen ratkaisumallin mukaisesti.
Kaikki opiskelijat (N=92) tulkitsivat kuvaa ylhdaltd alas eli ettd aluksi oli erilladan
yksi valkoinen pallo (“pallo” yleisin nimitys) ja yksi punainen pallo seka toisessa
paikassa (esimerkiksi “pussissa”) kaksi valkoista ja yksi punainen pallo. Ratkai-
suprosessin selitykset voidaan jakaa vaiheiden mukaan seuraaviin luokkiin: A)

1, . 2 . 1.2,. 1+2,, . 1. 1,2 142, .
”="ja =" merkitykset, B) lausekkeet "=+=" ja "=—=" ja C) yhtdlo "-+>=—"ja D)
2 3 2 3 2+3 2 3 243

kuvapadaittely.

Luokassa A (”%” ja ”%” merkitykset) 16ytyi kolme alaluokkaa (suluissa vastausten

lukumadrd). Esimerkkind ensimmadinen "2”: A1 “valkoisten pallojen miirin suhde

kaikkiin palloihin” (N=7), A2 "yksi valkoinen pallo kahdesta pallosta” (N=6) ja A3 ”yksi
kahdesosa kaikista palloista” (N=19). Alaluokat A1l ja A2 edustavat Taulukon 1 mur-
tolukutulkinnan ensimmadistd ”osa-kokonaisuus” -merkitystd ja A3 toista
“murto-osa kokonaisesta” -merkitystd. Alaluokassa Al tulee esille myos suhteen

IIZII

ja’s

L
2
siirtyivat kommentoimaan niistd muodostettuja lausekkeita. Kuvan 1 yldosasta
kaikki tunnistivat, ettd esimerkiksi murolukujen osoittajat kuvaavat valkoisten
pallojen lukumaddrid eikd punaisten, kuten seuraavasta esimerkistd ilmenee:

"Tyhjien ympyroiden suhde vdrillisiin (kaksi ylintd ok)” (Vastaaja 27).

késite. Suurin osa opiskelijoista ei erikseen kuvaillut merkityksid, vaan
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Luokassa B summalausekkeen oikeellisuuteen kiinnitettiin vain vdhidn huo-
miota. Kaksi opiskelijaa totesi, ettd summalauseke ei ole oikein laadittu kahden

1 2 . . .
”5” 2" suhteiksi. Esimer-

suhteen summalle. Tédssa opiskelijat ovat tulkinneet =" ja

kiksi Vastaaja 22 perusteli asiaa ndin:
"Ratkaisija on sekoittanut mddirddn liittyvid suhteellisuuksia merkitsevdidn mddrdin kes-
kendin. Ylli olevissa murtoluvuissa osoittaja ei siis ilmaise esim. asioiden mddrdd si-

ndnsd, vaan on suhdeluku, joka ilmaisee osuutta kokonaismdirdisti tai suhteellisuutta
suhteessa kokonaismddrddan.”

Toiset kaksi opiskelijaa kommentoivat, ettd yhteenlaskulauseke ei voi olla oikein,
koska murtoluvut on otettu eri kokonaisista. Alkuperéisten joukot olivat kaksi ja

VA /A 7 2//

kolme palloa ja ndistd kokonaisista laskettaisiin murto-osat ; ja 7" (vrt. ope-

raattori Taulukko 1). Moni opiskelija (N=19) pohti, ettd lauseke ”g” on oikein

kuvan perusteella, vaikka on ristiriidassa murtolukujen yhteenlaskusadntojen
kanssa. Tdssd syntyy kasitteellinen ristiriita yhtdlossda vasemman puolen murto-
lukujen ja oikean puolen suhde -késitteen kanssa, mikd nikyy kummankin puo-
len mielekkddnd tulkintana kuvien perusteella (Kuva 1). Ndissd huomioissa on
ymmarrykseen perustuva kisitteellinen lihestymistapa. Nditd huomioita on vain
kovin vdhdn vastausjoukossa!

n1,2_1+2,

2 3 243

he totesivat, ettd siind yhtdlon vasemman puolen murtoluvut on laskettu vddrin

Luokan C yhtédlon totesi virheelliseksi (ts. epatodeksi) 31 opiskelijaa ja

yhteen. Nama opiskelijat sievensivit lisdksi yhtdlon vasemman puolen murtolu-

kujen yhteenlaskusadnnélld ja saivat summan arvoksi - kuten seuraavasta ai-

neistolainauksesta ilmenee:

"Jaa-a Tissd tehtivissd on % + § laskettu yhteen virheellisesti. Jos nimittdji on eri tulee

. . IS 1 2 3 4 7 1
ne laventaa tai supistaa samannimisiksi ennen yhteenlaskua - += =-+-=-=1="

3 6 6 6 6
(Vastaaja 8)

Nadistd 31 opiskelijasta 18 opiskelijaa piti tdtd lopullisena oikeana vastauksena
huolimatta siitd, ettd yhtdlon yldpuolella oleva kuva ei tukenut lopputuloksen
oikeellisuutta. Loput 13 opiskelijaa ilmoittivat, ettd sieventamalld saatu summan
arvo % on oikea laskutulos, mutta jotain on vaarin, koska kuva on ristiriidassa tu-

loksen kanssa. Nama johtopddtokset perustunevat opittuun murtolukujen yh-
teenlaskusddantdon ja siitd saatava summan arvo oli monelle opiskelijalle jo riit-
tava eikd sen merkitystd pohdittu lukuarvona eikd suhteessa kuvaan. Selvastikin
yhtédlon vasemman puolen tulkitseminen suhteeksi on outo ajatus, silld niiden
yhteenlasku ei ole tuttua koulumatematiikassa. Vain neljad opiskelijaa itse asiassa
kyseenalaisti yhtdlon vasemman puolen mielekkyyden suhteessa kuviin (ks.
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luokka B). Laskutoimituksen mekaaniseen soveltamiseen perustuvat johtopaa-
tokset olemme nimenneet proseduraaliseksi lihestymistavaksi timan annetun on-
gelman ratkaisemiseen.

Mielenkiintoinen on my6s luokan D niiden 35 opiskelijan tulkinta, ettd matema-
tiikkan symbolikielisessd ratkaisussa ei ollut mitaan huomautettavaa:

" Tissd havainnollistetaan, miksi murtolukuja yhteen laskettaessa ylemmit ja alemmat
luvut voi laskea yhteen. Aluksi en ymmirtinyt lainkaan, mistd oli kyse, kun tuijotin vain
punaisia palloja. Olisi ollut havainnollisempaa mielestini, jos virilliset pallot olisivat il-
moittaneet paljonko. Toisaalta timd versio sai ajattelemaan enemmin”. (Vastaaja 6)

Tdhan on saattanut vaikuttaa se, ettd Kuvassa 1 esitetyn yhtdlon oikea puoli on
perusteltavissa sen yldpuolella olevan kuvion kanssa eikd yhtdlon vasenta puolta

7 3II

ole pohdittu erikseen késitteellisestd ndakokulmasta. Lopputulos on yhte-

nevdinen kuvapdattelyn kanssa ja siksi matematiikan symbolikielisten lausekkei-
den muodostus ei ole ehka ollut kiinnostuksen kohteena. Kutsumme tita kuva-
pdittelyksi, jossa matemaattisesta ratkaisuprosessista on huomioitu vain tulos.
Naiden opiskelijoiden médédra on yli kolmannes vastanneista. Seuraavaan Tauluk-
koon 2 olemme koonneet luokanopettajaopiskelijoiden (N=92) tulkintojen perus-
teita Kuvan 1 tehtdvan ratkaisusta.

Taulukko 2. Luokanopettajaopiskelijoiden (N=92) tulkintojen perusteita Kuvan
1 tehtdvan ratkaisusta (Nm: murtolukutulkintojen méaard, Ns: suhdetulkintojen

mésrs)
Peruste Lkm
Nm+Ns Murtoluku Suhde
Kasitteelli-
nen
”%” 19+33  Murto-osa kokonaisesta Osa-kokonaisuus
4 1 2//
273 4+4 ”Murto-osa (eri)kokonaisesta”  ”suhteiden yh-
teenlasku”
Proseduraa- 31+0 murtolukujen yhteenlaskulau- -
linen sekkeen sievennys
Kuvapdat- 35 kuvasarja ja lausekkeen sievennetty lopputulos
tely
Muut 22 ei luokiteltu

Edelld olevassa Taulukossa 2 on koottu yhteen luokittelemalla opiskelijoiden joh-
topddtosten perusteet Kasitteelliseen, Proseduraaliseen, Kuvapdittelyyn ja
Muut. Luokittelu ei ole poissulkeva eli samoja opiskelijoita voi olla useammassa
luokassa. Kasitteellisissd tulkinnoissa 16ytyvit sekd murtoluku ja suhde tulkin-
toja merkinnalle ”%”. Proseduraalinen peruste ratkaisuprosessin oikeellisuuden
kuvaukselle fokusoituu murtolukujen yhteenlaskulausekkeen sievennykseen.
Kuvapdittelyssd matematiikan symbolikielinen lauseke jdad vahélle huomiolle ja

70



Joutsenlahti & Perkkila FMSERA -Journal 2021

johtopddtokset perustuvat kuviin ja matemaattisen lopputuloksen tulkintaan yh-

dessd. Taulukon 2 ryhmaéssda "Muut” selityksille ei 16ytynyt yhtendisid peruste-
luokkia.

POHDINTA

Taulukon 2 tuloksista voimme nidhdé, ettd molemmat merkitykset murtoluku ja
suhde tunnistetaan merkinnéssa ”%” ja suhde -tulkinta on jopa yleisempi niiden

kohdalla, jotka olivat kuvanneet tamén. Tédssd yksinkertaisessa merkinnéssa mo-
lemmat merkitykset ovat ilmeisesti hyvin tunnistettavissa, mutta ei ole selvad,
kuinka moni opiskelija on tietoinen molemmista ndkokulmista. Yhteenlaskulau-
sekkeen tulkinnassa vain harva (Ns=2) ldhti pohtimaan lausekkeen merkitysta
suhteiden yhteenlaskun ndkokulmasta. Murtolukutulkinnan mielekkyyttd pohti
my0s yhtd pieni joukko opiskelijoita (Nm=2). Namé& on hyva huomioida luokan-
opettajien perus- ja tdydennyskoulutuksessa.

Tutkimuksemme tulosten perusteella on huolestuttavaa se, ettd noin kolmasosa
tulevista luokanopettajista ei huomannut Kuvan 1 symbolikielisessa ratkaisupro-
sessissa mitddn huomautettavaa. Pohdimme, ettd syynd saattaisi olla se, ettd opis-

II3II

kelijat ovat huomioineet ainoastaan sen, ettd lopputulokselle "=" on 16y dettavissa

perustelu kuvapdattelyn avulla. Kuvakielen ja symbolikielen vilistd yhteytta ei
ole pohdittu, vaan ainoastaan vastauksen ja kuvan vilistd yhteyttd. Taméakin on
tuttua koulumatematiikasta, missd on totuttu korostamaan oikean vastauksen
merkitystd itse ratkaisuprosessin sijaan. Pehkonen ja Rossi (2018) tuovat esille,
ettd opiskelijan tietorakenne voi olla hyvin hatara ja se voi rakentua erillisista
tiedoista ja assosiaatioista, joiden avulla opiskelija pystyy antamaan kuvan riit-
tdvastd osaamisesta tehtdvien ratkaisun yhteydessda. Hyvad esimerkki tdstd on
koetilanteesta selvidminen siten, ettd osataan tarvittavat laskusdannot, joiden
avulla voidaan koetehtdvit ratkaista. Erilaisten representaatioiden (piirrosten,
luonnollisen kielen ja symbolikielen) vélisten yhteyksien esille tuominen ja poh-
timinen ei ole kovin tavallista koulumatematiikassa, vaikka opetussuunnitel-
massa on ohjausta tédllaiseen tydskentelyyn. (vrt. Joutsenlahti & Perkkild, 2019.)
Edelld mainittujen ldhestymistapojen avulla voidaan rakentaa siltaa esimerkiksi
murtoluvun merkinnén ja suhteen kasitteen vilille. Suhde on juuri sellainen ka-
site, joka jdd melko vdhille huomiolle koulumatematiikassa ja tulee esille vain
prototyyppimadisind esimerkkeind. Ndin siitd ei rakennu kuvaa osana murtolu-
vun késiteperhettd. Yhtendisen kasitekuvan eheytymattomyys nakyi opiskelijoi-
den Kuvan 1 ratkaisuprosessien pohdinnoissa. Ainakin osaksi tdssd on ndhta-
vissd koulumatematiikan pohjalta rakentunut késitekuva. Kéasitekuva nayttaytyi
opiskelijoiden vastauksissa irrallisina tietoina muun muassa erillisten laskusdan-
tojen osaamisena kuten Kuvan 1 tulkinnoissa murtolukujen yhteenlaskusdannon
soveltamisena. Oppilaiden tulisikin kohdata koulumatematiikassa useiden kasit-
teiden “kasiteperheitd” huolella valittujen esimerkkien avulla ja paéstda pohti-
maan késitteiden vilisid merkityssuhteita. Kielentdmisen keinot voisivat tuoda
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tdhan tarkasteluun hyvian pedagogisen lahtokohdan (vrt. Joutsenlahti & Perk-
kild, 2019; Moschkovich & Zahner, 2018).

Matemaattista osaamista ei voi saavuttaa Moschkovichin ja Zahnerin (2018) mu-
kaan kehittamalld vain jotain tiettyd piirrettd kuten esimerkiksi laskusddntojen
osaamista. Mielestimme tdma tarkoittaa myos sitd, ettd koulumatematiikassa tu-
lisi ndhdé kasitteiden véliset yhteydet laaja-alaisesti siten, ettd niiden rakentumi-
nen ndhtdisiin sekd vertikaalisesti ettd horisontaalisesti peruskoulun aikana. Pel-
kalla laskurutiinien harjoittelulla tdhdn ei padsta. Jo ensimmaisista kouluvuosista
alkaen tulisi pohjustaa tulevien kasitteiden vaatimia taitoja ja samalla tehd& na-
kyvéaksi opiskelun kohteena olevien késitteiden vélisid yhteyksid. Juuri konsep-
tuaaliseen eli kasitteelliseen ymmartdmiseen kuuluu ymmarrys matemaattisista
kasitteistd, operaatioista ja ndiden suhteista kuten esimerkiksi tdimdn artikkelin
teeman murtoluku- ja suhde -késitteen valisistd yhteyksistd. Kasitteiden vélisten
yhteyksien avaaminen ja rakentaminen tukee Moschkovichin ja Zahnerin (2018)
esille tuomaa ajatusta siitd, ettd matemaattinen osaaminen rakentuu ajan kulu-
essa ja se voi olla monen tasoista.

Erityisesti on tarkedd, ettd opettaja osaa kdyttdd ja soveltaa matematiikan sisalto-
tietoa sekd pedagogista ja opetussuunnitelmallista tietoa (vrt. Shulman, 1986) op-
pilaiden ldhtokohtiin soveltuvalla tavalla. Kuitenkin oppikirjoihin sitoutuva ope-
tus on varsin yleistd (Kupari, 1999; Perkkild, 2002; Térnroos, 2005; Joutsenlahti &
Vainionpad, 2010; Viholainen, Partanen, Piiroinen, Asikainen & Hirvonen, 2015)
ja silloin oppikirjojen laskurutiineja painottava ldhestymistapa on opiskeluym-
péristojen keskiossa.

Opittua matemaattista tietoa pitdisi voida myos soveltaa ympéaroivdan yhteis-
kuntaan (kestdava kehitys). Kestdvan kehityksen ndkokulma voidaan tdssd ym-
madrtdd yhtendisen kdsitekuvan rakentumisena, jolloin oppilaalle kehittyy strate-
gisia taitoja muotoilla, esittdd ja ratkaista matemaattisia ongelmia muun muassa
ympdroivan yhteiskunnan ndkokulmasta. (vrt. Joutsenlahti & Perkkild, 2019;
Moschkovich & Zahner, 2018; Killpatrick, Swardford & Findell, 2001). Ndin avat-
taisiin oppilaille, ettd matematiikka on osa jokapdivdistd elamdaamme (vrt. POPS,
2014). Katsomme, ettd yhteiskunta tarvitsee yhd enemman sellaisia osaajia, joilla
on matemaattisen mallintamisen taitoja ja jotka voivat ndin edistdd esimerkiksi
ympadristoongelmien ratkaisuun johtavien mallien ndkokulmasta kestavéaa kehi-
tysta.

Tutkimuksemme johtopddtoksend ehdotamme: (1) matemaattisen oppimateriaa-
lin kehittdmistd pedagogisen siséltotiedon pohjalta ja tulevien luokanopettajien
(2) sisdltotiedon vahvistamista matematiikassa (erityisesti kisitteellinen tieto)
sekd (3) pedagogisen sisdltotiedon opiskelua koulumatematiikasta (etenkin
missd jarjestyksessd opetamme matemaattisia késitteitd ja kuinka meidéan pitéisi
tarkastella kdsitteiden valisid suhteita).
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