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Taman tutkielman tarkoituksena on esitelld ja todistaa matriisin singu-
laariarvohajotelma, jonka mukaan jokainen m X n matriisi A voidaan esittaa
muodosssa A = UZVT, missd matriisit Uja V ovat ortogonaalisiaja T on dia-
gonaalimatriisi. Tuloksen muotoa voidaan verrata matriisin diagonalisoi-
tuvuuteen. Diagonalisoituvuudesta puhuttaessa matriisin taytyy kuitenkin
olla neliématriisi ja lisdksi kaikki neliomatriisit eivét ole diagonalisoituvia.
Singulaariarvohajotelma on olemassa kaikille m X n matriiseille.

Tutkielmassa tarvittavia tuloksia esitellddn tutkielman alussa lineaarial-
gebran ja matriisiteorian kannalta merkittdvien neljan aliavaruuden avulla.
Liséksi tutustutaan ndiden aliavaruuksien rooliin matriisin A toiminnassa.
Singulaariarvohajotelmaan liittyy olennaisena osana matriisin A singulaa-
riarvot, jotka ovat matriisin ATA ominaisarvojen nelidjuuret. Ennen sin-
gulaariarvohajotelman esittelyd tutkielmassa tutustutaankin matriisin ATA
ominaisuuksiin, joita tarvitaan mydhemmin singulaariarvohajotelman to-
distuksessa.

Tarkoituksena on myds esitelld matriisin singulaariarvohajotelman so-
velluksia. Ensimmdisend sovelluksena on matriisin pseudoinverssi, jota
voidaan pitdd kddnteismatriisin yleistyksend. Pseudoinverssin avulla voi-
daan ratkaista lineaarisia yhtdloryhmid, jotka ovat muotoa Ax = b. Talld
yhtdloryhmallad ei kuitenkaan aina ole ratkaisua. Talloin voidaan kuitenkin
etsid vektoria ¥, joka minimoi lausekkeen ||b — AZ|*. Tatd vektoria ¥ kut-
sutaan pienimmaén nelidsumman ratkaisuksi. Osoittautuu, ettd pseudoin-
verssin avulla l6ydetdan myo6s pienimmaén neligsumman ratkaisu. Singu-
laariarvohajotelman sovelluksena on myds matriisin approksimointi alem-
man asteen matriisilla. Tarkoituksena on esitelld tulos, jonka mukaan mat-
riisin singulaariarvohajotelman avulla matriisille saadaan paras alemman
asteen approksimaatio Frobenius normin suhteen. Tutkielman lopuksi so-
velletaan matriisin alemman asteen approksimaatiota valokuvan haviolli-
sessd pakkaamisessa.
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Johdanto

Tama tutkielman pédtarkoituksena on esitelld ja todistaa matriisin singu-
laariarvohajotelma, jonka mukaan jokainen m X n matriisi A voidaan esit-
tdd muodosssa A = ULV, missd matriisit U ja V ovat ortogonaalisia ja
X on diagonaalimatriisi. Lisédksi esitellddn matriisin singulaariarvohajotel-
man sovelluksia. Tutkielman pé&éldhteind on kdytetty Steven J. Leonin kir-
jaa Linear Algerbra with Applications [2] ja Gilbert Strangin artikkelia The
Fundamental Theorem of Linear Algebra [4]. Osaan tutkielmassa olevista to-
distuksista on kdytetty apuna ldhteista 16ytyvid todistuksia, jotka on mai-
nittu kunkin todistuksen yhteydessd. Lahteiden todistuksia on muokattu
tutkielmaan sopiviksi ja niihin on lisétty vélivaiheita.

Tutkielman ensimmadisessd kappaleessa esitellddn tutkielmassa myo-
hemmin tarvittavia ja suurimmaksi osaksi lukijalle ennestdan tunnettuksi
oletettuja esitietoja. Toisen kappaleen aluksi esitellddn ja todistetaan lineaa-
rialgebran merkittdvid ja tyossda myohemmin tarvittavia tuloksia, kuten di-
mensiolause ja astelause. Toisen kappaleen padtarkoituksena on kuitenkin tu-
tustuttaa lukija lineaarialgebran ja singulaariarvohajotelman kannalta olen-
naisiin neljdédn aliavaruuteen. Namaé nelja aliavaruutta ovat yleiseen m X n
matriisiin A liittyvat riviavaruus Row (A), sarakeavaruus Col (A), sekd ytimet
N(A) ja N(AT).

Kolmannessa kappaleessa ldhdetdan edellisten kappaleiden tuloksien
avulla johtamaan aputuloksia, joita tarvitsemme matriisin singulaariarvo-
hajotelman ja sen sovelluksiin liittyvien tulosten todistamisessa. Mukana on
kuitenkin sellaisenaankin mielenkiintoisia aputuloksia kuten lause, jonka
mukaan matriisin aste ei muutu, kun sitd kerrotaan kaantyvalla matriisilla.

Kappaleessa nelji esitellddn ja todistetaan tutkielman péatulos eli mat-
riisin singulaariarvohajotelma. Lisdksi perehdytddn tarkemmin aiemmin
mainittujen neljan aliavaruuden ja singulaariarvohajotelman yhteyteen.
Kappaleessa viisi kasitellddn ensimmadistd tutkielmassa esiintyvdd singu-
laariarvohajotelman sovellusta. Tdima on pseudoinverssi, jota voidaan pitda
kdanteismatriisin yleistyksend. Tahén liittyen kuudennessa kappaleessa ka-
sitellddn yhtaloryhman Ax = b ratkaisemista. Riippuen matriisista A ja vek-
torista b voi kuitenkin kdyda myos niin, ettd yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.
Téalloin etsitdan vektoria, joka on lahimpéand. Eli vektoria %, joka minimoi
lausekkeen ||b —AJ?IIZ. Tata vektoria ¥ kutsutaan pienimmin neliosumman
ratkaisuksi. Osoittautuu, ettd matriisin pseudoinverssin avulla 16ydamme
pienimmadn neliosumman ratkaisun tai yhtdloryhméan Ax = b varsinaisen
ratkaisun, mikili se on olemassa.

Kappaleessa seitsemén késitelldan toista matriisin singulaariarvohajoel-
man sovellusta eli matriisin approksimointia alemman asteen matriisilla.
Téssd yhteydessa méadritelladn matriiseihin liittyva Frobenius normi. Kappa-
leen padtuloksen mukaan Frobenius normin mielessd matriisia parhaiten
approksimoiva alemman asteen matriisi 16ydetddn matriisin singulaariar-



vohajotelman avulla. Kappaleessa kahdeksan kdytetddn matriisin approk-
simointia valokuvan héviolliseen pakkaamiseen. Tama on yksi merkitta-
vimpid matriisin singulaariarvohajotelman sovelluksia. MATLAB ohjelmaa
apuna kdyttden tehdaan esimerkkikuvalle eri asteisia approksimaatioita.



1 Esitietoja
Esitelladn aluksi tdssd tutkielmassa kdytettdvid merkintojd ja madritelmia,

joista suurin osa oletetaan lukijalle jo ennestddn tunnettuna.

Miiaritelma 1.1. Madritelldadn avaruuden R” euklidinen sisdtulo (- | -) : IR" X
R" — R asettamalla

n

(xly):inyi

i=1
kaikille x = (x1,...,x,) € R"jay = (y1,...,yn) € R™.

Miiritelma 1.2. Olkoon S = {v1,vy,...,v,} avaruuden R" vektorijoukko.
Talloin joukon S vektoreiden vy, vo, . . ., vy, virittdmi aliavaruus eli lineaarinen
verho on

(8) =(v1,02,...,0m) ={A01 + A20a + ... + Aoy | A € R).

Miiritelmd 1.3. Olkoon V joukon R" osajoukko ja (-|-) avaruuden R”"
sisdtulo. Talloin joukon V ortogonaalikomplementti V+ on

Vi={xeR"|(x|v)=0 kaikille v € V}.

V+ on siis joukko, jonka vektorit ovat kohtisuorassa jokaisen joukon V
vektorin kanssa. Toistensa kanssa kohtisuorassa olevia vektoreita sanotaan
ortogonaalisiksi. Lisdksi patee (V) = V.

Maiiritelma 1.4. Olkoon R” euklidinen avaruusja (- | -) sen sisdtulo. Talloin
avaruuden R" vektorit {0y, ..., v,} ovat ortogonaalisia mikali

0, i1#]
(vilvf):{;eo, i=j’
ja ortonormaaleja mikali
0, i#j
(Uf|vf):{1 i=j

Mairitelma 1.5. Olkoon A m X n matriisi

ail a1z v din

a1 A - A2p
A=

Anl Am2 °°  Amn



T&lloin matriisin A transpoosi AT on n X m matriisi

ain a1 o Aml
AT aip dxp o Am2
An A2n  Amn

Sanotaan, ettd n X n matriisi A on symmetrinen, jos se ei muutu transponoi-
taessa eli AT = A.

Mairitelma 1.6. n X n matriisia Q sanotaan ortogonaaliseksi, mikéli se on
kdantyvaja Q! = Q7.

Ortogonaalisen matriisin sarakevektorit ovat ortonormaaleja. Lisédksi
ortogonaalisella matriisilla on kaksi kuvauksen kannalta olennaista omi-
naisuutta, silld se sdilyttdd vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat. To-
distetaan nédistd kahdesta ominaisuudesta vektorien pituuksien sdilyvyys
seuraavassa lauseessa.

Lause 1.7. Olkoon nxn matriisi Q ortogonaalinen. Lisiksi olkoon x ja y avaruuden
R vektoreita. Télloin

QQy)=(ly)  ja  11QxI = llxl.

Todistus. Kayttden sisdtulon, transpoosin ja ortogonaalisen matriisin omi-
naisuuksia saadaan

(Qx1Qy) = (Q)'Qy
=x"Q"Qy
=x'Ty
= xTy
=(x1y).

Talloin erityisesti
1Qx* = (Qx | Qx)
= (x| x)

2
= |lxII%,
josta seuraa, ettd ||Qx]|| = |[x]|. O

Koska ortogonaalinen matriisi sdilyttaa vektoreiden pituudet ja sisdtu-
lot, niin se kuvaa ortonormaalit kannat ortonormaaleiksi kannoiksi. Orto-
gonaalinen matriisi on siis erikoistapaus kannanvaihtomatriisista.



2 Neljd aliavaruutta

Taman kappaleen tarkoituksena on tutustua neljaéan m X n matriisiin A liit-
tyvddn aliavaruuteen. Kappaleen laatimisessa on kdytetty apuna Gilbert
Strangin artikkelia [4]. Esitellddn aluksi muutama jatkossa kéytettdva mer-
kinta.

Maiiritelmi 2.1. Olkoon A m X n matriisi. Talloin matriisin A sarakeavaruus
Col (A) on sen sarakevektoreiden virittama avaruus

Col(A) = {Ax | x e R"}.
Matriisin A riviavaruus Row (A) on sen rivivektoreiden virittima avaruus
Row (A) = Col (AT).
Matriisin A ydin N(A) on
NA) ={xeR"| Ax =0}.
Matriisin A aste rank (A) on sen sarakeavaruuden dimensio dim Col (A).

Avaruuden Col (A) dimensio vastaa matriisin A lineaarisesti riippumat-
tomien sarakkeiden lukumaarad. Pidetddn myos yleisesti tunnettuna, etta
n X n neliomatriisi on kddntyvé, jos ja vain jos sen aste on n. Taméan tuloksen
todistuksen voi halutessaan lukea kirjan [1] sivulta 358.

Riviavaruus Row (A) ja matriisin A ydin N(A) ovat avaruuden R" ali-
avaruuksia. Sarakeavaruus Col (A) ja neljas tarvittava aliavaruus, matriisin
AT ydin N(AT) ovat puolestaan avaruuden R™ aliavaruuksia. Aloitetaan
ndiden aliavaruuksien esittely yhdelld lineaarialgebran tarkeimmistd tu-
loksista eli aliavaruuksien Col(A) ja N(A) dimensioiden vilille liittyvasta
dimensiolauseesta. Lauseen mukaan aliavaruuksien Col (A) ja N(A) dimen-
sioiden summa vastaa matriisin A sarakkeiden lukumaaraa.

Lause 2.2. (Dimensiolause) Olkoon A m X n matriisi. Talloin
dim Col (A) + dim N(A) = n.

Todistus. Olkoon dim N(A) = kja {uy, ..., u;} avaruuden N(A) kanta. Koska
N(A) on avaruuden R" aliavaruus, niin voimme laajentaa tdiman kannan
avaruuden R" kannaksi {1, ..., ug,v1,...,v}. Talloinn = k+1 = dim N(A)+1.
Riittad siis ndyttad, ettd dim Col (A) = 1.

Osoitetaan, ettd vektorit Avq,..., Av; muodostavat avaruuden Col (A)
kannan. Tdstd seuraa, ettd dimCol(A) = I, silld vektoreita on [ kap-
paletta. Naytetddn aluksi, ettd vektorit Avq,..., Ay, virittdvdat avaruu-
den Col(A). Matriisitulon lineaarisuuden nojalla lineaariselle verholle



(Auyg, ..., Aug, Avy, ..., Aop) pitee

(Auy, ..., Aug, Avq, ..., Avp)
= A<u1/“‘luklvll"'lvl>
= A(R")

= Col (A).

Kuitenkin Au; = ... = Aux = 0, silld uy,...,ur € N(A). Siispd vektorit
Avq,...,Av; virittdvat avaruuden Col (A). Tama ei kuitenkaan vield riitd
ndyttamaan, ettd dim Col (A) = [. Ndiden virittdjavektoreiden joukossa voi
nimittdin olla my®s lineaarisesti riippuvia vektoreita, jolloin todellisuudes-
sa voisi olla dim Col (A) < I. Osoitetaan siis, ettd vektorit Avy,...,Av; ovat
lineaarisesti riippumattomia ja siten muodostavat avaruuden Col (A) kan-
nan. Olkoon siis

1
Z aiAvi = 0,
i=1
joillekin a1, ..., a; € R. Matriisitulon lineaarisuuden nojalla saadaan

i aivi] =0.

i=1

A

Talloin 2521 a;v; € N(A). Eli on olemassa esitys

joillekin Sy, ..., Bx € R. Vektorituy, ..., uy, v1,...,v; ovat lineaarisesti riippu-

mattomia, jolloin yhtdsuurus on mahdollista vain, josa; = ... = a; = 1 =
... = Br = 0. Erityisesti siis a1 = ... = a; = 0, jolloin vektorit Avy, ..., Ay
ovat lineaarisesti riippumattomia. |

Dimensiolauseen yhteydessd esille tulee usein myos seuraava lineaa-
rialgebran merkittdva tulos, jonka mukaan matriisin A sarakeavaruudella
jariviavaruudella on sama dimensio. Vastaavastijos tulos muotoillaan kéyt-
tden matriisin asteen mééritelmda, niin matriisilla A ja sen transpoosilla A”
on sama aste.

Lause 2.3. (Astelause) Olkoon A m X n matriisi. Tilldin on
dim Col (A) = dim Row (A).

Yhtipitiavisti matriisin asteen ja transpoosin miidritelmien nojalla rank (A) =
rank (AT).



Todistus. Olkoon matriisin A paikalla ij oleva alkio 4;; ja matriisin A rivi-
vektorit 1,72, ..., 7y. Olkoon lisdksi dim Row (A) = kja {uq,uy,...,ux} ava-
ruuden Row (A) kanta. Talloin voimme kirjoittaa jokaisen matriisin A rivin
avaruuden Row (A) kantavektoreiden avulla lineaarikombinaatioina

r1 = a11uUq + appup + -+ aqp Uy

o = (p1Uq + QppUp + + -+ + Qg Uy

(1)

m = Qp1lU1 + dml + -+ - + Al
joillekin a;; € TR. Merkitddn paikalla i olevaa kantavektoria u; =

(ui1, Ui, . . ., Uin). Talloin yhtalot (1) voidaan kirjoittaa muotoon

r1 = a11(ur1, U1z, - .., Uin) + a12(Uo1, U2, . .., Uoy) + -+ + ar(Uir, Uko, - - -, Ugn)
ry = ap1(t1, 12, ..., Utn) + @22 (Up1, U2, . . ., Uop) + - -+ + (U, Upa, - - -, Uk)

Ym = Q1 (W11, W12, - -, Ulp) + Q2 (U1, U2, - . Up) + -+ + Qi (Ugr, Upa, - - -, Ukyy) -

Nyt rivivektorin r; paikalla j oleva komponentti on matriisin A alkio a;;.
Jos poimimme ylempien yhtdldiden molemmilta puolilta paikalla j olevat
komponentit, niin saadaan yhtalot

aij = a11Uyj + aplzj + -+ Ayl
azj = Qp1U1j + QpplUpj + -+ + okl

am]- = amlulj + O(mzuzj + -+ amkuk]- .

Néama voidaan kirjoittaa muotoon

aij an1 a2 X1k
azj a1 a2 (8%)3
= Uy . +1/l2]' . +"'+ukj
Amj A1 Am2 Ak
ani
S g e ne . azl . . . e KX . . . .
Merkitdaan vektoriaa; = | . | jolloin ylempi yhtdld voidaan kirjoittaa muo-
Ami
toon
ai j
[75) j

= Uyjaq + Upjap + -0+ U

Elm]'



Tastd huomataan, ettd yhtdlon vasen puoli on matriisin A paikalla j oleva
sarake. Siispd jokainen matriisin A sarake voidaan kirjoittaa lineaarikom-
binaationa vektoreiden aq,ap, ..., a; avulla. Talloin vektorit aq, ay, ..., ok
virittdvat avaruuden Col (A), jolloin

(2) dim Col (A) < k = dim Row (A).
Toisaalta epayhtalo (2) patee mille tahansa matriisille A, joten se pétee eri-

tyisesti myods matriisille AT. Siispa saadaan dim Col (AT) < dim Row (A7).
Tasta seuraa, ettd

3) dim Row (A) < dim Col (A).
Talloin epayhtaloistd (2) ja (3) saadaan, ettd dim Row (A) = dim Col (4). O

Seuraavan neljda aliavaruutta koskevan tuloksen mukaan ydin N(A) ja
riviavaruus ovat toisiaan vasten kohtisuorassa. Lisiksi ydin N(AT) ja sa-
rakeavaruus ovat toisiaan vasten kohtisuorassa. Tama kohtisuoruus antaa
osaltaan myos selityksen sille, miksi ydin N(AT) on juuri tarvitsevamme
neljas aliavaruus.

Lause 2.4. Olkoon A m x n matriisi. Tilloin N(A) = Row (A)* ja N(AT) =
Col (A)*.

Todistus. Naytetdaan aluksi, ettd N(A) = Row (A)". Osoitetaan, ettd N(A) on
kohtisuorassa avaruuden Row (A) kanssa. Taytyy siis ndyttad, ettd jokainen
avaruuden N(A) vektori on ortogonaalinen jokaisen avaruuden Row (A)
vektorin kanssa. Olkoon siis x € N(A) ja y € Row (A). Talloin vektoreille x
ja y on voimassa

Ax=0
y = ATz, jollekinz € R™
Saadaan siis
(xly)=xTy
=xTATz
= (Ax)"z
=07z
=0.
Tastd seuraa, ettd N(A) € Row (A)". Toisaalta jos vektori v € Row (A)*,
niin v on ortogonaalinen jokaisen matriisin AT sarakevektorin kanssa eli

Av = 0. Siispd v € N(A) ja siten Row (A)* € N(A). Télldin tiytyy olla
N(A) = Row (A)*. Tulos N(AT) = Col (A)* seuraa tasts, silla

N(AT) = Row (AT)" = Col (A)*.



Tieddmme nyt, ettd ydin N(A) ja riviavaruus ovat toistensa ortogonaa-
likomplementteja. Vastaavasti ydin N(AT) ja sarakeavaruus ovat toistensa
ortogonaalikomplementteja. Seuraava ortogonaalikomplementtien dimen-
sioita ja niiden ortonormaaleja kantoja koskeva tulos luo lisdd ymmarrysta
ndiden neljan aliavaruuden merkityksesta.

Lause 2.5. Olkoon V avaruuden R" aliavaruus. Tiilloin dimV + dim V+ = n.
Lisiksi jos {v1, ..., v,} on aliavaruuden V ortonormaali kanta ja {vy41,..., 04} o0
aliavaruuden V* ortonormaali kanta, niin {v1, ..., 0y, Ups1, ..., 0y} 0N avaruuden
R" ortonormaali kanta.

Todistus. Jos V = {0}, niin V+ = R". Talldin dim V + dim V+ = 0 +n = n. Jos
V # {0}, niin olkoon {v1, ..., v,} avaruuden V kanta. Olkoon Q n X r matriisi,
jolle Q = (01 vy --- ©U,). Sarakevektorit vy, ..., v, ovat kantavektoreina
lineaarisesti riippumattomia, jolloin dim Col (Q) = r ja lisdksi Col (Q) = V.
Talloin Lauseen mukaan V+ = Col(Q)" = N(QT). Nyt dimensiolause
sovellettuna r X n matriisille QT antaa

dim Col (QT) + dim N(Q") = n.

Astelauseen nojalla dim Col (QT) = dim Col (Q), jolloin dim Col (Q) +
dim N(QT) = n. Koska V = Col (Q) ja V* = N(QT), niin

dimV + dim V* = n.

Naytetddn vield, ettd {vy,...,0;, Urys1, ..., 0y} Onavaruuden R” ortonormaali
kanta. Osoitetaan aluksi, ettd vektorit vy, ..., v, 0,41, ..., U, Ovat lineaarisesti
riippumattomia. Olkoon

a0 + ..+ QU+ Q101 F ..+ a0, =0,

joillekin avy, ..., ar, @41, ..., an € R. Merkitddn x = ajo1 + ... + a0, ja y =
Qp10p41+. ..+ 0y Nytsiisx+y = 0elix = —y. Lisdksix € Vjay € V*, joten
(x| y) = 0. Tastd seuraa, ettd (x| x) = (x| —y) = — (x| y) = 0 ja vastaavasti
(yly)=(|—-x)=-(y|x)=0.Tama on mahdollista vain,jos x = Ojay = 0.
Siispd saadaan

a1 +...+a,0,=0
Qi 10pe1 + ...+ 0, =0

Nyt vy, ...,v, ovat avaruuden V kantavektoreina lineaarisesti riippumat-
tomia. Vastaavasti vektorit v,41,...,v, ovat avaruuden V+ kantavektorei-
na lineaarisesti riippumattomia, jolloin taytyy olla a; = --- = a, = 0 ja
0y = -+ = ay = 0. Talloin vektorit vy, ...,v;, 0541, . ..,0, ovat lineaarisesti
riippumattomia ja niitd on n kappaletta, jolloin ne muodostavat avaruuden
R" kannan. Osoitetaan vield, ettd timéa kanta on ortonormaali. Nyt vektorit



v1,...,0, € Vovatoletuksen nojalla ortonormaaleja ja vastaavasti myos vek-
torit v41,...,v, € V*+ ovat ortonormaaleja. Lisdksi avaruudet V ja V* ovat
toisiaan vastaan kohtisuorassa. Talloin kaikki vektorit vy, ..., 0, Us1, ..., Uy
ovat keskenddn ortonormaaleja ja muodostavat avaruuden R" ortonormaa-
lin kannan. m]

Jos yhdistamme Lauseen|2.4)ja edellisen Lauseen[2.5|dimensioita koske-
van tuloksen, niin saamme kaksi tirkedd ndiden aliavaruuksien dimensioita
koskevaa tulosta:

(4) dimRow(A)+dimN(A)=n ja dimCol(A)+dim N(AT) = m.

Tama dimensioita koskeva tulos on selityksena sille, miksi N (AT) on neljas
tarvitsemamme aliavaruus. Lisdksi aliavaruuksien Row (A) ja N(A) orto-
normaalien kantojen yhdiste muodostaa ortonormaalin kannan avaruudel-
le R". Vastaavasti aliavaruuksien Col (A) ja N(AT) ortonormaalien kantojen
yhdiste muodostaa ortonormaalin kannan avaruudelle R". Ndiden neljan
aliavaruuden ortonormaalit kannat ovat merkittdvassa roolissa myohem-
min esiteltdvassd matriisin singulaariarvohajotelmassa.

Ymmartadksemme paremmin ndiden neljan aliavaruuden yhteytta mat-
riisiin A tarkastellaan lineaarista yhtdloryhmaa Ax = b ja sen ratkaisun 16y-
tamistd. Yhtaloryhméan Ax = b ratkaiseminen vastaa kaikkien niiden kertoi-
mien x1, Xy, ..., X, l0ytdmistd, jotka yhdessd matriisin A sarakkeiden kanssa
muodostavat vektorin b sarakeavaruudessa Col (A):

X1

x
Ax:( ‘ l ' ) .2 = x1(1. sarake) + - - - + x,,(n. sarake) = b.

Xn
matriisin A sarakkeet

Ydin N(A) puolestaan sisdltad kaikki ratkaisut homogeeniseen yhtdloon
Ax = 0. Mikali vektori b kuuluu sarakeavaruuteen Col (A), niin yhtalolla
Ax = b on olemassa ratkaisu. Yksittdinen ratkaisu x, on riviavaruudessa
Row (A) ja homogeenisen yhtdlon ratkaisu xp on ytimessda N(A). Naista
muodostuu yleinen ratkaisu x = x;, + xp. Tilanteen hahmottamiseen auttaa
Kuva 1. Kuva on lainattu samasta artikkelista [4], mutta sen merkintdja on
hieman muutettu vastaamaan tdssa tutkielmassa kdytettavia merkintoja.

Kuvasta 1 ndhddan kuinka matriisi A vie vektorin x, sarakeavaruuteen
ja ytimestd N(A) olevan vektorin x¢ nollavektoriksi. Vektori x, on ortogo-
naalinen vektorin xp kanssa. Tdma seuraa siitd, ettd aliavaruudet Row (A) ja
N(A) ovat Lauseen 2.4/ mukaan toistensa ortogoonalikomplementteja. Vas-
taavasti aliavaruudet Col (A) ja N(AT) ovat toistensa ortogonaalikomple-
mentteja. Taméd ilmenee myos kuvasta, silld vastaavat aliavaruudet ovat
kohtisuorassa kesken&an.
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Kuvasta 1 ndkyy myos Lauseen [2.3| tulos, silld riviavaruudella ja sara-
keavaruudella on sama dimensio r. Lisdksi ytimien N(A)ja N(AT) dimensiot
on laskettu yhtiloiden @) avulla ja merkitty kuvaan.

Col(A)

dimm—r

Kuva 1: Yhtdlo Ax = b ja siihen liittyvat neljd aliavaruutta.
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3 Matriisin ATA ominaisuuksia

Tamén kappaleen tarkoituksena on edellisen kappaleen tuloksia apuna
kayttden edetd kohden seuraavassa kappaleessa esiteltdavaa matriisin singu-
laariarvohajotelmaa. Erityisesti matriisi AT A tulee olemaan singulaariarvo-
hajotelman kannalta olennainen ja tarkoituksena on esitelld tdhdn matriisiin
liittyvid mydhemmin tarvittavia tuloksia.

Mairitelma 3.1. Olkoon A n X n matriisi. Jos vektorille v € R"\ {0} ja luvulle
A € R pétee

Av = Ao,

niin luku A on matriisin A ominaisarvo ja vektori v sithen liittyva ominaisvek-
tori.

Yhtépitdvasti matriisin A ominaisarvot saadaan yhtalosta
det(A - AI) =0,

jossa det (A — AI) on niin sanottu matriisin A karakteristinen polynomi. Karak-
teristisen polynomin juuren monikertaa sanotaan ominaisarvon algebralli-
seksi kertaluvuksi.

Esitellddn seuraavaksi matriisin ominaisarvojen yhteydessd diagonaa-
limatriisin ominaisarvoja koskeva aputulos, sekd similaaristen matriisien
maddritelma ja siihen liittyva aputulos, joita tarvitsemme mydhemmin kap-
paleessa 7.

Lemma 3.2. Olkoon D n X n diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat
A1, ..., Ay. Tilloin matriisin D diagonaalialkiot ovat sen ominaisarvot algebral-
liset kertaluvut huomioiden.

Todistus. Nyt matriisin D karakteristinen polynomi on
AM—A - 0
det(D — AI) = det| . :
0 e A=A
=M =A) (A= A).

Tasta muodosta ndhdédan, ettd matriisin D diagonaalialkiot A4,..., A, ovat
karakteristisen polynomin juuret, jolloin ne ovat matriisin D ominaisarvot
algebralliset kertaluvut huomioiden. |

Maairitelma 3.3. Olkoon A ja B n X n matriiseja. Matriisit A ja B ovat simi-
laariset, jos on olemassa kdantyva n X n matriisi C siten, etta

B=C'AC

Talloin merkitian A ~ B.
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Lemma 3.4. Olkoon A, B ja D n X n matriiseja. Lisiiksi olkoon A ~ B ja A ~ D.
Tilldin

(i) B~D,
(ii) matriiseilla A ja B on samat karakteristiset polynomit,

(iii) matriiseilla A ja B on algebralliset kertaluvut huomioiden samat ominaisar-
vot.

Todistus. Lauseen todistuksessa on kédytetty apuna kirjan [1] kappaleen 6.3
Lauseen 1 todistusta.
(1) Matriisit A ja B ovat similaariset, joten on olemassa kddntyva matriisi
C, jolle B = C1AC. Lisdksi A ~ D, joten on olemassa kdantyva matriisi P,
jolle A = P1DP. T&lloin saadaan
B=C"AC
= CY(P'DP)C
= (PC)"'D(PC)

Siispa B ~ D.

(1) Matriisit A ja B ovat similaariset, jolloin on olemassa kdantyva mat-
riisi C, jolle B = C"'AC. T4llsin determinantin laskusaantoja kiayttden mat-
riisin B karakteristiselle polynomille saadaan

det (B — AI) = det (CT'AC - Al)

= det (C"'AC - AC7'IC)

= det (C"'AC - C71(AD)C)

= det(C"}(A - AD)C)

= det (C ') det (A — Al)det (C)
= det(C™!)det (C) det (A — Al)
= det(C71C) det (A — A
=det(I)det(A — AI)

= det (A — AI).

Siispd matriiseilla A ja B on samat karakteristiset polynomit.

(1if) Matriisien A ja B karakteristiset polynomit ovat kohdan (i) nojalla
samat, joten ndiden karakterististen polynomien juuret ovat myods samat.
Namaé juuret ovat matriisien A ja B ominaisarvot ja niiden algebralliset
kertaluvut ovat samat. |
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Ennen matriisiin AT A liittyvien tuloksien esittelya tarvitsemme ortogo-
naalisesti diagonalisoituvan matriisin maaritelmén ja kaksi apulausetta. Nais-
td ensimmadisen mukaan symmetrinen matriisi on ortogonaalisesti diago-
nalisoituva ja toisen mukaan matriisin aste ei muutu mikali sitd kerrotaan
kdantyvalla matriisilla.

Mairitelma 3.5. n X n matriisi A on ortogonaalisesti diagonalisoituva, jos on
olemassa ortogonaalinen matriisi Q siten etta

Q"AQ =D,

missd D on diagonaalimatriisi ja sen diagonaalialkiot A1, A5,..., A, ovat
matriisin A ominaisarvot algebralliset kertaluvut huomioiden.

Lemma 3.6. Olkoon A n X n symmetrinen matriisi. Tilloin A on ortogonaalisesti
diagonalisoituva.

Todistus. Tamén lauseen todistus sivuutetaan tdssa tyossa. Todistuksen voi
halutessaan lukea teoksen [1] kappaleesta 6.4. |

Lemma 3.7. Olkoon A m X n matriisi. Lisiksi olkoon B n X n kidntyvi matriisi
ja C m X m kidntyvid matriisi. Tilloin rank (A) = rank (AB) = rank (CA).

Todistus. Lauseen todistus on tehty teoksessa [5] olevien Seurauksen 5.4.3
ja Lemman 5.4.3 todistuksien ideoita yhdistimalld. Naytetdan aluksi, ettd

Col (AB) = Col(A). Olkoon matriisi A muotoa A = (a1 ap - an) ja

matriisi B muotoa B = (b1 by --- bn). Merkitdan matriisin B paikalla j
olevaa sarakevektoria b; = (B1,2,...,fn)- Tdlloin matriisin AB paikalla j
oleva sarakevektori on muotoa

Ab] = ﬁlal + ﬁzaz +...+ ﬁnan,

missd ay,ay,...,a, € Col(A)ja p1,p2,...,pn € R. Koska Col (A) on aliava-
ruus, niin edelleen Ab; € Col (A). Siispé tdsté seuraa, ettd Col (AB) C Col (A).

Toisaalta Col (4) = Col(ABB™') = Col((AB)B™!) C Col (AB) aiemman
kohdan nojalla, silld matriisi B~! on kiantyva. Tallsin siis on Col (AB) =
Col (A) ja siispd rank (AB) = rank (A).

Naytetddn seuraavaksi, ettd Row (CA) = Row (A). Nyt pédtee

Row (CA) = Col ((CA)T)
= Col(ATCT)
C Col(AT)
= Row (A),
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silld matriisi CT on kdantyva. Matriisin cT kdantyvyys seuraa matriisin C
kaantyvyydests, silla CT(C™)T = (C1C)T = I" = I. Toisaalta myos
Row (A) = Row (C™!CA)
= Col((C"'cA)")
= Col ((CA)"(C™MT)
c Col ((CA)")
= Row (CA),
silld matriisi (C™!)T on matriisin CT kaénteismatriisina kdéntyvd ja mat-
riisi (CA)T on n X m matriisi. Talloin siis Row (CA) = Row (A), jolloin

dim Row (CA) = dim Row (A). Téastd seuraa astelauseen nojalla, ettad
dim Col (CA) = dim Col (A) ja siispa rank (CA) = rank (A). O

Esitelldsn seuraavaksi kaksi matriisiin AT A liittyvaa tulosta, joita tarvit-
semme myohemmin matriisin singulaariarvohajotelman todistuksessa.

Lause 3.8. Olkoon A m X n matriisi. Tilloin n X n matriisilla AT A on seuraavat
ominaisuudet

(i) matriisi ATA on symmetrinen,
(ii) matriisin AT A ominaisarvot ovat ei-negatiivisia,
(iii) matriisi ATA on ortogonaalisesti diagonalisoituva,

(iv) matriisin ATA aste vastaa sen positiivisten ominaisarvojen lukumiidrii al-
gebralliset kertaluvut huomioiden.

Todistus. (i) Symmetrisyyden ndyttaminen onnistuu suoralla laskulla trans-
poosin laskusdantsja kayttaen

(ATA)T = AT(AT)T = ATA.

(ii) Olkoon A matriisin ATA ominaisarvo ja v sitd vastaava ominaisvek-
tori. Talloin

IAvI = (A0)" (Av)
=0T AT(Av)
=0 (ATA)
= vl (Av)
= Avlo

= Alfoll*.

15



Tasta saadaan

2
_ 1Al

=t >
[[2]]

Tilloin ndhdddn, ettd matriisin ATA ominaisarvo A on ei-negatiivinen.

(iii) Kohdan (i) mukaan matriisi ATA on symmetrinen, jolloin Lem-
mannojalla matriisi ATA on ortogonaalisesti diagonalisoituva.

(iv) Kohdan (iif) nojalla matriisi AT A on ortogonaalisesti diagonalisoitu-
va, joten on olemassa ortogonaalinen matriisi Q siten ettd

(5) Q'(ATAQ =D,

missd D on diagonaalimatriisi ja sen diagonaalialkiot A1, A,..., A, ovat
matriisin ATA ominaisarvot. Nyt matriisi Q on ortogonaalinen eli se on
kddntyva ja Q7! = QT. Tallvin kun operoidaan yhtaloa vasemmalta
matriisilla Q ja oikealta matriisilla QT, niin saadaan

ATA = QDQ".

Talloin rank (ATA) = rank(QDQT). Lisdksi Lauseen nojalla
rank (QDQT) = rank (D), silld matriisit Q ja QT ovat kaantyvia. Siispd saa-
daan, ettd rank (AT A) = rank (D). Diagonaalimatriisi D on muotoa

A0 Lo 0

0 A, ... O
D=. . . |

0 0 ... Ay

missd luvut Ay, Ay, ..., A, ovat matriisin ATA ominaisarvot. Nyt matriisin
D muodosta ndhdéén, ettd kaikki matriisin D sarakkeet, joilla on nollasta
poikkeava ominaisarvo ovat lineaarisesti riippumattomia. Nama nollasta
poikkeavat ominaisarvot ovat kohdan (ii) nojalla positiivisia. Tall6in mat-
riisin D aste vastaa matriisin ATA positiivisten ominaisarvojen lukuméaéraa
algebralliset kertaluvut huomioiden. Nyt kuitenkin rank (ATA) = rank (D),
joten vdite on todistettu. m]

Seuraavan tuloksen mukaan matriiseilla A ja ATA on sama aste. Lisaksi
niilld on sama ydin.

Lause 3.9. Olkoon m X n matriisin A aste rank (A) = r. Tilloin myds matriisin
ATA aste on rank (AT A) = r. Lisiiksi N(A) = N(ATA).

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettdi N(A) = N(ATA). Olkoon x € N(A). Talloin
Ax = 0, josta saadaan ATAx = 0. Tastd seuraa, ettd x € N(ATA). Siispa
N(A) € N(ATA).
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Toisaalta olkoon x € N(ATA), jolloin (ATA)x = 0. Tasti saadaan
xT(ATA)x = 0, joka on transpoosin laskusiddntdjen nojalla sama kuin
(Ax)T(Ax) = ||Ax|? = 0. Taytyy siis olla Ax = 0, joten x € N(A). Néin ol-
len N(ATA) € N(A). Siispa tdytyy olla N(A) = N(ATA). Nyt A on m x n
matriisi ja ATA on n X n matriisi, jolloin dimensiolauseen nojalla

7

rank (A) + dimN(A) = n
rank (ATA) + dim N(ATA) = n

joten
rank (A) + dim N(A) = rank (ATA) + dim N(ATA),
ja tdstd saadaan

rank (A) = rank (ATA).
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4 Matriisin singulaariarvohajotelma

Téssd kappaleessa esitellddn tamén tyon paatulos, eli matriisin singulaariar-
vohajotelma. Hajotelman avulla jokainen m X n matriisi A voidaan esittda
muodossa A = ULV, missd matriisit Uja V ovat ortogonaalisia ja £ on dia-
gonaalimatriisi. Lisdksi todistetaan tama tulos ja lasketaan esimerkki hajo-
telma konkreettiselle matriisille. Kappaleen lopuksi tutustutaan hajotelman
toimintaan.

Mairitelmda 4.1. Olkoon A m X n matriisi. Matriisin A singulaariarvot
o1,...,0, ovat matriisin ATA ominaisarvojen Aq,...,A, nelidjuuret o; =

VA; > 0.

Téssd on hyva huomata, ettd Lemman 3.8 mukaan matriisin ATA omi-
naisarvot ovat ei-negatiivisia, jolloin niiden nelidjuuret eli matriisin A sin-
gulaariarvot ovat hyvin méadriteltyja.

Lause 4.2. Jokainen m X n matriisi A voidaan esittid muodossa

o1 0
Orx(n—r) Ul;
o --- o
A=UxvT = (u1 1 um) Ir |
O(W—T)Xi’ O(m—r)x(n—r) UnT

missd matriisin U sarakevektorit u; ovat matriisin AAT ominaisvektoreita. Lisiksi
mxn diagonaalimatriisin X. jirjestyksessi o1 > ... > o, > 0olevat diagonaalialkiot
ovat matriisin A positiiviset singulaariarvot ja matriisi tidydennetiin tarvittaessa
riittdvin suurilla nollamatriiseilla. Matriisin V sarakevektorit v; ovat matriisin
AT A ominaisvektoreita. Lisiksi matriisit U ja V ovat molemmat ortogonaalisia.

Todistus. Tamédn lauseen todistuksessa on kéytetty apuna teoksen [2]
Lauseen 6.5.1 todistusta. Lemman nojalla kaikki matriisin ATA ominai-
sarvot ovat reaalisia ja ei-negatiivisia. Lisdksi matriisille ATA on olemassa
sen ortogonaalisesti diagonalisoiva matriisi V.

Nyt siis Lauseen 4.2 matriisit ATA ja V ovat hyvin madariteltyja. Nain
ollen voidaan matriisin V sarakevektorit eli matriisin ATA ominaisvektorit
jdrjestdd niihin liittyvien ominaisarvojen

M>A>...>21,2>0

madradmadn jarjestykseen. Koska ndiméd ominaisarvot ovat reaalisia ja ei-
negatiivisia, niin matriisin A singulaariarvot ovat

0]-:\//\7]- ji=1,...,n
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Olkoon matriisin A aste r. Talloin Lemman mukaan matriisin ATA aste
on myos r. Toisaalta Lauseen kohdan (iv) nojalla matriisin ATA aste
vastaa sen positiivisten ominaisarvojen lukumaaraa algebralliset kertaluvut
huomioiden eli ominaisarvoille patee

M=2A>...2A,>0 ja A1=Ao=...= A, =0.
Vastaavasti singulaariarvoille patee
o1=20p>...20,>0 ja Op41 =02 =...=0, =0.

Esitetadn matriisi V = (Vl Vz) ndihin ominaisarvoihin liittyvien ominais-
vektorien avulla siten, ettd

Vi :(7)1 Ur) ja V22(0r+1 Un)-
Lisdksi olkoon
01 0o ... 0
0 (0] 0
Y= )
o 0 ... o,

r X r diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat positiiviset singulaa-
riarvot o1, ..., 0,. Tdlloin hajotelman varsinainen m X n matriisi X voidaan
muodostaa matriisista X tdydentdmallad se sopivan kokoisilla nollamatrii-
seilla, jolloin

¥, O
Y= .
(6 o

Nyt olemme muodostaneet singulaariarvohajotelman matriisit V ja X. Teh-
tdvana on siis vield muodostaa ortogonaalinen matriisi U = (u1 e um)
siten, ettd

A=Uuxv?
tai yhtd pitdvasti
(6) AV = UX.

Tarkastelemalla muotoa @ sarakkeeseen r asti huomataan, etti
Avjzajuj, j=1,...,r

Maiéritellaan timan avulla
1

7 = —Av;, i=1,...,
) uj= A, ] r
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ja

u, = (u1 ur).
Talloin ndilld merkinnoilld pétee
(8) AVy = U L.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd matriisin U; sarakevektorit ovat keskendin
ortonormaaleja. Nyt kaikille 1 <i<rjal < j<rpitee

T
(ul- | Ll]') = U; 1/[]'

T
(o] (7]‘
= (lviTAT) (lAv]')
(oF] G]‘

1
= —7v;" (AT Av))
Ol‘G]'

1
= 'viT(/\ V) (vj on matriisin AT A ominaisvektori eli (ATA)U]' = Ajvj)

i0j

L o1, 2
= —70; (0]

(o]
]
= —UZ‘TU]'
(o]

)0 i#]
1 i=g]
silld ortogonaalisen matriisin V1 sarakevektorit vy, ..., v, ovat ortonormaa-
leja. Siispd my0s matriisin U sarakevektorit uy, ..., u, ovat ortonormaaleja.
Lausekkeesta (7) niahdédan sarakeavaruuden mééritelman mukaan, et-
ta ortonormaalit vektorit uq, ..., u, kuuluvat matriisin A sarakeavaruuteen
Col (A). Tdmén sarakeavaruuden dimensio on r, jolloin {uy, . . ., u,} muodos-

taa avaruuden Col (A) ortonormaalin kannan. Avaruuden Col (A) ortogo-
naalikomplementin Col (A)* dimensio on Lauseen[2.5mukaan m—r. Olkoon
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siis {tty41, ..., Uy} avaruuden Col (A)* ortonormaali kanta. Maéritellaan
= (i ),
ja
U=(th ).

Edelleen Lauseen mukaan {uq,..., Uy, U1, - .., Uy} muodostaa avaruu-
den R" ortonormaalin kannan. Talloin matriisi U on ortogonaalinen.
Meidan taytyy vield nayttas, ettd todella

A=Uzv".
T&ta varten tarvitsemme aputuloksen, jonka mukaan
A=AViViT.

Naytetddn tdimd seuraavaksi. Nyt matriisin V, sarakevektorit v,.1,...,0,
ovat ominaisarvoa A = (0 vastaavia ominaisvektoreita, jolloin

ATAvj:O j=r+1,...,n

Tastda ndhddan, ettd vektoritv,4q, . .., v, kuuluvat ytimeen N (ATA). Toisaalta
Lemman 3.9 nojalla N(ATA) = N(A), jolloin samat vektorit kuuluvat myos
ytimeen N(A). Talloin

AV, =0.
Lisdksi matriisi V on ortogonaalinen, joten
I=VVT=viviT + VaVol
Téalloin saadaan haluamamme aputulos
) A=Al
= A(ViV1T + VoV,
= AT + AV Vo
= AViVT + 0V, "
= AV1Vq.
Tamén jilkeen yhdistamailld kohdat (8) ja (9) saadaan
uzv’ = (U W) (%1 8) (%i)
= U5 V"

= AV, VT
=A.
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Talloin
A=UzV"
Naytetddn vield lopuksi, ettd matriisin U sarakevektorit 1; ovat matriisin
AAT ominaisvektoreita. Kdyttimalld tietoa, ettd matriisi V on ortogonaali-

nen eli VIV = [ ja matriisille A todistamaamme hajotelmaa A = ULV’
saadaan

(10) AAT = uzvT (usvT)'
= uzv’ ((vhIsTu")
=uxviwzruh
= uxigtu’
=urx'u’.
Tassd matriisi ZXT on edelleen diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot

ovat B1, B2, - - -, Bm- Talloin matriisi U diagonalisoi matriisin AAT ortogonaa-
lisesti. Y1l4 oleva yhtilo AAT = UELETUT voidaan kirjoittaa myos muodossa

AATU = uzxT,
josta saadaan
(AAT)MZ' = ,Biul- i= 1, ce.,m.

Nyt ndhdddn, ettd matriisin T diagonaalialkiot 1, 2, . . ., Bm Ovat matrii-
sin AAT ominaisarvoja ja vektorit 1; ovat matriisin AAT ominaisvektorei-
ta. O

Muodostetaan seuraavaksi esimerkkind singulaariarvohajotelma sopi-
van yksinkertaiselle matriisille, jotta hajotelman idea on helpompi hahmot-
taa. Seuraava esimerkki on lainattu teoksen [3] sivulta 616.

0 01
Tarvitsemme aluksi matriisin AT A ominaisarvot. Laskemalla saadaan mat-
riisiksi

Esimerkki 1. Muodosta singulaariarvohajotelma matriisille A = (1 1 0).

110
ATA=[1 1 o0].

0 01

Matriisin ATA karakteristinen polynomi on

det(ATA - AI) = -A3 + 312 -22,
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jolloin tdim&n polynomin juuret eli matriisin ATA ominaisarvot ovat A; = 2,
Az = 1ja Az = 0. Néitd ominaisarvoja vastaavien ominaisvektorien selvit-
tdaminen on melko mekaanista, mutta tyolastd. Taméan vuoksi sivuutetaan
ndiden laskeminen tdssd yhteydessd ja todetaan, ettd ominaisarvoja vastaa-
vat ominaisvektorit ovat

1 0 -1
wy=|1], wy=[0] ja ws=]|1
0 1 0

Ndistd ominaisvektoreista huomataan, ettd (w; | wp) = 0, (wq |w3) = 0 ja
(wy | w3) = 0. Siispd ne ovat ortogonaalisia. Matriisin V' muodostamista
varten ndimd ominaisvektorit tdytyy vield normeerata. Saadaan siis orto-
normaalit vektorit

1 _L
R IR
vlzﬁ, v =|0 ja wv3= B
0 1 0

Matriisin A singulaariarvot saadaan matriisin ATA ominaisarvojen nelit-
juurina o1 = \/E, 0y = Vi=1 jaosz = 10 = 0. Matriisin ¥ muodostamisessa
on tirkedd huomata, ettd hajotelman mukaan vain positiiviset singulaa-
riarvot otetaan mukaan. Siispéd singulaariarvoa o3 = 0 ei oteta mukaan
matriisiin X. Nyt voimme muodostaa matriisit V ja X. Saadaan

V2
1
V2
0

10_L
V2
v=lL o L jaZ:(
1

0

V2 00
0 1 0/

Meidén taytyy vield muodostaa matriisi U. Lasketaan matriisin U sarake-
vektorit yhtilon (7) avulla. Saadaan

ja
1, _11108_0
”2‘(;2”2‘10011‘1'

Téssd on hyva huomata, ettd sarakevektoria u3 ei voida laskea, silld 03 = 0.
Tama ei kuitenkaan ole tarpeenkaan, silld vektorit 11 ja up ovat valmiiksi or-
tonormaaleja ja muodostavat avaruuden R? ortonormaalin kannan. Talloin
matriisiksi U saadaan
10
a-ft ).
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Matriisin A singulaariarvohajotelma on siis

1 1
r_ (1 0\(v2 0 0\ ¥ ¥
= = 1.
a=usv=(5 ()| 0
ViV

Halutessaan voi laskemalla varmistaa, ettd nidin todella on.

Tarkastellaan vield singulaariarvohajotelman muodostamista ja toimin-
taa. Lauseessa esiintyvat ortonormaalit kannat {vy,...,0,}, {vy41, ..., 00},
{ur, ..., u} ja {upe1, ..., upm} ovat merkittavassa roolissa singulaariarvohajo-
telman muodostamisessa. Nama neljd kantaa ovat aiemmin kappaleessa 2
mainittujen neljan aliavaruuden Row (A), N(A), Col (A) ja N(AT) ortonor-
maaleja kantoja. Todistetaan timéa seuraavassa lauseessa.

Lause 4.3. Olkoon A m X n matriisi ja A = ULV matriisin A singulaariarooha-
jotelma, missid matriisit

V = (Ul cee Uy Upp1 e vn)
ja
U:(ul cee Uy Upgl o um).

ovat ortogonaalisia. Lisiksi olkoon o1, ...,0, matriisin A nollasta poikkeavat sin-
gulaariarvot. Tilloin

(i) matriisin A asteon r,

(ii) {v1,...,v;} on aliavaruuden Row (A) ortonormaali kanta,
(iii) {vy41, ..., 0.} on aliavaruuden N(A) ortonormaali kanta,
(iv) {uq,...,u,} on aliavaruuden Col (A) ortonormaali kanta,
(v) {1, ..., U} on aliavaruuden N(AT) ortonormaali kanta.

Todistus. Lauseen todistuksessa on kdytetty apuna kirjan [3] Lauseen 5.17
todistusta.
(i) Koska matriisit U ja VT ovat ortogonaalisina kaantyvia, niin Lem-

man [3.7|nojalla

rank (A) = rank (UZVT)
rank (ZV7)
rank (X)

=T
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(i17) Todistetaan tdmé& kohta ensin, sillda kohta (ii) seuraa tédsta. Tiedam-
me Lauseen4.2]todistuksesta, ettd vektorit v,41, . .., v, kuuluvat matriisin A
ytimeen N(A). Nama vektorit ovat ortogonaalisen matriisin V sarakevekto-
reina ortonormaaleja ja niitd on n—r kappaletta. Lisdksi dimensiolauseen|2.2]
nojalla dim N(A) = n—r, jolloin {v,41, ..., v,} muodostaa aliavaruuden N(A)
ortonormaalin kannan.

(ii) Tiedamme, ettd vektorit {v1,...,v;, Up41,..., 0y} muodostavat ava-
ruuden R” ortonormaalin kannan. Tdstd seuraa, ettd jokainen vektoreista
v1,...,0r on kohtisuorassa jokaisen vektorin v,,1, ..., v, € N(A) kanssa. Tal-
16in sisdtulon lineaarisuuden nojalla vektorit vy, ..., v, ovat kohtisuorassa
kaikkien vektoreista v,41,...,v, muodostettujen lineaarikombinaatioiden
kanssa. Nyt kuitenkin kohdan (iii) nojalla vektorit v,,1,...,v, muodos-
tavat aliavaruuden N(A) ortonormaalin kannan, jolloin vektorit vy, ..., v,
ovat kohtisuorassa kaikkien aliavaruuden N(A) vektoreiden kanssa. Lisadk-
si Lauseen nojalla N(A)* = Row (A), joten vektorit vy, ..., v, € Row (A).
Talloin Lauseen 2.5 mukaan

dim Row (A) = dim R" — dim N(A)
=n—(m-r)

=

Nyt vektorit vy, ...,v, € Row (A) ovat ortonormaaleja eli ne ovat lineaari-
sesti riippumattomia. Lisdksi niitd on r kappaletta, jolloin ne muodostavat
avaruuden Row (A) ortonormaalin kannan.

(iv) Tama kohta on todistettu Lauseen |4.2| todistuksen yhteydessa.

(v) Lauseen todistuksessa madarittelimme, ettd {u,,1,...,u,;;} on ali-
avaruuden Col (A) ortogonaalikomplementin ortonormaali kanta. Nyt kui-
tenkin Lauseennojalla Col (A)* = N(AT). Siispd {ur41, ..., Uy} on aliava-
ruuden N(AT) ortonormaali kanta. O

Artikkelista [4] lainatusta Kuvasta 2 ndhdddn kuinka riviavaruuden
kantavektoreille vy, . .., v, ja sarakeavaruuden kantavektoreille uy, ..., u, on
voimassa yhtdlo Av; = oju;.
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Kuva 2: Neljdan aliavaruuteen liittyvat ortonormaalit kannat.

Tarkastellaan seuraavaksi singulaariarvohajotelman toimintaa yleisesti.
Mitd kukin matriiseista V, L ja U tekevédt? Alkuperdisestd matriisista A
muodostetaan hajotelma ULV, jossa

(1) U on ortogonaalinen m X m matriisi, jonka sarakkeet uy,...,u;, ..., uy
ovat aliavaruuksien Col (A) ja N (AT) kantavektoreita.

(2) X onmxn diagonaalimatriisi, jonka nollasta poikkeavat diagonaalial-
kiot ovat matriisin A singulaariarvot o1 > 07 > ... > 0, > 0.

(3) V on ortogonaalinen n X n matriisi, jonka sarakkeet vy,...,0s,..., 0,
ovat aliavaruuksien Row (A) ja N(A) kantavektoreita.

Tarkastellaan artikkelista [4] lainattua Kuvaa 3. Kuvan merkint&ja on
hieman muutettu tétd tutkielmaa varten. Kuvan tapauksessa n = m = 2.
Matriisi V on ortogonaalinen, jolloin myds matriisi V! on ortogonaalinen.
Kuten jo 1. kappaleessa mainittiin, niin ortogonaalinen matriisi ei muuta
vektoreiden pituuksia tai niiden valisid kulmia. Matriisi V7 toimii talloin
kannanvaihtomatriisina, joka muuntaa kantavektorit v; ja v, standardikan-
nan kantavektoreiksi e ja e;. Matriisi X kuvaa avaruuden R? kantavektorit
e1 ja e avaruuden R? vektoreiksi 11 ja o2ep. Tédssd vaiheessa vektoreiden
pituus voi muuttua, kun niitd kerrotaan singulaariarvoilla o1 ja 02. Tdamén
jalkeen ortogonaalinen matriisi U tekee uuden kannanvaihdon, jossa kan-
tavektoreista o1e; ja 02e; tulee uuden kannan kantavektorit o111 ja oauo.
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Kuva 3: Matriisin A toiminta singulaariarvohajotelman avulla.



5 Pseudoinverssi

Tamén kappaleen laatimisessa on kédytetty apuna kirjan [2] kappaletta 7.7.
Yksi matriisin singulaariarvohajotelman sovelluksista on yhtdloryhméan
Ax = b ratkaiseminen. Yhtaloryhmén Ax = b ratkaiseminen voi olla haasta-
vaa, silld matriisi A ei vélttdmaéttd ole aina kdadntyva tai edes neliomatriisi.
Lisdksi ratkaisua ei ole olemassa lainkaan, mikali vektori b ei kuulu mat-
riisin A sarakeavaruuteen. Mikili ratkaisu on olemassa, niin yhtdloryhma
Ax = b voidaan ratkaista kdyttden kddnteismatriisin yleistystd, jota kutsu-
taan pseudoinverssiksi. Pseudoinverssi voidaan mééritelld singulaariarvo-
hajotelman avulla. Maéritellddn tassd kappaleessa matriisin pseudoinvers-
si ja palataan yhtdloryhméan Ax = b tarkasteluun pseudoinverssin avulla
seuraavassa kappaleessa.

Mikdli A on kddntyva n X n matriisi, jolla on singulaariarvohajotelma
UZVT, niin tissi tapauksessa X on n X n matriisi. Lisdksi matriisilla X on
Lemman [3.7| nojalla sama aste kuin matriisilla A. Matriisi A on kdadntyva,
jolloin sen aste on 7, ja tdlloin my6s matriisin X aste on 7 ja se on kdadntyva.
Lisdksi matriisit U ja V ovat ortogonaalisia, joten matriisin A kddnteismat-
riisi singulaariarvohajotelman mukaan on

A~ = (uzvhH!
— (VT)—l Z_l u—l
= vz urt.

Tapauksessa, jossa A ei ole kddntyva tai edes neliomatriisi, voimme
madritelld kddnteismatriisin yleistyksen eli pseudoinverssin.

Mairitelma 5.1. Olkoon A m X n matriisi, jonka aste on r. Lisdksi olkoon
matriisilla A singulaariarvohajotelma uzvrT, jossa m X n matriisi X on
Lauseen 4.2l mukaan muotoa

o1 - 0
Orx(n-r)
5 0 - o
Otn—ryxr Otm=ryxn-)
Talloin matriisin A pseudoinverssi A* on
AT =vEruT,
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missd n X m diagonaalimatriisi ©* on muotoa

1
o 0
Orx(m—r)
1
. 0 --- -
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

Matriisin £* nollasta poikkeaviksi alkioiksi tulee matriisin A singulaa-
riarvojen kdanteisluvut ja matriisista X* tulee n X m matriisi, toisin kuin
matriisi X, joka on m X n matriisi. Matriisit lohkoittain kertomalla huoma-
taan, etta

Orx(m—r)
ry*

O(m—r)xr O(m—r)x(m—r)

on m X m neliomatriisi, jossa vasemman yldkulman lohkona on r X r ident-
tinen matriisi. Toisaalta

Orx(n—r)
It =

O(n—r)xr O(n—r)x(n—r)

onnXnnelidmatriisi, jonka vasemman yldkulman lohkona on rxridenttinen
matriisi. Edelleen matriisit lohkoittain kertomalla huomataan, ettd

(11) IYfY =% ja  ItIEt =3t

Lisdksi matriisien muodoista ndhddan, ettd tulomatriisit ZX* ja 2*X ovat
symmetrisid. On siis voimassa yhtalot

(12) czHl =" ja  @Eolf=xn

Pseudoinverssi voidaan maééritelld my0s algebrallisesti kdyttden niin
sanottuja Penrosen ehtoja.
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Lause 5.2. Olkoon A m X n matriisi. Tilloin on olemassa yksikisitteinen n X m
matriisi B, joka toteuttaa Penrosen ehdot

(i) ABA =A,
(i) BAB =B,
(iii) (AB)T = AB,
(iv) (BA)T = BA.
Lisiksi matriisi B on muotoa B = A*.

Todistus. Tiedaimme Lauseen nojalla, ettd matriisille A on olemassa
singulaariarvohajotelma UXV". Todistetaan, ettd lause pdtee kun matrii-
si B on aiemmin maédritelty matriisin A pseudoinverssi A*. Olkoon siis
B = A* = VE*U'. Huomataan, ettd yhtaliden ja mukaan matrii-
sit Lja L* toteuttavat Penrosen ehdot. Téta tietoa apuna kdyttden voimme
osoittaa, ettd myos matriisit Aja B = A* toteuttavat naima ehdot. Todistetaan
aluksi Penrosen ehdot ja sen jalkeen matriisin B = A* yksikasitteisyys.

(i) Yhtdlon ja transpoosin laskusddntdjen avulla saadaan
ABA = A(VZ*UNA
= uvi(vzruhuzv’
=uzxtrv’
=uzv’
= A.

(ii) Yhtalon ja transpoosin laskusddntdjen avulla saadaan
BAB = vztul(wuzvhvztu’
=vetiztu’
=veru’
=B.
(iii) Yhtalon (12) ja transpoosin laskusddntdjen avulla saadaan
T
(AB)" = ((uzvT)(vzru"))
T
= (uzzhu’)
=uEzhHru’
=uzstu’
=uzviveru’
= AB.
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(iv) Yhtédlon ja transpoosin laskusddntdjen avulla saadaan

(BAY = ((v=ruhuzvh)
= (V(2+2)VT)T
=vEto)TvT
=vrtevT
=vetu'uzv’
= BA.

Todistetaan vield lopuksi matriisin B yksikésitteisyys. Todistuksessa on kay-
tetty apuna kirjan [2] kappaleessa 7.7 sivulla 471 olevaa todistusta. Olkoon
matriisin B lisdksi my0ds matriisi C, joka tdyttdd Penrosen ehdot. Talldin
Penrosen ehtojen ja transpoosin laskusdantsjen avulla saadaan

(i) (i)

B Y BAB c®cac
Y (BA)B D cao)?
= ATB'B = CCTAT
9 (acA)TB"B 9 ccTaBa)”
= ATCTATBTB = CCTATBTAT
= (CA)(BA)'B = C(AC)T(AB)T
© caBAB @ cacaB
Q cAB Q caB.
Siispd B = C eli matriisi B = A* on yksikésitteinen. m|

Tarkastellaan vield matriisin pseudoinverssin A* toimintaa Kuvan 4
avulla. Kuva on lainattu artikkelista [4], mutta sen merkintjd on hieman
muutettu tdhdn tutkielmaan sopiviksi. Molempien aliavaruuksien Col (A)
ja Row (A) dimensio on 7, ja ndiden aliavaruuksien valilld matriisi A on aina
kdantyva. Tiedimme Lauseen 4.2 todistuksesta, ettad

AU]':O']'M]', jzl,...,r.

Tassd {v1,...,v,} on aliavaruuden Row (A) kanta. Lisdksi {uq,...,u,} on
aliavaruuden Col (A) kanta, jolloin my®os {o1u1,...,0u,} on aliavaruuden
Col (A) kanta. T4alloin matriisi A vie aliavaruuden Row (A) kannan aliava-
ruuden Col (A) kannaksi eli se on kddntyva ndiden kahden aliavaruuden va-
lilla. Nyt vektorit uy, ..., u, ovat ortonormaaleja, jolloin kaikilla j =1, ...,r
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pseudoinverssille A* = VE*UT pétee

T .
Atuj=VIZTU uy, j=1,...r

1
o 0
(.) : Orx(m—r) M1T
= (vl vn) = by
Uy T
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)
1 0
o 0
: Orx(m—r)
0 1 0
= (U 0 ) O 1
1 n
0
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r) :
0
~——
1onrivilla j
0
0
= o) 5
0
0
——

1

5; on rivilld j

Tastd huomataan, ettd tdssd rajoitetussa tilanteessa pseudoinverssi A* toi-
mii matriisin A kddnteismatriisina, ja vie sarakeavaruuden vektorit takaisin
riviavaruuteen. Lisdksi pseudoinverssi A* vie aliavaruuden N(AT) vekto-
rit nollavektoreiksi. Mikéli A on n X n matriisi ja rank (A) = n, niin A on
kaantyva. Talloin dim N(A) = dim N(AT) = 0 ja pseudoinverssi A" yhtyy
kddnteismatriisin A~! kanssa.
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Kuva 4: Pseudoinverssin At toiminta.
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6 Pienimman neliosumman ratkaisu

Mikili yhtdloryhmallda Ax = b ei ole ratkaisua eli vektori b ei kuulu matriisin
A sarakeavaruuteen, niin voimme etsid vektoria ¥, jolle AX on ldhimpéana
vektoria b. Etsimme siis vektoria £, jolle etdisyys

Ib — AX]|

on pienin mahdollinen. Yhtédpitdvasti voimme etsid vektoria X, joka minimoi
lausekkeen

b — Ax||%.

Téalldin vektoria X kutsutaan pienimmin neliosumman ratkaisuksi. Mikéli yh-
taloryhmalld Ax = b on ratkaisu, niin pienimmaén nelidsumman ratkaisulle
X patee

b — Az||> = 0.

Siispéd etsimélld pienimmaén neliGsumman ratkaisua loyddmme myos yh-
taloryhméan Ax = b ratkaisun, mikéli se on olemassa. Tédlloin voimme kes-
kittyd ainoastaan pienimmaén neliosumman ratkaisun loytdmiseen. Vaik-
ka itse yhtdloryhmaén ratkaisua ei olisikaan olemassa, niin usein olemme
kiinnostuneita 16ytdmé&an pienimman nelibGsumman ratkaisun. Pienimmaéan
neliésumman ratkaisemisella on merkittdvia sovelluksia esimerkiksi fysii-
kassa ja tilastotieteessd. Suoran sovittaminen pistejoukkoon on yksi ndista
sovelluksista. Pienimmé&n neliosumman ratkaisun sovelluksista 16ytyy esi-
merkkejd kirjan [2] kappaleesta 5.3.

Pienimmén neliosumman ratkaisun loytdminen onnistuu matriisin
pseudoinverssin avulla. Padstiksemme itse pienimmaén nelidsumman rat-
kaisun loytdmiseen tarvitsemme kuitenkin aluksi suoran summan méari-
telmén ja tdhén liittyvan apulauseen.

Mairitelma 6.1. Olkoon Uja V avaruuden R" aliavaruuksia. Sanotaan, etta
avaruus R" on avaruuksien U ja V suora summa, mikéli jokainen vektori
w € R" voidaan kirjoittaa yksikasitteisesti summana

w=u+v,
missd u € Ujaov € V. Talloin merkitddan R" = U & V.
Lemma 6.2. Olkoon S avaruuden R aliavaruus. Talloin on
R"=Se& St

Todistus. Lauseen todistuksessa on kdytetty apuna kirjan [2] Lauseen 5.2.3
todistusta. Mikédli S = {0} tai S = R”, niin tapaus on selvd. Olkoon nyt
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dim S = 7, missd 0 < r < n. Talloin Lauseen 2.5 nojalla jokainen vektori
x € R" voidaan kirjoittaa muodossa

X = Clxl + A + C;/xr + Cr+1xr+1 + A + Cnxn,

missd ¢; € R, {x1,...,x,} on avaruuden S ortonormaali kanta ja {x,41,..., X}
on avaruuden S+ ortonormaali kanta. T4lloin voidaan merkita

U=cCcix1+: -+ Xy ja U= Crp1Xps1 + - + CpuXy,

jolloin u € S, v € St ja x = u + v. Tdytyy vield osoittaa, ettd timd summa
esitys on yksikasitteinen. Oletetaan, ettd vektori x voidaan kirjoittaa myos
summana y + z, missd y € Sja z € S*. Talloin

Uu+v=x=y+z,
josta saadaan
u—y=z-uo.

Nytu —y € Sjaz—ov € §*, joten kumpikin kuuluu leikkaukseen S N S*.
Kuitenkin S N S+ = {0} jos nimittdin a € SN S+, niin (a|a) = 0elia = 0.
Taytyy siis olla

u-y=0 ja z—v=0.

Talloin siis

O

Mikéli vektori ¥ on yhtdloryhmdn Ax = b pienimmén nelidsumman
ratkaisu ja p = AX, niin p on matriisin A sarakeavaruuden vektori, joka
on ldhimpénd vektoria b. Seuraavan lauseen mukaan tillainen ldhimpéna
oleva vektori on aina olemassa ja lisdksi se on yksikésitteinen.

Lause 6.3. Olkoon S avaruuden R'™ aliavaruus. Jokaiselle vektorille b € R™ on
olemassa yksikdsitteinen vektori p € S, joka on lihinni vektoria b eli piitee

b=yl > |Ib - pll,

kaikille y € S, y # p. Lisiiksi vektori p € S on ldhinni vektoria b € R™, jos ja vain
josb—peSt.

Todistus. Lauseen todistuksessa on kdytetty apuna kirjan [2] Lauseen 5.3.1
todistusta. Lemman[6.2lmukaan R" = S&S*, jolloin jokainen vektorib € R™
voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti summana

b=p+z
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missd p € Sjaz e St. Talloin mikéli vektori y € Sja y # p, niin
I =yl = b = p) + ( = YIP.

Nyt vektoritp — y € Sjab — p = z € S* ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa,
jolloin Pythagoraan lauseen mukaan

b= yl* = 16— pI* + llp — yII*.
Téastd seuraa, etta
16—yl > b - pll.

Téalloin vektorin b yksikédsitteisessd summaesityksessd b = p+z oleva vektori
p € S on aina olemassa ja se on ldhinna vektoria b, silld patee

b=yl > llb - pll,

kaikilley € S, y # p.

Osoitetaan vield, ettd vektori p € S on ldhinna vektoria b € R™, jos ja
vain jos b — p € S*. Olkoot vektorip € Sja b — p € S*. Télloin aikaisemman
todistuksen nojalla vektori p on ldhinna vektoria b.

Olkoon vektori p € S ldhinnd vektoria b € R". Taytyy osoittaa, ettd
b —p € St. Nyt Lemman [6.2l mukaan R™ = S @ S+, jolloin vektori b € R™
voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti summana b = u+v, missd u € Sjav € S*.
Téalloin vektoreille p ja u patee

p=u+(p—u).
Tastd saadaan
b —pll = (b —u) + (u—p)ll.

Vektorit b —u € S* ja u — p € S ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, joten
Pythagoraan lauseen mukaan

(13) 16— plI*> = lIb — ul® + llu - pl?

2
2 [Ib—ull”.

Toisaalta vektori p € S on oletuksen mukaan ldhinné vektoria b € R™, joten
pétee ||b—pl| < ||b -yl kaikilla y € S. Talloin erityisesti vektorille u € S pétee

16 = pll < 11b = ull.
Té&lldin myos normien nelidille pétee

(14) b - plI* < |Ib — ull.
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Siispé kohdat (13) ja yhdistdmailld saadaan

b= ul® > |Ib - pl®
=Ib—ull® + [Ju - pIP

> [1b -~ ul”.
T&lloin on oltava

llu = pl? =0,
joten taytyy olla u = p ja tdlloin vektorille b € R™ pétee

b=u+v=p+vo.
Siispd saadaan
b-p=veSt.
o

Seuraavan lauseen mukaan yhtidloryhman Ax = b pienimmaén nelio-
summan ratkaisun 16ytdminen vastaa niin sanottujen normaaliyhtildiden
ratkaisemista. Tamé&n lauseen avulla padsemme pienimmaén neliGsumman
ratkaisun 16ytamiseen pseudoinverssin avulla.

Lause 6.4. Olkoon b € R™ ja A m X n matriisi. Tilloin ¥ € R" on yhtiloryhmin
Ax = b pienimmiin neliosumman ratkaisu, jos ja vain jos X toteuttaa normaaliyh-
tilot

ATAx = ATh.

Todistus. Lauseen todistuksessa on kdytetty apuna kirjan [2] kappaletta 5.3.
Vektori ¥ on yhtdloryhmén Ax = b pienimman neliosumman ratkaisu, jos ja
vain jos p = A% on matriisin A sarakeavaruuden vektori, joka on 1ahimpéana
vektoria b. Lisdksi Lauseen [6.3| mukaan vektori p € Col (A) on ldhimpéna
vektoria b € R™, jos ja vain jos vektori

b-p=b-Ax

kuuluu matriisin A sarakeavaruuden ortogonaalikomplementtiin Col (A)*.
Toisaalta Lauseen nojalla tiedimme, ettd Col (A)™ = N(AT). Siispa vek-
tori ¥ on pienimmaén nelidésumman ratkaisu, jos ja vain jos

b - Ax e N(AT).
Eli yhtapitavasti, jos ja vain jos

AT(b - A%) = 0.
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Téastd seuraa, ettd vektori X on pienimmaén nelidgsumman ratkaisu, jos ja vain
jos

ATA% = ATh.
O

Nyt padsemme yhtdloryhméan Ax = b pienimmaén neliosumman ratkai-
sun loytdmiseen matriisin A pseudoinverssin avulla. Osoitetaan kahden
seuraavan lauseen avulla, ettd pienimmé&n nelibsumman ratkaisu 16yde-
tddan aina pseudoinverssin avulla. Keskitytdan yleiseen m X n matriisiin A.
Té&lloin meilld on kaksi mahdollista tapausta riippuen matriiisin A asteesta.
Késitellddn seuraavassa lauseessa ensin tapaus, jossa matriisin A aste on
taysi eli rank (A) = n. Tdssa tapauksessa pienimmaén nelidsumman ratkaisu
on aina olemassa ja lisdksi se on yksikésitteinen.

Lause 6.5. Olkoon b € R™ ja A m X n matriisi, jonka aste on r = n. Lisitksi olkoon
UZVT matriisin A singulaariarvohajotelma. Tilloin

F=A'h=VvVrtulp
minimoi lausekkeen ||b — Ax|* yli vektorien x € R". Lisiksi timid minimoiva

vektori X on yksikdsitteinen.

Todistus. Lauseen todistuksessa on kdytetty apuna kirjan [2] sivulta 472
loytyvaa todistusta. Olkoon A on m X n matriisi, jonka aste on n. Talloin
m X n matriisi £ ja n X m matriisi T ovat muotoa

o1 - 0
; gl -+ 0
e o . . .
X = n Ja ZT = : .. : Onx(m—n) 7
0 o
O(m—n)xn !

joissa 0; > 0 kaikille j € {1,...,n}. Lisdksi Maaritelméan [ mukaan n X m
matriisi " on muotoa

= . Onx(m—n)
on
Nyt matriisit Z7 ja © lohkoittain kertomalla huomataan, etta
012 o0
¥y = :
0 - 0,2
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Tastda muodosta nihdaan, ettd matriisilla 7YX on n kappaletta lineaarises-

ti riippumattomia sarakevektoreita eli sen aste on n. Tédlloin se on n X n

matriisina kdantyva ja

1

4o 0

o)™ = L

0o --- 017

Té&lloin matriisit lohkottain kertomalla huomataan, etta
@'y 1zt = 2+,

Lauseen 3.9 nojalla 7 x 1 matriisin ATA aste on 7, jolloin se on kaantyva.
Nyt singulaariarvohajotelmassa A = ULV esiintyva matriisi V on ortogo-
naalinen ja matriisit V, V7 ja (Z72)7! ovat kaikki n X n matriiseja, jolloin
kdanteismatriisin laskusdantojen nojalla saadaan

(ATAY" = ((vETuTuzvT)
- (veTeyvT)”
- (v (xTy) v
=vETo) vl
Olkoon p = Ax € Col (A) vektori, joka on ldhimpéna vektoria b. Tdama vek-
tori p on Lauseen [6.3|nojalla olemassa. Talloin vektori ¥ on yhtdloryhméan

Ax = b pienimmén nelidsumman ratkaisu ja se toteuttaa Lauseen |6.4f mu-
kaan normaaliyhtilot, jolloin siis

ATAz = ATb.
Operoimalla puolittain matriisilla (ATA)~! saadaan
x=(ATA)ATD

= wvEoytvhyweTuhp

=vEo) 1=Tu’p

=VItu's

=A*D.
Nyt olemme osoittaneet, ettd vektori ¥ = A*bminimoi lausekkeen [|b — Ax| |2 .

Lisdksi ndhddan, ettd vektori ¥ = A*b on yksikésitteinen. |

Toinen mahdollinen tapaus on se, ettd m X n matriisin A aste on r < n.
T&lloin lausekkeen ||b — Ax||2 minimoivia pienimmaén neligsumman ratkai-
suja on ddrettdoman monta. Pseudoinverssi antaa tdssd tapauksessa pienim-
méan nelibsumman ratkaisun ¥, jonka normi ||%|| on pienin mahdollinen.
Naytetddn tdima seuraavassa lauseessa.
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Lause 6.6. Olkoon b € R™ ja A m X n matriisi, jonka aste on r < n. Lisiiksi olkoon
ULZVT matriisin A singulaariarvohajotelma. Tilloin

f=ATb=VvZtu'p

minimoi lausekkeen ||b —Axll2 yli vektorien x € R™. Lisiksi mikili jokin muu
vektori z minimoi lausekkeen ||b — Ax|?, niin tilloin ||z|| > ||]!.

Todistus. Tamdn lauseen todistamisessa on kdytetty apuna kirjan [2]
Lauseen 7.7.1 todistusta. Olkoon x € R" ja méaritelldan

c=Ub= (Cl) ja y=Vix= (yl),
2 Y2

missd c1,y1 € R", co € R" " jay, € R"" . Lisdksi tehdddn merkinta

61 -+ 0
: A OrX(n—r)
s_| 0 o :(21 O)
0 0)
O—ryxr Opn-r(n-r)
o1 - 0
missd Xy =| : .. ! |onrXrdiagonaalimatriisi.
0 - o

Nyt matriisi U” on ortogonaalinen, jolloin Lauseen [1.7/nojalla saadaan
2
Ib - Ax|[* = U (b — Ax)]
= Ut - uT UV

= |U"b - (V)|
= lc - Zy|l?

o) (5 o))

2
1= X1y
(%]

2 2
= ller = Zyyall” + lle2ll”.

2

Téssd vektori c; ei ole riippuvainen vektorista x, jolloin lausekkeen [|b — Ax|P?
arvo on pienin mahdollinen, kun

ller = Xqyall = 0.
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Téama on mahdollista, jos ja vain jos
Liyr =c1,

missd matriisi Y1 on kdédntyva ja

Tallin operoimalla puolittain matriisilla £; ! saadaan
Ty = T e,
misséa 21_12 = I,xrja y1 € R". Siispd saadaan, etta

yl = Zl'lcl.

T&llsin vektori x voidaan ratkaista yhtalosta y = Vix = (51), ja saadaan
2

Huomataan siis, ettd vektori x minimoi lausekkeen ||b — Ax||2, kun

(15) x= v(zly_zlcl).

Talloin erityisesti jos valitaan y; = 1 ¢y ja y2 = 0, niin

~ 21_1C1
x=V 0 )
1
o 0
: Orx(m—r)
R = “
2
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)
= VItulp
=A"D
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minimoi lausekkeen ||b — Ax||*. Todistetaan viels, ettd vektorin ¥ normi ||%||
on pienimman nelidsumman ratkaisuista pienin mahdollinen. Nyt minka
tahansa muun vektorin z, joka minimoi lausekkeen ||b — Axll2 taytyy olla
muotoa

-1
FEVE V(Zlyzq)’

missd y, # 0. Téssd tdytyy olla y» # 0, silld muuten olisi z = X. Matriisi V7
on ortogonaalinen, jolloin

2 2 _ 2 _ 2 -
Izl = VT2 = IVl = Iyl = 121 el + llyal® > 12 el = 1712
O

Lauseen todistuksesta on hyvd huomata, ettd vektori y» voidaan
valita yht&lossa adrettomdn monella tavalla. Siispa tapauksessa, jossa
matriisin A aste on r < n pienimmaén nelidsumman ratkaisuja on ddreton
madrd. Lisdksi Lause [6.5|ja Lause [6.6| patevat myos neliomatriisin tapauk-
sessa eli, jos m = n. Yhtdloryhméan Ax = b pienimmdn neliosumman ratkai-
su loydetddn siis aina matriisin A pseudoinverssin avulla. Lisdksi saadun
pienimman nelidsumman ratkaisun ¥ normi ||¥|| on pienin mahdollinen ta-
pauksessa, jossa pienimmaén nelidsumman ratkaisuja on ddreton maara.

Lasketaan seuraavaksi esimerkki yhtdlon Ax = b pienimmaén neliosum-
man ratkaisemisesta matriisin A pseudoinverssin avulla. Seuraavan esimer-
kin laatimiseen on kdytetty apuna kirjan [3] Esimerkkia 7.40.

Esimerkki 2. Etsi yhtédlolle Ax = b pienimméan neliésumman ratkaisu, kun

) e el

Huomataan, ettd det(A) = 0 eli matriisi A ei ole kddntyva. Yhtdlo Ax = b
vastaa yhtdloparia

x1+x=0

x1+x=1

Tastda ndhddan, ettd yhtalolla ei ole ratkaisua. Voimme kuitenkin etsid pie-
nimmaén nelidsumman ratkaisun %, joka minimoi lausekkeen ||b - Ax|*. Ta-
mad ratkaisu ¥ 16ydetddn matriisin A pseudoinverssin A* avulla. Tarvitsem-
me siis ensin matriisin A singulaariarvohajotelman. Jatetdan tassd yhteydes-
sd singulaariarvohajotelman yksityiskohtainen muodostaminen tekematta
ja todetaan vain, ettd matriisin A singulaariarvohajotelmaksi saadaan

Lo, (R L
A:usz:(f _Vi](o 0)[f _EJ
VI V2 vz v
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Talloin Méaritelman 4 mukaan matriisin A pseudoinverssi on
(R OE (]

A*=vtu (_ _i](é o)[ﬁ _]( 1)

V2 V2 V2o V2

Matriisin A sarakevektorit ovat lineaarisesti riippuvia, jolloin matriisin A
aste on 1 < 2 = n. Pienimmaén nelidsumman ratkaisuja on siis Lauseen [6.6
mukaan dareton maara. Talloin Lauseen nojalla etdisyyden ||b — Ax]|
minimoivaksi pienimmaén nelidsumman ratkaisuksi saadaan

f:A%:(% %)(O):(}L)
1 1f\q) =1
4 4 4

Téama pienimmdén neliosumman ratkaisu ¥ on my6s normiltaan ||¥|| = 21—‘5

4 4

pienin mahdollinen.
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7 Matriisin approksimointi

Tdamén kappaleen laatimisessa on kdytetty apuna kirjan [2] kappaletta 6.5.1.
Matriisia voidaan approksimoida pienemmaén asteen matriisilla. Ideana on
16ytdad matriisin singulaariarvohajotelman avulla alemman asteen matriisi,
joka on lahimpéna alkuperdistd matriisia. Ensin taytyy kuitenkin méaritel-
1a mitd tdmad ldhimpand oleminen matriisien tapauksessa tarkoittaa. Maa-
ritellddn siis matriiseille kidytettdvd normi, jonka suhteen approksimointi
tehddan. Matriisin approksimoinnissa kdytetdan niin sanottua Frobenius
normia. Ennen Frobenius normin méérittelyd tarvitsemme kuitenkin mat-
riiseille médritetyn sisatulon.

Mairitelmd 7.1. Olkoot A = [a;;]ja B = [b;;] m X n matriiseja. Tall6in matriisi
sisdtuloa merkitdan (-, -) ja

m n
(A, B) = Z Z a,‘jbl‘]’.
i=1 j=1

Mairitelmd 7.2. Olkoon A = [a;;] m X n matriisi ja (-,-) avaruuden R™"
matriisi sisdtulo. Talloin matriisin Frobenius normia merkitdan || - ||r ja

1/2
m n
1/2
lAllE = (A, AN =) Y ay?
i=1 j=1
Frobenius normin maaritelmistd huomataan, ettd ||A|lr = ||AT||F, silld

matriisin A transponointi vaihtaa vain Frobenius normissa olevien alkioi-
den summausjdrjestysta.

Seuraavan lauseen mukaan alkuperdistd matriisia A pienemmaén asteen
matriisi X, joka minimoi normin ||A — X||r, on aina olemassa. Lause on
muotoiltu kdyttden apuna kirjan [2] kappaletta 6.5.

Lause 7.3. Olkoon A m X n matriisi, jonka aste on r ja 0 < k < r. Lisiksi olkoon
M kaikkien niiden m X n matriisien joukko, joiden aste on korkeintaan k. Tdlloin
on olemassa matriisi X € M, jolle

lA = Xllr < [IA = Sll,
kaikille S € M.
Todistus. Tamén lauseen todistus sivuutetaan tdssa tyossa. m|

Mikili kuitenkin oletetaan, ettd tima Lauseen |[/.3|normin ||A — X]|p mi-
nimoiva matriisi X on olemassa, niin tdlloin kyseinen matriisi X voidaan
16ytdd matriisin singulaariarvohajotelman avulla. Ennen tdmén tuloksen
esittelyd ja todistusta tarvitsemme kaksi Frobenius normiin liittyvaa tulos-
ta.

44



Lemma 7.4. Olkoon A m X n matriisi ja Q m X m ortogonaalinen matriisi. Tilloin

1QAllF = lIAllF.

Todistus. Tamdn lemman todistukseen on kdytetty apuna kirjan [2] Lauseen
6.5.2 todistusta. Olkoon ay,ay, ...,a, matriisin A sarakevektorit. Matriisi Q
on ortogonaalinen, jolloin Lauseen [I.7/mukaan saadaan

141 =" Y (Qap)
i=1 j=1

nom
=1

|(Qaj)i|2

=1

2
[1Qal|

n

~

[
5
~.

Téalloin taytyy olla myos [[QAllr = [|AllF. O
Lemman avulla voimme muotoilla matriisin A Frobenius normin
kédyttden matriisin A singulaariarvoja.

Lause 7.5. Olkoon A mxn matriisi, jonka aste on r. Lisitksi olkoon UL VT matriisin
A singulaariarvohajotelma ja o1, 02, . .., 0, sen positiiviset singulaariarvot. Tillvin

AllF = (012 + 022 + - - + 0,H)V2.

Todistus. Kaytimme apuna jo aiemmin Maéritelman [7.2| yhteydessa todet-
tua tietoa, jonka mukaan yleisesti matriisin S ja sen transpoosin ST Frobe-
nius normi on sama. Lisdksi matriisin A singulaariarvohajotelmassa olevat
matriisit U ja VT ovat ortogonaalisia, jolloin Lemman nojalla

Al = IUZVT||F
==V
= IEVH) e
= IVE e
= 1=
= I

= (012 + 022+ + 0,22
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O

Tarvitsemme vield yhden apuloksen ennenkuin esittelemme tamén kap-
paleen péatuloksen matriisin approksimoinnista. Seuraava aputulos liittyy
matriisin A singulaariarvohajotelman U~V yleiseen muotoon ja siind esiin-
tyvddan diagonaalimatriisiin X.

Lemma 7.6. Olkoon A m X n matriisi, jolla on esitykset A = ULV ja A =
SAYT, joissa matriisit U, V, S ja Y ovat ortogonaalisia, ja matriisit © ja A ovat
diagonaalimatriiseja. Talloin matriisien ¥ ja A diagonaalialkioiden neliot ovat
jirjestysti lukuunottamatta samat.

Todistus. Nyt Lauseen[4.2)todistuksessa olevan yhtdlon (10) mukaan esityk-
sestd A = ULV! saadaan

AAT = uxhHu?
ja vastaavasti esityksestd A = SAYT saadaan
AAT = S(AAT)ST.

Matriisi U on ortogonaalisena kaantyvé, joten matriisit AAT ja ZXT ovat
similaariset. Vastaavasti matriisi S on kddntyva, joten matriisit AAT ja ANT
ovat similaariset. Talloin Lemman[3.4 kohdan (i) nojalla diagonaalimatriisit
Xl ja AAT ovat similaariset.

Nyt Lemman 3.4 kohdan (iii) nojalla diagonaalimatriiseilla LXT ja AAT
on algebralliset kertaluvut huomioiden samat ominaisarvot. Lemman
nojalla ndm4 ominaisarvot ovat diagonaalimatriiseille ZX! ja AAT niiden
diagonaalialkiot. Siispa matriiseilla X7 ja AAT on jarjestystd lukuunotta-
matta samat diagonaalialkiot. Lisdksi ndima diagonaalialkiot ovat matriisien
Aja X diagonaalialkioiden neli6t. Siispd matriisien X ja A diagonaalialkioi-
den neli6t ovat jarjestystd lukuunottamatta samat. |

Nyt voimme esitelld ja todistaa tuloksen, jonka mukaan Lauseen
normin ||A — X||r minimoiva matriisi X voidaan 16ytda matriisin A singu-
laariarvohajotelman avulla.

Lause 7.7. Olkooon A m X n matriisi, jonka aste on r ja singulaariarvohajotelma
UZVT. Olkoon lisiiksi M joukko, joka sisiltiiii kaikki korkeintaan astetta k olevat
m X n matriisit, missii 0 < k < r. Olkoon A’ = UX'VT, missi

G, - 0
: - : 0k><(n—k)
’ o -- Ok Zk 0
Z = =
(60
Om—kyxk Om—yx(n—k)
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ja luvut o1 > ... > oy > 0 ovat ensimmiiiset k kappaletta matriisin A singulaa-
riarvoja. Tilloin A’ € M ja

|A = A'llp = (0ks1? + -+ + 022 < JJA = SlIF,
kaikille S € M.

Todistus. Lauseen todistuksessa on kdytetty apuna kirjan [2] Lauseen 6.5.3
todistusta. Ndytetddn aluksi, ettd

1A= Al = (02 + -+ + D)V
Nyt matriisit U ja V ovat ortogonaalisia, jolloin Lemman [7.4nojalla
(16) A = A"l = IUZVT = UZ' VT
= IUE - )WV
=€ - )Vl
= I = =)WVH e
= IVE -2
=IZ - Z)lIF
=[I(Z - Z)IIF
= (Op® + -+ o)A
Lauseen 7.3 mukaan on olemassa matriisi X € M, jolle
[|A = X]||r < [|A = Sl|F,

kaikille S € M. Matriisin X" diagonaalialkiot ovat matriisin A nollasta poik-
keavia singulaariarvoja. Talloin ndhdé&éan, ettd matriisilla X’ on k kappaletta
lineaarisesti riippumattomia sarakevektoreita, jolloin matriisin X’ aste on k.
Lisdksi matriisit Uja V' ovat ortogonaalisina kizntyvid, jolloin Lauseen
nojalla matriisin A’ = UX'VT aste on k. T4lloin A’ € M ja pétee

(17) 1A = Xllp <A = A"llF = (0k1® + - + o)

Riittad siis ndyttda, ettd

(18) 1A = Xllp 2 (ger® + -+ +0,%) 12,

Tallsin olisi kohtien (17) ja nojalla [|A — A’||r = ||A — X]|r, jolloin
IA = A'llr = 1A = Xllr < lA - SlIr

kaikilla S € M, ja lause olisi todistettu.
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Olkoon QQPT matriisin X singulaariarvohajotelma, missa

w; - 0
oo Okx(n-k)
o - Wi Qk O
Q= = .
( 0 0)
O(m—tyxk Om—kyx(n-k)

Téassd matriisin X aste on korkeintaan k, joten joillakin j voi olla w; = 0. M&a-
ritellaan B = QT AP, jolloin A = QBPT. Matriisit Q ja P ovat ortogonaalisia,
joten vastaavasti kuin kohdassa saadaan
1A = Xllr = IQBP" — QQP"Ir
= 1Q(B ~ Q)P
= [IB = Ql|F.

Jaetaan matriisi B samankokoisiin lohkoihin kuin matriisi €2, jolloin

kxk kx -k
B B | B
By ‘ By
(m-kxk  (m-kxmn-kK
Talloin saadaan
(19) A - X||2 = |IB - Q2

= |IB11 — % + [IB1allf + 1Bl + [IB22ll2.
Naytetddn, ettd Bip = 0. Jos olisi B1p # 0, niin maéritelldan matriisi

Y= Q(BEf 362) PT.

Bi1 B
Matriisien By ja Bjo muodoista ndhdéan, ettd matriisilla ( 61 62) on kor-

keintaan k kappaletta lineaarisesti riippumattomia rivivektoreita. Talloin

. ... (Bin B . . .
Astelauseenno]alla matriisin ( (1)1 62) aste on korkeintaan k. Lisdksi
matriisit Q ja P' ovat ortogonaalisina kdantyvid, jolloin Lauseennojalla

By B
matriisin Y = Q( 61 (1)2) PT aste on myos korkeintaan k. Talloin matriisi
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Y € Mja|Billz > 0, jolloin saadaan

2
Bi1 B
1A= Y| = HQBPT - Q( 0 52)PT

H Bll B12

= ||B21”[_‘ + ||322||p
B11 — Q2 + |1Bioll? + |1Bo1l% + [|Bazll?
<|IB11 = [z + |IB12llz + [IB21llz + [[B22llz
2
= [|A = X]Iz.

Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, silld matriisille X péatee
(20) lIA = Xllr < [|A = SllE,

kaikilla S € M eli erityisesti my0s matriisille Y € M. Siispd tdytyy olla
By, = 0.

Naéytetddn, ettd vastaavasti By = 0. Jos olisi By; # 0, niin méaritelldan
matriisi

. (Bu O
C_Q(321 O)PT.

B11 O)

Matriisien B1; ja Bp1 muodoista voidaan paatelld, ettd matriisilla (B 0
21

on korkeintaan k kappaletta lineaarisesti riippumattomia sarakevektoreita.
Bn

21
ovat ortogonaalisina kédédntyvid, jolloin Lauseen 3.7] nojalla matriisin C =

Siispd matriisin ( 0) aste on korkeintaan k. Lisdksi matriisit Q ja PT

Q (gz 8) PT aste on korkeintaan k. Tallsin C € Mja ||Byil[Z > 0, joten

IA = CIIF = lIB12ll7 + 1B22lI
<||A—X||F.

Vastaavalla perustelulla kuin kohdassa saadaan, ettd taytyy olla By
0. Nyt siis B2 = 0 ja By = 0, joten yhtalosta (T9) saadaan

2 2 2 2
A = XI[Z = IB11 — Q2 + [IB1all + [1Baall% + 1Bl 2
2
= [IB11 — OklI2 + |IBxl 2.

Naytetddn seuraavana, ettd By = (). Méadritellddn matriisi
B, 0O
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Nyt matriisilla (B(l)l 8) on korkeintaan k kappaletta lineaarisesti riippumat-

tomia sarakevektoreita, joten vastaavasti kuin matriisille C voidaan paatel-
14, ettd matriisin Z aste on korkeintaan k. Télloin Z € M ja saadaan

IA = ZI2 = ||Buall + 1B I} + [IB22ll

= ||Byl|2

< [IB11 — Qll% + 1Bl

=|A - X|I2.
Vastaavalla perustelulla kuin kohdassa nihdaan, ettd ei voi olla ||A —
Z|IZ < |lA — X||2. Siispa taytyy olla [|A — Z|[2 = ||A — X%, joten tdytyy olla
IB11 — OQill2 = 0 eli Byy = (.

Nyt on nédytetty, ettd B, = 0,B,yy =0 ja B11 = (. Siispd matriisi B on

nyt muotoa
Q 0
B = .
( 0 Bzz)
Olkoon matriisin By, singulaariarvohajotelma UlAvlT , jossa luvut
A1,..., A,k ovat matriisin A nollasta poikkeavat diagonaalialkiot. Olkoot

lisdksi matriisit

I O . (e O
e (0 ul) ja Vz—(o vl)'

Talloin A = LIlT By V1 ja matriisit lohkoittain kertomalla saadaan

Ul (Q'AP)V, = UIBV,
(Lo 0\ (O O\[Iox O
B O Lll 0 322 0 Vl
Tixck 0
0 uT 0 BnV;

( 0 UTBzzvl)

(6 )

Talloin saadaan
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Nyt tdssd matriisit QU> ja PV, ovat ortogonaalisia. Tadlloin matriisilla A on

Lemman|7.6/muotoa olevat esitykset A = UX VT jaA = QU (%k 2) (PVy)T,

joten matriisien X ja (%k 2) diagonaalialkioiden neli6t ovat jdrjestysta lu-

kuunottamatta samat. Talloin voimme arvioida matriisin A diagonaalial-
kioiden nelididen summaa A;% +- - - + A,_;* alaspéin matriisin X pienimpien
diagonaalialkioiden nelididen summalla. Ndim4 matriisin X pienimmait dia-
gonaalialkiot ovat Lauseen mukaan o1 + - - - + 0. Tdlloin saadaan

1A = X|lr = [|B22llF
= |IAllF
=AM+ A )2

> (O o+ 02,
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8 Kuvan pakkaaminen

Tamén kappaleen kirjoittamisessa on kdytetty apuna kirjan [3] kappaletta
Digital Image Compression. Yksi matriisin singulaariarvohajotelman sovel-
luksista on kuvan pakkaaminen. Kuvan pakkaamista kdytetddn pienenta-
médn kuvatiedoston kokoa, jotta se veisi vihemman tallennustilaa ja olisi
kustannustehokkaampi ldhettdd esimerkiksi sahkopostin kautta.

Otetaan esimerkiksi 473 x 388 kuvapisteen kokoinen mustavalkokuva,
jossa on 256 eri harmaan savyd. Taméa kuva voidaan tallentaa 473 X 388 ko-
koisena matriisina A, jossa jokainen alkio saa arvon véliltd 0 — 255, riippuen
kunkin kuvapisteen sdvystd. Tama tarkoittaa yhteensa 183524 luvun tal-
lentamista. Valokuvat kuitenkin hyvin usein sisdltavit kuvapisteitd, jotka
eivat ole kuvan hahmottamisen kannalta niin merkittdvassa roolissa kuin
toiset.

Lauseen|7.7|approksimaation avulla matriisiksi tallennettua kuvaa voi-
daan pakata. Osoittautuu, ettd singulaariarvohajotelmassa olevat pienet
singulaariarvot ovat kuvan tarkkuuden kannalta vahemmaén merkityksel-
lisid kuin suuremmat singulaariarvot. Ideana on siis jattdd hajotelmasta pois
pienimpid singulaariarvoja. Taytyy huomata, etta talloin toki menetimme
osan matriisin A sisdltdmastd informaatiosta eli kuvan tarkkuus huononee.
Osoittautuu kuitenkin, ettd tarvitsemme tallentamiseen huomattavasti va-
hemman lukuja, kun pakkaamme kuvan kadyttamalld matriisille A Lauseen
antamaa parasta mahdollista approksimaatiota A’. Matriisit lohkoittain
kertomalla huomataan, etta

01 0
: Okx(n-k) o7
A =uzv’ = (i i) 0 - o :
O(m—tyxk Ogm—t)x(n—k)
01 0 01
: Okx(n-k)
_ 0 cee O Uk
— (ul Ce Uy o .- 0) OT
O(m—tyxk Ogm—k)x(n—k) :
OT
o] - 0 UlT
= (Ml Mk) : : :
0 - o va
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Siispd tarvitsemme ensimmadiset k kappaletta matriisin A singulaariarvoja,
matriisin U ensimmdiset k kappaletta sarakkeita ja matriisin V ensimmadiset
k kappaletta sarakkeita. Tdlloin matriisin approksimaation antamaa kuvan-
pakkaus menetelmdd kdyttden tarvitsemme kuvan tallentamiseen lukuja
yhteensa

k+km+kn=k(1+m+n)

kappaletta.

Kuvassa 5 on MATLAB ohjelmalla tehty kuvan pakkaus kédyttden matrii-
sin singulaariarvohajotelmaa. Pakkauksessa on kéytetty sveitsildisen ma-
temaatikko Leonhard Eulerin muotokuvaa, ja kuvan koko on 473 x 388.
Vasemmassa yldkulmassa on alkuperdinen kuva, jota vastaavan matriisin
A aste on r = 388. Kirjan [6] kappaleesta 15.7.1 16ytyvan ohjeen mukaan
on seuraavalla MATLAB-koodilla tehty alkuperdisestd matriisista approk-
simaatioita kayttdimalld matriisin A singulaariarvohajotelmaa:

A = imread(’euler.jpg’);

A = double(A);

imagesc(A); colormap(gray);

[US V] = svd(A);

figure(2);

A30 = U(:,1:30)%S(1:30,1:30)*V(:,1:30)’;
imagesc(A30); colormap(gray);

Luku k kuvastaa kuinka montaa matriisin A jarjestyksessd suurinta singu-
laariarvoa approksimaatioissa on kaytetty. Ylld olevassa esimerkki koodissa
k = 30. Huomataan, ettd kuva alkaa hahmottumaan nopeasti jo véahdisilla
singulaariarvojen maérilld. Arvolla k = 50 saadaan jo varsin hyva approk-
simaatio alkuperdisestd kuvasta. Tamédn approksimaation tallentamiseen
tarvitaan lukuja yhteensa

k(1 +m +n) = 50(1 + 473 + 388) = 43100

kappaletta. Tdméa on vain noin 23 prosenttia alkuperdisen kuvan tallenta-
miseen tarvittavista mn = 473 - 388 = 183524 kappaleesta. Sddstd on siis
merkittava.
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k=100 k =250

Kuva 5: Kuvan pakkaaminen kdyttden matriisin approksimaatiota. Vasem-
man yldkulman alkuperdinen kuva on Jakob Emanuel Handmannin vuonna
1756 maalama muotokuva Leonhard Eulerista [7].
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