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1 Johdanto

Heisenberg toi kvanttimekaniikan esille vuonna 1925. Vuotta myohemmin Erwin Schrodin-
ger esitteli kehittdminsid aaltomekaniikan (TSAPARLIS [2001). Aaltomekaniikan yhtilo on
perustavanalaatuinen kvanttimekaniikassa, kuten esmierkiksi Newtonin lait klassisessa me-
kaniikassa. Schrodingerin yhtédlod ei ole voitu johtaa tai todistaa, mutta sen on todettu pa-
tevin kokeellisesti. Schrodingerin yhtilo on on paljon kdytetty esimerkiksi kemiassa, jossa
tutkitaan esimerkiksi atomeita ja molekyylejd. Kane Yee Julkaisi vuonna 1966 tutkimuksen,
jossa kdsitellddn elektrodynamiikassa Maxwellin yhtdlon diskretointia ajan ja paikan suh-
teen (Taflove 2007). Tadma tutkimus toimii perustana keskeisdifferenssimenetelmalle, jota
on kéytetty esimerkiksi rintasyovin aikaisessa tunnistuksessa rintakudosta tutkimalla. Kun
kisitellddn nanoluokan mittakaavassa olevia systeemejd, kuten virtapiirejd tai kvanttitieto-
koneita, klassisella mekaniikalla ei saadaa hyodyllista tietoa systeemistd. (Goldberg, Schey
ja Schwartz 1967) julkaisivat keskeisdifferenssialgoritmin Schrédingerin yhtilolle, jolla on
mallinnettu esimerkiksi kvanttipisteiti(quantum dots) ja kvanttiporttien aikakehitysti (quan-
tum logic gates) (Nagel | 2009). Keskeisdifferenssimenetelméin voidaan lisidtd absorptioreu-
naehdot, joilla voidaan vidhentdi laskenta-alueilla olevilla keinotekoisilla rajoilla tapahtuvia
heijastuksia, jolloin laskenta-aluetta voidaan pienentdd (Shibata |1991)). Luvussa [2| kisitel-
ladn aluksi yksiulotteisen Schrodingerin yhtdlon matemaattinen perusta, jota tarvitaan yh-
tdlon diskretoimiseen. Tdmén jédlkeen siirrytdin tutkimaan absorptiorajojen mudostamiseen
tarvittavaa matematiikkaa. Luvussa [3 kisitellddn keskeisdifferenssimenetelmié kahdella eri
tavalla. Aluksi kdyddédn Schrodingerin yhtdlon diskretointiin kiytettyd perinteistd keskeisdif-
ferenssimenetelmii, josta siirrytdédn sille tarvittavien absorptioreunaehtojen diskretointiin.
Tamdn jilkeen kdydidn lipi yleistetyn keskeisdifferenssimenetelmén absorptioreunaehtojen
diskretointi, jonka jidlkeen kdyddidn Schrodingerin yhtdlon diskretointi yleistetylld keskeis-
differenssimenetelmailld. Luvussa [ kdydédn keskeisdifferenssimenetelméin stabiilisuuteen
tarvittavat ehdot, jonka jidlkeen ehdot kidydaan ldpi myos yleistetylle menetelmaélle. Luvus-
sa[5] kdydiddn lapi keskeisdifferenssimenetelmilld saadut tulokset, jonka jdlkeen menetelmii
verrataan muihin kirjallisuudessa 16ytyviin menetelmiin. Luvussa [6|kédydidn ldpi tutkielman

keskeiset menetelmat ja niilld saadut tulokset.



2 Matemaattinen malli

2.1 Yksiulotteinen Schrodingerin yhtilo

De-Broglie muotoili vuonna 1924 hypoteesin, etti jokaisella liitkkuvalla hiukkasella on aalto-
ominaisuuksia, kuten esimerkiksi elektronilla ja protonilla (Broglie |1924)). Erwin Schrodin-

ger muodosti tdmidn hypoteesin pohjalta toisen asteen differentiaaliyhtdlon

ihi‘l‘(x,t) = (__7128_2 + U(x)) Y(x,1), (2.1)
ot 2m 92%x

jonka avulla voidaan selittdd hiukkasen ja aineen aaltoluonnetta. Tdmén yhtdlon avulla voi-
daan selvittdd tietyn suuruisen energian omaavan hiukkasen aaltofunktio ¥, jonka ratkaisun
jélkeen tiedetddn kaikki tiedot tai tuntemattomat tiedot voidaan johtaa sen avulla. Ottamal-
la aaltofunktiosta itseisarvo ja nelidimilld se saadaan hiukkasen esiintymistodennikdisyys
tietylld alueella tietylld ajanhetkelld. Energia riippuu hiukkasen potentiaalista, sekd sen reu-
naehdoista, jotka voivat olla jatkuvia tai kvantittuneita (BARDE ym. [2015). Schrodingerin
yhtilossd potentiaali U on matkan x ja efektiivisen massan m funktiona ja i = h /27, jossa h

on Planckin vakio.

Schrodingerin yhtdlod yksiulotteisena vastaa harmonisen oskillaattorin mallia. Harmonisten
oskillaattoreiden avulla voidaan kisitelld fysiikassa vérdhtelyyn liittyvid ongelmia, koska
oskillaattorin potentiaalin avulla saadaan vérdhdysspektri, jossa kaikki spektrin pisteet ovat
yhtéd kaukana edellisestd ja seuraavasta pisteestd. Oskillaattoripotentiaali toimii myds hyva-
ni approksimaationa mille tahansa potentiaalille, jossa ollaan kiinnostuneita alhaisista viri-
tystiloista lokaalien tai globaalien minimien ldhistolld. Harmonisen oskillaattoripotentiaalin
avulla voidaan my0s kvantti-ilmioitéd késitellessd kuvata hiukkasen luonnetta hiukkasena se-

ké aaltona (Herrmann 2018)).

Schrodingerin yhtélo jaetaan reaaliseen ja imagindériseen osaan, jotta voidaan vilttdd ima-

ginddriluvuilla laskeminen. Jako kahteen osaan saadaan sijoittamalla yhtiloon (2. 1))

W (x,1) = Wreqari(x,1) + i ¥imag (x,1). 2.2)



Niin saadaan Schrodingerin yhtilolle reaalinen osa

alPreaali(xat) _ _iaz‘{]imag()@t) + U(x,t)
ot 2m ox? h

P(x,1) (2.3)

ja imaginédérinen osa

a‘Pimag(xJ) iazlpreaali(xat) . U(x,t)

ot C 2m ox? h

P (x,1). (2.4)

Schodingerin yhtédlon reaali- ja imaginddriosien oletetaan olevan siled, jolloin funktioiden
jokaiset derivaatat ovat jatkuvia funktion rajaamilla alueilla (Moxley, Zhu ja Dai 2012)). Po-

tentiaalin oletetaan mydos olevan riippuvainen pelkdstdin matkasta.

2.2 Absorptioreunaehtojen matemaattinen tausta

Laskenta-alueen rajaamiseen on useampia menetelmid. Esimerkiksi Neumannin reunaehto,
jossa aaltoyhtédlon arvon gradientti on normaali reunan suhteen, toimii reunachdon mallina.
Toinen esimerkki on Dirichletin reunaehto, jossa aaltoyhtdlon arvo asetetaan suoraan reu-
naechdoksi(Mazumder [2016). Tissi tutkielmassa kuitenkin késitelldin absorboivaa reunaech-
toa, jossa simuloidaan ddretontd potentiaalikuoppaa. Absorptiorajoja kiytetdin laskenta-alueen
pienentdmiseksi ja rajaamiseksi, etenkin kun luonnolliset rajat ovat ddrettomin suuret. Aal-
toyhtdloon sovelletaan absorptioreunaehtoja (Absorbing boundary condition). My6s muilla
menetelmilld, kuten Dirichletin ja Neumannin reunaehdoilla, on mahdollista saada tarkkoja
tuloksia, mutta laskenta-alue saattaa kasvaa suureksi, jolloin laskenta-aika voi kasvaa mer-
kittavisti. Laskenta-ajan pienentdmiseksi absorptioreunaehtojen kidytto on hyvé vaihtoehto.
Tédssd tyossa kisitellddan absorptioreunaehdoille dispersiivisti tapausta, jossa tasoaallon rat-

kaisut ovat muotoa e (@' —kx)

. Aallon eteneminen riippuu osittain tai kokonaan aallon aalto-
luvusta k. Dispersioehdoksi kutsutaan aaltoyhtdlon ratkaisuissa kulmataajuutta @ aaltoyhti-
16n funktiona, jonka avulla saadaan aallon vaihenopeus yksittiisille aallolle, sekd ryhméno-
peus aaltopaketeille, eli useammille aallolle (Fevens ja Jiang 1999). Reunaehtojen 10ytdmi-

seksi tarkastellaan erikoisratkaisua

W (x,1) = e Ok (2.5)



jotka ovat dispersioehdon tdyttivit rajatut energiatasot. Yhtdlo on muunnettu muotoon
hk = +(2m(how —U))?, (2.6)

jossa plus- ja miinus-merKkit tarkoittavat oikealle ja vasemmalle kulkevia aaltoja. Koska yh-

tdlo (2.0)) ei ole rationaalinen, sen approksimoidaan olevan
hk=+g(ho—-U)+t g, 2.7

jossa g1 ja g ovat

(2may)? — (2moy )2 0 (2may)? — oy (2mo)?
81= ) 82 = . (2.8)
0 — 0 0 —

Yhtilo (2.7) saatetaan osittaisdifferentiaalimuotoon toteamalla d, <= ik ja d; < i®,

jolloin saadaan

1
MOt (x,1) = (—ihi— + U — 52)®(x,1). (2.9)
81 81
Oletetaan
hk h2 hik h2
oM _fam oy fom 2.10)
m  Am m  Aym

jossa A;,i = 1,2 on aallonpituus ja k;, j = 1,2 on aaltoluku. Dispersiorelaation avulla nih-

ddén, ettd aaltonumero k; vastaa differentiaalia idy, jolloin reunaehdot asettamalla saadaan

(i0+ ) (i, +

%)‘P(x,t) —0, 2.11)

jolla saadaan schrodingerin yhtildiden osien (2.3) ja (2.4) avulla aaltofunktiot vasemmalla

ja oikealla reunalla, jotka voidaan ilmaista muodossa

ih&xwreaali(xvt) - hclatlpreaali(xat) + (CIU - CZ)lPimagOCvt) = 0; (2-12)

:I:h&x‘Pimag(x,t) — hcl8t‘{’,-mag(x,t) + (ClU — Cz)q’reaali(x,l) =0, (2.13)

jossa positiivinen merkki pitee vasemmalle kulkevaan aaltoon ja negatiivinen oikealle, sekd

2 myvivy
=)= ——"—. 2.14
‘1 (v1 +V2) 2 (V1 +V2) ( )
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V1 ja v, saavat negatiivisen arvon vain kun aalto kulkee vasemmalle ja positiivisen kulkies-
saan oikealle. Keskeinen ero yleistetyn menetelmin absorptioreunaehtojen muodostamisessa
on kiytetyt matemaattiset menetelmit. Keskeisdifferenssimenetelméssi tarkastellaan aalto-
yhtdlon erikoisratkaisua dispersioehdon avulla, kun yleistetyssd menetelméssa dispersioeh-
toa sovelletaan aaltopaketin nopeuksien avulla. Molemmissa menetelmissa tarvitaan aaltopa-
ketin nopeutta ratkaisun muodostamisessa. Tavallisessa menetelméssd saadaan aallon vaihe-
nopeus, sekd yleistetyssd muodostettua diskretoitava differentiaaliyhtdld. Menetelmit eroa-
vat kuitenkin paljon toisistaan nopeuksien analysoinnin jédlkeen, silld yleistetyssd menetel-
missid 1dhdetddn heti nopeuksien avulla muodostamaan osittaisdifferentiaaliyhtdlod paikan
suhteen, jonka jidlkeen aaltoyhtdlo jaetaan reaali-ja imaginiiriosiin, jolloin yhtdloé voidaan
esittdd sekd paikan ettd ajan suhteen osittaisdifferentiaaliyhtdloné. Tavallisessa menetelmaés-
sd taas erikoisratkaisun ja dispersioyhtdlon avulla saatu vilitulos saadaan muokattua osittais-

differentiaaliyhtiloksi ajan suhteen, mutta paikan suhteen sitd ei tehda.



3 Diskretointi

Mallissa esiintyvit derivaatat approksimoidaan differenssimenetelmalli, jolloin yhtdlon (2. 1))

saadaan muotoon

L Px, 4+ Ar) —W(x,t — Ar) B2 W(x+Ax,t) —2%¥(x,1) + ¥(x — Ax,1)
_ P(x,1).
ih A7 - A +U (x)¥(x,1)
3.1

Schrodingerin yhtdlon reaali- (2.3) ja imagindériosa (2.4) voidaan diskretoida kdyttdmal-
la Taylorin sarjaa. Taylorin sarjan mukaan funktion arvo mielivaltaisessa pisteessid voidaan
ilmaista funktion derivaatan seki referenssipisteen avulla, jolloin funktio voidaan laajen-
taa summaksi (“Comparison of Taylor finite difference and window finite difference and
their application in FDTD” 2006)). Yleistetyn keskeisdifferenssimetodin tapauksessa laajen-
netaan aaltofunktion reaaliosat W,,qq1i(x,1,), sekd Wyeqari(x,1,—1) ja referenssipisteeksi ase-

tetaan t =1,y /5 = (n—1/2)At, josta seuraa

1
—)‘\Preaali(xa tn—1/2)8l2p+1~ (3.2)

> At
lPreaali(xal‘n) = lp"eaali(x’ tn*l) +2 Z (?)ZP_H (2p+1

p=0
Edellisen yhtilon derivaattoja arvioidaan viidennen asteen derivaattaan asti, jotka sijoitta-

malla edelliseen yhtdloon, paidstddn tulokseen

N _ . S AL (PP R U IN43
reaali(X,n+1) —lPreaall(xatnl)_"zp;O( 3 ) 2+ 1)!(2m x h) W(x,ty_12+0(A),
(3.3)
jossa O:lla merkataan Taylorin Sarjassa olevia jéljelle jadvid termejd, joita ei oteta mu-
kaan sarjaan. Toisin sanoen O:lla ilmaistaan Taylorin sarjan virhettd. Kun yhtédlon reaali-
ja imagindiriosaa arvioidaan keskeisdifferenssi menetelmalld diskretoimalla ne paikan suh-
teen Ox>W,pqqri(kAx, ty) sekd axz‘l’imag (kAx, 1,41 2), saadaan reaaliosaksi diskretoitua

_gn—1 2 n—1/2
ali(k) = (k) +2 ZO (?> apr (%ax —%) Wae (k) (3:4)
p:



ja imaginéériosaksi

2p+1 2 2p+1
nt1/2 W2 Ar (=) (n o U n
Finai () = Finag ”Z( ) i Gre 7)) 69

3.1 Absorptioreunaehdot keskeisdifferenssimenetelmillia

Laskenta suoritetaan laskenta-alueelle jaetuissa pisteissd. Kyseessd on yksiulotteinen laskenta-
alue, joten sen oletetaan olevan vili [O,N], joka jaetaan pituudeltaan Ax suuruisiin vilei-
hin. Diskretointipisteet ovat muotoa nAx,n = 0, ..., N. Vastaavasti tehdiin diskretointi ajan
suhteen jakamalla vili [0,T] keskendin samansuurusisiin aika-askeliin, joiden pituus on Az.
Kukin ajanhetki voidaan esittdd muodossa [At,l = 0,...,T. Aika- ja paikka diskretoinnin
avulla aaltofunktio voidaan esittdd ajanhetkelld Ar paikassa nAx,n = 0,...,N merkinnalld
W = W(nAx,IAt) (Shibata 1991). M Timin jilkeen voidaan aaltoyhtilolle asettaa ehdot

‘Pé = ‘Pf\, Yhtalo ll saadaan keskeidifferenssimenetelemallda muotoon

1 W(x+Ax,t+Ar) + ¥ (x+ Ax,1) — P (x,1 + At) —‘P(x,t)+

—ih—
81 2Ax (3.6)
(U_g_z)‘l’(x—i—Axt—i—At)—l—‘P(x—i—Axt) W(x,t+At) —¥(x,1) '
81 4 ’
joista saadaan vasen reunaehto sijoittamalla x = 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1
W — —CLY - Wy )+ MW+ - ) G Y ) 3.7)

G+G—-G
ja oikea reunaehto sijoittamalla x = NAx

_ —CH(Fy — Wy ) 2+ - ‘P5v11>+C<‘P§v+‘P§vH+‘P5vH)
N C,—C,—C;

G. 8)

_8
. Termit C;,i = 1,2, 3 on sijoitettu yhtdloon 1}

g1

ih
joissa C1 = 55, Co = — 2Axgl]aC3

jotta se voidaan esittdd selkeimmin sijoitusten jdlkeen.

3.2 Absorptioreunaehdot yleistetylli keskeisdifferenssimenetelmalla

Asettamalla rajat vasemmalle reunalle, kK = 1, ja oikealle. Kk = N — 1 ja approksimoimalla

keskeisdifferenssimenetelmailld aaltofunktion reaalista ja imaginddristd osaa saadaan imagi-
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nairiselle osalle
WO (k) W (k1)

imag

Winag (Xkstyy1/2) = 3 e : (3.9)
W (ke 1) — it 2 (k)
OWimag (X, tu1/2) ~ ———— (3.10)
@20y et 2 g
0 Wimag (Xis b1 /2) = ——2 ( A)t inas_( ), (3.11)
sekd aaltoyhtidlon reaaliselle osalle
(k) +Y (k41
lPreaali(xkatn) ~ reaalt( ) 5 reaall( )7 (3.12)
proo(k+1)—¥" (k
alereaali(xkytn) ~ reaalz( + ) reaalz( ), (313)
Ax
g (k1) vl (k
athreaali(xk;tn) ~ reaall( ) reaall( ) (3.14)

At ’

yhtéloistd huomataan, ettd aaltoyhtilon imaginddriosa diskretoidaan puoli aikayksikkod re-
aaliosaa edelld laskentapisteessi hetkelld n + 1/2, kun reaaliosa kulkee ajanhetkelld n. Yh-
talot diskretoidaan erikseen ajan, paikan, seki aaltoyhtidlon keskiarvon suhteen arvoilla k ja

k+1.

sijoittamalla edelld johdeutut yhtélot reunaehtoihin (2.12)), sekd (2.13)), saadaan diskretoidut

reunaehdot imaginéériosalle muotoon

n -1 n—1/2 n—1/2
_\P4+1/2(k)(£ n c_1) N W i(k+1) N 1y (k) _ _‘Pimag (k) + ¥ (k+1)
imag Ax At Ax At Zh(ClU - 6‘2) ’
(3.15)
seka reaaliosalle
n+1/2 n—1/2 -
—‘Pn'H ( )(E _ C_] + ‘Pimag (k+ 1) o Cl‘Pimag (k) — _lP:’leaali(k) +lPreaali(k+ 1)
reaaliv™’A Ax - At Ax At 20(c1U — ¢3) '
(3.16)

Reaaliosassa huomataan, ettd imaginddriosassa ollut termi %1 vaihtuu muotoon %, jolloin

reaaliyhtdlon vasemman puolen vasen termi on vasemmalla reunalla aina positiivininen, kun



imagindiriosan vasen termi on oikealla reunalla aina positiivinen. Sijotuksen jidlkeen huo-
mataan myds, ettd reaaliosa diskretoidaan puoli aikayksikkod edelld n+ 1/2, kun imagindé-
riosa diskretoidaan puoli aikayksikkod jiljessd hetkelld n — 1/2. Erona toiseen diskretoin-
timenetelmadn huomataan, ettd tdssd menetelméssé otetaan aluksi aaltoyhtiloistd keskiarvo
eri pisteissd, sekd derivaatat ajan ja paikan suhteen reaali- ja imaginéériosissa. Toisessa me-
netelmissid asetetaan aaltofunktion arvo vasemmalla reunalla samaksi kuin oikealla reunal-
la. Lisdksi yleistetyssd menetelmissd approksimoidaan edelld mainittuja osia, kun toisessa
menetelmissid ne asetetaan yhtd suuriksi. Lopputuloksen erona huomataan, etté yleistetyssi
menetelmissid kdsitellddn reaali- ja imagindériosaa erikseen ja otetaan aaltoyhtilolle huo-
mioon imaginéiriosassa ajankohta n, kun taas reaaliosassa ajankohta n — 1/2 tietylle lasken-
tapisteelle. Toisessa metodissa otetaan laskentapisteelle huomioon ajanhetket / seki edeltivi

ajanhetki / — 1 kahdessa eri paikassa N sekd N — 1.



4 Stabiilisuus

4.1 Stabiilisuus keskeisdifferenssi menetelmalla

Ehdot stabiilisuudelle keskesidifferenssimenetelméssi saadaan valitsemalla jokin aloitustila,

johon valitaan Gaussin aaltopaketti, jolloin tilaksi saadaan

P (x,0) = efkoxe(x00)*/205 (4.1)

jossa ko on keskimdéariinen liikkemééré ja o on aaltopaketin hajonta paikassa x. Aaltoyhtilol-
le tdytyy asettaa rajat, jolloin xo ja oy tdytyy valita siten, ettd ¥(0,0) ja W(N,0) ~ 0, jossa
N on oikean puoleinen raja. Yhtélod tarvitsee rajoittaa, jotta aaltopaketti ei tormédéd suoraan
seindin, eikd sijaitse laskenta-alueella, jolloin asetetaan alkupisteeksi xo = N /4 ja loppupis-
teeksi x = 3N /4, johon aaltopaketin sallitaan liikkuvan. Niin aaltopakettilla on tilaa liikkkua
puolet rajojen méadrittelemasti pituudesta, kun neljdsosa pituudesta on otettu pois molemmil-
ta reunoilta. Ndma4 rajoitukset saadaan vaatimalla, ettid aaltopaketin keskinopeus vy = N /2T,
jossa T on tarvittava aika, jonka aaltopaketti tarvitsee liikkuakseen pisteestd x = N /4 pistee-
seen x = 3N /4. Niin estetdin aaltopaketin laajeneminen, jotta se pysyisi mahdollisimman

yhtildiseni

Kun aaltopaketti litkkuu paikkaan x se on laajentunut yhtdlon
T 2
0% = (A1§ + 16 Ax*J2A% | Ar) (4.2)

mukaan, jolloin termin 16£2Ax4 /2A? /At tiytyy olla pieni verrattuna Até . Yhtdlo pitee
Gaussin aaltopaketille, mutta pétee melko luotettavasti myos potentiaalissa olevalle paketil-
le. Vield tarvitsee mééritelld aaltonumeron maksimiarvo k,,ax = 7 /Ax, jolloin aaltonumeron
taytyy olla tdtd pienempi. Systeemissd ilman potentiaalia riittdd tutkia ominaistiloja, jolloin

tarkka approksimaatio aaltonumerolle on

KA /12 < 1. (4.3)
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Tasapotentiaalissa aaltonumeron arvoksi saadaan

(k2 +U)Ax/12 < 1. (4.4)

Aaltopaketilla on vield vaihevirhettd, jolloin mééritelldin aaltopaketille maksimienergia @, =

k2, seki keskimsriinen energia @y = k(z). Vaiheen virhe saadaan minimoitua epéayhtilolli

(TAr/12) (k8 —k§) < 1 (4.5)

(Goldberg, Schey ja Schwartz 1967).

4.2 Stabiilisuus yleistetylld keskeisdifferenssimenetelmaélli

Yleistetyn keskeisdifferenssimenetelmén stabiilisuutta voidaan arvioida Von Neumannin sta-
biilisuusanalyysilld. Analyysiissd etsitdin ehdot, joilla numeerisesti, seki teoreettisesti saa-
dut tulokset eroavat mahdollisimman vihén toisistaan. Potentiaalin U oletetaan pysyvin va-
kiona (Pereda ym.[2001). Diskretoitua schrodingerin yhtédlod ldhdetdén analysoimaan arvio-
malla Laplacen operaattorin g—xzz olevan toisen asteen keskeisdifferenssioperaattori ﬁ&f,

jolloin reaaliosa saadaan muotoon

% 1
W reaalz( ) 6)62 ax2 - sz( reaall<k+ 1) 2‘Preaalz(k) +lPreaalz(k - 1)) + 0(2) (4.6)

Von Neumannin analyysissd sijoitetaan aluksi ¥ .(k) = A/ e ekBAY geki \p:"njalg/ 2( k) =
A ptkBAx

imag® ,§088a Aveqali ja Aimag Ovat vahvistuskertoimia aaltoyhtidlon reaali- ja imaginéério-

sille. Vahvistuskerroin kertoo virheen kasvun jokaisessa aikaiteraatiossa (Moxley, Zhu ja Dai
2012)). Jotta keskeisdifferenssimenetelmi pysyy stabiilina, virhe ei saa kasvaa ajan kuluessa,

jolloin ehdon |A| < 1 tiytyy toteutua. Yhtilon (4.6) reaaliosa saatetaan muotoon

1 Ax .
Szwreaalz(k) = @ ( 4Sln2BT> rneaalielkﬁAx (47)
ja imagindériosaan
E i =1z sin g€ P, (4.8)
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Yhtilon reaali- (3.4) ja imaginddriosiin (3.5) sijoitetaan yhtdlo (4.7) sekd yhtilo (.8) ja

poistamalla yhteinen tekiji e*2*, jolloin reaaliosa saadaan muotoon
(—1)P 2 BAX  UA
1 1
reaall A}Zaalt +2 Z 2p——|—1) <—rsm 2 + 2h ) l:mlé (4.9)
sekd imaginddriosa
=0 2p+1
I (=17 2BAY | UM
)Ll?nag ;Llrrlnag +2 Z m ( rsin 2 + = 2h rneaali' (410)

S AL AN s A

Yhtiloa 1@! muokataan muuttamalla vahvistuskertoimet )Lr aali ™ vonali> Mreaali — reaali

/'Ln 1_>A’n

mag mmag’

jolloin vihentdmailld muokatusta yhtilostd yhtilo (4.7)) ja poistamalla ima-

ginddrinen vahvistuskerroin yhtélon (4.8) avulla saadaan toiseen asteen yhtilo reaaliosalle

A‘reaall ( - aZ) +1=0, (4.11)
jossa
PO (—1yp ,BAx  UA\?PT
2y ———— | — — . 4.12
o= Z 2p 1) ( rsin® > + 2h> (4.12)

Jotta yhtild (4.12) totetuttaa ehdot |A,eqqi| < 1 seki |2 — a?| < 1, jolloin keskeisdifferenssi-

menetelmé on stabiili vain jos |o| < 2.

Muodostetaan stabiilisuusehtoon

i ((-_1)1) (_rsm BAx+UAt)2P+1

<1 4.13
~ (2p+1)! 2 " on 1)

Kun lasketaan raja-arvo

Noo(—1)P BAx  UAN™! BAx  UANH!

i 2 o 2

Nl—rgopz_o(2p+l)!( rsinT Zh) s (mrSI o 2h) ’
(4.14)

jolloin voidaan todeta yhtilon (4.13)) olevan stabiili aina kun N — oo, mutta ddretonti lukua

ei voida valita. Jotta stabiilisuusehto pitee, tdytyy ottaa huomioon tilanne kun |A,.qq = 1,
2 [3

koska yhtdlolld (4.12) on mahdollisesti kaksoisjuuri. Miérétdan sin maksimiarvoksi 1,

josta pddstddn lopulliseen stabiilisuusehtoon

N (_—UIJ)(Er_i_U_At)zp—H

<c<1 4.15
pgb(2p—|-1! 2h ==t (1)

jossa ¢ on vakio.
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5 Menetelmien vertailua

Keskeisdifferenssimenetelmén numeerisista voidaan huomata, etti aaltopaketti absorboituu
laskenta-alueen lopussa ilman heijastumista. Heijastumiselle voidaan saada matala virhe laa-
jalle energia-alueelle. Kun tutkitaan menetelméé usemman seinén jirjestelmissi, huomataan
aallon energiatasojen olevan hyvin ldhelld siirtymématriisimetodilla saatuja tuloksia (Shiba-
ta|1991). Laskenta-ajassa menetelméd hivida porrastetulle eksplisiittiselle sekd Chebyshevin
metodeille (Zhidong, Jinyu ja Zhiping [2009), mutta on nopeampi kuin implisiittinen me-
todi. Chebyshevin metodi on myds tehokkaampi ja vakaampi isommilla aika-askelilla. Ab-
sorboivat reunaehdot toimivat. Keskeisdifferenssimenetelmén reunaehdot ovat vihemmin
tehokkaat kuin porrastetun eksplisiittisien ja implisiittisien metodien, mutta parempia kuin
Chebyshevin metodin. kompleksinen keskeisdifferenssimenetelmélld saadaan tarkempi arvo
ominaistiloille kuin keskeisdifferenssimenetelmilld, kun verrataan analyyttisid tuloksia nu-
meerisiin. kompleksisella menetelmilld saadaan myos paremmat virhearviot ominaistiloille
ja aaltoyhtilo saadaan suppenemaan nopeammin (““High-order symplectic FDTD scheme for

solving a time-dependent Schrodinger equation’|2013)).

Yleistettyd keskeisdiffernssimetodia simuloidaan liikuttamalla hiukkasta vapaassa tilassa.
Kun absorptiorajoja ei ole asetettu, hiukkasessa havaitaan védristymid: Rajojen kanssa hiuk-
kanen hédvida saavutettuaan rajan. Neljdnnen asteen Yleistetylld keskeisdifferenssimenetel-
milld saadaan vihemmin hiiriotd kuin toisen asteen menetelmaélld. Toisen ja neljdnnen as-
teen menetelmilld saadaan vahemmin hiiriotd kuin kvanttikeskeisdifferenssimenetelmillad
(Moxley, Zhu ja Dai 2012). Yleistetty keskeisdifferenssimenetelméd on eksplisiittinen, jo-
ten siithen pitee edellisen kappaleen vertailu porrastettuun eksplisiittiseen, implisiittiseen ja
Chebyshevin metodiin. Yleistettyd ja tavallista keskeisdifferenssimenetelmén heikkouksia
on koetettu paikata osittaiskeskeisdifferenssimenetelmilld vihentdmalld rajalla tapahtuvaa
heijastumista, sekid nopeuttamaan heijastumisen hdvidmistid. Aaltolukua ei tarvitse méiri-
telld, joka voisi johtaa vanhemmissa menetelmissd suurempaan heijastumiseen. Laskenta-
aluetta ei tarvitse jakaa osiin absorptiorajojen avulla. Ongelmina on yhtédaikaisen laskennan
hitaus, eikd menetelméd voi vield kéyttaa korkeamman asteen Laplacen operaattoreilla kuten

yleistettyd keskeisdifferenssimenetelmai (Wilson 2020).
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6 Yhteenveto

Tutkielmassa aluksi kdytiin 1dpi diskretointiin tarvittava matemaattinen tausta. Schrodingerin
yhtdlo jaettiin reaaliseen- ja imaginddriseen osaan. Jakoa kdytettiin yleistetyn keskeisdiffe-
renssimenetelmin absorptiorajojen muodostamiseen. Perinteisen keskeisdifferenssimenetel-
min rajojen muodostamiseen kaytettiin dispersioehtoa. Matemaattiselta pohjalta Schrodin-
gerin yhtdld muokattiin numeeriseen muotoon médrittelemélld askelvili ajalle ja paikalle.
Absorptioreunaehdot saatiin méadrittelemélld laskenta-alue ajalle ja paikalle sekd jakamlla
laskentavilit tasaisiin askelvéleihin ja asettamalla aaltoyhtilon ratkaisun olevan sama rajo-
jen alku- ja loppupisteessd. Yleistetylld menetelmilld reaali- ja imaginédériosien jaon jédlkeen
otettiin molemmista toiset derivaatat ajan ja paikan suhteen, jonka jilkeen pystyttiin maa-
ritteleméédn reunaehdot. Yleistettyd keskeisdifferenssimenetelmid varten kiytettiin Taylorin
sarjakehitelméa. Stabiilisuusehdot saatiin perinteiselle keskeisdifferenssimenetelmalle tutki-
malla gaussin aaltopakettia ja méarittelemalld sille sallitut aaltoluvut. Yleistetyn menetelmin
stabiilisuutta Idhdettiin tutkimaan Taylorin sarjakehitelmén avulla ja méérittelemélld vahvis-
tuskertoimelle sallitut arvot. Stabiilisuus todettiin laskemalla raja-arvo dérettoméédn saadusta
stabiilisuusehdosta, jonka jdlkeen méériteltiin ehto, jossa vahvistuskerroin on 1. Tdmén jil-
keen saatiin lopullinen stabiilisuusehto. Molemmilla ehdoilla aaltopaketti saatiin hividméédn
madritellyilld rajoilla, mutta yleistetylld keskeisdifferenssimenetelmélld pystyttiin mééritte-

leméén viljemmit reunaehdot laskun suorittamiseen.
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