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Charles Emile Picardin mukaan nimetty Picardin lause ottaa kantaa kompleksises-
ti differentioituvien eli analyyttisten funktioiden kayttdytymiseen. Kyseinen lause on
tutkielman pédtulos. Tarkalleen lauseessa viitetdan, ettd kompleksitasossa differen-
tioituva kompleksiarvoinen funktio saa enintdédn yhta arvoa lukuunottamatta kaikki
arvot. Tutkielmassa tullaan esittdmaéaédn lauseelle Harnackin epédyhtéaloon perustuva
todistus.

Tutkielmassa esitellddn runsaasti tarvittavia esitietoja, jotta lukija voi perehtyi
halutessaan huolella padtuloksen todistuksen taustalla olevaan analyysiin. Esitiedot
alkavat kompleksisen differentioituvuuden osuudesta, jossa keskitytdan todistamaan
harmonisten funktioiden kannalta tédrkedt Cauchyn ja Riemannin yhtélot. Komplek-
sisen integroinnin osuudessa rakennetaan todistus Taylorin kehitelmaélle ja paédtulosta
muistuttavalle Liouvillen lauseelle. Molemmat tulokset liittyvéat olennaisesti harmo-
nisten funktioiden tuloksiin. Myos Md&bius-kuvausten teoriaa esitellddn sitd varten,
ettd erds Picardin lausetta muistuttava tulos saadaan todistettua harmonisille funk-
tioille. Harmonisten funktioiden teoria liittyy jo suoraan péaituloksen todistukseen.
Erityisesti térkeitd tuloksia kyseisessid kappaleessa ovat tulokset, jotka liittavét har-
moniset funktiot kompleksianalyyttisiin ja reaalianalyyttisiin funktioihin.

Harnackin epédyhtéloa ja Harnack-funktioita késittelevissia kappaleessa esitellaan
kyseinen epéayhtélo ja sithen perustuvat funktiot. Harnack-funktioissa téarkeéa tutkiel-
man kannalta on niiden yhteys harmonisiin funktioihin. Kappaleessa esitelladn pai-
tulokseen tarvittava tulos harmonisten funktioiden jonojen kéayttaytymisesté. Viimei-
nen tulos tutkielmassa ennen paituloksen todistusta on lemma, jonka avulla Harnack-
funktioida voidaan arvioida tarkemmin.

Picardin lauseelle esitettavé todistus ei lauseen luonteesta huolimatta juurikaan
nojaudu kompleksianalyysin tuloksiin. Todistuksessa rakennetaan véitteen analyytti-
sesta funktiosta reaaliarvoisia harmonisia funktioita ja naytetéddn, etté ei ole mahdol-
lista, ettd alkuperdinen funktio jattaa saamatta kaksi eri arvoa. Todistuksessa kéyte-
taan siis hyodyksi tutkielmassa esiteltyjen funktioiden yhteyksia toisiinsa.



1. Johdanto

Charles Emile Picard oli Ranskalainen matemaatikko. Hanen téarkeimmaét tyonséa
liittyvat matemaattiseen analyysiin, funktioteoriaan, differentiaaliyhtéléihin ja ana-
lyyttiseen geometriaan. Vuonna 1879 hén todisti, ettd kaikkialla kompleksisesti diffe-
rentioituva funktio, joka ei ole vakio, saa kaikki arvot kompleksitasossa mahdollisesti
yhtd lukuunottamatta. Téllaisesta funktiosta esimerkki on f(z) = e, silla f(z) # 0.
Muuten funktio f saa arvoja efi®®)-siiteisen ympyrin kehiltd joten on helppo uskoa,
ettd funktio saa kaikki loput kompleksitason arvot.

Picard kéytti todistuksessaan Hermiten teoreemaa modulaarifunktioille [1]. Picardin
jilkeen lauseelle on 16ydetty lukuisia muitakin todistuksia. Yksi esimerkki néistd on
tassa tutkielmassa esiteltdvé John Lewisin todistus Harnackin epayhtaloon perustuen.
Harnackin epéyhtélon perustana tésséd tutkielmassa ovat harmoniset funktiot, jotka
ovat ldaheisesti yhteydessd kompleksisesti differentioituviin funktioihin.

Tutkielmassa esiteltavit esitiedot alkavat kompleksisen differentioituvuuden osuudel-
la, jossa esitelldén tutkielman kannalta erityisen tarkedt Cauchyn ja Riemannin yhté-
16t. Kompleksisen integroinnin osiosta on syytd nostaa esille Picardin lausetta muis-
tuttava Liouvillen lause, jota tullaan tarvitsemaan tutkielmassa harmonisten funktioi-
den teoriassa. Myts Mobius-kuvausten teoriaa on esitelty tarvittava méarda. Komplek-
sianalyysin jéilkeen perehdytetéén lukija harmonisten ja kompleksianalyyttisten funk-
tioiden viéliseen yhteyteen. Harmonisten funktioiden teorian jélkeen tarkastelemaan
niiden yhteyttd Harnack-funktioihin. Harnackin epédyhtéalon yhteydessa tarkastellaan
my6s harmonisten funktioiden jonoihin liittyvid ominaisuuksia. Lopulta paéstdan pas-
tulosta edeltdvadn lemmaan, joka liitty Harnack-funktioiden kayttaytymiseen. Kun
tarvittavat esitiedot on kayty perusteellisesti lapi osoittautuu péaétuloksen todistus-
kin varsin lyhyeksi. Paatuloksen analyyttisestd funktiosta konstruoidaan harmonisia
funktioita joita arvioidaan Harnack-funktioiden ominaisuuksien avulla.

Kaikkien tutkielmassa esiintyvien lauseiden yhteyteen ei ole kirjoitettu todistusta,
jolloin lukija voi halutessaan kdyda tutustumassa todistukseen tarkemmin merkitysta
ldhteestéd. Varsinkin kompleksiseen integrointiin liittyvé kappale on pyritty pitdmé&aan
suppeana, koska siitéd tulisi tutkielman péatavoitteen kannalta varsin pitka.

2. Notaatio

Tutkielmassa esiintyy lukuisia mééritelmié tarvittaviin ennakkotietoihin liittyen.
Suuri osa néistéd tiedoista esitellddn lukijalle silloin kun se on ajankohtaista. Useat
médritelmét ja notaatiot esiintyvét niin paljon eri kohdissa tutkielmaa, ettd ne on
kerdtty tdhdn kappaleeseen. Erityisesti kappale siséltdéa joukko-oppiin ja topologiaan
liittyvéda notaatiota.

Maéritelma 2.1. Olkoon f on joukossa A n kertaa differentioituva funktio. Tal-
16in kdytetddn lyhennettd f € C™(A).

Maaritelméa 2.2 (Alue). Alue on avoin ja yhtenéinen joukko.

Maaritelmé 2.3 (Ymparisto). Pisteen xy ympéristo on avoin kiekko B(zg,7) =
{z € C| |z —x0| < r} jollakin r > 0.

Seuraavat topologian mééritelmét on lainattu Lehtosen Kompleksianalyysi 2-luentomonisteesta
[2].
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Maiéritelmé 2.4 (Silmukkahomotooppisuus). Polut 7 ja v, ovat silmukkahomo-
tooppisia joukon A suhteen, jos on olemassa sellainen jatkuva kuvaus H : [0,1] x
[a,b] — A, ettd

H(0,t) = v(t) kaikilla t € [a, b]
(1) H(1,t) = v (t) kaikilla ¢ € [a, b]
H(s,a) = H(s,b) kaikilla s € [0, 1].

Maidritelmi 2.5 (Nollahomotooppisuus). Silmukka v : [a, ] — A on nollahomo-
tooppinen alueen A suhteen, jos on olemassa vakiopolku v; : [a,b] — A jonka kanssa
7o on silmukkahomotooppinen.

Maiaritelméi 2.6 (Yhdesti yhtendisyys). Avoin joukko A on yhdesti yhtenéinen,
jos A on polkuyhtenéinen ja jokainen joukon A silmukka on nollahomotooppinen
alueen A suhteen.

3. Kompleksinen differentioituvuus ja analyyttiset funktiot

Aluksi tullaan tutustumaan tarvittavaan analyyttisten funktioiden teoriaan. Suuri
osa madritelmista ja lauseista on lainattu Ari Lehtosen kompleksianalyysi 1 - luento-
monisteesta [3].

Maéaritelmi 3.1. Olkoot G C C avoin joukko. Sanotaan, ettd funktio f : G — C
on kompleksisesti differentioituva pisteessé zg, jos raja-arvo

OEE
220 zZ— 20

on olemassa. Talloin merkitdan

Z—20 z — ZO

ja sanotaan, ettd f’(zp) on funktion f kompleksinen derivaatta pisteessé z.

Maiaritelma 3.2 (Kompleksianalyyttinen funktio). Analyyttinen funktio on funk-
tio joka on kompleksisesti differentioituva jokaisessa sen méaérittelyjoukon pisteessa.
Kokonaisella funktiolla tarkoitetaan funktiota, joka on analyyttinen koko kompleksi-
tasossa.

Pelkén méaédritelmén liséksi on hyodyllista, ettd differentioituvuus voidaan todeta
jollain muulla tavalla. Seuraavaksi tullaan esitteleméén differentioituvuuskehitelmi,
jota voidaan kayttdd muiden olennaisten tulosten todistamisessa.

Lause 3.3 (Differentioituvuuskehitelma). Funktio f : A — C on analyyttinen
pisteessd z € A jos ja vain jos on olemassa luku ¢ € C ja jossakin origon ympdristossd
mddaritelty funktio E siten, ettd

(CD) f(z+h) = f(2) + ch+ E(h),

missd % — 0, kun h — 0.
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Huomattakoon, ettd yhtdalo (CD) muistuttaa vastaavaa tulosta reaaliselle diffe-
rentioituvuudelle. Tuloksessa on f : R? — R? ja vakion ¢ korvaa funktion f Jakobin
matriisi.

ToDISTUS. =: Oletetaan, ettd f on analyyttinen ja f(z) on siis olemassa. Asete-
taan r > 0 siten, ettd B(0;7) C A. Méaritelladn

E(h) = fz+h)—=f(z) = f'(2)h, kun 0 < |h| <71 ja
N 0, kun h = 0.

Talloin f(z 4+ h) = E(h) + f(2) + f'(2)h, kun |h| <7, ja

)%‘:‘E h)’:‘f<z+h)—f(2)
h

;L 7 — f'(2)| = 0, kun h — 0.
<: Olkoot nyt ¢ € C ja E origon ympéristossd B(0;r) méaaritelty funktio siten,
etta

f(z+h)= f(2) +ch+ E(h).
Yhtalosta (CD) saadaan
fz+h) = () E(h)

3 :c+T—>c

eli f'(z) on olemassa ja ¢ = f(z).

O

Differentioituvuuskehitelmésté paédstdin suoraan seuraavaan tiarkeddn menetel-
méan eli Cauchyn ja Riemannin yhtaloihin. Yhtéloiden avulla voidaan funktion dif-
ferentioituvuus todeta tutkimalla sen reaali- ja imaginédériosien osittaisderivaattoja.
Yhtalot ovat olennaisessa asemassa, kun mychemmin tarkastellaan analyyttisten ja
harmonisten funktioiden yhteyksié.

Lause 3.4 (Cauchyn ja Riemannin yhtélot). Kompleksiarvoinen funktio f = u-+iv
on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy jos ja vain jos f on reaalisesti differen-
tioituva pisteessd zy ja Cauchyn ja Riemannin yhtdlot

(2) Opu(z0) = Oyv(20) ja 0v(20) = —0yu(zo)
toteutuvat. Tdlloin pdtee lisdksi
f(z) = 0uf(2) = =10, f(2).

TobpisTtus. =: Oletetaan, ettd f = u + iv on kompleksisesti differentioituva pis-
teessd zg. Lauseesta 3.3 seuraa, ettd on origon ympéristdssd médritelty funktio
siten, etta

E(h)
||
Kuvaus R? — R? : h — ch on lineaarinen, joten f on reaalisesti differentioituva.
Osoitetaan vield mistd Cauchyn ja Riemannin yhtélot seuraavat. Olkoon

h € R/{0}. Télloin

f(z0+h) = f(z0) + ch+ E(h), — 0, kun h — 0.



f<20+h)_f(z0)zc+%—)c kun h — 0
h h ’ '

Toisaalta

f(z0+h) = f(2)
h
eli 0,f(z9) = c. Vastaavasti kun asetetaan h = it, ¢ € R/0 eli h sijaitsee imagi-
nédriakselilla, saadaan
iE(it)

1)
f(20+2'3f f<20):ic+'—t_>ic’ kun ¢t — 0.
i i

— 0, f(20), kunt—0

Toisaalta taas

St )= 1)

joten 0y f(z9) = ic. Nyt siis
0o f(20) = ¢ = =10, f (20).

Lopulta haluttu yhtélo saadaan siité tiedosta, etta

O0x f(20) = Oyu(20) + 10,v(20) ja Oy f(20) = Oyu(zp) + i0,v(20)

joten

Opu(z) + 10,v(2) = —i0yu(z) + 0,v(z).
<: Oletetaan, pisteessi zo f on reaalisesti differentioituva ja liséiksi Cauchyn ja

Riemannin yhtalot patevat. Télloin on olemassa origon ympéristossa maéritelty funk-
tio F siten, ettd

E(h
(3) f(zo+h) = f(z0) + Ah + E(h), %—)O, kun h — 0,
misséd Cauchyn ja Riemannin yhtéléiden nojalla on
_ _ [Osu(z0)  Oyu(zo)
A=Df(x) = L‘?mv(zo) dyv(2)
Kun h = hl -+ ZhQ = (hl, h,Q), niin

_ {&cu(zo) —0,v(20)
0,v(z0)  Ozu(zo) |-

Ah _ axU(Zo)hl — (‘3zv(z0)h2
0xv(20) h1 + Opu(20) ha

4) = Qulz0)hn — 00 (20)ha + i(Dy0(20)hn + Outi(20)ho)
= (Oyu(z0) +10,v(20))(h1 + ihs)
Funktion f reaalinen differentioituvuuskehitelmé on siis muotoa (CD), missd ¢ =

Oxu(2) + 10,v(20), eli funktio f on kompleksisesti differentioituva.
U
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Lause 3.5. Funktio f = u + iv on analyyttinen pisteessd zo € A, jos osittaisde-
riwaatat Oyu, Oyu, Oyv ja Oyv ovat olemassa joukossa A, jatkuvia pisteessd zy € A ja
toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtalot (2).

TobisTus. Vedotaan téssd todistuksessa usean muuttujan analyysin tulokseen,
jonka mukaan osittaisderivaattojen jatkuvuudesta seuraa funktion f reaalinen diffe-
rentioituvuus pisteessé zg. Yhdessd Cauchyn ja Riemannin yhtdloiden kanssa lauseen
3.4 oletukset tayttyvéit, joten f on analyyttinen pisteessi zp € A. O

Seuraavia lauseita on lainattu Palkan kirjasta [4]. Lauseita tarvitaan avuksi osoit-
tamaan vastaavanlaisia tuloksia harmonisille funktioille my6hemmin tutkielmassa.

Lause 3.6. Olkoon f = u+iv analyyttinen alueessa A. Jos |f|, u tai v on vakio-
funktio alueessa A, niin myds f itse on vakiofunktio.

TobpIsTUS. Oletetaan ensin, etté v on vakiofunktio. Téll6in d,u = Jyu = 0 kaikilla
z € A. Cauchy-Riemannin yhtéléiden mukaan f' = d,u+i0,v = 0,u—1i0,u = 0 mista
seuraa, ettd f on vakiofunktio.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd |f| on vakiofunktio. Eli tilloin siis u? + v? = ¢ koko
alueessa A. Tésséd ¢ > 0 ja tilanne ¢ = 0 on triviaali. Oletetaan siis, ettd ¢ > 0. Kun
derivoidaan edellisté lausetta puolittain x:n ja y:n suhteen, saadaan

2u0,u + 200,V ja 2udyu + 2v0,v.

Cauchyn ja Riemannin yhtéldiden avulla saadaan edelleen

ud,u — vOyu ja udyu + vo,u

. Kerrotaan ensimmaéinen yhtalo u:lla, toinen yhtalo v:11a ja lisdtddan vasemmat puolet
toisiinsa jolloin saadaan

cOpu = (u? 4+ v?)0pu = 0,

mistd seuraa, ettd d,u = 0 alueessa A. Vastaavasti voidaan néyttdd, ettd d,u = 0.
Tastd seuraa, ettd f' = d,u+1i0,v = ,u—1i0,u = 0. Téten f on vakiofunktio alueessa

A. U

4. Kompleksinen integrointi

Seuraavassa osiossa késitelladn kompleksiseen integrointiin liittyvia tuloksia. Esi-
tellddn aluksi lyhyesti tdarkeimmét méaritelmét. Kompleksisen integroinnin osuuteen
on kiytetty lahteend Olli Lehdon teosta [5].

Maidritelma 4.1 (Sileét polut). Polku 7 : [a, b] — C on siled, jos se on jatkuvasti
differentioituva jokaisessa sen médrittelyjoukon pisteessid. Polku on paloittain sileé,
jos silld on a#rellinen méaré pisteitd joissa se ei ole differentioituva.

Maiéritelmé 4.2 (Kompleksinen polkuintegraali). Funktion f: A — C komplek-
sinen polkuintegraali sileédn polun v C A suhteen on

/vf dy = / O 0



7

Edellinen kaava yleistyy myos paloittain sileille poluille. Téalloin polku pilkotaan silei-
siin osapolkuihin ja summataan integraalit nididen osapolkujen yli.

Lause 4.3. Olkoon f jatkuva funktio ja vy paloittain siled umpinainen polku alu-
eessa A. Tdlloin funktiolla f on integraalifunktio alueessa A, jos ja vain jos

(5) L fdy = 0.

TobisTus. =: Ehdon (5) vélttdméattomyys seuraa siitd, ettd polku v on umpi-
nainen ja funktiolla f on integraalifunktio. Polkuintegraalin mé#ritelméan mukaan siis
talloin

[ #2)dz = Fr(a) = Fa (b)) =0,
.

<«: Ehdosta (5) ja polkuintegraalin méadritelmésté seuraa, ettd voidaan médritella
funktio F' alueessa A, joka ei riipu polusta 7. Riittdvyyden osoittamiseksi asetetaan

siis
=/f®%

missi zg € A. Edellinen tarkoittaa siis funktion f polkuintegraalia sellaisen polun yli,
joka kulkee pisteesté zy pisteeseen z. Naytetdin, ettd F' on funktion f integraalifunk-
tio. Otetaan piste z ja z + A pisteen z ympéristosta.

Fz40) - / F(€)de - /f €)de = / G

missé viimeinen integraali on janapolun L = [z, z + A] yli. Jatkuvuuden nojalla

f(€) = f(2) + E(€ - 2),

missd F(§ — z) — 0, kun &€ — 2. Tésta seuraa, ettd

F(2+A)—F(2):f(z))\+/z+ E(€ — z)d¢.

Saadaan siis arvioitua

z4+A .
SR P S T I

F(z+)) — F(2)
N\

Funktiolla F' on siis differentioituva pisteessé z ja F'(z) = f(2).
U

Cauchyn integraalilausetta tarvitaan vain seuraavan lauseen todistuksessa. Lauseen
todistuksen teoriaan voi tutustua tarkemmin Lehdon teoksessa [5] luvussa 11. Esitel-
ladn téssa tutkielmassa lauseen viittdmaé todistamatta sité.



Lause 4.4. Olkoon f analyyttinen alueessa A. Tdlldin

Lfdsz

jokaiselle nollahomotooppiselle polulle v C A.

Lause 4.5. Jos funktio f on analyyttinen yhdesti yhtendisessd alueessa A, niin
funktiolla f on integraalifunktio alueessa A

TobpisTus. Jos funktio on yhdesti yhtenéinen pétee jokaiselle joukon A umpinai-

selle polulle ~
/ fdv=0.
.

Téaten lauseen 4.3 nojalla funktiolla f on alueessa A integraalifunktio.
O

Cauchyn integraalikaavaa tarvitaan Taylorin kehitelmén olemassaolon peruste-
lemiseen. Todistus sivuutetaan tdsséd tutkielmassa, mutta sen voi kdyda lukemassa
Lehdon kirjasta [5] sivulta 56.

Lause 4.6 (Cauchyn integraalikaava ympyrille). Olkoon f analyyttinen alueessa
A ja D kiekko, jonka sulkeuma sisdltyy alueeseen A. Tdlloin jokaisessa pisteessd z € D

patee
0= | Has

Analyyttisyydesti seuraa myos ettéd funktiolla on potenssisarjaesitys. Kyseista po-

tenssisarjaa kutsutaan Taylorin kehitelméksi ja kyseinen kehitelmé tulee olemaan tér-
ked kun tarkastellaan harmonisten funktioiden reaalianalyyttisyytta.

Lause 4.7 (Taylorin kehitelma). Jos funktio f on analyyttinen alueessa A, niin
silld on jokaisen kertaluvun derivaatat jokaisessa pisteessd z € A. Lisdksi pisteen
a € A ympdristossd on voimassa Taylorin kehitelmd

n.

(6) 1) =S LW gy

ja sarja suppenee ainakin kun z € B(a, p), missi p on pisteen a etdisyys alueen A
reunasta

TobpisTus. Valitaan mielivaltainen piste a € A. Kirjoitetaan

1 1 1
=2 (E-a-(-a E-al-=2)

Taten identiteetista




saadaan

k

1 z—a)" ! z—a)*
=3 e
§—2 E—a  (E—a)*(€-2)
Sijoitetaan edellinen Cauchyn integraalikaavaan ja asetetaan D = {z : |z — a| < 1}
siten, ettd r < p. Télloin saadaan kaava

n=1

) =3 enlz — )" + Ral2),
Lr e

" omi sp (§—a)"t!

ja

z—a)k d

PYRIRCEL oy g (0 S
2i Jop (§ = a)*(§ —2)

Huomataan, ettd alueen D reunalla pétee | — z| > r— |z —al ja | f(§)] < M. Taméin

perustella saadaan arvioitua

Mr (|z—a|

r—lz—al" r

| Ri(2)] <

)k
Koska |z —a| < r saadaan raja-arvo lim R = 0. Téastd seuraa siis, ettd potenssisarja
k—ro0

> cn(z — a)" suppenee kiekossa D ja

f(z) = Z Cn(z —a)™.

Téten funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat alueessa D ja

PR = nn—1)--(n—k+1)ca(z—a)" ", keN
n=~k
Erityisesti on f*)(a) = klc;, miki siis todistaa kaavan (6). Koska r < p, voidaan
valita mielivaltaisen ldheltd lukua p, péatee yhtélo (6) jokaisella z, jolla |z — a| < p.
U

Lause 4.8 (Liouvillen lause). Kokonainen ja rajoitettu funktio f on vakio.

TobisTtus. Koska funktio f on kokonainen, on silld Taylorin kehitelmé kiekossa
D = B(a,r), missi a € C ja r > 0. Eli siis

1) =3 enlz — o)™,

n=0

missd kertoimet ¢, = % madrdytyvat kaavasta 7. Kun funktion f Taylorin kehi-

telmiin sijoitetaan &€ — a = re?, saadaan
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1 2 ) )
(8) Cn = 27rr”/0 fla+re)em0dg

Oletetaan, ettéd |f(z)| < M kaikilla z € C. Kaavasta 8 seuraa, etté

M
len| < —.
TTL

Edellinen pitdd paikkansa kaikilla arvoilla » > 0 joten ¢, = 0, kun n > 1. Siispé

f(z) = co.
U

Liouvillen lauseen kohdalla on osuvaa tarkastella sen yhteyttéa Picardin lauseeseen.
Molemmat lauseet ottavat kantaa kokonaisen ei-vakion funktion kayttaytymiseen.
Liouvillen lause viittda toisin sanoin, ettd edelld mainitun funktion kuvajoukko ei
voi olla rajoitettu, kun taas Picardin lause viittdd tarkemmin, ettd funktio saa ldhes
kaikki arvot koko kompleksitasossa.

5. Mobius-kuvaukset

Moébius-kuvausten ominaisuuksia tarvitaan lauseen 6.4 todistuksessa. Kappaleen
teoriaan on kéytetty ldhteend Lehtosen luentomonistetta [2].

Maaritelmé 5.1 (Mobius-kuvaus). Kuvausta f : C - C,

az+b
f<z)_cz+d

missi a € C, b € C, c € C, d € C ja ad — bc # 0 kutsutaan Mobius-kuvaukseksi.
Téssd C tarkoittaa laajennettua kompleksitasoa eli C = C U {oo}. Téssé

az+b cC
(9) jos ¢ =0, niin f(z) := d -
00, z=
ja
(az+b d
o d ZEC\{—E}
(10) jos ¢ # 0, niin f(z) := { o, y = _&
c
a
-, Z = 00.
\ ¢

Huomautus 5.2. Yksinkertaisimmat Mobius-kuvaukset ovat:
(1) siirto z — z + w,
(2) venytys z — Az, missd A € C\ {0} ja
(3) inversio z — 1.
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Erityista on se, ettd jokainen Mobius-kuvaus on yhdiste néistd kuvauksista, silla

bc — ad
az+b  J2(z+d/c)
cz+d  Na b

Lause 5.3. Moébius-kuvaus kuvaa yleistetyn ympyrdn yleistetykst ympyrdksi. Yleis-
tetylla ympyralld tarkoitetaan kompleksitason ympyrdd tai suoraa johon on lisdtty dd-
rettomyyspiste.

a
+—, josc#0
C

TobIsTUS. Sijoitetaan z = x + iy yhtaloén ax 4 by + ¢ = 0O:

Cot3) - -2 +e=0

2 2
Y -2t (G+27+e=0
9 2T lgTgETeT

Kompleksitason suorat ovat siis muotoa

(12) Bz+ Bz +c=0, missi B € C\ {0} jaceR,

olevien yhtéloiden ratkaisujoukkoja. Vastaavasti ympyrin |z — 29| = r yhtélo saadaan
muotoon

(13) 2Z+ Bz+ Bz +c=0,

missii B= —zy € Cjac=|B[*—r? € R.

Ainakin siirto ja kuvaus séilyttivit selvasti suorat suorina ja ympyrit ympyroiné.
Jos z on suoralla 12, niin kuvapiste w = 1/z toteuttaa yhtélon

BW + Bw + cww = 0.
Jos ¢ = 0, on edellinen origon kautta kulkevan suoran yhtélé. Muulloin yhtélo ympy-
rille, jonka sidde on |B|/|c| ja keskipiste —B/c).
Jos z on ympyrén 13 kehéll4, niin sen kuvapiste w = 1/z toteuttaa yhtalon

1+ Bw + Bw + cww = 0.

Jos ¢ = 0 edellinen on suoran yhtalo. Muulloin yhtélé on ympyrén yhtalo.
O

SEURAUS 5.4. Jos A on avoin kiekko, suljetun kiekon ulkopuoli tai suoran mdd-
raamd avoin puolitaso, niin kuvajoukko f(A) on myds jokin kyseisistd joukoista. Seu-
raava lause on lainattu Palkan teoksesta [4].

Lause 5.5. Olkoon f Mobius-kuvaus, joka ei ole identtinen kuvaus. Tdlloin ku-
vauksella f on joko yksi tai kaksi kiintopistettd eli pistettd, jolle pitee f(z) = z.

TobisTus. Oletetaan aluksi, ettd ¢ = 0. Talloin f(2) = az + [, missd a = a/d
ja B = b/d. Téllainen kuvaus kiinnittd4 aina pisteen z = oo. Kun o # 1 kuvaus f
kiinnittda myos pisteen —f/(a—1). Tilanteessa a = 1 ja f = 0 f on identtinen kuvaus.
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Yhtalolla az 4+ 8 = z ei voi olla muita ratkaisuja kuin edeltidvit, joten kiinnitettyja
pisteitd on korkeintaan kaksi.

Oletetaan nyt, ettd ¢ # 0. Talloin f(—d/c) = oo ja f(c0) = a/c, joten kyseiset
pisteet eivét ole kiinnitettyja. Ainoat kiinnitetyt pisteet ovat siis yhtalon

az+b

cz+d ‘
ratkaisuja. Voidaan jéattaa siis huomiotta pisteen jossa vasemman puolen nimittéja on
nolla, joten yhtélé saadaan muotoon

e +(d—a)z—b=0.
Koska ad — bc = 1, saadaan tdmén yhtdlon juuret muotoon
(a —d) £ /(d—a)?+4cb

z = ,
2c

mistd ndhdédn, ettd kiinnitettyja pisteitd on joko yksi tai kaksi.

U

Lause 5.6. Olkoot {z1, z2, 23} ja {wy,ws, w3} kaksi kolmen laajennetun komplek-
sitason eri pisteen joukkoa. Tdlloin on olemassa tismdallen yksi Mobius-kuvaus f -
C — C jolle patee

f(z1) =w,  flz2) =wy, f(z3) = ws.

TobpisTus. Oletetaan, ettd wy = 1, wy = 0 ja wy = oco. Talloin kuvaukseksi f
voidaan valita

f(2) = (z— 29)(21 — 23

(z — 23)(z1 — 22
Oletetaan, ettd on toinen kuvaus g, jolle pétee g(z;) = w;, j € {1,2,3}. Télloin
vhdistetylle kuvaukselle h = f o ¢! piitee h(1) = 1, h(0) = 0 ja h(co) = co. Téllsin
kuitenkin h on identtinen kuvaus, koska ei-identtisellda Mobius-kuvauksella korkein-
taan kaksi kiintopistetta. Téstd seuraa, ettd g = f.

)
I

Oletetaan, ettd wy € C, wy € C jaws € C ovat mielivaltaiset eri pisteet. Valitaan
Mébius-kuvaukset g ja h, joille piatee g(w;) = 1, g(ws) = 0, g(ws) = o0, h(z) = 1,
h(z2) = 0 ja h(z3) = oo. Tdlléin g~ (1) = wy, g~ 1(0) = we, g '(0c0) = w;3. Télléin
kuvauksella f := g~! o h on haluttu ominaisuus. O

Maiaritelma 5.7 (Kaksoissuhde). Olkoot zy, 29, 23,24 € C eri kompleksilukuja.
Kompleksilukua

(24 — 22) (21 — 23)
(24 - 2’3)(2’1 - 22)

sanotaan kyseisten lukujen kaksoissuhteeksi. Jos z; = oo on kaksoissuhteen arvo
se raja-arvo, kun kyseinen z; ldhestyy &déretonta.

[zla 29y %3, 24] —
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Lause 5.8. Olkoot z1, 22, 23, 24 € C nelja eri pistetta. Talloin Mobius-kuvaukselle
f:C — C pdtee

[f(21)7 f(z2), f(23), f(24)] = [21722,23724]-

Tobistus. Olkoon g se Mobius-kuvaus, jolle g(z1) = 1, g(z2) = 0 ja g(z3) =
oo eli g(z) = [z1, 29, 23,2]. Tilldin pétee g o f71(f(z1)) = 1, go fH(f(22)) = 0
ja g o f7H(f(23)) = oco. Toisaalta kuvauksella z — [f(21), f(22), f(23), 2] on samat
ominaisuudet. Eli edellisen lauseen nojalla

(21, 22, 23, 24) = g(24) = g © f_1(24) = [f(=1), f(22), f(23), [(24)].
]

Huomattakoon, ettd edellinen lause antaa meille kiitevin tavan rakentaa Mobius-
kuvaus, joka kuvaa annetut kolme pistettd 21, zo ja z3 kolmelle eri pisteelle wy, wy ja
ws. Tehtdvani on vain ratkaista f(z) yhtélosta

[w1>w27w37f(z)] = [2172272372]

Esimerkki 5.9. Etsitddn Mobius-kuvaus, joka kuvaa puolitason {z € C|Re(z) >
a} yksikkoympyréksi. Valitaan ensin siirtokuvaus hi(z) = z — a. Valitaan sitten ku-
vaus ho(z) = iz, joka kiertdd pistettd z kulman 7 verran. Néiden kuvausten jélkeen
alkuperdinen puolitaso on reaaliakselin yldpuolella oleva puolitaso. Kaytetdéan sitten
lausetta 5.8 ja rakennetaan kuvaus hg, joka kuvaa ylemmén puolitason origokeskiseksi
yksikkokiekoksi. Oletetaan, ettd reaaliakseli kuvautuu origokeskisen yksikkéympyran
kehéksi ja asetetaan h3(—1) = i, h3(0) = —1 ja h3(1) = —i. Téstd saadaan kaksois-
suhde [7, —1, —i, h3(2)] = [-1,0, 1, 2], josta ratkaistaan

2i(hg(2) +1) =2z

(hs(z) +i)i+1)  —(z—1)
< (ih3(2) +4)(1 — 2) = —2(ih3(2) + h3(z) — 1 + 1)

(14) < ihsy(z) —izh3(2) +i —iz = —izhg(2) — zh3(z) + z — iz
= (i+2)hs(z) =2z — z"
— b

Télloin hg(—2i) = 3 eli kuvapiste on ympyréin ulkopuolella, joten hg kuvaa ylemmén
puolitason ympyrén sisdpuoleksi. Alunperin haluttu kuvaus on siis h = hg o hy o hy.
Saadaan siis

1z —1a — 1

15 h(z) = ———.
(15) (2) 1z —ia+1
Vastaavasti jos haluttaisiin kuvata vasemman puolitason yksikkdympyréksi, tulisi
kiertokuvaukseksi valita hy(z) = iz jolloin
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—1z4+1a—1
—iz+ia+1

Tata esimerkkia sovelletaan lauseen 6.4 todistuksessa.

(16) h(z) =

6. Harmoniset funktiot

Seuraavaksi tarkastellaan mitd ovat harmoniset funktiot, ja miten ne liittyvit
analyyttisiin funktioihin. Té&ssé tutkielmassa ollaan kiinnostuneita kompleksitasossa
harmonisista funktioista. Seuraavat méiritelmét yleistyisivét korkeampiin dimensioi-
hin, mutta paiatuloksen kannalta ei ole syyta késitelld kyseisia tilanteita. Harmonisten
funktioiden teoriaan on kéaytetty lahteend Olli Lehdon teosta [5].

Madritelmé 6.1 (Harmoninen funktio). Olkoon A C C. Olkoon f : A — R.
Funktio f on harmoninen joukossa A, jos se on kaksi kertaa derivoituva molempien
muuttujien suhteen ja toteuttaa Laplacen yhtélon

Af(z) = 0,0.f(2) + 0,0, f(2) = 0.
kaikilla z € A.

Seuraava tulos yhdistéda reaaliarvoiset harmoniset funktiot suoraan kompleksiana-
lyyttisten funktioiden reaali- ja imaginédédriosaan.

Lause 6.2 (Analyyttisen funktion harmonisuus). Olkoon f = u+ v analyyttinen
funktio. Talloin funktion f reaali- ja imaginddriosat u ja v ovat harmonisia funktioita.

Tobistus. Funktio f on analyyttinen, joten se toteuttaa Cauchyn ja Riemannin
yhtalot:
O u = 0yv ja 0,v = —0,u.
Kun ensimmaéistéd yhtéaloa derivoidaan muuttujan x suhteen ja toista yhtalod muut-
tujan y suhteen, saadaan

0.0, u = 0,0,v ja 0,0,v = —0,0,u
ja vastaavasti muuttujien paikkoja vaihtamalla
0y0zu = 0,0,V ja 0,0,v = —0,0,u.

Siispé osittaisderivaattojen vaihdannaisuuden nojalla

(17) Au = 0,0,u + 0,0,u = 0y,0,v — 0,0,v = 0
ja
(18) Av = 0,0,v + 0,0,v = —0,0,u + 0,0,u = 0.

Edellisen tuloksen liséiksi myos kidnteinen véite pétee lokaalisti.

Lause 6.3. Olkoon u harmoninen aluessa A ja zg € A. Tdlloin on olemassa pisteen
2o ympdristo U C A ja joukossa U analyyttinen funktio f siten, ettd uw = Re(f).
Lisiksi jos A on yhdesti yhtendinen, voidaan asettaa U = A.
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TobISTUS. Asetetaan w = 0,u + i(—0,u). Funktio w toteuttaa tdten Cauchyn ja
Riemannin yht&lét, mika seuraa suoraan funktion v harmonisuudesta ja osittaisderi-
vaattojen vaihdannaisuudesta. Harmonisen funktion osittaisderivaatat ovat jatkuvia
joten w on analyyttinen alueessa A. Valitaan pisteelle z; yhdesti yhtendinen ympéristo
U. Analyyttiselld rajoittumafunktiolla w|U on integraalifunktio f = f; +ifs. Funktio
on maédritelty lisattavad vakiota vaille joten voidaan olettaa, ettd f(zo) = u(zo). Nyt
voidaan laskea

f/ = w = 3xu — 8yu = 8If1 + iany = 83,]”1 — z@yfl.

Siispd d,u = 0, f1 ja Oyu = 0, f1 joten u = f1 + c¢. Ehdon f(29) = u(zo) perusteella

u = f1 = Re(f). -

Lause 6.4. Koko kompleksitasossa ei-vakio harmoninen funktio on rajoittamaton
seka ylhdaltd, ettd alhaalta.

TobisTtus. Olkoon u ei-vakio harmoninen funktio. Télloin lauseen 6.3 mukaan u
on jonkin kokonaisen funktion f reaaliosa. Jos u ei saa jotain arvoa a seuraa jatkuvuu-
desta, ettd u ei saa joko arvoja x < a tai x > a. Kyseiset puolitasot halutaan kuvata
rajoitetuksi joukoksi. Kéytetdan tdhédn apuna Mobius-kuvauksia. Oikean puolitason
tapauksessa valitaan kuvaus h kuten yhtalossé (15). Vastaavasti vasemman puolitason
tapauksessa valitaan mobius-kuvaus kuten yhtdlossd (16). Molemmat kuvaukset ku-
vaavat vastaavan puolitason yksikkdympyréksi eli rajoitetuksi joukoksi. Talloin hy o f
ja hs o f ovat kuitenkin Liouvillen lauseen nojalla vakiofunktioita. Tamén perusteella
f ja tdmén reaaliosa u ovat myo6s vakioita miké on ristiriita alkuperiisen oletuksen

kanssa.
O

Tarkastellaan miten harmoniset funktiot liittyvét reaalianalyyttisiin funktioihin.
Seuraavia kyseiseen aihealueeseen liittyvia lauseita tullaan tarvitsemaan suoraan pai-
tuloksen todistukseen. Mééritelmié ja tuloksia on lainattu Axlerin, Bourdonin ja Ra-
meyn teoksesta "Harmonic Function Theory”[6].

Maiéaritelma 6.5. Sanotaan, ettéd funktio f on reaalianalyyttinen avoimessa jou-
kossa A C R? kun jokaiselle a = (¢,d) € A on olemassa r > 0 ja reaaliluvut ¢,
siten, ettd

oo n
f(2) =) carle =)y —d)"™"
n=0 k=0
ja sarja suppenee jokaisella pisteen a ympéristossa B(a,r) olevalla arvolla z = (z,y).
Seuraava tulos kertoo, ettd harmoniset funktiot ovat reaalianalyyttisid. Tulos pétee
myo6s avaruudessa R™, mutta kyseinen todistus on tyolas eiké sitéd varsinaisesti tarvita

tutkielman kannalta. Todistetaan lause siis joukossa R? todistuksen yksinkertaisuuden
takia.

Lause 6.6. Alucessa A C R? harmoninen funktio on reaalianalyyttinen.
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ToDISTUS. Samaistetaan A kompleksitason osajoukkoon B siten, ettéd (z,y) € A
tarkoittaa pistettd x + iy € B. Koska funktio on harmoninen, on se jokaisen pisteen
z € B ympéristossi jonkin analyyttisen funktion f reaaliosa. Analyyttiselld funktiolla
on toisaalta Taylorin sarja jokaisen pisteen a € B ympéristossa eli

n.

©_ 4(n) (g
o) =S D oy

Oletetaan, ettd z = x + iy = (x,y) ja a = ¢ + id = (¢, d). Talléin binomikertoimen
kaavasta saadaan, etté

> 0Mu(a) +i0Mv(a ,
=3 T 0 @) i ayy

n!
(n)

n;() u(a) +i0Mv(a) S [n

(19> © n 83(3n)u(a) n =
-3y A (D)o -
n=0 k=0
> < v(a) (n
R ) R

josta poimimalla reaaliarvoiset komponentit saadaan

Re(f(2)) = Z Z cnp(z — )"y —d)¥,  missi

n=0 k=0
(n)
(20) 835—'u(a) <Z> (—1)§7 jos k on parillinen
n!
n,k —
' (n)
O 'v(a) (Z) (—1)%, jos k on pariton.
n!

Téastd huomataan, etté reaaliosa on reaalianalyyttinen.
O

Lause 6.7. Olkoon f on reaalianalyyttinen alueessa A ja f = 0 epdtyhjdssd avoi-
messa joukossa Q2 C A. Tdlloin f =0 joukossa A.

TobisTus. Olkoon € sellainen joukko pisteitd joukossa A, ettd f = 0 jossain
pisteen € A ympéristossi. Talloin €y on avoin ja epétyhji. Jos y € Qy N A, niin
jatkuvuuden nojalla f ja kaikki sen osittaisderivaatat havidvat pisteessd y. Téten
funktion f potenssisarja pisteessd y hévidid identtisesti joten y € €y. Téaten €y =
Qo N A ja edelleen joukon A yhteniisyydestd seuraa, ettid Qo = A.

O

Lause 6.8 (Harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuus). Olkoon u harmoni-
nen funktio avoimessa joukossa A C C. Tdlldin, kun B(z,r) C A funktiolle u pditee
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(21) u(z) = —/0 7Tu(z +re'?)do,

7a lisdkst

1
u(z) = W/Br(z) u.

TobisTtus. Olkoon nyt siis B(z,7) C A. Kéytetddn Cauchyn integraalikaavaa
analyyttiselle funktiolle f = u + 4v, missé v on funktion v harmoninen konjungaatti.
Télloin saadaan

u(z) = Re[f(z)] = Re [L /63(z ., &df]

i [
1 2m 0
22 = _— i
(22) Re [27?7“ /0 f(z+re )d@}
1 2 )
=5 i u(z + re®)dh.
Eli

1 2w )
u(z) = %/0 u(z + pe')do,

kun 0 < p < r. Edellistd hyodyntaméalla saadaan

r 27 )
/ u= / (/ u(z + re’e)d9> tdt
By(z) o Mo

:/ 2mtu(z)dt = mriu(z),
0

miké on siis jalkimmaéinen véite.

(23)

O

Edellinen tulos pétee myos kddnteisesti eli yhtdlon (21) olemassaolo karakterisoi
funktion harmonisuuden.

Lause 6.9. Olkoon A alue, f € C*(A) ja f toteuttaa keskiarvo-ominaisuuden (21)
jokaisessa kiekossa B,(z) € A. Tdlldin f on harmoninen funktio alueessa A.

TobisTus. Divergenssilausetta apuna kayttamalld saadaan

/ Af(y)dyZ/ Af(y+2)dy=/ Vily+2) 7
By (2) B, (0) 0By (0)

2

24 — g -~ 10
(24) i i arf(z—irre )db

= m‘g /27f f(z+re?)do = 27Tm‘2f(z) =0
- or N or e
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Ottamalla sitten keskiarvo kiekossa B,.(z) ja raja-arvo r — 0 saadaan

0=tlim— [ Af(y)dy = Af(2)

r—0 71'7“2 Br(2)

joten f on harmoninen alueessa A.

7. Harnackin epiyhtélo ja Harnack-funktiot

Téassé kappaleessa esitelliin Harnackin epéyhtéld ja sithen perustuvat Harnack-
funktiot. Kappaleessa tullaan osoittamaan myos tiarked yhteys harmonisten funktioi-
den ja Harnack-funktioiden vililld. Teoriaa on lainattu Lewisin teoksesta [8].

Maaritelméa 7.1 (Harnackin epayhtélo). Ei-negatiivisen funktion h : B(z,2r) —
R sanotaan toteuttavan Harnackin epéayhtalo vakiolla 8 > 1, kun pétee

(25) M(r,h,z) =sup{h(y) : y € B(z,r)} < 0inf{h(y) : y € B(x,r)}.

Maéaritelmé 7.2 (Harnack-funktio). Avaruudessa R™ méériteltya jatkuvaa funk-
tiota u sanotaan Harnack funktioksi vakiolla 6, jos Harnackin epayhtalo pétee jokai-
selle x € R" ja r > 0 kun h = +u + a on ei-negatiivinen kiekossa B(z,2r) jollakin
a € R

Seuraavana on jéalleen harmonisiin funktioihin liittyva tulos. Télla kertaa osoite-
taan, ettd harmoniset funktiot ovat Harnack-funktioita.

Lause 7.3. Olkoon uw harmoninen funktio. Tdlloin uw on Harnack funktio.

ToDISTUS. Asetetaan h = Z4u + a siten, ettd h on mielivaltaisessa kiekossa
B(z,2r) positiivinen. Talléin A on my6s harmoninen funktio. Valitaan z,y € B(z,r)
ja merkitddn d = |z — y| < 2r. Riittd4 osoittaa, ettd h(z) < ch(y) jollain ¢ > 1, joka
ei riipu pisteiden x, y valinnasta. Valitaan janapolulta [z, y] pisteet a ja b, siten, etté
|z —a| = 4d ja |z —b| = 2d. Keskiarvo-ominaisuudesta ja funktion h positiivisuudesta
saadaan

h(z) = — h

9
=— h
(26) T J B, s ()
9
- ’/TT2 Br(a)

= 9h(a).

Verrataan vastaavasti pistepareja a, b ja b,y jolloin saadaan lopulta

h

(27) h(z) < 9°h(y)

mik4 siis todistaa véitteen.
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Seuraava lause tulee kuvaamaan harmonisten funktioiden muodostaman jonon
kayttaytymista tiettyjen ehtojen péatiessd. Lauseen todistamiseen tarvitaan avuksi
muutamaa lemmaa. Tulokseen tullaan viittaamaan Picardin lauseen todistuksessa.
Lause ja sitd edeltdvit lemmat on lainattu Armitagen ja Gardinerin "Classical Po-
tential Theory-kirjasta [7].

Maiaritelméa 7.4 (Funktioperheen yhtédjatkuvuus). Avoimessa joukossa E C R"
médritelty reaaliarvoisten funktioiden perhe F' on yhtédjatkuva pisteessi © € F, jos
jokaiselle € > 0 on olemassa & > 0 siten, ettd |f(z) — f(y)| < € jokaiselle f € F
jokaisella arvolla y € E N B(x,d). Perhe F' on yhtédjatkuva joukossa E, jos se on
yhtéjatkuva jokaisessa pisteessd z € F.

Perhe F' on tasaisesti yhtédjatkuva joukossa E, jos jokaiselle € > 0 on olemassa § > 0
siten, ettd |f(x) — f(y)| <€ kun f € F jaz,y € Ejallz —y|| <.

Lemma 7.5. Olkoon A alue ja F perhe lokaalisti tasaisesti alhaalta rajoitettu-

ja harmonisia funktioita. Talloin joko sup F = oo alueessa A tai F' on tasaisesti
rajoitettu ja tasaisesti yhtdjatkuva jokaisessa kompaktissa alueen A osajoukossa.

TobisTus. Oletetaan, ettd sup F' Z oo alueessa A ja valitaan xy € A siten, ettd
(sup F)(zg) < oo. Olkoon E kompakti joukko ja w sellainen rajoitettu yhtenéinen
joukko, ettd FU{xo} € wjaw € A. Talloin F on tasaisesti alhaalta rajoitettu joukossa
w. Voidaan siis valita sellaisen vakion M, ettd jokaiselle f € F pédtee f+ M > 0.
Harmoniset funktiot ovat Harnack-funktioita joten Harnackin epéyhtélosta seuraa,
ettd on olemassa vakio C' siten, ettd 0 < h < C' kaikille h € F' joukossa F, joten F' on
tasaisesti rajoitettu joukossa E. Olkoon r > 0 siten, ettd B(z,r) C w kaikilla z € FE.
Harnackin epéyhtélostd saadaan myos

h(y) < (1+e¢e)h(x), ye B(zr,ar),0<a<l

(28) > h(y) — hiz) < eh(x)
< |h(z) — h(y)| < eh(x) < Ce
kaikille h € F'. Taten F' on tasaisesti yhtdjatkuva joukossa F.
O

Lemma 7.6. Olkoon (f,) tasaisesti yhtijatkuva jono funktioita rajoitetussa jou-
kossa E ja (f,) suppenee pisteittiin funktioon f: E — R. Tdlldin joukossa E funktio
f on tasaisesti jatkuva ja f, — f tasaisesti joukossa E.

TobisTus. Osoitetaan aluksi tasainen jatkuvuus. Olkoon € > 0 ja olkoon ¢ kuten
yhtdjatkuvuuden mééritelméssa. Jos x,y € E ja ||z — y|| < 0 pétee jollakin arvolla n

29)  [f(@) = fW) < [f (@) = ful@)| + [ful2) = fa@)] + | fuly) — f(y)] < 3e.

Olkoot w1, ... x,, sellaisia pisteitd joukossa E, ettd E C Uj B(z;,6). On olemassa
no, jolla | fn(x;) — f(z;)| < € kaikilla n > ng ja kaikilla j € {1,...,m}. Josy € E,
niin pétee y € B(z;,6) jollekin j ja télloin epayhtélosta (29) saadaan

[fay) = FW| <[faly) = fale)] + [ fnlz) = flai)| + 1f(25) = fy)]

(30) <€+ €+ 3e = Je,



20

kun n > ng.

U

Maaritelmé 7.7 (normaali perhe). Merkitaéan kaikkien avoimessa joukossa A jat-
kuvien reaaliarvoisten funktioiden joukkoa merkinnalld C(A). Olkoon F' C C(A)
funktioperhe. Sanotaan, ettd F' on normaali, jos jokaisella perheen F' jonolla on lo-
kaalisti tasaisesti joukossa A suppeneva osajono.

Lemma 7.8. Olkoon F perhe alueessa A mddriteltyja reaaliarvoisia funktioita.
Oletetaan, etti F' on tasaisesti rajoitettu ja tasaisesti yhtdjatkuva jokaisessa joukon
A kompaktissa osajoukossa. Tdlloin F on normaali.

Tobistus. Olkoon (f,) jono perheesséd F. Olkoon E C A kompakti ja olkoon
{z; : 7 € N} joukon E tihed osajoukko. Jono (f,(x1)) on rajoitettu jono, joten silld
on suppeneva osajono (fi,(x;)). Vastaavasti jonolla (fi,(z2)) on suppeneva osajono
(fomn(x2)) ja niin edelleen on olemassa siis osajonot (fy,n) siten, etta (fi..(zm)) sup-
penee, kun n — 0o ja jono (fy+1,) on aina jonon (fp,.) osajono. Olkoon g, = fu.,
jokaiselle n. Télléin (g, (z;)) suppenee jokaisella j.

Oletetaan, ettd y € E ja € > 0. Olkoon ¢ kuten tasaisen yhtédjatkuvuuden méari-
telméssi. Koska {z; : j € N} on tihed, pétee ||z; — y|| < J jollain arvolla j. Jonon
(gn(z;)) suppenemisesta seuraa, etta

191 (¥) = gn(W)| < gr(y) — gr()] + |gr(25) — gnl25)] + |gn(z;) — gn(y)| < 3e,

kun k ja n ovat riittdvén suuria. Téten (g, (y)) on Cauchyn jono ja siispd suppeneva.
Lemmaa 7.6 soveltamalla mielivaltaisille kompakteille joukon A osajoukoille F selvidé,
ettd F' on normaali. 0

Lause 7.9. Olkoon A alue ja olkoot F perhe alueessa A harmonisia funktioita.
Oletetaan lisiksi, ettd F' on lokaalisti tasaisesti rajoitettu alhaalta pdin. Jos (f,) on
jono perheen F funktioita, niin on olemassa sellainen osajono (f.;), ettd joko (fn;)
suppenee lokaalisti ja tasaisesti alueessa A harmoniseen funktioon tai lim f, = oo
alueessa A.

TobisTus. Olkoon (hy,) jono perheessid F'. Lemman 7.5 mukaan joko sup h,, = oo
joukossa A tai (h,) on tasaisesti rajoitettu ja tasaisesti yhtéjatkuva jokaisessa joukon
A kompaktissa osajoukossa. Jéilkimmaéisessd tapauksessa lemmasta 7.8 seuraa, etté
on olemassa osajono (f,,) joka suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa A funktioon f.
Taten f on jatkuva joukossa A. Liséksi lokaalista tasaisesta suppenemisesta seuraa,
etté keskiarvo-ominaisuus f(z) = 5- Ozﬂ f(z +re?)dd pitee kun B(z,r) C A. Siispi
f on harmoninen alueessa A. Tapauksessa sup f,, = oo asetetaan zy € A ja valitaan
sellaubeb osajono (fy,), ettd f,,(z0) — oco. Pisteelle z € A valitaan rajoitettu alue w,
jolle z,2zy € w ja w € A. Valitaan liséksi sellainen M € R, ettd f, > M joukossa w

kaikilla n. Harnackin epéayhtélosta seuraa, ettd on olemassa vakio C| jolla

fng(z) -M> C_l(fnj(zo) - M) — 0.
Eli f,, — oo kuten haluttiin.
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Seuraava Harnackin epédyhtélostd johdettu lemma on olennainen osa Picardin
lauseen todistusta.

Lemma 7.10. Olkoon u Harnack funktio vakiolla 6, u(x¢) =0, ja R > 0. Tdlloin
on olemassa r €]0, R[, v1 € B(x,2R) ja c; = ¢1(0) > 2 siten, etti u(z,) =0 ja

(31) (c1) "M (R, u, z0) < M(107,u, 71) < e M(r,u, 7).
Tobistus. Olkoon o(x) = 2R — |x — x| etéisyys pisteen x € B(xg, 2R) ja joukon
R™\ B(x¢, 2R) valilld. Asetetaan E = {z : u(z) = 0} N B(xzg,2R). Olkoon F' joukon

UzerB(z, %) sulkeuma. Asetetaan

v =sup{M (10 %0 (z),u,z) : v € E},

o(z1)
100

ja valitaan z; joukosta FE siten, etté jos r = niin t&alloin
(32) v < 2M(r,u, 7).

Néytetddn, ettéd (31) patee ylla méarityille z1 ja r. Ensinnéikin kaikille x,y € B(xg, 2R)
patee

lo(z) —o(y)| = 2R — |zo — x| — (2R — |20 — y|)|
= [lzo — y[ — |zo — 2|
<l|wo—y— (zo —2)| = |z — 9.

Téasta saadaan padteltya

o(0) < o) + 1o — ] < o) + 20 < 95 (a)
ja
_ o(21)
o(z1) <o(y) + v —y| <o(y) + 100
= holn) Soly) = o) < 20(y)
Eli saadaan
(33) o(x1) <20(y) < 4do(zy).

Valitaan xs joukosta B(z,10r) siten, etta

(34) M (107, u, x1) < 2u(xz)

On kaksi erikoistapausta. Jos zo € F niin epédyhtéloista (32) ja (34) ja funktion u
jatkuvuudesta saadaan epéayhtaloketju

(35) M10r, u, z1) < 2u(xg) < 2y < AM(r,u,x1).
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Kun x5 ¢ F niin voidaan 16ytdd z € (x1,22) N F jolle [xq9,2) N F = ), koska F' on
suljettu. Véitetédn, ettd jokaisessa pisteessd w € [x2, z) on pallo B(w, ), jossa u > 0.
Jos néin ei olisi niin funktion u jatkuvuudesta ja epayhtéloketjusta (33) saataisiin
u(y) = 0 jollain y jolle

r_o(@) _ oy
36 — < - = < 2\
(36) el 3="00 = 00
eli w € F, mika on ristiriidassa pisteen z valinnan suhteen. Siispa alkuperdinen véite
pitee. Jana [z, 2] voidaan peittdd enintdéin kahdeksallakymmenelld ¢ séteiselld pal-
lolla joiden keskikohdat ovat janalla [z, z). Siispd voidaan kdyttdd Harnackin epéyh-

télod ja epayhtilod (34) jolloin saadaan

M (107, u, 71) < 2u(wy) < 20%%u(z) < 40°°M (r, u, x1).

Oikeanpuoleinen epéyhtéld seuraa siitéd, ettd z € F' ja vastaavista padttelyistd kuin
kohdassa (35). Kun siis ¢; = 46%° niin molemmissa tapauksissa pétee

MQ0r,u, z1) < ey M (r,u, 1),

miké& on siis lemman 7.10 oikeanpuoleinen epéyhtéld. Vasemmanpuoleisen epéayhtéalon
todistaminen toimii samaan tyyliin. Talloin valitaan x3 € B(zo, R) siten, ettd u(zs) >
2M (R, u, xg). Jajélleen joko x3 € F tai xs ¢ F ja vastaavalla paittelylld kuin aiemmin
téssé todistuksessa saadaan epdyhtéiloketjun (31) vasen puoli.

t

8. Picardin pieni lause

Seuraavaksi tullaan esittaméin Harnackin epayhtéloon perustuva todistus Picar-
din lauseelle. Kyseisen todistuksen on alunperin esittéanyt John Lewis [8]. Lause todis-
tetaan vastaviitteen avulla. Todistuksessa kdytetddn avuksi harmonisten funkioiden
ominaisuuksia ja lemmaa 7.10.

Lause 8.1. Kokonainen funktio saa kaikki arvot kompleksitasossa mahdollisesti
yhtd arvoa lukuunottamatta.

TobisTus. Oletetaan siis, ettd F' on kokonainen, ei-vakio funktio. Olkoot ay, as €
C eri arvoja, joita F' ei koskaan saa. Olkoon f = ;;_Taalp joten f on ei-vakio, kokonai-
nen funktio, joka ei saa arvoja 0 tai 1. Asetetaan u; = log|f|—2 ja us = log |f —1|—2.
Tiedetdén, ettd f ja f’ ovat kokonaisia (Cauchyn ja Riemannin yht&lot), joten myds
fTI on kokonainen. Téten funktion fTI integraalifunktio log(f) = log|f| + iArg(f) on
kokonainen. Kokonaisen funktion reaaliosa on harmoninen koko kompleksitasossa, jo-
ten u; ja us ovat harmonisia. Harmonisina funktioina u; ja us ovat Harnack-funktioita
vakiolla 6 (Lause 7.3). Ei-vakiot kompleksitasossa harmoniset funktiot ovat rajoitta-
mattomia (Lause 6.4) joten on olemassa sellainen z, ettd u;(z9) = 0. Lemmaa 7.10
kiyttamélld vakion R arvoille 27, kun j € N saadaan muodostettua jonot {z;} ja {r;}

joille kyseisen lemman nojalla pétee
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lim M(r;,uq, 2;) = o0,

Jj—o0
(37> M(lOTj7U1,Zj) S clM(rj7ulazj) ja
U1<Zj) = 0.

Madritellddn vy ; ja vo; kiekossa B(0, 1) siten, ettd
u;(z; + 10r;2)
M(lOT’j, Uy, Zj) .

(38) vij(2) =
Kun uy(z) > 0 saadaan

2 <logl|f—1|<log(|f|+1) — 62<\f\+1,

eli |f| > e* — 1. Téstd saadaan edelleen

log |f — 1] <log(|f] + 1) <log(2|f]) < log(f?) = 2log |f]
eli us < 2uq, kun uy > 0. Siispa voidaan arvioida

u;(z; + 10r;2) < M (107, u;, z;) < 2M (107, uy, 25)
M(lO'rj, Uy, Zj) B M(l()rj, Uy, Zj) B M(l()rj, Uy, Zj)
Funktiot v; ; ovat siis ylhaddlta rajoitettuja. Lausetta 7.9 voidaan nyt soveltaa funktio-
perheelle joka koostuu funktioista —v; ;. Jonolla {—v; ;} on siis olemassa osajono, joka
suppenee lokaalisti tasaisesti kohti harmonista funktiota tai osajonon raja-arvo on co
koko joukossa B(0,1). Nyt kuitenkin —uv; ;(0) = 0 kaikilla j € N joten jélkimmé&inen
vaihtoehto ei voi toteutua. Tésté seuraa siis, ettéd v; ; suppenee arvoilla 7 € 1,2 lokaa-
listi tasaisesti vastaaviin harmonisiin funktioihin v; ja vy kiekossa B(0,1).

Valitaan seuraavaksi osajonot vy j, ja vqj, samoilla osaindekseilld siten, ettd molem-
mat suppenevat. Funktion v; ; méérittelyn ja yhtéloiden (37) ensimméisen rivin perus-
teella jos v1(z) > 0 niin uy (z;, +10r;, 2) — oo. Talléin my6s log | f(z;, +107, 2)| — 0.
Olennaisesti myo6s log | f(z;, + 107, 2)| — oo ja log | f(zj, + 10r;,2z) — 1| — oo. Erityi-
sesti logaritmifunktiot lahestyvéit ddretontd samaa vauhtia. Téstéa seuraa, etté

(39) —2.

V1,4, (2 uy (25, + 107, 2
17]k(): 1(]k+ ]k)—>1,kunk—>oo
v (2) a2, +107,2)
joten lim vy j, (2) = lim vy j, (), kun vy (z) > 0. Vastaava padttely toimii kun oletetaan,
ettd ve(2z) > 0. Naytetdan lisdksi, ettd funktioilla tosiaan on positiivisia arvoja yksik-

kokickossa. Voidaan valita sellainen w; € B(0, 15), ettd kohdan (37) toisesta rivisté
saadaan

oy s(w;) = uy (25 + 10rjw;) _ M(rj, uy, z;) .
WA M(107j,uy, z;)  M(10r;,uy, 25) — 1

Koska w; € B(0, %) pétee sen osajonolle w;, — wy € B(0, 1—10
{wo, wj,, wj,, ..., } jono {vy;} suppenee tasaisesti eli

). Kompaktissa joukossa

) 1
vy (wo) = ,}ggo v i, (W) > o > 0.
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Jos taas v1(z) < 0, niin jonon v; ;, médrittelyn mukaan u,(z;, + 10r;, z) — —oo joten
log | f(2j, + 10r;, 2)| = —oo ja siispa | f(z;, + 107, 2)| — 0. Téstd johtuen kuitenkaan
el voi péted |f(z;, + 10r;,z) — 1] — 0, mika olisi edellytys sille, ettd vy, (2) < 0.
Saadaan siis koottua tulokset

v;(0) =0, kun i € {1, 2},
(40) v1(2) = vy(2) joukossa U7, {z: v;(2) > 0} # 0,
{z:v1(2) <0} Nn{z:vy(2) <0} = 0.

Koska harmoniset funktiot ovat reaalianalyyttisid, asettamalla vg = v; — v, saadaan
lauseesta 6.7, ettd vg = 0 eli v; = ve. Kohdan (40) kolmannesta rivistd seuraa siis,
ettd v; > 0. Koska inf{wv;(z) : z € B(0,1)} = 0, saadaan Harnackin epayhtélosté ja
kohdan (40) ensimmaéisesta rivistda v; = 0. Td&mé on kuitenkin ristiriidassa kohdan

(40) toisen rivin kanssa joten Picardin lause pétee.
U
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