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Tassa tutkielmassa perehdytéddn massansiirtoteorian perusteisiin, erityisesti niin
kutsuttujen liikennesuunnitelmien kautta. Tutkielman paatuloksena osoitetaan, etta
litkkennesuunnitelman energialle on olemassa optimaalinen liikennesuunnitelma, joka
minimoi energian.

Késiteltdvassd massansiirto-ongelmassa tavoitteena on siirtdd massaa yhdeltd mi-
talta toiselle mahdollisimman pienelld kokonaiskustannuksella. Mahdolliset kuljetus-
reitit maaritelldan Lipschitz-jatkuvina polkuina. Lipschitz-polkujen muodostama met-
rinen avaruus osoitetaan kompaktiksi sopivalla etédisyyden valinnalla. Metristd ava-
ruutta kutsutaan kompaktiksi, jos sen jokaisella peitteelld on olemassa aérellinen osa-
peite.

Mahdollisista kuljetusreiteistd rakennetaan niin kutsuttu lilkkennesuunnitelma, jo-
ka painottaa polkujen avaruutta siten, ettd painotetut polut kuljettavat massaa suh-
teessa annettuun painoon. Liikennesuunnitelma on télloin luonnollista maéritellda mit-
tana Lipschitz-polkujen avaruuteen. Liikennesuunnitelmalta vaaditaan, ettd déretto-
mén pitkat polut saavat painokseen nollan, toisin sanoen ddrettémén pitkien polkujen
osajoukko on nollamittainen liikennesuunnitelman suhteen.

Liikennesuunnitelmalle méaritellddn energia, joka on yhdenmukainen diskreettien
massansiirto-ongelmien kanssa. Energia tulee riippumaan kaytettyjen liikennesuunni-
telman painottamien polkujen pituuksista ja kertaluvuista. Kertaluku kuvastaa sita,
kuinka usea polku kiy samassa pisteessé. Energian minimoimiseksi pituus ja kertalu-
ku halutaan luonnollisesti minimoida optimaalisen liikennesuunnitelman loytdmisella.

Optimaalisen litkennesuunnitelman olemassaolo seuraa polkuavaruuden kompak-
tiudesta seké energian alhaalta puolijatkuvuudesta. Alhaalta puolijatkuvuuden osoit-
taminen on yleinen strategia minimointiongelmien ratkaisemisessa. Alhaalta puoli-
jatkuvuus on jatkuvuutta heikompi ehto funktiolle. Rakenteeltaan optimaalinen lii-
kennesuunnitelma tulee olemaan haarautunut eli puumainen, mutta tdmén perustelu
sivuutetaan.
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LUKU 1

Johdanto

Tamaén kirjoitelman tarkoituksena on perehtyd massansiirtoteorian perusteisiin ja
erityisesti niin kutsuttuihin liikennesuunnitelmiin. IThmiset ovat kautta aikojen rat-
koneet ongelmia liittyen tavaran kuljettamiseen paikasta toiseen. Kaupat tarvitsevat
tuotteita useista tehtaista. Koko kaupungin kattava vesijohtoverkosto pyrkii kuljetta-
maan jokaiselle asukkaalle riittavasti vettd. Julkisen liikenteen tehtdva on kuljettaa
ihmisid ympéari maan paikasta toiseen. Kaikille néistd ongelmista on oleellista kustan-
nusten minimointi; tavara tai ihminen halutaan kuljettaa mahdollisimman tehokkaas-
ti. Kuvitellaan, etté jokin kauppa saa tuotteensa kahdelta tehtaalta. Kaupan tehtava-
né on ratkaista, onko esimerkiksi tehokkaampaa tuoda tavara molemmista kaupoista
erikseen vai kuljettaa tavara ensin johonkin paikkaan kauppojen ja tehtaiden viliin,
josta riittdd vain yksi kuljetus kauppaan?

Mielenkiintoista on, ettd ihmisen suunnittelemat verkostoratkaisut tdméan kaltai-
siin logistisiin ongelmiin muistuttavat vahvasti luonnossa esiintyvié ratkaisuja saman-
kaltaisiin ongelmiin. Esimerkiksi Suomen tieverkostossa ja ihmisen verisuonistossa voi-
daan ndhd& samankaltaista haarautuvaa systemaattisuutta. Suomen tieverkoston teh-
tavé on siirtdd litkennettd paikasta toiseen siten, etté se kattaa mahdollisimman ison
asuinalueen, mutta kustannusten minimoimiseksi teitd rakennetaan mahdollisimman
véahéan. Verisuoniston tehtdvané on siirtdé verta sydamesté koko kehoon mahdollisim-
man véhilla energialla. Molemmat verkostot pyrkivét ratkomaan saman ongelman:
miten siirtda massa mahdollisimman véhilld kustannuksilla paikasta toiseen?

Mallinnetaan esimerkkind massansiirtoa vesijohtoverkoston nakckulmasta. Olete-
taan, ettd kaikki kaytettavit putket ovat suoria ympyrélierioitd, seindmiltdén yhté
paksuja ja niiden sisélla vesi virtaa yhtd nopeasti. Merkitddn putken & 1dpi kulkevan
virtauksen tilavuusnopeutta ¢y, putken pituutta [ ja putken ympérysmittaa s;. Put-
ken k£ materiaalin kustannus tulee talloin olemaan suoraan verrannollinen pituuteen
lr ja ympéarysmittaan sp ndhden. Toisaalta ndhdéaén, ettd ympéarysmitta on suoraan
verrannollinen tilavuusnopeuden neliGjuureen ¢,1€/ ® TAlléin putkista koostuvan verkon
G kokonaiskustannus C' voidaan mééaritelld summana

@) =Sl 67,
k

jolloin ongelmana on etsié verkko, joka minimoi kokonaiskustannuksen.

Massan siirtdmisen tutkiminen katsotaan alkaneen Gaspard Mongen (1746-1818)
esittaméistd ongelmasta [6] siirtdéd kasa hiekkaa toiseen paikkaan mahdollisimman vé-
hélla tyolld. Modernimpaa muotoilua kutsutaan Mongen-Kantorovitsin ongelmaksi,
jolloin siirrettdvad massaa mallinnetaan mitoilla. Olkoon annettuna kaksi massajakau-
maa pt ja p~ avaruudessa R”, joilla mallinnetaan kysynté- ja tarjontajakaumia. Siir-
tosuunnitelmaksi kutsutaan avaruuteen R™ x R méériteltya mittaa 7, jolloin 7(Ax B)
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1. JOHDANTO 2

kuvastaa joukosta A siirrettdvid massaa joukkoon B. Siirtosuunnitelman tehokkuu-
den laskemiseksi mééritellddn kustannusfunktio ¢ : R” x R" — R*, jolloin ¢(z,y)
antaa kustannuksen siirtdd massaa pisteestd = pisteeseen y. Siirtosuunnitelman ko-
konaishinnaksi mééritellidn talloin [o, o, c(z,y) dr(z,y). Mongen-Kantorovitsin on-
gelmana on t&lloin etsié siirtosuunnitelma m, joka minimoi kokonaishinnan. [1, s. 11]
Mongen-Kantorovitsin ongelman muotoilussa ei kuitenkaan oteta huomioon, kuinka
massaa siirretdan paikasta toiseen. Muotoilussa voidaan ajatella, ettd jokainen mas-
sahiukkanen siirrettéisiin suoraa reittid paamadrdaansa. Tamé mallinnus ei ole kuiten-
kaan kovin realistinen, silld valtaosassa kdytdnnon massansiirto-ongelmista on suo-
tuisampaa kéyttdd saman massan kuljettamiseen yhté reittié, kuin kahta pienemmén
kapasiteetin reittia.

Téassé tutkielmassa mallinnetaan massan siirtdmistd niin kutsuttujen litkenne-
suunnitelmien avulla. Toisessa kappaleessa esitelladn tarvittavat teoreettiset lihtokoh-
dat, joita liilkennesuunnitelmien tarkasteluun ja liittyviin tuloksiin tarvitaan. Vahvan
painotuksen saa mittateoria, silla mallintaminen tullaan toteuttamaan mittoja kayt-
tamélla. Mittateoreettisia késitteitéd ja tuloksia on rakennettu lahteiden [4], [3] ja [9]
avulla. Liséiksi tarvetta on metristen avaruuksien késitteille, erityisesti erinéisille jat-
kuvuuksille ja kompaktisuudelle. Jatkuvuuksista tdrkeimpanéd mainittakoon alhaalta
puolijatkuvuus, joka on térked ominaisuus minimointiongelmien ratkomista varten.
Metrisiin avaruuksiin liittyvad teoriaa on haettu ldhteesta [3].

Kolmannessa kappaleessa mééritellaan kasiteltdvien kuljetusreittien muodostama
metrinen avaruus, jonka jélkeen se osoitetaan kompaktiksi sopivalla etéisyyden valin-
nalla. Kuljetusreitteind tullaan kéyttdméaan Lipschitz-jatkuvia polkuja. Témén j&l-
keen maaritelldén liikkennesuunnitelma mittana Lipschitz-polkujen avaruudessa ja to-
distetaan siihen liittyvié tuloksia. Litkennesuunnitelma mééritelldan siten, etta déret-
tomén pitkille poluille annetaan sellainen paino, etteivat ndmé polut niy tarkastelus-
sa. Liikennesuunnitelmien teoria on rakennettu tdydentden ldhdetté [1].

Viimeisessé kappaleessa liikennesuunnitelmalle maéritelldin energia, joka vastaa
intuitiivista kuvaa logistisen verkon kustannuksista. Heuristisesti, energia tulee ole-
maan suurempi silloin, kun liitkennesuunnitelman positiivisesti painottamat polut ovat
pitkid tai niitd on paljon ldhekkéin, mutta pienempi silloin, kun painotetut polut ovat
mahdollisimman lyhyitd ja ldhekkaiset polut on yhdistetty tehokkaammin. Tadmén
jalkeen tutkielman pa#tuloksena on todistaa, ettd on olemassa optimaalinen liiken-
nesuunnitelma, joka minimoi energian. Optimaalisen liikennesuunnitelman olemas-
saolo tullaan osoittamaan osoittamalla energia alhaalta puolijatkuvaksi, jonka liséiksi
tarvitaan tietoa tarkasteltavien polkujen avaruuden kompaktiudesta. Minimoitavan
funktionaalin alhaalta puolijatkuvuuden osoittaminen on yleinen minimointistrategia
variaatiolaskennassa, lisdd aiheesta ldhteessd [10].

Energian minimoivat liikennesuunnitelmat tulevat olemaan rakenteeltaan haarau-
tuneita (branched). Esimerkki haarautuneesta ratkaisusta on kuvassa 1.1, jossa on
ollut ongelmana siirtda massa yhdesté pisteesté jollekin janalle. Haarautuneisuus tai
puumaisuus on intuitiivinen lopputulos, jos oletetaan kahden pienemmaén tien olevan
energiatehokkaampi vaihtoehto yhden suuremman sijaan. Téta viitetta késittelee tar-
kemmin tdmén tutkielman pé#ilahdeteoksena ollut kirja [1].



1. JOHDANTO
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Kuva 1.1. Approksimaatio erddn massansiirto-ongelman ratkaisusta,
kun tavoitteena on siirtdd massaa yhdesté pisteestd janalle. [1, s. 166]




LUKU 2
Esitiedot

Merkitddn positiivisten reaalilukujen joukkoa R™ = [0, co[. Téssé kappaleessa esi-
tellddn tarvittavat méaaritelmat ja tulokset, joiden pohjalle tutkielma rakennetaan.

2.1. Metriset avaruudet

Avaruus on metrinen, jos joukon kahden alkion etéisyys toisistaan pystytdan méaa-
rittdmadn sopivalla etéisyysfunktiolla. Etédisyysfunktiolle asetetaan seuraavat ehdot.

MAARITELMA 2.1. Joukon X funktio d : X x X — R™ on etdiisyys joukossa X,
jos kaikilla z,y, z € X pétee
(1) d(z,y) =0 <= z =y,
(2) d(z,y) = d(y,z),
(3) d(z,y) < d(x,2) +d(z,y).
Joukossa X maédritellystd etdisyydestd kiytetddn merkintdéd dy, tai d jos etdisyys on
kontekstista selvé.

MAARITELMA 2.2. Olkoon M joukko ja d etiisyys joukossa M. T&lloin pari (M, d)
on metrinen avaruus, merkitain M = (M, d).

Joukon halkaisija méaritelldén joukon kahden alkion suurimman mahdollisen etéi-
syyden supremunina.

MAARITELMA 2.3. Olkoon (M, d) metrinen avaruus ja A C M. Joukon A halkai-
sija diam(A) on t&lloin

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Seuraava Cauchyn jonon méadritelmd mukailee lihdetté [3, s. 52]. Jonoa kutsutaan
Cauchyn-jonoksi, jos jonon edetessé alkiot paasevit mielivaltaisen ldhelle toisiaan.

MAARITELMA 2.4. Jono (p,) metrisessid avaruudessa M on Cauchyn jono, jos
kaikilla € > 0 on olemassa N € N siten, ettd d(p,, pm) < € jos n,m > N.

Téaydelliseksi metriseksi avaruudeksi kutsutaan sellaista avaruutta, johon ei jaa
reikid. Esimerkiksi metrinen avaruus, joka saadaan kun reaaliluvut varustettuna ta-
vallisella euklidisella normilla on tdydellinen. Méaaritelld&n tarkasti, mitd tarkoittaa
joukon taydellisyys. Motivaatio taydellisyyden mééritelméaén 16ytyy lihteestéd [3, s.
54].

MAARITELMA 2.5. Metrinen avaruus on tdydellinen, jos avaruuden jokainen Cauc-

hyn jono suppenee.

Metrisen avaruuden peitteeksi kutsutaan kokoelmaa joukkoja, joiden yhdisteeseen
avaruus sisédltyy. Metrisen avaruuden kompaktius maéritellaédn peitteitd kdyttéen.
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2.1. METRISET AVARUUDET 5

MAARITELMA 2.6. Olkoon [ indeksijoukko. Metrisen avaruuden M joukkojen
kokoelma C'= {C; C M : i € I} on joukon A C M peite, jos

Aclja
iel
Peitteen C' osapeite on joukon C' osajoukko, joka edelleen peittda joukon A. Peite C'
on avoin peite, jos peittdmiseen kéytetyt joukot C; ovat avoimia.

MAARITELMA 2.7. Metrinen avaruus M on kompakti, jos jokaisella avaruuden M
avoimella peitteelld on &direllinen osapeite.

MAARITELMA 2.8. Olkoon (M, d) metrinen avaruus, x € M ja r > 0. Avaruuden
M r-séteinen z-keskinen pallo on télloin joukko

B(z,r)={y € M : d(x,y) <r}.

MAARITELMA 2.9. Metrisen avaruuden (M, d) joukko A C M on tihed avaruu-
dessa M, jos kaikille z € M ja r > 0 pitee B(z,r) NS # (), toisin sanoen kaikki
avaruuden (M, d) avoimet pallot sisiltdvét pisteen joukosta S.

MAARITELMA 2.10. Metrinen avaruus M on tdysin rajoitettu, jos kaikilla € > 0
on olemassa &dérellinen kokoelma avoimia e-séteisid palloja avaruudessa M, joiden
yhdiste sisdltda avaruuden M.

LAUSE 2.11. Jos metrinen avaruus M on tdysin rajoitettu ja tdaydellinen, niin se
on kompakti.

TobisTus. Todistuksen idea on saatu verkkoldhteestd [11].

Olkoon (M, d) tédysin rajoitettu ja C' avoin joukon M peite. Osoitetaan viite kadn-
teiselld padttelylla. Oletetaan, etté ei ole olemassa dérellistd peitteen C' osapeitetta.

Koska M on tédysin rajoitettu, se voidaan peittda 1-siteisilla palloilla. Talloin on
olemassa pallo B(zo, 1), jota ei voi peittédéd peitteen C' aérellisella osapeitteell.

Pallo B(xg, 1) voidaan peittiaé 1/2-séteisilla palloilla, joiden keskipiste on korkein-
taan etdisyyden 1+ 1/2 péésté pisteesti xq. Jilleen on olemassa pallo B(z1,1/2), jota
ei voi peittda peitteen C adrellisella osapeitteelli.

Vastaavasti pallo B(x1, 1/2) voidaan peittdd 1/4-siteisilld palloilla, joiden etéisyys
on korkeintaan 1+1/4 pisteestd x;. Jatkamalla tdhén tapaan voidaan muodostaa jono
pisteita (z,) joukossa M siten, ettd yhtékdaan palloa B(x,,2™™) ei voi peittdd peitteen
C idarelliselld osapeitteelld. Lisiksi d(z,, Tpy1) < 27" + 277! kaikille n, jolloin jono
(x,) suppenee. Merkitdan x = lim,,_, .

Olkoon joukko A € C| jolle x € A. Télloin on olemassa r > 0 siten, ettd pétee
B(x,r) C A. Koska x = lim,_,s 2,,, on olemassa N, jolle pallo B(xy, 27 V) sisiltyy
palloon B(z,r). Téllsin B(zy,2™Y) C B(z,r) C A € C. Siispi pallo B(zy,27%)
pystytdan peittdméadn peitteen C' osapeitteelld, miké on ristiriita. 0

Maéaritelladn, mitéd tarkoitetaan funktion sup-normilla. Funktion sup-normia tul-
laan kayttdméaan médritteleméadn etéisyys funktioiden avaruudessa.

MAARITELMA 2.12. Olkoon X C R" ja M metrinen avaruus. Olkoon f : X — M.
Funktion f sup-normi méaritelldan luvuksi

[ flloe = sup{[f ()] - z € X}.



2.1. METRISET AVARUUDET 6

Joukossa A C M &érellisid sup-normin arvoja saavien funktioiden avaruutta merki-
taan

L=(A)={f:A—= M:||f]le < o0}
Merkinnéllé || f|| - (p) rajoitetaan funktion méérittelyjoukon tarkastelu joukkoon B.

2.1.1. Puolijatkuvuus ja Lipschitz-jatkuvuus. Olkoon (X, d,) ja (Y, d,) met-
risid avaruuksia. Méadritelladn tarvittavat jatkuvuuden késitteet.

MAARITELMA 2.13. Funktio f: X — Y on jatkuva pisteessd xq € X, jos kaikilla
e > 0 on olemassa 0 > 0 siten, ettd

dy(f(x), f(xo)) < e, kun dy(z,x0) < 0.
Merkitéan jatkuvien funktioiden f : X — Y kokoelmaa C'(X,Y") tai C(X).

MAARITELMA 2.14. Olkoon metriset avaruudet (X, d,) ja (Y,d,). Sanotaan, etta
funktio f : X — Y on K-Lipschitz-jatkuva, jos on olemassa K > 0 siten, etté kaikille
xr1, o € X pétee

dy(f(x1), f(x2)) < Kdy(21, 22).

MAARITELMA 2.15. Funktioiden f : X — Y kokoelma F' on tasajatkuva pisteessd
zo € X, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa d > 0 siten, ettd d(f(zo), f(z)) < ¢ kaikille
f € F ja kaikille x € X joille d(zg,x) < 0. Kokoelma F' on tasajatkuva, jos F' on
tasajatkuva kaikilla x € X.

MAARITELMA 2.16. Olkoon [ indeksijoukko. Kokoelma F'={f; : X =Y |i € I}
on tasaisesti rajoitettu, jos on olemassa a € Y ja M € R siten, etta

d(fz(x)7 a) S M

kaikilla 7 € I ja x € X. Kokoelma reaaliarvoisia funktioita F' on tasaisesti rajoitettu,
jos jokainen kokoelman F' funktio on rajoitettu samalla vakiolla M.

LAUSE 2.17. Olkoon kokoelma funktioita F C C(RY), jotka on mddritelty suljetul-
la valilld [a, b]. Talloin (F,||-||s) on tdysin rajoitettu jos ja vain jos se on tasajatkuva
7a tasaisests rajoitetiu.

Tobistus. Todistettu ldhteessé [3, s. 158]. Viite tunnetaan myos Arzelan-Ascolin
lauseena. 0

MAARITELMA 2.18. Olkoon X C R™. Funktio f: X — RU{—00,00} on alhaalta
puolijatkuva pisteessi xg jos

liminf f(z) > f(zo).

Tr—xQ

MAARITELMA 2.19. Olkoon X C R". Funktio f : X — RU{—00, 00} on ylhadltd
puolijatkuva pisteessa xg jos

limsup f(z) < f(x).

Tr—xQ

LEMMA 2.20. Jokainen alhaalta puolijatkuva funktio f kompaktissa metrisessd
avaruudessa on jatkuvien funktioiden kasvavan jonon raja-arvo.
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TobisTus. Todistus mukailee ldhteen [1, s. 30] todistusta. Olkoon K kompakti
metrinen avaruus ja f : K — R alhaalta puolijatkuva. Asetetaan

fre(z) = irylf{f(y) + kd(z,y)}.

Talloin fi on jatkuva kaikilla k ja selvésti f; < fo < ... < f. Osoitetaan, etta kaikilla
xr € K pitee fy(x) — f(z) kun k& — oo. Olkoon z € K. Koska K on kompakti, on
olemassa suppeneva jono pisteitd y,; € K, joille

Méaritellaéan jono
71— 00
Osoitetaan, ettd xp — x, kun k — oco. Koska f on alhaalta puolijatkuva, niin

Faw) = f (lim i) < liminf(£(ye.0),
joten
fxg) + kd(z, x,) < limiinf(f(yx,i) + k(d(z,y.4)) = f(x).

Koska lisiksi fi(x) < f(x) + kd(z, z;) funktion fj, mééritelmén nojalla, niin télloin
fr(z) = f(zx) + kd(z, ). Saadaan

(2.1) f(x) = fu(z) = f(zy) + kd(z, 1%) > m + kd(x, xy),

silld funktio f on alhaalta rajoitettu jollakin vakiolla m € R. Jos néin ei olisi, 16ytyi-
si kompaktiuden nojalla jono (z;) siten, ettd f(z;) — —oo, ja jonon (z;) suppenevan
osajonon rajapisteessi z olisi f(z) = —oo alhaalta puolijatkuvuuden nojalla. Funk-
tio médriteltiin reaaliarvoiseksi, joten paadytddn ristiriitaan. Jatkaen yhtélostd (2.1)

saadaan

d(z, 23) < %(f(x) —m) 50

kun k — oo. Siispa x, — x.
Lopulta funktion f alhaalta puolijatkuvuudella saadaan

limkinf fr(z) = limkinf(f(xk) +d(x,xy))
> limkinf f(zy)
> f(x).
Koska lisiksi fp < f, niin
flz) < limkinf fr(x) < f(2),
joten frp — f, kun k — oo. O

LEMMA 2.21. Olkoon f: X — RT. Jos f~([0,r[) on avoin kaikilla r > 0, niin f
on ylhddltd puolijatkuva joukossa [0, r].
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TobisTus. Olkoon z € X. Kaikilla r > 0 joukko f~ ([ , f(x) + r]) on avoin.
Siispé kaikilla 7 > 0 on olemassa d > 0 s. e. B(z,d) C f~!([0, f(z) + r[), jolloin

f(B(z,d)) [0, f(x) +r[.
Olkoon jono (z;) jolle x; — x. Talloin kaikille > 0 on olemassa N, € N, jolle
f(xi) € f(B(z,d)) C [0, f(z) +r,
kaikilla ¢« > N, ja jollakin d > 0, joten
0< f(z:) < fla)+r
kaikilla ¢ > N,. Siispa f(x;) < f(x) kaikilla ¢ > N, joten
limsup f(z;) < f(x).

1—>00

2.2. Mittateoriaa

2.2.1. Sigma-algebra. Merkitdin 24 joukon A osajoukkojen kokoelmaa. Seu-
raavat médritelmét liittyen sigma-algebraan ja Borelin joukkoihin on muotoiltu ldh-
teeseen [4, s. 86-87] pohjaten.

MAARITELMA 2.22. Olkoon X joukko. Télloin I' C 2% on sigma-algebra, joukossa
X, jos I' toteuttaa seuraavat ominaisuudet:

(1) 0erl
(2) jos A€, niin A°€T
(3) jOS Al,AQ, .. € F, niin U;.Ozl Aj el.

MAARITELMA 2.23. Olkoon X joukko ja olkoon A C 2%. Tallsin
LA = ﬂ{I‘ : I on sigma-algebra joukossa X ja A C T'}
on joukkoperheen A wirittdmd sigma-algebra joukossa X.
MAARITELMA 2.24. Olkoon X metrinen avaruus, ja
A ={AC X : A on avoin joukko} C 2.

Talloin o-algebra B := I'A on avaruuden X Borelin sigma-algebra ja joukkoja A € B
kutsutaan Borel-joukoiksi.

Sigma-algebran I'a mééritelmén nojalla Borelin sigma-algebra on suppein avoi-
mista joukoista koostuva joukon X sigma-algebra, joka sisdltéd joukkoperheen A.

MAARITELMA 2.25. Olkoon X C R” joukko ja B Borelin sigma-algebra joukossa
X. Talloin pari (X, B) on Borelin avaruus.

2.2.2. Ulkomitta ja mitta. Mittaan ja funktion mitallisuuteen liittyvat méas-
ritelmét on mukailtu l&hteen [4, s. 88-110] avulla. Aloitetaan ulkomitan ja mitallisten
joukkojen méadritelmésta.

MAARITELMA 2.26. Olkoon X joukko. Funktio p* : 2X — R* on ulkomitta jou-
kossa X, jos pitee

(1) p*(0) = 0.
(2) Jos AC B C X, niin p*(A4) < p*(B).
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(3) Jos Ay, As, ... C X, niin

w (U Aj) <D w(4y).
j=1 j=1
MAARITELMA 2.27. Joukko A C R™ on p*-mitallinen, jos kaikille £ C R™ pétee
(2.2) pw(E)=p (ENA) 4+ u (ENA).

LEMMA 2.28. Mitallisten joukkojen Ay, As, ... numeroituva yhdiste U;; A; ja nu-
meroituva leikkaus U;‘;l A; ovat mitallisia.

TobisTus. Numeroituvan yhdisteen tapaus sivuutetaan; tdmé on todistettu lah-
teessd [4, s. 94]. De Morganin sééntojen nojalla

4= (U A?) -
j=1 j=1

Siispd numeroituva leikkaus on mitallinen, jos mitallisen joukon komplementti on
mitallinen. TAmé seuraa suoraan mitallisuusehdosta (2.2). O

Osoittautuu, etté riittdva ehto joukkojen mitallisuuden takaamiseksi on se, ettd
joukot muodostavat sigma-algebran. Perustelu télle on esitelty ldhteessd [2, s. 79].
Méaritelladn seuraavaksi mitta ja mitta-avaruus.

MAARITELMA 2.29. Oletetaan, ettd X on joukko ja I' on o-algebra joukossa X.
Funktio p : I' — [0, 00] on mitta (joukossa X tai o-algebrassa I'), jos

(1) (@) =0,
ja
(2) Jos Ay, Ag, ... € T ovat erillisid eli A; N A; = 0 aina, kun 7 # ¢, niin

(U)o
j=1 j=1
Kolmikkoa (X, I, 1) sanotaan mitta-avaruudeksi ja joukkoja A € I' sanotaan I'-
mitallisiksi.

Maaritellddn Lebesguen ulkomitta ja mitta, jonka jilkeen todistetaan tarvittava
tulos sisdkkéisten joukkojen Lebesguen mitan raja-arvosta. Lebesguen mitan mééri-
telmé on mukailtu lahteesta [4, s. 40].

MAARITELMA 2.30. Avaruuden R" avoimia vdlejd ovat joukot
T=1W x 1@ x . x 1™,
jossa I*) =lay, bx[C R joillain ay, by, € R. Vilin I geometrinen mitta on

() = [ [ (b — ax).

k=1
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MAARITELMA 2.31. Funktio A* : R® — R™ on Lebesguen ulkomitta kun méaritel-
laan
A*(A) = inf {Z v(I;) : I; € R" on avoin vili tai tyhja joukko, ja A C | J II}

i=1 i=1
kaikille A C R™.

MAARITELMA 2.32. Olkoon M joukon R™ mitallisten joukkojen kokoelma. Funk-
tio A : M — R* on Lebesguen mitta kun mééritellain

A(A) = A*(A) kaikille A € M.
LEMMA 2.33. Olkoon A1 D Ay D A3 D ... ja A =N, Ag. Jos A\(Ay) < oo, niin
A(A) = lim A(Ag).
TobisTus. Todistuksen idea on saatu verkkoléhteesté [13]. Mééaritelladn apujouk-

ko B, siten, ettd B, = A, \ A,41 kaikille n € N. T&lloin

Ak:AUDBn,

n=~k

joten Ay voidaan esittéd kahden erillisen joukon yhdisteené. Siispa

AAg) = MA) + X (D Bn)

= A(A) + i A(B,).

Jos m(Ay,) < oo jollekin kg, niin m(E) < oo ja >~ , A(B,) < 0o, joten

lim A(4y) = lim <)\(A) + ;A(Bn)) = M(4) + lim Z::k/\(Bn) = \(A).

O

LEMMA 2.34. Olkoon Lebesque-mitallinen joukko A C R™. Tdlloin on olemassa
Borelin joukko B C X ja nollamittainen joukko N siten, ettd A= B U N.

TobpisTus. Koska A on Lebesgue-mitallinen, niin kaikille € > 0 on olemassa sul-
jettu joukko B. C A siten, ettd A\(A \ B.) < e. Tamaé viite on osoitettu ldhteessa [4,
s. 43]. Talloin

A (A\ UBW) -0,

neN

kun n — oo. Siispd N := A\UJ,, B1/» on nollamittainen. Liséksi yhdiste B := |, B1/x
on numeroituvana suljettujen joukkojen yhdisteend Borel-joukko, ja A= BUN. [
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2.2.3. Funktion mitallisuus. Maaritellasn funktion mitallisuus. Mitallisuuden
liséksi tarvitaan aputuloksina mitallisuusehtoja, joista tarkeimpéané on mitallisuuden
seuraaminen puolijatkuvuudesta. Funktion mitallisuus metrisessi avaruudessa riippuu
funktion lisdksi méérittely- ja maalijoukon avaruuksien sigma-algebroista.

MAARITELMA 2.35. Olkoon (X,X) ja (Y,I') metrisid avaruuksia, missd X ja Y
ovat joukkoja varustettuna sigma-algebroilla ¥ ja I'. Funktio f : X — Y on mitalli-
nen, jos kaikkien E € I' alkukuva funktiolle f sisdltyy kokoelmaan I, toisin sanoen
kaikille £ € I’

fAUE)={ze X : flx) e E} eX.

Merkinnalld f: (X, %) — (Y,I') tarkoitetaan funktiota f: X — Y, jonka méarit-

telyjoukko on varustettu sigma-algebralla Y. ja maalijoukko sigma-algebralla I'.

MAARITELMA 2.36. Funktio f : (X, Bx) — (Y, By) on Borel-mitallinen, jos funk-
tio on mitallinen, ja (X, Bx) sekéd (Y, By) ovat Borelin avaruuksia.

SEURAUS 2.37. Alhaalta ja ylhddltd puolijatkuvat kuvaukset ovat Borel-mitallisia.

TobpisTUuS. Lemman 2.20 nojalla alhaalta puolijatkuva funktio voidaan esittéda
jatkuvien kuvausten raja-arvona. Jatkuvat kuvaukset ovat mitallisia, joten niiden
raja-arvo on mitallinen. Siispé alhaalta puolijatkuva kuvaus on mitallinen.

Jos kuvaus f on ylh&altd puolijatkuva, niin —f on alhaalta puolijatkuva. Siispa
ylhéaalta puolijatkuva f on myo6s mitallinen. O

LEMMA 2.38. Olkoon mitta-avaruudet (X1,11), (X2, '2) ja (X3,3). Olkoon funk-
tiot f: X1 — X5 ja g : Xo — X3 mitallisia. Tdlloin funktioiden f ja g yhdistetty
funktio go f: (X1,T1) = (X35,1'3) on mitallinen.

TonisTus. Olkoon E € T's. Tillsin funktion g mitallisuuden nojalla g7'(E) € Ty,
ja funktion f mitallisuuden nojalla f~!'(¢g~*(E)) € Ty. Siispi kaikilla E € I's piitee
(go f)"Y(E) € Ty, joten g o f on mitallinen. O

LEMMA 2.39. Olkoon X,Y C R™ varustettuina Borelin sigma-algebroilla Bx, By .

Kuvaus f : (X,Bx) — (Y, By) on mitallinen, jos jokaisen avoimen pallon alkukuva
funktiolle f on mitallinen.

Tobistus. Olkoon E € By avoin. Osoitetaan, ettd on olemassa numeroituva
avoimien pallojen yhdiste, joille

E = UB(%, ri).

Koska E on avoin, niin kaikille x € E on olemassa r > 0 siten, ettd B(z,r) C E.
Koska X on tihed avaruuden R™ osajoukkona, on olemassa z, € Q" ja z, € Q,
joille B(z,,x,) C B(xz,r) ja lisdksi x € B(xy,x,). Lisdksi, koska B(z,,z,) C E, niin
pallojen numeroituva yhdiste siséltyy joukkoon F.

Koska oletuksen nojalla avoimen pallon alkukuva on mitallinen, pétee funktion
alkukuvalle

fTHE) = (U B(xi,n)>

- Uf—l(Bm,m)) € By
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numeroituvana mitallisten joukkojen yhdisteené.

Olkoon
Y={ACY: f A e€B,},

jolloin ¥ sisdltda kaikki avaruuden Y joukot, joiden alkukuva on Borel-joukko. Osoi-
tetaan, ettd > on sigma-algebra.

Kokoelma 3. sisdltdd Borelin sigma-algebran mééritelmén nojalla kaikki Borel-
joukot. Tallsin () € 3.

Olkoon A € ¥, jolloin f~!(A) € B,. Koska B, on sigma-algebra, niin joukon A
komplementille f~1(A¢) € B,. Funktion alkukuvan komplementti on komplementin
alkukuva, joten f~1(A)¢ = f~1(A°) € B,.

Olkoon Aj, As,... € X. Tallsin f~1(A;) € B, kaikilla ¢ > 1. Koska yhdisteen
alkukuva on alkukuvien yhdiste, niin

! ( Aj) = J 74 € B..
j=1 j=1

Siispéd X on sigma-algebra, ja siten f on mitallinen. 0

MAARITELMA 2.40. Olkoon ¥ sigma-algebra joukossa X ja p : 3 — [0, 1] mitta
joukossa X. Jos p(X) = 1, niin talloin p on todenndkdoisyysmitta joukossa X, merki-
taan p € P(X). Jos mitta on todennékoisyysmitta, kiytetdén mitasta myos nimitystéa
yksi-massainen.

Mééritelladn reaaliarvoiselle funktiolle mitallisuus. Mééritelmé on reaaliarvoiselle
funktiolle ekvivalentti Madritelmén 2.35 kanssa, mutta tdmén véitteen osoittaminen
sivuutetaan. Yhtépitavyys seuraa siitd, ettd mika tahansa avoin véli pystytddn muo-
dostamaan numeroituvalla méérilla operaatioita vileille |a, oo}, kun a € R.

MAARITELMA 2.41. Olkoon X joukko ja I' C 2% sigma-algebra. Olkoon A € I
Funktio f: A — R|{J{—o00, 00} on (I')-mitallinen, jos kaikille a € R pétee, ettd

{reA: f(z) >a} = f a,x]) €T.
Jos p: T'— R* on mitta ja f on [-mitallinen, sanotaan, ettd f on p-mitallinen.

Reaaliarvoisen funktion mitallisuus on yhtépitdvaa myos seuraavien ehtojen kans-
sa.

LEMMA 2.42. Olkoon X joukko, I sigma-algebra joukossa X ja reaaliarvoinen
funktio f: X — RU{—00,00}. Tallin seuraavat ehdot ovat yhtipitavid:

(

1) f on maitallinen

(2) fYJa,00]) €T kaikilla a € R
(3) Y] — o0,a]) €T kaikilla a € R
(4) f71(] — o00,al) €T kaikilla a € R.

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Todistettu Lebesgue-mitalle ja -mitallisille jou-
koille lahteessd [4, s. 52]. Esiteltyjen ehtojen yhtapitavyys todistetaan vastaavasti. [

0]
-1
-1
-1

o0
o0
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2.2.4. Integraali ja integroituvuus. Seuraavat méiritelmét liittyen yleiseen
mitta-avaruuden integraaliin ja integroituvuuden on mukailtu ldhteestd [4, s. 110-
111].

MAARITELMA 2.43. Olkoon I' C 2% sigma-algebra. Funktio u : X — R on I'-
yksinkertainen, merkitddn u € Yr, jos

M
u(z) = ZaﬂlAi (x) kaikille z € X
i=1

missd a; € R ja A; € T kaikille 1 = 1,..., M. Jos v € Yr ja u(z) > 0 kaikille z € X,
niin merkitdén, ettd u € Y.

LEMMA 2.44. Jokaisella u € Yr on normaaliesitys, jolloin a; # a; ja A;NA; =10
aina, kun i # j.

Topbistus. Todistettu ldhteessi [4, s. 110]. O

LEMMA 2.45. Funktio f : A — [0,00] on T'-mitallinen jos ja vain jos loyde-

tidn yksinkertaiset funktiot uy € Yi siten, ettd up < upi1 kaikille k € N ja pitee
limy 00 ux(z) = f(x) kaikille x € A.

Tobistus. Todistettu ldhteessa [4, s. 110]. O

MAARITELMA 2.46. Olkoon funktion u € Yy normaaliesitys u(z) = 320 a;1 4, (x)
ja olkoon E € I'. Télloin funktion u yksinkertainen p-integraali yli joukon E on

I(u, E5p) = Z a;iu(A; N E).

i=1
MAARITELMA 2.47. Olkoon (X,I', ;) mitta-avaruus. Jos f : A — [0,00] on I'-
mitallinen, niin funktion f p-integraali yli joukon A on

/ fdu = sup{I(u, A;p) : uw € Y7 u(z) < f(x) kaikille z € A}.
A

MAARITELMA 2.48. I'-mitallinen funktio f on p-integroituva yli joukon A, mi-
kili [, ffdp < ooja [, f du < oo, kun f* ja f~ ovat funktion f positiivi- ja
negatiiviosat.

Mikali mitta p ja joukko A ovat kontekstista selvét, sanotaan pelkéstédédn, etta f
on integroituva.

Yleisen mitta-avaruuden integraalille pétevéit samat perusominaisuudet, kuten
Lebesgue-integraalille. Ndiden ominaisuuksien todistus sivuutetaan.

LEMMA 2.49. Olkoon (X,T',u) mitta-avaruus ja olkoon A € T'. Oletetaan, etti
funktiot f,g ovat p-integroituvia yli joukon A ja X\ € R. Talloin

(1) Af on p-integroituva yli joukon A, ja

/A/\fdu:)\/Afdu.

(2) f+ g on p-integroituva yli joukon A, ja

A(f+g)du:Afdﬂ+Agdu-
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(3) jos y-mitalliset joukot A; C A,j =1,2,... ovat erillisid, niin

/Uoo fdp = Z/ fdn

(4) jos f(x) < g(x) p-melkein kaikille © € A, niin

/Afdué /Agdu-

Tobistus. Todistetaan, kuten Lebesgue-integraalille, ks. [4, s. 113]. O

Térkedsséd osassa tulee esiintymédn monotonisen konvergenssin lause, joka antaa
ehdot sille, milloin funktiojonon alkioiden integraalien raja-arvo on raja-arvon inte-
graali.

LAUSE 2.50. Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus ja olkoot f, : X — [0, 00] mitallisia

funktioita siten, ettd funktiojono (fi) on kasvava. Tdlloin

lim fn dp = / lim f, du.
X n—oo

n—oo

TobisTus. Todistettu ldhteessa [2, s. 107]. O

LAUSE 2.51. Olkoon (X, T, ) mitta-avaruus ja f T'-mitallinen funktio, kun A € T.
Talloin

e € Aslf@) = ) < 1 [ 1fld
kaikilla t € R,

TobisTus. Todistuksen idea on saatu verkkoldhteesté [12]. Tulos tunnetaan myos
nimelld Markovin epéayhtalo.
Olkoon t € R" ja merkitidin

B={xe A:|f(x)| >t}

Olkoon 1 : B — A indikaattorifunktio. Osoitetaan, ettd kaikilla z € A pétee
tlg(z) < |f(x)|. Olkoon x € A. Jos x € B, niin

tlp(z) =t < |[f(2)],
ja jos x ¢ B, niin
tlp(z) =0 < |f(z)].
Siispé kaikilla © € A on t1p(x) < |f(x)].
Integroitavan funktion integraalin monotonisuuden, eli Lemman 2.49 nojalla

(23) [ findu< [ \7ldn

ja toisaalta
(2.4) / tlpdu = t/ 1pdu,= tu(B).
A A

Yhdistamalld tulokset (2.3) ja (2.4), saadaan pu(B) < 1 [, |f|dp. O
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mitta-avaruus mitta-avaruus
mitallinen kuvaus B
f X1 — Xo
(XI)BI) (X2782)
1 mitta joukossa X, [ mitta joukossa Xo

u(B) = p(f~1(B)), B € By

Kuva 2.1. Puskun maaritelman havainnollistus. Mitallisen funktion
f o (X1,B1) — (X3, By) puskeminen médritellddn joukon X mittana

Lt

MAARITELMA 2.52. Olkoon Borelin avaruudet (Xi,B;) ja (Xs, Bs), mitallinen
funktio f : X7 — X5 ja mitta p: By — RT. Mitan p pusku on mitta fuu : By — RT,
kun mééritelladn

fap(B) = p(f~H(B)) kaikilla B € B,.

Mitan g puskun méédritelmééd on havainnollistettu kuvassa 2.1. Puskun mééari-
telméd tarvitaan reaalifunktioista tutun muuttujanvaihtolauseen vastineeseen mitta-
avaruuksissa.

LAUSE 2.53. Olkoon Borelin avaruudet (X, B1) ja (Xa, By), mitalliset kuvaukset
X1 = Xy jag: Xo — R, sekd mitta p : By — [0,00]. Mikdili g on fuu-
integroituva, niin g o f on p-integroituva. Lisdksi

/ngd(f#u)z/XlgOfdu-

TobisTus. Todistettu ldhteessa [7, s. 190]. O

2.2.5. Heikko suppeneminen.

MAARITELMA 2.54. Olkoon funktio f : X — R, missd X on metrinen avaruus.
Funktion f kantaja supp(f) on sulkeuma funktion f mé&irittelyjoukon osajoukosta,
jossa funktio f saa nollasta poikkeavia arvoja, eli

supp(f) = {z € X : f(x) # 0}.
Jos funktion f kantaja on kompakti, merkitdan f € C.(X).

MAARITELMA 2.55. Olkoon P € P(K) mitta metrisessd avaruudessa (X, d). Mit-
tojen P,, € P(K) jono (P,,) suppenee heikosti, merkitédén P,, — P, jos pétee

lim f /f ) dP(z

n—oo
kaikilla f € Co(X).

Seuraava tulos tunnetaan myos nimelld Rieszin esityslause.
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LAUSE 2.56. Olkoon X kompakti metrinen avaruus. Olkoon k : C.(X) — R po-
sititvinen ja lineaarinen funktionaali. Tdlloin on olemassa sigma-algebra Y, joka si-
saltad kaikki Borelin joukot joukossa X ja on olemassa yksikdsitteinen positiivinen
mitta p : X — RT, jolle

= / fdu kaikille f € Co(X).
X

Tobistus. Todistus sivuutetaan, todistettu lihteessé [3, s. 40]. O

LAUSE 2.57. Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja (u,) jono todenndkdoisyys-
mittoja joukossa K. Tdilldin jonolla (u,) on heikosti suppeneva osajono.

TobisTus. Olkoon f € C.(X,R). Merkitdén u(f) = [ f du merkintsjen selkeyt-
tamiseksi. Koska X on kompakti, on C.(X,R) separoituva, eli on olemassa nume-
roituva tihed osajoukko funktioita {f;}5°, C C.(X) [9, s. 140]. Talloin reaalilukujen

jonolle (u,(f1)) pétee

(2.5) [t (F] < M f1l] oo

kaikille n, joten (u,(f1)) on rajoitettu reaalilukujono. T&lloin sille on olemassa sup-
peneva osajono, merkitdan (,un ( fl))

Tutkitaan seuraavaksi Jonoa (Mn (f2)), joka on jalleen rajoitettu reaalilukujono,
jolla on suppeneva osajono (,un (f2))-

Tihsn tapaan saadaan kaikille i > 1 sisikkaiset jonot {u} < {uf~ 1)} joille
(,un (f;)) suppenee kaikilla 1 < j <. Tarkastellaan diagonaalista jonoa (,u,(1 ). Koska
kaikille n > 4 jono (u%n)) on jonon (pff)) osajono, niin (u%")( fi)) suppenee kaikilla
1> 1.

Kéytetddn kokoelman {f;} tiheyttd osoittamaan, ettéd ,u%")( f) suppenee kaikilla
f € C(X,R). Olkoon € > 0, jolloin voidaan valita f; siten, etté || f — fi||o < €. Koska

,u%")( fi) suppenee, on olemassa N siten, ettd

|M’£Ln)<fi) - M%Nfi)‘ <e

kaikilla n,m > N. Siispa

) (F) = 5 ()l = |7 (f) = (fz) + S (f) = S0 (f)
- u<”><f-> — ()
< |uP(f) = (fz)l + g (f) = i ()]
+ |ug? () unT><fi>|
< 3e

kun n,m > N, joten " (f) suppenee. Médritellddn w(f) = lim, o pn(zn)( f). Osoite-
taan, ettd w, on lineaarinen ja positiivinen, jolloin Rieszin esityslauseen 2.56 oletukset
tayttyvat.
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Kuvaus w on lineaarinen, silla kun A, B € R, niin

w(Af + Bg) = lim u"(Af + By)

= lim [ (Af + Bg)du(™

n—oo

= lim (A / fdu™ + B / gdu;m)
= Aw(f) + Buw(g).

Koska [w(f)] < |||l ja f € Co(X,R) niin w on rajoitettu. Liséksi, jos f > 0, niin
talloin selvésti w(f) > 0, joten w on positiivinen.
Siispd Lauseen 2.56 nojalla on olemassa p € P(K), jolle w(f) = [ fdu. Télloin

kaikille f € C'(X,R) on
[ raue [ ran

— p kun n — oo. 0

kun n — oo, toisin sanoen "



LUKU 3

Liikennesuunnitelmat

Tutkielman tavoitteena on rakentaa massansiirtdmiseen liittyvaéd teoriakehysté,
péadosin niin kutsuttujen litkennesuunnitelmien avulla. Liikennesuunnitelma tullaan
madritteleméadn mittana Lipschitz-polkujen joukolle muutamin lisdehdoin. Lopulta
osoitetaan, ettd on olemassa liikennesuunnitelma, joka minimoi mydhemmin mé&éri-
teltdvin kuljetusongelman energian.

3.1. Poluista

Ennen perehtymista lilkennesuunnitelmaan mééritelldén massan siirtdmiseen kay-
tettévien reittien rakenne. Kuvitellaan tilanne, ettd halutaan siirtéié tason R? pistees-
td A pisteeseen B paketti. Mahdollisia paketin reitteja on dédrettémén monta, mutta
on syyté olettaa kaikki reitit jatkuviksi. Jatkuvia kuvauksia reaaliakselilta johonkin
joukon R™ osajoukkoon kutsutaan poluiksi.

Merkitadn X C R”. Jatkuvuutta varten méaritelldsn joukon X alkioille normi ja
etédisyys Euklidisena normina.

MAARITELMA 3.1. Alkion 2 € X normi |- | mééritelladn lukuna

|z = \/x%—l—x%%—...%—x%,

kun x = (x1, x9, ..., z,,). Kahden alkion z,y € X etdisyys médritellaén tilloin asetta-
malla

d(z,y) = |z —yl.
MAARITELMA 3.2. Jatkuvaa kuvausta v : R™ — X sanotaan poluksi.

Koska polku mééritelldiin saamaan arvoja jokaisella positiivisella ¢ € R, on syyti
médritelld, milloin polku pysahtyy.

MAARITELMA 3.3. Méadritelldan polun v pysdhtymisajaksi
T(v) =inf{t > 0 : ~(t) vakio valilla [t, co[}.

MAARITELMA 3.4. Olkoon v polku. Polun v pituus L(y) méaéaritelladn osapituuk-
sien summan supremunina

L(v) = sup {Z [y(t) = v(Ein)[ t St < < iy < T(V)} :

MAARITELMA 3.5. Polun v nopeus < mééritelldén ylaraja-arvona

V(4 h) = (1)
; :

4(t) = lim sup
h—0

18
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Nopeuden méaéritteleminen yléraja-arvolla tavallisen raja-arvon sijaan takaa sen,
ettd nopeus on madritelty kaikkialla.

LAUSE 3.6. Olkoon pituudeltaan ddrellinen 1-Lipschitz-polku ~. Talldin polun ~y
pituus saadaan Lebesquen integraalilla

1) = [ s

TobisTus. Todistus sivuutetaan. Lause on todistettu léhteesséi 8, s. 57] sulje-
tulla valilla [a,b] médritelylle Lipschitz-jatkuvalle polulle. Aérellismittaisen polun
v : RT — X voi samaistaa suljetulla vélilld méériteltyyn polkuun ~* : [a,b] — X

maarittelemalla
t—a

7 (t) Zv(b

T(W)) kun ¢ € [a, b].

—a

U

Rajataan tarkasteltavien kuljetusreittien eli polkujen avaruus Lipschitz-jatkuviin
polkuihin, jotka kuvautuvat johonkin kompaktiin R™ osajoukkoon X . Merkitdaéan kaik-
kien téllaisten 1-Lipschitz kuvauksien v : R™ — X joukkoa K.

MAARITELMA 3.7. Maéritellaan etéisyys joukossa K siten, etté
1
d(v,7) = sup 217 =7 e o-

Etédisyyden mééritteleminen télla tavoin takaa sen, ettd metrinen avaruus (K, d)
on kompakti. Osoitetaan tdmaé véite.

LAUSE 3.8. Metrinen avaruus (K, d) on kompakti.

TobisTus. Todistus mukailee 1dhdetta [1, s. 26]. Osoitetaan viite todistamalla,
ettd avaruus K tédydellinen ja taysin rajoitettu, jolloin kompaktius seuraa Lauseesta
2.11.

Osoitetaan ensin, ettd avaruus K on taydellinen, eli ettd kaikki avaruuden K
Cauchyn jonot suppenevat johonkin joukon K alkioon. Olkoon (7;) Cauchyn jono
joukossa K ja t € RT. Osoitetaan, etta talloin myos (y;(¢)) on Cauchyn jono joukossa
X. Olkoon kokonaisluku k£ > t. Koska ~; on Cauchyn jono, on kaikille € > 0 olemassa
n € N siten, ettd d(v;,v;) < € jos i,7 > n. Olkoon £ > 0. Téll6in on siis olemassa
n € N; jolle

1
i) = @] < k-l = 5ll=om)
< kd(vi, ;) < ke
kaikilla 7, j > n. Siispa (v;(t)) on my6s Cauchyn jono.
Koska X on tdydellinen, suppenee Cauchyn jono (+;(t)) johonkin joukon X alkioon

~(t). Osoitetaan, etté talla tavoin mééritelty « on 1-Lipschitz, jolloin v € K. Olkoon
t,s € R*. Koska 7; — 7, niin kaikille £ > 0 on olemassa n € N, jolloin

() = ()| = |7(t) = %(t) + vils) —v(s) +7(t) —%(s)]
< (@) = @] + [(s) = ()| + [7i(t) — vils)]
<e/2+¢e/2+ |yi(t) —vi(s)]
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kaikilla ¢ > n. Koska ~; on 1-Lipschitz, niin |v;(¢) — 7;(s)| < |t — s|. Siispé
V(&) = ()| < |t —s[ +¢
kaikilla € > 0, joten kaikilla ¢, s € Rt
V(&) = (s)] < [t — s

Siispé v on 1-Lipschitz, ja siten v € K, joten K on tédydellinen.
Osoitetaan, ettd K on taysin rajoitettu. Olkoon € > 0. Asetetaan kq siten, etté

sup (% diam(X)) <

k>ko

DO | ™

Olkoon joukko K, C K, jonka polkujen pyséhdysaika on pienempédé kuin ko, eli
Ky = {7 € K:T(7) < ko}-

Osoitetaan seuraavaksi, etté kaikki joukon K alkiot ovat korkeintaan etdisyyden &/2
péadssi joukon Ky, alkioista. Olkoon v € K. Médritellddan 4 : RT — X

- v(t),  kun 0 <t < ko
A(t) = :
v(ko), kunt > ko

Polku 4 on edelleen 1-Lipschitz-jatkuva, joten 7 € K, ja
~ 1 /
d(v,%) = sup EHV — || z~fo.1
keN

< sup (% diam(X)>

keN

~ sup (% diam(X)) <

k>kg

DN ™

Siispd polulle v € K 16ydetédén aina polku v € K, joka on halutun etédisyyden pééssé.

Osoitetaan, ettd Ky, on taysin rajoitettu. Joukko Kj, on tasajatkuva 1-Lipschitz-
jatkuvien funktioiden kokoelmana. Lisiksi kaikille x € RT joukko {f(x) : f € K}, } on
kompaktin joukon X osajoukkona rajoitettu, joten Ky, on tasaisesti rajoitettu. Siispé
Lauseesta 2.17 seuraa, etti joukko Kj, on tiysin rajoitettu avaruudessa C([0, ko], RY)
varustettuna normilla || - || .

Koska K}, on tdysin rajoitettu, on olemassa #érellinen kokoelma joukon Ky, £/2-
séteisid palloja, joiden yhdiste sisdltéé joukon Kj,. Tutkimalla e-séteisten pallojen ko-
koelmaa, joiden keskukset ovat samat kuin edellisen €/2-séteisten pallojen kokoelma,
saadaan d#rellinen kokoelma e-séteisid palloja. Merkitdén tdmén kokoelman joukko-
jen yhdistetta B. Koska kaikki joukon K alkiot ovat korkeintaan etéisyyden e/2 pads-
sé joukon Ky, alkioista, loydetdén jokaiselle joukon K alkiolle pallo, johon se siséltyy.
Talloin K voidaan peittdd pallojen yhdisteelld B. Siispd K on téysin rajoitettu.

Koska K on taydellinen ja tédysin rajoitettu, on se Lauseen 2.11 nojalla kompakti.

O
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X X X

™~
SIS
—~I e

1 Py P3
liikennesuunnitelma, liikkennesuunnitelma

Kuva 3.1. Kolme mittaa Py, Py ja P35 joukkoon X kuvautuvien pol-
kujen avaruudessa. Polun paksuus kuvastaa liikennesuunnitelman an-
tamaa painoa. Mitat P ja P, ovat liikennesuunnitelmia, mutta mitta
P; painottaa kahta pysdhtyméatonta polkua.

3.2. Liikennesuunnitelman méiiritelméi

Polun pyséhtymisaika kuvastaa sitd, mistd parametrin arvosta ¢ ldhtien polun ~
pisteet pysyvét paikallaan. Massansiirron ndkokulmasta, mikali polkua ~ pitkin siirre-
tadn massaa, sen kuljetukseen kestéé aikaa T'(7y) verran. Avaruudessa K on luonnol-
lisesti polkuja, jotka ovat ddrettomén pitkia tai eivdt muuten pysdhdy. Magritelladan
tdmé mielessé pitden liikennesuunnitelma, joka painottaa polkuja siten, ettd pysédh-
tyméttomét polut eivat néy tarkastelussa.

MAARITELMA 3.9. Olkoon B C 2% Borelin sigma-algebra. Mitta P : B — R™ on
litkennesuunnitelma joukossa X, jos

/KT(V) dP(v) < oo.

Merkitdén lisiksi joukon X liikennesuunnitelmien kokoelmaa TP = T'P(X).

Edellisté integraalia voi ajatella joukon K polkujen painotettuna pysédhtymisaika-
na. Liikennesuunnitelma on siis sellainen mitta, joka painottaa polkuja, joiden pai-
notettu pysédhtymisaika on #érellinen. Tat& on havainnollistettu kuvassa 3.2. Koska
oletetaan, ettd painotettu pysédhtymisaika on &dérellinen, on sille olemassa jokin yla-
raja.

MAARITELMA 3.10. Olkoon P liikennesuunnitelma. Merkitdéan TFPo = T Po(X)
kaikkia joukon X liikennesuunnitelmia P joille

/K T(7)dP(y) < C.

Otetaan kiayttoon kuvaukset, jotka palauttavat polun ldhtopisteen, paatepisteen
ja néistd pisteistd muodostetun parin.
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"'_-f_'lrﬂ"_]

P (P)(A) = P({v1.72})
n=(P)(B) = P({r2,73})
T(P)(A x B) = P({72})

mo(7al

Kuva 3.2. Kuva kéyttoon otetuista merkinndistd. Polkujen avaruuus
on rajoitettu kolmeen polkuun: K = {7y, 72,73}.

MAARITELMA 3.11. Olkoon 7y, T : K — X jam: K — X x X kuvauksia, jotka
médritellddn polulle v € K siten, ettéa

mo(7y) = 7(0), polun lihtopiste
Too(7) = Y(T()), polun pddtepiste
() = (7(0),7(T(7))), polun lihtipiste ja pddtepiste

jos T'(y) < oo. Jos T'(7y) = oo, niin kuvaukset mééritelldén vastaavasti, korvaamalla
maédritelméssa v(7'(y)) alkupisteelld (0).

Tilanteessa T'(y) = oo erillinen mééritelméd tehdédén vain merkintojen takia. Lii-
kennesuunnitelman méaéritelméan nojalla darettomille poluille tulee mitaksi nolla.

Naiden kuvausten avulla voidaan maéritellda mitat, jotka toimivat massojen mal-
lintamisessa. Massa, joka halutaan siirtdé, tullaan mallintamaan niin kutsutulla ir-
rigoivalla mitalla, kun taas massa joka on jo siirretty mallinnetaan vastaavasti ir-
rigoidulla mitalla. Mitat saavat nimensa englanninkielisistd vastineistaan, wrrigating
ja irrigated measure, suorilta kdannoksiltdan kasteleva ja kasteltu mitta. Néiden li-
siaksi méaaritelladn siirtosuunnitelma, joka sisdltda tiedon siitd, minne mikikin massa
halutaan siirtaa.

MAARITELMA 3.12. Olkoon P liikennesuunnitelma. Méaritellaan irrigoitu ja irri-
gowa mitta pu*, u” : X — Ry ja lidkennesuunnitelman P siirtosuunnitelma mittana
m: X x X — R, asettamalla

N+(P> = 71-O#Pv
Ni(P> = Toot P,
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Kayttoon otettuja merkint6ja on havainnollistettu kuvassa 3.2. Testaamalla edel-
leen nédiden mittojen madritelméaé sopiville joukoille, saadaan niistd parempi ymmér-

Iys.
HuomauTus 3.13. Kaikille Borelin joukoille A, B C X pétee
pH(P)(A) =P(ry ' (A)) = P({y € K : 7(0) € A}),
p=(P)(B) =P(n(B)) =P({y € K :7(T(v)) € B}),
T(P)(A x B) =P(m(A x B)) =P({y € K :7(0) € A ja~(T(y)) € B}).

Edellistd huomautusta tullaan kdyttamain myohemmin siirryttdessé joukkojen X
ja K muodostamien metristen avaruuksien vélilla.

3.3. Parametrisoidut liikennesuunnitelmat

Osoittautuu, ettd mika tahansa liikennesuunnitelma voidaan muodostaa puske-
malla mitallisella kuvauksella Lebesguen mittaa. Taméan véitteen todistus sivuute-
taan.

LAUSE 3.14. Olkoon P litkennesuunnitelma. Tdlloin on olemassa mitallinen funk-
tio x : [0,c] = K siten, ettd litkennesuunnitelmalle pdtee

P = X#)\.

TobpisTus. Lause seuraa Skorohkodin lauseesta, joka on esitelty ja todistettu ldh-
teessd [1, s. 185]. O

Perehdytéén lauseen antamaan mitalliseen funktioon tarkemmin. Mé#aritelménsa
nojalla funktio x : [0,¢] — K antaa jokaiselle vilin [0, ¢| luvulle 1-Lipschitz-polun
joukosta K. Merkitddn jatkossa 2 = [0, ¢] ja kutsutaan vilid indeksijoukoksi. Polku
X(w) vastaa siis indeksin w hiukkasen reittii.

Merkitadn nyt x(w,t) := x(w)(t) kaikille w € 2 ja t € RT. Osoitetaan seuraavak-
si, ettd myoOs ndin méadritellen y on mitallinen funktio. Mitallisuuden osoittamiseksi
todistetaan seuraava aputulos.

LEMMA 3.15. Olkoon f: Q x Rt — R funktio, jolle

o wi— f(w,t) on mitallinen kaikilla t € RT ja
o t— f(w,t) on jatkuva kaikilla w € Q.

Tdlléin f on mitallinen sigma-algebran suhteen, joka saadaan joukon Q x R mital-
listen joukkojen virittimdstd sigma-algebrasta.

TobisTus. Todistus mukailee lahdetta [1, s. 28]. Merkitddn QT = Q N RT ja
olkoon a,b € QT. Maaritellddn kaikille ¢ > 0 ja e > 0 joukot

U={(w,t) € QxR : f(w,t) > c},
Vo(a,b) = {w € Q: f(w,s) > c+ ¢ kaikilla s € [a,b] NQ*}.
Osoitetaan, etté

U= |J Viab)xa,b].

a,b,ecQt
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Osoitetaan inkluusio D. Olkoon (w,t) € [a, b] x V(a, b). Télloin kaikille s € [a, b)) NQT
patee f(w,s) > c+ e. Koska t — f(w,t) on oletuksen nojalla jatkuva, niin

flw,t) = lsggf(w,s) > ISILI%C—Q—E > c.

mik& osoittaa inkluusion.

Osoitetaan inkluusio C. Olkoon (w,t) € Q x RT, jolle f(w,t) > c¢. Tallgin on
olemassa € > 0, jolla f(w,t) > ¢+ 2. Funktion f jatkuvuuden nojalla voidaan valita
a ja b siten, ettd kaikilla s € [a, b] pitee f(w,s) > ¢+ ¢ jat € [a,b], mikd osoittaa
inkluusion.

Osoitetaan lopulta, ettd V.(a,b) on mitallinen. Huomataan, etté

Vo(a,b) = (] {weQ: flw,s)>c+e}.

$€[a,bNQ
Koska funktio ¢ + f(w,t) on mitallinen kaikilla ¢ € D, niin kaikille a, b, joukko
V.(a,b) on mitallinen numeroituvana mitallisten joukkojen leikkauksena. U

LEMMA 3.16. Jos funktio x : Q — K on mitallinen niin funktio x : Q x Rt — X
on mitallinen.

Tobistus. Todistus seuraa lahdetta [1, s. 27]. Madritelldan funktio m : K — X,
() = 7(t), joka on jatkuva. Télloin yhdistetty kuvaus w — mox(w, -) on mitallinen,
joten w +— x(w,t) on mitallinen kaikilla ¢. Olkoon B(z,r) C X. Lemman 3.15 nojalla
funktio f(w,t) = ||x(w,t) — x|| on mitallinen. Siispa f~([0,r]) = x '(B(z,r)) on
mitallinen joukon Q x Rt osajoukko. Siispd kuvauksen y : 2 x Rt — X alkukuva
jokaiselle pallolle B(x,r) C R"™ on mitallinen, joten Lemman 2.39 nojalla kuvaus on
mitallinen. U

Funktion y pysdhdysaika maéritellaan vastaavasti, kuten liikkennesuunnitelman P
pyséhdysaika.

MAARITELMA 3.17. Jos x : @ x Rt — X on mitallinen, niin sen pysdihdysaika T,
on

T\ (w) = inf{t : x(w,t) on vakio vélilla [t, co[}.

Méaritelladn seuraavaksi, milloin liikennesuunnitelman P parametrisaatio xy on
myos litkennesuunnitelma.

MAARITELMA 3.18. Olkoon €2 C R Lebesgue-mitallinen ja Lebesgue-mitaltaan
aarellismittainen. Mitallinen kuvaus x : Q x Rt — X on parametrisoitu liikenne-
suunnitelma, jos t — x(w,t) on 1-Lipschitz kaikille w € Q ja

/QTX(w) dw < o0.

Osoitetaan vield, ettd parametrisoidulla lilkennesuunnitelmalla y méaéritelty mitta
X#A on myos liikennesuunnitelma.

LAUSE 3.19. Olkoon x : Q x RY — X parametrisoitu litkennesuunnitelma. M-
ritellidn mitta P, : K — Q) siten, ettd

P, (E) = Mx(E)) = xg\(E)
Jjokaiselle Borelin joukolle E C K. Tdlloin P, on liikennesuunnitelma.
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ToDpISTUS. Osoitetaan, ettd P, toteuttaa Méiaritelmén 3.9. Lauseella 2.53 saa-
daan oletusten ollessa voimassa, etta

/K T(7) dP(7) = / T(7) d(xx\))

K

& / T(x(w)) dAWw)

3.18
:/Tx(w) dw < 0.
Q

Tarkistetaan viela, ettéd oletukset tayttyvat. Avaruudet K ja ) ovat metrisia avaruuk-
sia. Siispa ne voidaan varustaa Borelin sigma-algebroilla, jolloin saadaan tarvittavat
Borelin avaruudet. Funktio x : £ — X on mitallinen Lemman 3.16 nojalla. Myohem-
min tullaan osoittamaan pysdhtymisaika 7" alhaalta puolijatkuvaksi Lemmassa 3.22,
jolloin Seurauksen 2.37 nojalla 7" on mitallinen. O

Sovitaan, ettd jono liikennesuunnitelmia suppenee, jos se suppenee heikosti, tai
jono liikennesuunnitelman parametrisaatioita suppenee.

MAARITELMA 3.20. Olkoon P, jono liikennesuunnitelmia. Jono P,, suppenee koh-
ti liikkennesuunnitelmaa P, jos

P, — P tai
Xn(w) = x(w) joukossa K melkein kaikille w € €,

missd x, ja x ovat Lauseen 3.14 mitalliset funktiot liikennesuunnitelmille P,, ja P
vastaavassa jarjestyksessa.

3.4. Pysidhtymisajan alhaalta puolijatkuvuus

Osoitetaan pysdhtymisaika ja painotettu pysdhtymisaika alhaalta puolijatkuviksi.
Té&téa ennen osoitetaan hyoddyllinen aputulos, josta on apua alhaalta puolijatkuvuuk-
sien osoittamisessa.

LEMMA 3.21. Olkoon (P,,) jono positiivisia mittoja kompaktissa metrisessd ava-
ruudessa K siten, etti P, — P. Olkoon v — f(v) alhaalta puolijatkuva funktio
avaruudessa K. Tdlloin

/K f(7)dP(7) < lim inf /K f(7) dP,(v).

TobisTtus. Funktio f on alhaalta puolijatkuva, joten Lemman 2.20 nojalla f voi-
daan esittdd jatkuvien funktioiden kasvavan jonon (fy) raja-arvona, jolloin kaikilla

k € N piitee fi(7) < f(7), joten

lim inf /K f1(7) dP, (7) < liminf /K F(3) AP ().

Koska P, — P ja f; on jatkuva kaikilla k£ € N, niin heikon suppenemisen Mééaritelméan
2.55 nojalla

/K fe(7) dP(7) = lim inf /K fi(y) dP (7).
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Yhdistamaélla edelliset kaksi tulosta, saadaan epayhtalo

| R dpe) <tmint [ 1) a, ).

Koska (fx) on kasvava mitallisten funktioiden jono, niin Monotonisen konvergenssin
lauseen 2.50 nojalla

[ 1) = jim [ )P,
joten

[ 1) = fim [ i) aP) <timint [ )P, (o).

Osoitetaan, ettd pysdhtymisaika on alhaalta puolijatkuva.

LEMMA 3.22. Olkoon jono polkuja ~y, € K Jos jono (7,) suppenee polkuun v € K
etdisyyden d suhteen, niin
T(v) < liminf T(7,),

Tobistus. Olkoon ¢,s € RT, joille ¢ > s > liminf T'(vy,). Talloin on olemas-
sa kasvava jono indekseja (ny), joille ny — oo kun k — oo, joille T'(7y,,) < s <t
alaraja-arvon méédritelmén nojalla. Pysdhtymisajan 7" mééritelmén nojalla ajanhet-
kesta T'(y,, ) eteenpéin polku v, pysyy vakiona, joten erityisesti vy, (£) = vn, (s). Kun
k — o0, niin ny — 00, ja oletuksen nojalla

lim v, (t) = ~(t) ja lim 7,,(s) = v(s),
n—00 n—o0

joten (t) = ~(s). Siispa 7 on vakio valilla |lim inf, T'(~,), o[, joten polun 7 pysih-
tymisaika on korkeintaan liminf 7'(v,), eli T'(y) < liminf T'(~,).
O

SEURAUS 3.23. Jos kompaktin metrisen avaruuden K jono mittoja P, suppenee
hetkosti mittaan P, niin

/KT('y) dP(vy) < liminf/KT('y) dP,, (7).

n

TobisTus. Tulos saadaan suoraan Lemmat 3.21 ja 3.22 yhdistamalla. U

3.5. Liikennesuunnitelman kertaluku

MAARITELMA 3.24. Olkoon y : 2 x R™ — X liikennesuunnitelman P parametri-
saatio. Méadritellddn polkuluokka alkiolle z € R™ liikennesuunnitelmassa y joukkona

QX = {w:a € x(w,R)}
ja alkion x kertaluvuksi
|zl = M) =P({v: 3,7(t) = 2}) = |zlp.

Alkion z € R” polkuluokka siséltda ne kaikki séikeiden y indeksit w, jotka kulkevat
alkion x kautta. Kertaluku kuvastaa taas sitéd, kuinka usea sdie y kulkee alkion x
kautta.
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LAUSE 3.25. Olkoon (x,) jono litkennesuunnitelmia, jotka suppenevat liikenne-
suunnitelmaan x. Oletetaan, etti [, T(xn(w))dw < C jollekin C. Tdlliin melkein
kaikille w pdtee

lim sup |Xn(w, t)]y, < |x(w,t)]y-
TobisTus. Todistus mukailee todistusta [1, s. 31-32]. Merkitadn [z], := QX, eli

z’

alkion x € R" polkuluokkaa [z],. Téll4 notaatiolla |x|, = A(2X) = A([z],). Olkoon
M > 0. Markovin epédyhtélon 2.51 nojalla saadaan
C
A :T MY) < —— =:¢.
(e TOu(w)) > MY) < 3y =

Méaritellddn approksimatiivinen kertaluku

ety = o' € ety Ty < 21 = Y.

Olkoon w' € N Upsik [Xn(w, )]y, Télloin on olemassa jono indekseja (n;), joka lihes-
tyy ddretontd, ja ajat s;, joille xy, (W', $;) = Xn,(w,t). Toisin sanoen, koska w’ kuu-
luu samaan polkuluokkaan kuin w, 16ydetédéan ajanhetkelle ¢ ajanhetki s; siten, etté
Xn; (W', 8) = X (W, 1). Koska s; < T'(xn,(w) < M, on (s;) rajoitettu jono, joten on
olemassa suppeneva osajono, joka suppenee johonkin s. Koska (x,,(«’,-)) on jono 1-
Lipschitz-polkuja kompaktilla valilla [0, M], niin se suppenee tasaisesti valilli [0, M],
jolloin saadaan y(w’, s) = x(w,t), koska W' € [x(w,t)],. Tama osoittaa sen, etté

(3.1) N U bl D1, € [xlw. D)y

Merkitdin Ay = Upsi[Xn(w, )5, . Selviisti A; D Ay D ... ja A(A;) < oo. Téllsin
Lemman 2.33 ja inkluusion (3.1) nojalla

lim A(4;) = (ﬂAk>_>\<ﬂUantXn><>\([( tly)-

k n>k
Toisaalta, kaikilla n € N
(3.2) antXCﬂUantX,
k n>k

jolloin

(3.3) hmnsup)\ ([Xn(w,t)];n) < hmsup)\ (ﬂ U Xn(w,t) ]XH> )

k n>k
joten yhdistdmélla tulokset (3.2) ja (3.3) saadaan

i sup Ao (@ 15, ) < A1)
Siispa
lim sup A[xn (W, 1)y, ]) — & < Al[x(w, 1))

n

kaikilla € > 0, ja siten
lim sup [xn (@, )]y, < [x(w, )]y
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Kertaluvun mitallisuuden osoittamiseksi osoitetaan se ylha#ltda puolijatkuvaksi,
silld ylhaalta puolijatkuvat kuvaukset on osoitettu mitallisiksi.

LEMMA 3.26. Olkoon x parametrisaatio litkennesuunnitelmalle P. Tdlloin funktio
x — ||y on ylhddltd puolijatkuva.

Tobistus. Todistus mukailee ldahdetta [1, s. 32]. Merkitédén ¢ : x — |z],. Osoi-
tetaan, ettéd jokaiselle x, jolle |z|, < r, on olemassa pallo B(z,¢) siten, ettéd kaikille
y € B(z,e) pitee |y|, < r. Tamé osoittaa, ettd ¢~'([0,7[) on avoin joukko, josta
seuraa funktion ¢ ylh#altd puolijatkuvuus Lemman 2.21 nojalla. Osoitetaan véite
kéidnteiselld pasttelylld, olettaen, ettéd ¢~1([0, r[) ei ole avoin. Téllsin pallossa B(x, +)
on olemassa y, € B(x, %), jolle |yn|y, > r kaikilla n € N. Selvésti lim, 0oy, = .

Olkoon )
Q= m U [ym]x»

n m>n
merkitsemalld [y,], = QX kuten edellisessd todistuksessa. Poistamalla tarvittaessa
nollamittainen joukko, saadaan Q C [z], joten A(Q) < A([z]y) = ||y Jos w € Q,
niin kaikille n on olemassa m > n siten, ettd w € [y,,],. Télloin on olemassa t,, jolle
X (@ tm) = Y.

Koska melkein kaikille w patee T'(x(w)) < 00, jono (t,,) voidaan olettaa rajoitetuk-
si. Talloin on olemassa jonon (t,,) osajono (t,, ) jolle t,, — t siten, ettd x(w,t) = =,
eli w € [z],.

Siispi A(Q) < |z|, < ja AM(Q) = lim, AU, .+, [yn]y) > 7, miké on ristiriita. O

SEURAUS 3.27. Olkoon x parametrisaatio litkennesuunnitelmalle P. Talloin funk-
tio (w,t) — |x(w, )|, on mitallinen.

TobisTus. Lemman 2.37 nojalla ylhaalta puolijatkuva funktio on mitallinen. [

3.6. Siirtosuunnitelmien heikko suppeneminen

Osoitetaan, ettd mikali litkennesuunnitelmien jono suppenee, niin télloin kyseisten
litkennesuunnitelmien siirtosuunnitelmien jono suppenee.

LAUSE 3.28. Jos (P,) on jono joukossa TPc siten etti P, — P, niin myds
m(Py) = m(P). Lisiksi p*(Py,) = p*(P) ja p~(Pn) — p= (P).

TobisTus. Todistus mukailee lahdetté [1, s. 33]. Oletetaan, ettd P, on todenné-
koisyysmitta korvaamalla P, mitalla %. Merkitddn K, :={y € K : T(y) < M}.
Talloin

P (K\ Ko) =Po(K\{ye K:T(y) < M}
=P.({y e K:T(7y) > M}).
Markovin epéyhtélolla 2.51 ja tiedolla P,, € T'Pr saadaan
C

P K:T() > M) < 5 [ IT0IdP, < 57,

, jolloin

— C
Asetetaan ¢ := i

P,(K\ K.) <e.
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Olkoon ¢ € C(X x X,R). Osoitetaan, ettd talloin funktio v — &(y(0),
jatkuva. Koska ¢ on jatkuva, riittdd osoittaa, ettd funktio F' : v — (7(0),
jatkuva. Olkoon ~;, v, € K. Koska

d(%, 72) = SUP —||71 '72||L°°([0,k])7
niin talloin

1 1
dx(71(0),72(0)) + dx (71 (M), 72(M)) < I||71 — Yal| Lo (jo,1)) + MMH% — Yal| Lo (j0,01)
<d(v1,72) + Md(v1,72)
< (M 4+ 1Dd(y1,72)-

Toisin sanoen, F' on (M + 1)-Lipschitz-jatkuva. Siispéd vy +— ¢(7(0),y(M)) on jatkuva.
Osoitetaan télla funktiolla, ettd heikon suppenemisen Maaritelmé 2.55 toteutuu. Mer-
kitdan 7(P,) = mp, ja m7(P) = mp. Koska siirtosuunnitelma on mééaritelty muodossa

mp, = m4P,, niin vaihtamalla muuttujat Lauseen 2.53 nojalla saadaan
lim sup o(x,y)dmp, (z,y) = hmsup/ o(mp, (7)) dPL (7).
n—oo XxX n—oo

Koska K = K. U K \ K, niin integraali voidaan paloitella. Saadaan

/K O, (1) 0Pa() = [ ol () dP, () + / o(mp, (7)) AP, ()

K\K.

. o(p, (7)) dPn(y) + Po(K \ K.)||9]|
. ¢(7(0), ¥(T(7))) dPy(7) + €l[¢]]oo
[ 0000).100) 4P + <ol
< [ 660 7(0) 4P (3) + 210
Siispi
@4) timsup [ o(re, (1)) dP() < limsup | 9((0),9(M)) 4P (7) + 2¢]|0].

Koska P,, — P ja v +— ¢(7(0),v(M)) on jatkuva, niin

i sup /K H(1(0), 7 (M) dP,,(7) = /K 6(+(0),7(M)) dP (),

jolloin epayhtils (3.4) saadaan muotoon

hmsup/ o(mp,, (7)) dP,( /(;5 dP(7y) + 2¢|| ]| o-
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Lisaksi saadaan

/K 600N aP() < [ 66(0) (M) aP() + <l
[ 060 /T () P() + <l
/ oy (1)) dP () + 2|6 .

Siispa

i s / oo, (7)) P / oy (1)) dP(3) + 4|6 .

Jélleen Lauseen 2.53 mukaan voidaan integraalit korvata siten, etté

lim sup d(z,y) drp, (2, y) < /X . o(x,y) drp (2, y) + 4¢|[@]] -

n—oo XxX

Vastaavasti voidaan osoittaa, etti

lim in /X ) dre, o) = [ o) dre(e.g) 410l

n—o0 XxX

Koska ¢ on mielivaltainen funktio ja € > 0, niin 7p, — 7p.
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LUKU 4

Liikennesuunnitelman energian minimoijan olemassaolo

4.1. Liikennesuunnitelman energia

Maaritelladn liikennesuunnitelmalle energia ja osoitetaan, ettd on olemassa liiken-
nesuunnitelma, joka minimoi energian. Energian maérittamiseksi sovitaan, ettd mas-
san s kuljettamiseksi matka [ energia on suoraan verrannollinen tuloon [ x s, missé
a € [0,1]. Talla sopimuksella energian méarittdmisessi suositaan yhtd polkua usean
pienemmén sijaan. Sovitaan lisiksi, ettd 0“1 = oo, kun « € [0, 1].

MAARITELMA 4.1. Olkoon «a € [0, 1] ja P liikkennesuunnitelma parametrisaatiolla
X. Liikennesuunnitelman P energia on funktionaali

— [ [ w0l i, 0 dts
QJRT

Liikennesuunnitelman energia riippuu talloin kaytettavien sédikeiden kertaluvusta
ja nopeudesta, ja siten pituudesta.

Huomautus 4.2. Olkoon a € [0,1]. Liikennesuunnitelman P energia voidaan

esittaa muodossa
P [ / Ol 13(0)| dedP ().

TobisTus. Todistus sivuutetaan, todistetaan muuttujanvaihtolauseella 2.53. [

Jatkon kannalta on helpompaa késitelld liikennesuunnitelmia P, jotka sisaltavét
vain siikeitd y, joiden nopeus on yksi, eli |2 x(w,t)| = 1 kaikilla (w,t) € Q x RT.
Télloin sanotaan, ettd liikennesuunnitelma P on parametrisoitu pituuden mukaan.
Merkitaéan jatkossa polun sdikeen y osittaisderivaattaa ajan suhteen y = %X-

Osoitetaan, etti liikennesuunnitelmalle P 16ytyy liikennesuunnitelma P, jonka
sdikeet on parametrisoitu pituuden mukaan, ja jonka energia siilyy samana kuin lii-
kennesuunnitelman P. Sitd ennen varmistetaan, ettd uudelleen méaritellyt sdikeet
tulevat olemaan edelleen mitallisia.

LEMMA 4.3. Olkoon x : [0,1] — K litkennesuunnitelman P parametrisaatio. Ol-
koon S : [0,1] x RT — RT funktio, jolle S(w,t) on I-Lipschitz-jatkuva ja kasvava
kaikilla t € RT. Mddritellidin 7 : [0,1] x [0, 0o[— R asettamalla

7(w, s) :=inf{t € R" : S(w,t) = s}.

Oletetaan, etti T on mitallinen. Talloin X(w,t) = x(w, T(w,t)) on mitallinen.

TobisTtus. Todistus mukailee 1dhdettd [1, s. 44]. Tarkennettakoon alkuun, ettd
oletus kuvauksen 7 mitallisuudesta tarkoittaa, ettd ldhtosigma-algebrana on Lebes-
gue mitallisista joukoista koostuva sigma-algebra A\; X A, ja maalisigma-algebrana on
Borelin sigma-algebra B.
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Olkoon [ identtinen kuvaus, ja merkitadn (7, 7) : [0, 1] xRt — [0, 1] x R kuvausta
(I,7)(w,t) = (w, T(w,t)). Télloin x on kuvausten (I, 7) ja x yhdistetty kuvaus, silla

X((Iv T)(w7t)) = X(W,T(M,t)) - X(wﬂf)

kaikille (w,t) € [0,1] x R*. Télloin kuvaus x on mitallinen, jos y on mitallinen ja
(I, 7) on mitallinen. Oletuksen mukaan y on mitallinen, joten osoitetaan kuvaus (I, 7)
mitalliseksi.

Osoitetaan, ettd (/,7) on mitallinen Lebesgue-mitallisten joukkojen tulon vi-
rittdmalta sigma-algebralta samalle sigma-algebralle. Riittda siis tutkia Lebesgue-
mitallisten A ja B tulon A x B alkukuvia. Lemman 2.34 nojalla jokainen Lebesgue-
mitallinen joukko on Borel-joukon ja nollamittaisen joukon yhdiste. Talloin

A:NAUBAja
B = Np U Bg,

kun N4 ja Np ovat nollamittaiset osat, ja B4 ja Bp ovat joukkojen Borel-osat. Alku-
kuvalle patee myos

(4.1) (I, 7)Y (Ax B) = (Ax R N7 '(B).
Liséaksi, koska
(4.2) AXxB=AxNgUN4,x BUB4 X Bg,

niin riittd4 osoittaa, ettd yhdisteen jokaisen tulojoukon alkukuva on mitallinen. Yh-
talon (4.1) nojalla joukolle B4 x Bp saadaan

(I,7)"(Ba x Bp) = (Ba x RY) N7\ (Bp).

Joukko B4 x R on mitallinen kahden Borel-joukon tulona ja 7=!(Bg) on mitallinen
kuvauksen 7 mitallisuuden nojalla. Siispa leikkaus on mitallinen.

Merkitédén N := (Ax NgUN4 x B). Joukko N on nollamittainen, joten osoittamal-
la nollamittaisen joukon N alkukuva nollamittaiseksi véite seuraa, silla nollamittainen
joukko on mitallinen.

Olkoon N C [0,1] x RT nollamittainen ja ¢ > 0. Olkoon B Borelin joukko, joka
sisaltéd joukon N ja jonka mitta on pienempid kuin €. Maéritelldan mitallinen kuvaus
F(w,s) =1g(w,T(w,s)). Melkein kaikille w € [0, 1] pétee talloin

(43)
| P as= [T s s ds = [ s o< [ iawod,

silli £5(w, ) < 1 Lipschitz-funktiolle S(w, -). Koska 15 on mitallinen ja F on mital-
linen mitallisten funktioiden yhdistettynd funktiona joukossa [0, 1] x R*, niin

(1,7)"1(B)| :/01 /Ooo ILB(w,T(w,s))dsdwg/ol /Ooo 1w, 1) dtdew < e.

Siispd (1, 7)"'(N) on nollamittainen. O

LEMMA 4.4. Olkoon x : [0,1] — K litkennesuunnitelman P parametrisaatio. Ol-
koon

S(w. 1) = / X(w, )| dr,
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ja asetetaan
T(w,s) =inf{t € [0, 00[: S(w,t) = s}.

Olkoon X(w,s) = x(w,T(w,s)). Talldin x on Lebesgue-mitallinen ja litkennesuun-

nitelma P = x4\ on parametrisoitu pituuden mukaan. Lisiksi energia sdilyy, eli

£4(P) = £%(P).

TobisTus. Todistus seuraa ldhdetté [1, s. 40]. Lemman 4.3 nojalla kuvauksen y
mitallisuus seuraa kuvauksen T mitallisuudesta. Osoitetaan, ettid T-1(] — oo, A]) on
mitallinen kaikilla A € R. Olkoon tihed jono (t,,) vililla R*. Osoitetaan, etté

T4 =00, M) = () U Aw € [0,1] : T(w, ) < A} X 0,10 + %].

n=1m=1

Olkoon (w, s) € T~(] — oo, A]), jolloin T'(w, s) < A. Olkoon n € N, jolloin on olemassa
m siten, etta

1
tn < s <tp,+ —
n
jonon (t,,) tiheyden nojalla. Koska T" on kasvava, niin
1
T(w,ty,) <A, kun s < t,, + —.
n

Siispé kaikille n on olemassa m siten, etté

(@,5) € fw € [0,1] : T(w, t) < A x [O,tm+%[}

joten téalloin myos

(w,5) ﬁ O{we 0,1] : T(w, £) < A % [O,tm+%[}

n=1m=1

Olkoon (w,s) € Mo, Ur_{w € [0,1] : T'(w,t,) < A}. Télloin kaikilla n on
olemassa t,,(n) X [0,t, + 1] ja T(w,tm(n) < X Jos s < t,(n), niin kasvavuuden

nojalla
T(wa 8) S T<w7tm(n>> S )\7

jolloin (w,s) € T7(] — oo, A]). Oletetaan siis, ettd t,,(n) < s. Téstd seuraa, ettd
tm(n) < s < tn(n) + 1/n, jolloin jonolle (¢,,(n)), pitee t,(n) — s kun n — oo.
Mikéli kuvaus s — T'(w, s) on alhaalta puolijatkuva, niin té&lloin

T(w,s) < lminf T'(w,t,(n)) < A
joten (w, s) € T71(]—o00, A]). Osoitetaan vield, etté s — T'(w, s) alhaalta puolijatkuva.

Olkoon positiivisten reaalilukujen jono (s;) jolle s; — s. Olkoon jono (T'(w,s;)).
Méaritelménséd nojalla 7' on rajoitettu, joten on olemassa suppeneva osajono jota
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merkitddn edelleen (7'(w,s;)). Olkoon t = lim; T'(w, s;). Nyt

Siispd T'(w, s) <t = lim; T'(w, s;), joten T" on alhaalta puolijatkuva.
Koska {w € [0,1] : T(w, ;) < A} ={w € [0,1] : S(w, ) > t,,} on mitallinen, niin
tallsin T~1(] — 0o, A]) on mitallinen mitallisten joukkojen numeroituvana yhdisteenA.
Osoitetaan seuraavaksi, etti |Y(w,t)| = 1. Huomataan, ettd kuvaus s — T(w, s)
antaa arvokseen ensimméisen ajanhetken, jolloin ollaan kuljettu matka s. Télloin
kuvauksen 7" médritelméan nojalla

T (w,s)
(4.4) / (e, 7| drr = 5.
0
Talloin melkein kaikilla w € [0, 1] pétee
X(w,s +h) = x(w, )] = [x(w, T(w,s + h)) = x(w,T(w,s))]
T(w,s+h)
<[ Iwn)ldr=n
T(w,s)

kaikille s,s + h € R*. Siispi x(w,-) on 1-Lipschitz-funktio, joten |y (w,t)| < 1. Toi-
saalta, jos s > 0, niin

s T(w,s)
(45) | Rl =) = [ el =

joten oltava |y(w,t)| > 1 melkein kaikilla ¢ ja siten |x(w,t)| = 1. Jos niin ei olisi, 15y-
tyisi 0 < r < 1 jolle joukko R = {t € [0, ] : |[X(w,t)| < r} on mitaltaan positiivinen.

Talloin
/watldt /|x|+/ %]
[0,s]\R

-+ A[0,s] \ R) - 1
S/\(R)~T+S—>\(R)
< s,
mik4 olisi ristiriidassa tuloksen (4.5) kanssa.

Olkoon nyt P = X#A. Osoitetaan, ettd liikennesuunnitelman P energia on sama,
kuin liikennesuunnitelman P, osoittamalla ensin, ettd kertaluku séilyy parametrisaa-
tiossa, eli |x(w, $)|z = |X(w,T(w,s))|X. Osoitetaan, ettd kdyrit y(w,-) ja x(w,-) ovat
samat. Olkoon z € R". Maéritelldén joukko

I / . . .
QL ={w € Q: x(w,t) = x jollakin t}.
ja Qf vastaavasti. Osoitetaan, ettd ) = Q%. Olkoon w' € Qf, jolloin jollakin ' on

X', t') =z, jolloin x(u', T(W' ") = .
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joten w' € € . Vastaavasti olkoon w' € €2, jolloin jollakin ' on
x(w',t") =z, jolloin (', S(w', 1)) = .
joten w' € Q.
Siispa |x(w, )|z = |x(w, T(w, s))]y. Ketjusdannolla ja kuvauksen T'(w,-) kasva-

vuudella saadaan

%00, 0] = Do, T, 0) (0, 9)] = Do, T, )] (0,5),

joten energia saadaan muotoon

- / /R X (w, D)X (@, t)] dtdw

= [, B T T 1 G

Sijoitetaan integraaliin s = T'(w, t), jolloin

o T )l e T ) 5 5) i

_ / / )l s s) dsd = £°(P).
Siispi £2(P) = £%(P)

4.2. Optimaalisen liikkennesuunnitelman olemassaolo

Tamén tutkielman pédtulos, optimaalisen liikennesuunnitelman olemassaolo, to-
distetaan tdmén osion paétteeksi. Ennen olemassaolon osoittamista osoitetaan vielé
seuraavat aputulokset.

LEMMA 4.5. Olkoon P € P(K) litkennesuunnitelma. TdllGin
£ (P) = / L(y) dP(y).
K

Tobistus. Todistus mukailee todistusta [1, s. 36]. Lauseen 4.2 nojalla energia

voidaan kirjoittaa muodossa
P = [ [ b 0P,

Koska liikennesuunnitelman P massa on 1, niin kaikkien pisteiden x € R™ kertaluku
on oltava pienempii kuin 1, eli [z[p < 1. Koska o € [0,1], niin |z|$~" > 1, jolloin
erityisesti yfy(t)\ap—l > 1 kaikilla t € R*. T#lléin

P = [ [ hOkldPe)
> [ [ nadpe) = [ 1o dpe).
Il

Seuraavia lemmoja tarvitaan energian alhaalta puolijatkuvuuden osoittamiseen.
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LEMMA 4.6. Olkoon (t,) jono reaalilukuja ja t € R. Jos 0 <t < liminft, < oo,
n—oo
niin kaikilla s € RY pdtee
ﬂ[oyt[<8) S h,?l,g.}f ﬂ[O,tn[(5>-
TobisTus. Olkoon s € RT. Jos s > ¢, niin 1jg(s) = 0, jolloin véite on selvisti

totta. Jos s < t, ala-raja-arvon mééaritelmén nojalla on olemassa ng € N, s. e. s < t,
kaikilla n > ng. Tésta seuraa, etté

liminf Ljgy,((s) = 1.

n—o0

Koska Lj4(s) < 1, on viite todistettu. O

LEMMA 4.7. Olkoon integroituvat funktiot f, f, : @ — R, Q C R. Oletetaan, ettd
liminf f,(w) > f(w) melkein kaikilla w € Q. Tdlloin
n—oo

n—oo

liminf/gfn(w) dwz/gf(w) dw.

TobisTus. Alaraja-arvon mééritelmén ja integraalin monotonisuuden nojalla saa-
daan

/f(w) dw < / liminf f,(w) dw
Q Q "
—/ lim inf fi(w) dw.
0

n—oo k>n

Mitallisten funktioiden jono (infg>, fr(w))r on kasvava, jolloin Monotonisen konver-
genssilauseen 2.50 nojalla voidaan raja-arvon ja integroinnin jarjestys vaihtaa, joten

/ lim inf fy(w)dw = lim [ inf fi(w)dw
QN k>n

n—oo [ k>n
<liminf | f,(w)dw.

Osoitetaan lopulta energia alhaalta puolijatkuvaksi.

LAUSE 4.8. Jos (P,), on jono yksi-massaisia litkennesuunnitelmia joukossa T Pe
siten, etti P, — P, nun
E%(P) < liminf £*(P,,).
n

TobisTus. Todistus mukailee todistusta [1, s. 37]. Lemman 4.4 nojalla voidaan
olettaa, etté liikennesuunnitelman P,, sdikeet on parametrisoitu siten, etté

L(x(w,t))
@o) e @)= [ [ g eldds= [ [ ol dia
QJRT QJ0

Osoitetaan, etté

n

L(xn(w)) L(x(w))
(4.7) lim inf/ |Xn (w, t)|§;1 dt > / |x(w, 75)|§_1 dt,
0 0
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jolloin voidaan kayttdda Lemmaa 4.7. Epayhtédlon (4.7) vasen puoli voidaan kirjoittaa
indikaattorifunktion 1 avulla muotoon

L(xn(w)) 00
lim in / Xl )1 dt = Timin / (0,1 e (6)
0 " 0

n

> lim inf / inf [ (6 8)1% Lo 2o ((8)
n R+ k=>n

= lim [ nf (e, )15 Lo Lo i () df

n—00 Jpt k

= lim [ fu(t)dt,

n—o0 R+

kun médritellidn f, : RT — [0,00], fu(t) = infron [xk(w, 1)|S Ljo,00 w)i(t) kaikilla
t € RT jan € N. Funktiojono (f,,) on kasvava ja jonon alkiot ovat mitallisia, joten
Monotonisen konvergenssin Lauseen 2.50 nojalla

lim Jn(t)dt = / lim f,(t)dt
R

n—o0 R+ + N—00

- / lim inf [ye(w, 01 oo ey (1)
R

+ n—oo k>n
= /+ lim inf |Xn(w, t>|§;11[0,L(xn(w))[(t) dt.
R n

Jos lim inf, [x,(w, t)[$" > [x(w, 0)[§" ja liminf, Lo 1o, @)i(t) = Ljo,Lixw(t), niin

/ i inf Py (@, )1 "jo,Ln @)1 () dt > / (@, )3 o, pexpi(t) dt
R n

R+
L(x(@)) »
- / (e, B dt,
0

miké osoittaa viitteen (4.7). Osoitetaan, etté liminf, [x,(w,t)[$7! > [x(w,t)$7" ja
liséksi, ettd liminf,, Ljo (v, @) (t) = Ljo,L(x(w))[(t). Lauseen 3.25 nojalla pétee

limnsup IXn (W, 1) |y < X, )]y,
ja kun a € [0, 1], niin
limnsup X (w, D)5 < x(w, 0)[$7,
josta seuraa, ettd

lim inf L > L
imin > ,
no @, O T Ix(w, e

eli
tim inf [xa (. DI, 2 (D

mita haluttiin osoittaa.
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Pituus L on aina korkeintaan polun pyséhtymisaika 7". Kaikki jonon (x,(w)) alkiot
on parametrisoitu pituuden mukaan, joten jonon polkujen pituudet ovat yhta suuret
kuin polkujen pysahtymisajat, joten

L(x(@)) < T(x(w)) < lminf T(x(w)) = liminf L(x, («))

pysdhtymisajan T" alhaalta puolijatkuvuuden nojalla, joka osoitettiin Lemmassa 3.22.
Soveltamalla tdhédn Lemmaa 4.6, saadaan

Lio, z(x(w () < lim inf Tjo £, ) ((2);

mitd haluttiin osoittaa.
Edellinen péaattely osoitti epéayhtdlon (4.7). Soveltamalla tdhdn Lemmaa 4.7 saa-

daan
L(xn(w L(x(w
hmmf// ‘Xn w, )5 1dtdw>// x(w, t)|5" dtdw.

Kaikki polut x(w) € K ovat 1-Lipschitz-jatkuvia, jolloin |x(w,t)| < 1 kaikilla ¢t € R™.
Siispé

L(xn(@))
lim inf £ (P,,) = lim inf / / Xn(w, D)l
n QJO

L(x(w))
> [ el e
QJ0

L(x(w) .
> / / X, ]2 X (w, £)] didw = E°(P).
0
]

Viimeisené lauseena todistetaan tutkielman pédtulos. Energialla £ on olemassa
minimoiva liikennesuunnitelma P.

LAUSE 4.9. Olkoon todenndikdisyysmitat u* ja p~ joukossa K. Merkitiin mitat
put ja po yhdistivdd liikennesuunnitelmien kokoelmaa TP(u™t, u™), eli

TP p ) ={P:pu"(P)=p" japu (P)=p"}.
Oletetaan, ettd on olemassa ainakin yksi liskennesuunnitelma P’ joka yhdistdd mi-

tat pt ja p ddrelliselli energialla E*(P'). Tdalldin on olemassa litkennesuunnitelma
P eTP(ut,u), joka minimoi energian E*.

Tobistus. Olkoon P’ liikennesuunnitelma, jolle £%(P’) < oco. Télloin jokaiselle
n € N on olemassa litkennesuunnitelma P/, € TP(u*, u~) siten, ettd

(4.8) EXNPL) <inf{&*P):P e TP(u",u )} + %

Koska P! € TP(ut, ) ja pt, sekd pu~ ovat todennédkéisyysmittoja, niin P/, on
todennédkoisyysmitta kaikilla n € N.

Olkoon jono (P!)) liikennesuunnitelmia, jonka alkiot saadaan edellisen perusteella.
Lemman 4.4 perusteella voidaan olettaa, ettéd liikennesuunnitelman P’ sdikeet x/(w)
on parametrisoitu pituuden mukaan. Merkitdén talla tavoin parametrisoituja séikeité

7, jolloin L(v) = T'(y).
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Koska liikennesuunnitelmat P/, ovat kompaktin metrisen avaruuden K todenné-
koisyysmittoja, niin Lauseen 2.57 nojalla on olemassa jonon (P!) osajono (P,), joka
suppenee heikosti johonkin avaruuden K mittaan P. Osoitetaan, ettd rajamitta P on
litkennesuunnitelma.

Seurauksen 3.23 nojalla saadaan

/KT(’y) dP(v) < liminf/KT(”y) dP, (7).

n

Polut ovat parametrisoituja pituuden mukaan, siispd 7(y) = L(y). Lemman 4.5 no-
jalla epéayhtélon oikeaa puolta voidaan arvioida edelleen ylhaéltépéin, jolloin saadaan

[ T0ap0) < tmint [ 702)dP, ()

n

n

= lim inf/ L(v)dP,(v)
K
< liminf £%(P,,) < oo,

litkennesuunnitelmien P, mééritelmén (4.8) nojalla. Siispa P on liikennesuunnitelma.
Koska P,, — P, niin Lauseen 3.28 nojalla mp, — 7p, ja siten

pr(Pr) = pt(P) = ™,

po(Pp) = (P)=yp,
joten P yhdistdd mitat pt ja p~. Siispd P € TP(u™, u). Lauseen 4.8 perusteella
saadaan

E¥P) < liminf E¥(P,,)
< liminf {inf{go‘(P) P eTP(ut,p )+ l}
" n

— inf{€%(P) : P € TP(u*, ")},

joten liikennesuunnitelma P on energian £¢ minimoija. U
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