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Merkintoja

N Luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,3,...}
N¢ d-kertainen tuloavaruus N x N x ... x N
R? d-uloitteinen euklidinen avaruus
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ACCB A C B, A avoin ja A on rajoitettu

n(y, z) Polun v kierrosluku pisteen z ympéri

o) Parametrisoivan polun pituus

(-, ) Euklidisen avaruuden standardi sisétulo
sptq u {z € Q:u(z) #0}

Ja(t) th+ (1 —t)a, kun t € [0,1] ja a,b € R

Df Funktion f Jacobin matriisi

dA dz dy, z=x+ 1y
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diam A sup{la — d'| : a,a’ € A}

dist(A, B) inf{la —b| :a € A,b € B}

ut max {u, 0}

u” —min {u,0}

C(Q) {u : u on jatkuva joukossa Q}

C*(Q) {u : u on k kertaa jatkuvasti derivoituva joukossa Q}
Ck(Q) {u:u e C*Q) ja sptyu on kompakti}
() M2, Q)

div u DW00)qy o DOL0)gy g D001y,
192 Joukon ) Lebesguen mitta

f, u(x) dx ﬁ S u(zx) dz

as<b a < Cb, missa C' ei riipu luvusta a tai luvusta b



Tiivistelma: Erno Kauranen, pro gradu -tutkielma, 72 sivua, Jyvéskyldn
yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, kevéat 2020.

Tamén tutkielman tarkoitus on perehdyttda lukija p-harmonisiin funktioi-
hin ja erityisesti niiden sddnnollisyyteen tasossa. Tutkielman péatulos koskee ta-
son p-harmonisen funktion heikkojen derivaattojen optimaalista lokaalia Holder-
jatkuvuutta. Vastaavaa optimaalista sddnnollisyystulosta ei tunneta korkeammis-
sa ulottuvuuksissa. Yleisessd dimensiossa p-harmoninen funktio on reaalianalyyt-
tinen avoimessa joukossa, misséd sen gradientti ei hévid. Tasossa p-harmonisten
funktioiden sileys kriittisten pisteiden eli gradientin nollakohtien ulkopuolella voi-
daan osoittaa elegantisti.

Tutkielmassa ldhdetédn liikkeelle Sobolev-avaruuksista, jonka jilkeen esitel-
ladn kvasisddnnolliset kuvaukset ja kaydadn léapi kvasisddnnéllisten funktioiden
teoriaa. Kappaleen tarkein tulos tutkielman péaatuloksen nakokulmasta on Stoilow-
hajotelma. Tason p-harmonisten funktioiden sdannéllisyyskysymys palautuu ky-
seistd hajotelmaa ja hodograafimuunnosta hyviksi kiayttden Fourier-sarjan tutki-
miseen.

Avainsanat: p-harmoninen, Kvasikonformikuvaus, Sobolev-avaruus, Hodograa-
fimuunnos, Konjugaattifunktio, Kvasiradiaalinen funktio
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1 Johdanto

Tunnetuin osittaisdifferentiaaliyhtélo lienee Laplacen yhtalo Au = 0, missd A on
niin kutsuttu Laplacen operaattori:

d
9%*u
5
=1 6mj

Au =

Laplacen yhtalon klassisia ratkaisuja kutsutaan harmonisiksi funktioksi. Harmo-
niset funktiot minimoivat funktionaalia

] = /Q V()] dz

annetuilla reuna-arvoilla yksikésitteisesti luokassa C1(€2) N C(€2), kun 9 on riit-
tavan sddnnollinen. Voidaan myos kysyd miké yhtélo karakterisoi minimoijat, jos
luku kaksi korvataan funktionaalissa I luvulla p > 2. Jos u € C?*(2), niin u on
minimoija edelld kuvatussa mielessé jos ja vain jos A, = 0, missé A, on niin
kutsuttu p-Laplacen operaattori

Ayu = div(|VulP2Vu).

Osoittautuu, ettd C*(2) ei téssd tapauksessa ole funktioluokkana riittévi karak-
terisoimaan kaikkia minimoijia. Tarkalleen ottaen ongelmakohdat ovat gradientin
nollakohtia. Minimoija voidaan karakterisoida Eulerin yhtélén heikon muodon

/<|Vu|p_2Vu, V)dr =0  kaikilla ¢ € W,7(Q) (1.1)
Q

avulla. Ehdon (1.1) toteuttavia jatkuvia funktioita kutsutaan p-harmonisiksi funk-
tioksi. Midritelmé asetetaan myos arvoille p € (1,2) sopimalla, ettd |Vu[P~2 := 0
aina, kun Vu = 0. Vaikka p-harmonisten funktioiden voidaan katsoa olevan puh-
taasti matemaattinen yleistys, niin tasossa p-harmonisilla funktioilla on yhteyksia
laminaaristen eli kitkattomien virtausten mallintamiseen. Edelleen niin kutsutus-
sa hodograafitasossa p-harmoniset funktiot toteuttavat osittaisdifferentiaaliyhta-
16ité4, joita esiintyy virtausdynamiikassa.

Téssé tutkielmassa keskitytdaan p-Laplacen yhtéloon erityisesti tasossa. Osoi-
tamme, etti tasossa vektorikenttd |Vul[P~2Vu on heikosti derivoituva, joten osit-
taisintegroimalla pédstidn divergenssimuotoiseen yhtéléon. Kyseinen yhtélo voi-



daan kompleksisten osittaisderivaattojen avulla kirjoittaa muodossa

0
_ P22 ) b = — ]
Re{gz{(|uz| uz)} 0, z=x+ 1y, (1.2)

missé yhtélossa esiintyvét derivaatat melkein kaikkialla a priori ilmaisevat heikko-
ja derivaattoja. Edelleen osoitamme, ettéd tasossa p-harmonisen funktion gradien-
tin nollakohtien joukko on diskreetti ja gradientin nollakohtien komplementissa
p-harmoniset funktiot voidaan karakterisoida yhtalolla

0= (5-3) (g o+ 2270). few-m 09

Yhtéalosta (1.3) seuraa helpohkosti kompleksisen gradientin f kvasisdénnollisyys.
Edelleen kvasisdannollisten funktioiden Hoélder-jatkuvuuden nojalla saadaan saén-
nollisyystulos p-harmonisille funktioille. Yhtélon (1.3) avulla voidaan kuitenkin
osoittaa parempi sddnnollisyys. Kolmannessa luvussa todistetaan niin kutsuttu
Stoilow-hajotelma, jonka avulla f voidaan kirjoittaa funktio u nollakohdan ym-
péristossd muodossa f = x", missd x on homeomorfismi. Kuvauksen y kéan-
teiskuvaukselle 16ydetddn yhtélon (1.3) ja hodograafimuunnoksen avulla Fourier-
sarja. Tdmén sarjan avulla voidaan osoittaa p-harmonisten funktioiden optimaa-
linen sddnnollisyys tasossa. Erityisesti saadaan, ettd tasossa p-harmonisen funk-
tion gradientti on Holder-jatkuva eksponentilla %, kun taas yleisessé avaruudessa
tunnetaan pelkka Holder-jatkuvuus. Erityisend seurauksena saadaan liséksi heik-
kojen derivaattojen olemassaolo kolmanteen kertalukuun asti. My6s tamé tulos
on parempi kuin korkeammissa ulottuvuuksissa, jolloin toisen kertaluvun heikko-
jen derivaattojen olemassaolo tunnetaan vain, jos p on pieni.
Sobolev-avaruuksien teorian tuntemus on tdmén tutkielman lukijalle eduksi,
silld tutkielmassa ei esitetéd todistuksia Sobolev-avaruuksien perustuloksille. Tut-
kielma pohjautuu erityisesti artikkeliin [IM]. Tarkeitd kirjallisuusldhteitd tason
kvasikonformikuvauksien teoriaan ovat [AIM], [R], ja [A].



2 Esitietoja

Madritellddn LP-normi ||-|[,q) mitan p suhteen asettamalla

(Jo lF(@)Pdp)r,  pel,00)
esssupg | f(z)],  p = oo.

1o = {

Puhuttaessa Lebesguen mitasta dz merkitdan lyhyemmin vain LP(S2). LP-avaruus
on tekijadavaruus

LP(Q,pu)={f:Q—=C: £l r(o,y < oo, f on mitallinen}/ ~,

missd ekvivalenssirelaatio ~ madritelldéan siten, ettd f ~ ¢ jos ja vain jos f = ¢
melkein kaikilla z € €). Méérittelemme tapauksessa 2 C C myos

LP(Q) ={f: /Q |f(2)|P dA < 0o, Re f ja Im f ovat mitallisia}/ ~ .

Tarkastelu on usein tarpeellista rajata joukon 2 kompakteihin osajoukkoihin tai
kompaktikantajaisten funktioiden joukkoon. T&ta varten merkitéaén lisdksi

(=[] LK)

KC Q kompakti
ja
LE(Q) = {u € LP(Q) : spt u on kompakti}.

LP-avaruudet ovat tdaydellisid normiavaruuksia eli Banachin avaruuksia. Eri-
tyisesti L?-avaruus on tiydellinen sisituloavaruus eli Hilbertin avaruus. Keskeisin
epayhtélo LP-avaruuksiin liittyen on Holderin epéayhtalo.

Lause 2.1 (Holderin epayhtéls). Olkoot p,q € (1,00) siten, ettd % + é = 1.
Télloin jos f € LP(Q, ) ja g € LI(§2, p) niin

[ @t dn < ( / If(:v)\pdu);< / \g(x)]qduy.

Holderin epéayhtéld voidaan myos yleistaé.



Lause 2.2 (Yleistetty Holderin epéyhtéls). Oletetaan, ettd p; € (1,00) kaikilla
i=1,... k siten, ettd 7| L =1 ja f; € LP(Q, ) kaikilla i = 1,..., k. Télloin

Hf:l fi € Ll(Q’“) Jja
k 3
§g(/g\fi(w) wm)

Todistus. Todistetaan véite induktiolla. Jos & = 1 niin véite on Holderin
epayhtalo. Tehdaan induktioaskel eli oletetaan, ettéd viéite pétee, kun k =m — 1,
missd m > 3. Koska - + ———— = 1, niin Holderin ep#yhtilon nojalla

p1  pi/(p1—1)
/

15" du) "

=2
1 p1
“Tdu .
m p1

Huomataan seuraavaksi, etta » " —2— = > = 1. Koska summatta-
) i i=2 (p1—1)p; p1 1 =2 p
via on m — 1 kappaletta, voimme soveltaa induktio-oletusta ja saamme edelleen,

o)|du < (/Q|f1<$>'m d“)pll(/a

1

(s (]

m

17"

=2

etta
/Q 7)) dp < ( e I”ldu>p( /Q Zf!ﬁ(ac)pf” du) "
) o i ' plr_lfppl—_fpi %'(17111711)%
g( () du) ( / [0 du)
:H(/Ifz |p’du) ‘

=1

Viite seuraa nyt induktioperiaatteesta.



3 Sobolev-avaruudet ja kvasikonformikuvaukset

Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teoriassa tédrkedksi funktioavaruudeksi osoittau-
tuu niin kutsuttu Sobolev-avaruus. Johdannossa todettiin, ettéd osittaisdifferenti-
aaliyhtalolld ei valttamatta ole klassisia ratkaisuja. Toisaalta osittaisintegroinnin
nojalla [, u(z)¢'(x)dz = — [ u'(z)p(z) dz kaikilla ¢ € C°(R), kun v € C'(R).
Fubinin lauseesta seuraa edelleen, etti kaikilla u € C*(R?) ja kaikilla ¢ € C$°(R9)
péatee

/ u(x)a—gpdx = — gu (x) dx kaikilla j € {1,...,d}.
R4

8.73]' R4 8@»

Edellinen yht&lo patee myos tapauksissa, missé u on lokaalisti Lebesgue-integroituva.
Tama motivoi heikon derivaatan kisitteeseen.

Miééiritelma 3.1. (Heikko derivaatta). Olkoon u € Li (). Oletetaan, ettéi on

loc
olemassa v € L (1) siten, ettd

/Qu(a:)D“go(x) dx = (—1)”'/11(1’) o(x) dx (3.1)

Q

kaikilla ¢ € C§°(€2), missé

ool
D“ =
) = peraes o
ja
x:(.fl?l,.TQ,...,.Tld), ‘Oé’ =+ o+ .+ ag.

Talloin sanotaan, ettd v = D% on funktion u heikko derivaatta. Edelleen heikko
gradientti maaritellddn asettamalla

Vi = (D(I’O’O’“')u,D(O’I’O’“')u, ..., D00 1)u)‘
Maaritelmé 3.2. (Sobolev-avaruus). Sobolev-avaruus méaaritelldén asettamalla
WhP(Q) := {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) kaikilla o € N¢, joilla |a| < k}.

Huomautus 3.3. Sobolev-avaruuksille 16ytyy myos vaihtoehtoisia karakterisaa-
tioita. Naistéd tarkeimmét ovat ACL-karakterisaatio ja erotusosaméérikarakteri-

5



saatio [Z, s. 44-45].

Rajoittumalla relatiivikompakteihin osajoukkoihin asetamme liséksi

WEIQ) = () WH(G).

GCccQ

Huomautettakoon, etti funktio u € C*(Q) toteuttaa osittaisintegerointikaavan
(3.1), kun v on sen klassinen derivaatta. Todettakoon myds, ettd heikon deri-
vaatan olemassaolo on yksikésitteistd normin [|-[|, ) mielessé miké seuraa niin
kutsutusta variaatiolemmasta. Sobolev-avaruus on tdydellinen normiavaruus eli
Banachin avaruus, kun se varustetaan normilla

1
P

Y S DNE (fg | D ul? dw) o lsp<oc (3.2)

[l po =
> jal<k €SS SUP [ D%l p = 0.

Normin |-, .0 Sijaan voidaan my6s kiyttdd muita ekvivalentteja normeja. Inku-
luusion WP(Q) D WHP(Q2) nojalla on usein riittévid tarkastella normia [|-|, -
On helppo osoittaa, ettéi

[l = ( / |u|pdm>p + ( / |W|pdx)" (3.3)
Q Q

on ekvivalentti normin ||-||, , kanssa. Sobolev-avaruus voidaan my6s mééritelld
taydellistyménd normin (3.2) suhteen, miké seuraa niin kutsutusta ykkosen osi-
tuksesta. On myo6s luonnollista mééritelld sileiden ja kompaktikantajaisten funk-
tioiden taydellistymé Sobolev-avaruudessa. Tatéd varten merkitaén lisdksi

WiP(Q) = {u € WH(Q) :3p; € C5°(Q) siten, ettd lim [ju — ¢, = 0}.
J—00 ’

Listataan vield muutamia laskusdantoja.

Lause 3.4 (Tulon derivointi). Olkoot u,v € L{.(Q). Jos u,v € WLP(Q), niin
w € Wil (Q) ja

Todistus. [HKM, s. 21]. O



Lause 3.5 (Kommutointi). Olkoon u € W*P(Q). Télléin
D*(DPu) = DP(Du)

aina, kun |a| + 8] < k.
Todistus. Seuraa variaatiolemmasta ja méadritelmésta. O

Lause 3.6 (Leibnizin kaava). Olkoot u,v € C*(2). Talloin

D*(uw) =" (g) DPuD by,

B

missé

<a> o oy e ayg!
B) " B Balar = B! - (aa = Ba)!
Todistus. [E2, s. 261-262]. O

Sobolev-funktioiden keskeisin tulos on Sobolevin upotuslause, jonka mukaan
heikosti derivoituva funktio u € LP(§2) on lokaalisti integroituva suuremmalla
eksponentilla kuin p.

Lause 3.7 (Upotuslause). Olkoot p € [1,d) ja u € WIP(R?). Téllsin D*u €
_dp_
L7 (R?) aina, kun |a] < k — 1.

loc

Todistus. Perustuu yleistettyyn Holderin epéayhtaloon [GT]. O

Oletusta p < d ei voida Sobolevin upotuslauseessa lieventda. Lisdksi funktion
u € WHP(Q) sddnnsllisyys riippuu lukujen p ja d suuruusjérjestyksesté.

Esimerkki 3.8. Olkoon f(z) = |z|* Pallokoordinaattien avulla laskemalla saa-
daan, ettid f € WIP(B(0,1)) jos ja vain jos a > 1 — %. Jos p < d niin huomataan,
ettd funktiolla f ei ole olemassa jatkuvaa edustajaa. Jos p > d, niin f on jatkuva
yksikkopallossa.

Edellisen esimerkin nojalla voidaan kysy# onko funktio u € W1P(Q) yleisesti
ottaen jatkuva, kun p > d. Osoittautuu, etté talloin funktiolla u on jatkuva edus-
taja, joka on jopa Holder-jatkuva. Tama tulos nimetddn usein Morreyn mukaan
ja sen todistus perustuu Poincarén epéayhtaloon.

Lause 3.9 (Morrey). Olkoon u € WP(Q) jap € (d,c0). Téllsin kaikilla U CC Q
d
on olemassa funktio v € C*' 7 (U) siten, ettd u = v melkein kaikilla z € Q.



Todistus. [EG, s. 143]. O

Lause 3.10 Olkoon v € W'(Q) N C(Q), missd p > d. Télléin u on melkein
kaikkialla differentioituva joukossa 2. Lisiksi heikko gradientti yhtyy klassiseen
gradienttiin niissd pisteissd, missa jalkimmainen on olemassa.

Todistus. [EG, s. 235]. O

Morreyn lauseen nojalla heikosti derivoituvat funktiot ovat lokaalisti Holder-
jatkuvia ekpsponentilla 1 — ;‘—f. Saamme upotuksia lokaalisti myos korkeammille
kertaluvuille. Muotoillaan upotukset yhdeksi lauseeksi. Seuraavan lauseen upo-
tukset ovat voimassa ilman lokaaliusoletusta, jos €2 on esimerkiksi niin kutsuttu
Lipschitz-alue.

Lause 3.11 Olkoon Q C R? avoin, p > d ja q¢ = % < d. Télloin kaikilla k € N
pétee

Wk+2,q(Q) C Wk+1,p<Q) C Ok,a<Q)7

loc loc loc

a=1-1%€(0,1). Lisiksi Cipe () = W,2°(9).

loc

Seuraus 3.12 Jos ) C R?, niin kaikilla o € (0,1) ja kaikilla k € N pétee

Mainittakoon lisiksi, etté Sobolev-avaruus WH?(Q) on enemmiin kuin vekto-
riavaruus, silla heikosti derivoituvat funktiot muodostavat niin kutsutun hilan.
Kyseinen ominaisuus ei pide avaruudessa W*?(Q), kun k > 1.

Lause 3.13 Oletetaan, ettd u € WP(Q). Talléin |u|,u™,u™ € WHP(Q). Erityi-
sesti Vut = Vu kun u(z) > 0 ja Vu = 0 muuten. Vastaavasti Vu~ = Vu kun
u(r) < 0 ja Vu(z) = 0 muuten. Erityisesti jos u,v € WHP(Q2), niin min(u,v) €
WhP(Q) ja max(u,v) € WIP(Q).

Todistus. [HKM, s. 20]. O

Tutkielman péaatulokseen liittyy kaksi muuta funktioavaruutta, jotka ovat Holder-
avaruuksia. Olkoon  C R? ja midiritelldin

CP(Q) == {u: Q — C: |D"u(x) — D’u(y)| < |z —y|*, |v| =k}



Varustamme avaruuden C**(2) seminormilla

| D u(z) — D"u(y)]
|z —yl|*

lullerar = sup fu(z)] + sup (3.4)

z,yel v|=k

Seminormin (3.4) avulla méérittelemme lokaalin avaruuden

Crod () = {u € C*(Q) : |ull graey < o0 kaikilla G cC Q.

loc

Olkoon edelleen CFT*(Q) avaruuden C=(€) téydellistymé seminormin (3.4) suh-

loc

teen. Tallsin avaruus CFT(Q) on avaruuden CF%(Q) aito aliavaruus mikéli o # 1.

Témi nihddsin tarkastelemalla kuvausta x +— |z|*t*. Jos a = 1 niin C*(Q) =

CF2(Q). Avaruus CF*(Q) on tarkemmin niiden funktioiden u joukko, joille

> [D"ulz) = D uly)| = of|z - y|*)

lv|=k
tasaisesti joukon €2 x €2 kompakteissa osajoukoissa.
Huomautus 3.14. C**¢(Q) c C**(Q) c C**A(Q) aina, kin 0 < 8 < a < 1.

Esitellaéan lopuksi leikkausfunktio, jonka gradientti on rajoitettu.

Lause 3.15 (Leikkausfunktio). Olkoon Q C R? avoin ja K C § kompakti.
T&llbin on olemassa ¢ € C§°(2) siten, ettd ¢|x = 1. Lisdksi funktio ¢ voidaan
valita siten, ettd 0 < p(x) < 1 kaikilla x € Q ja

2
< =
Vel < dist (K, 092)’

kaikilla x € €.

Todistus. Merkitédén 6 = dist(K,0Q) < oo ja mééritellddn funktio u asetta-
malla

Etdisyysfunktio ¢ : 2 — dist(z, ) on 1-Lipschitz, joten ¢ € W,5>°(Q). Toisaalta
Lauseen 3.13 nojalla u on heikosti derivoituva ja v = ¢ - min {u, 1} on heikosti



derivoituva. Olkoon sitten v. funktion v standardi silotus. Tarkemmin

o) i= [ voinda =)y

missi 7. = & (%) ja

sy =[O <
07 |.T‘ Z 17

missé C' = ([ € e dx)~!

Arviosta u < 1 seuraa silotuksen médritelmén nojalla suoraan, ettd v, <
1. Edelleen, jos ¢ > 1, niin v. € L} (), v:|x = 1 ja sptv. C Q. Silotuksen
ominaisuuksista [EG, s. 122] seuraa siten, ettd v. € C3°(Q2). Koska etéisyysfunktio
on 1-Lipschitz, niin |[Vo| <1 ja

V. (z)] = ’/d 1000y (y), DOL=Oy (), ..., DOO Dy () (2 — y) dy
R

_/ Ine(z — )| Vo(y)] dy

/ in.(2)| de

dlst(K dist(K, 09)

Viite seuraa valitsemalla ¢ = v, ja ¢ = 2 joukossa 2. [

3.1 Kvwvasikonformikuvaukset

Konformikuvaukset mééritellidn usein kulmien sailyttavind kuvauksina. Kon-
formikuvaukset voidaan myos ekvivalentisti méaéritelld analyyttisind injektioina.
Analyyttiset ovat jaykkia kuvauksia, mistd kertoo jo klassinen Schwarzin lemma.
Schwarzin lemmasta seuraa muun muassa, ettd analyyttinen funktio f yksikkokie-
kolta itselleen on kierto, jos f(0) = 0 ja jollekin z # 0 patee | f(z)| = |z|. Yleisesti
kolme kiinnitettya kuvapistettd madrasa konformikuvauksen kahden alueen vililla
vksikésitteisesti. Edelleen neliotéd ei voida kuvata konformikuvauksella mielival-
taiselle suorakulmioille siten, ettd nelion kérkipisteet kuvautuvat suorakulmion
kérjiksi. Tdmé tunnetaan niin kutsuttuna Grotzchin ongelmana [A]. Sen sijaan
kahden annuluksen vilille voidaan 16ytéaa konformikuvaus, jos annulusten siséa- ja
ulkoséiteiden suhteet ovat samat. Grotzschin ongelma antaa toisaalta aiheen ky-
syd millainen kuvaus olisi melkein konforminen. Sopivaksi yleistyksi osoittautuu
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kvasikonformikuvaus. Tavoitteena on todistaa paépiirteittdin Stoilow-hajotelma,
jonka mukaan kvasisddnnollinen funktio on yhdiste analyyttisestd funktiosta ja
kvasikonformikuvauksesta.

Funktion f : R? — R? differentioituvuus voidaan ilmaista kiteviisti matrii-
sien sijaan ilmaista kompleksisten osittaisderivaattojen avulla. Jos f jatkuvasti
derivoituva reaalisessa mielessé, niin 16ytyy 2y € C siten, etta

f(2) = f(20) + [o(20)(z = 20) + fz(z = 20) + 0(2 = 20),

missé

f —g-—l @4_@ _|_£ @_@ 14,
0z 2\0r Oy 2\ 0z Oy)’ !

f,—g._l @_@ _’_i @4_@
0z 2\0x Oy 2\0x Oy)’

Kaiken kaikkiaan Cauchy-Riemannin yhtélot voidaan kirjoittaa yhtélona f; = 0.
Erityisesti f'(20) = f.(20), kun f on kompleksisesti derivoituva pisteesséd zg. Osit-
taisderivaattoja laskettaessa voidaan ajatella, ettd z ja z ovat vélillisesti toisis-
taan riippumattomia muuttujia. Esimerkiksi funktiolle f(2) = |z|? on f, = z, silli
|2|? = 2z. Edelleen kompleksisille osittaisderivaatoille on helppo todeta yhtilst

of of . Of of
22 0: P % oe (35)

kun oletetaan, ettd f on reaalisessa mielessé derivoituva. Derivoituvuus reaali-
sessa mielesséd tarkoittaa, ettd kuvaus (z,y) — (u,v) on differentioituva. Jatkos-
sa, jos  C C, niin merkinniillda f € C*(Q) tarkoitetaan, ettii funktio f on k.
kertaa jatkuvasti derivoituva reaalisessa mielessd. Tarvitsemme myds Sobolev-
avaruuden kisitetté funktioille f : C — C. Esimerkiksi f € W'?(C), jos on
funktiot f,, f; € LP(C) siten, etta kaikilla ¢ € C§°(C) pétee

/(C<pzfdA=—/(cfz<pdA /(szfdA:—/szgodA.

Tasté eteenpéin merkinnat f, ja f; ilmaisevat heikkoja derivaattoja ja analogia
korkeamman kertaluvun derivaattoihin sekid merkintaan D¢ on ilmeinen.

Lause 3.16 (Gehring-Lehto). Homeomorfismi f € W21 () on melkein kaikilla
z € () differentioituva.

Todistus. [LV, s. 128-130]. O
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Tarvitsemme vield absoluuttisen jatkuvuuden késitettd muun muassa ket-
jusdéntéjen muotoilemista varten. Adrellistd Borel-mittaa 7 sanotaan absoluut-
tisesti jatkuvaksi, jos 7(E) = 0 aina, kun m*(E) = 0. Jos w on homeomorfismi,
niin mitta 7(e) := |w(e N G')|,G' CC G on #érellinen Borel-mitta. Vastaavasti
homeomorfismia w sanotaan absoluuttisesti jatkuvaksi, jos edelld asetettu mitta
on absoluuttisesti jatkuva. Kirjoitetaan kompleksiarvoinen funktio f muodossa
flx+iy) = u(x,y) +iv(zr,y), missd u ja v ovat reaaliarvoisia kuvauksia. Jacobin
matriisiksi saadaan t&alloin

ol

Uy Uy
ja Jacobin determinantiksi
Jr = det(Df) = uyvy — uyv,.

Huomataan, ettd Jacobin determinantti voidaan kirjoittaa kompleksisten osittais-
derivaattojen avulla my6s muodossa

Jp = det(Df) = | f.]* — [

Lause 3.17 Olkoon f € W2 (Q) suunnansiilyttivi [AIM, s. 33] lokaalisti
absoluuttisesti jatkuva homeomorfismi siten, ettd f~! on lokaalisti absoluuttisesti
jatkuva. Télléin Jy > 0 melkein kaikilla z € ) ja kaikilla Lebesgue-mitallisilla
joukoilla G C 2 pétee

G| = / J; dA.
G

Todistus. [LV, s. 131]. O
Lause 3.18 Homeomorfismi f € W,5(Q) on absoluuttisesti jatkuva.

Todistus. [LV, s. 150-151]. O
Lause 3.19  (Tulosdénts). Olkoon f € WY'(G) ja g € W'(QG) siten, etti
14 l=1<1 Tallsin fg € W'(G). Lisiksi

(f9): = f9+ fg-  ja  (fg9): = fz9+ fy=. (3.6)
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Jos f,g € WE'(G)NC(G) tai jos f € WY (G), g € CHG), niin fg € W' (G) ja
rivin (3.6) kaavat ovat voimassa.

Todistus. Holderin epédyhtilon ja approksimointiargumentin nojalla fg €
WH(@G). Viitetyt tulosiinnot piteviit funktioiden f ja g silotuksille

1

fo=en / S2(f(2)e TEET dAK) ja g = er / 2 (f(2)e T dA(T).

Yleinen tapaus seuraa antamalla ¢ — 0.
O

Lause 3.20 (Ketjusdénté) Olkoon f € Wh(G') N L*(G'),q € (1,2) ja g :
G — G',G C C alue. Oletetaan, ettd g on suunnanséilyttdva homeomorfismi,
joka on lisiksi absoluuttisesti jatkuva siten, ettd g~!' € WHP(G'), %+é =1 ja
(p/2)~' + s7t = 1. Télléin f o g(z) € WI(G) ja

(fog)z: (fzog>gz+<fiog)gz> ja
(fog9):=(f:09)9:+ (fz 0 9)7=.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f € CH(G') ja w € WH(G) N C(G). Kirjoi-
tetaan (f o g) = Upog + 1V og, MiSSA Ufoy ja Vo, Ovat reaaliarvoisia. Nyt useam-
piuloitteisen ketjuséddnnon nojalla

%(z) _ %12” @(@)%ﬁg (2) + %Zf (g(z))%(z),
P (o) = 01 (g D) 4 90 () 2 o),
%(2) — %};f (g(z))aal;g (=) + %Zf (g(z))%(z) ja
P (c) = S0 (g0 S2(2) + S 010 52 ).

Ketjusddnnot seuraa nyt helppojen algebrallisten manipulaatioiden jalkeen yhté-
16itd (3.5) apuna kayttden. Yleisempi tapaus on oleellisesti approksimointia [R,

s. 13].
[

Seuraus 3.21 Olkoon f € VVé;(Q) suunnansailyttavé ja absoluuttisesti jatkuva
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homeomorfismi siten, ettid f~' € W,2(Q). Jos € = f(z), niin

loc
fNe=T7'F Ja (=T ' f= (3.7)

Jatketaan Greenin lauseella, joka voidaan katevésti esittad kompleksisten osittais-
derivaattojen avulla. Huomautettakoon, ettd seuraava lause on klassinen Gree-
nin lause C*-funktioille kompleksianalyysin merkinnéin. Yleisempi versio seuraa
luonnollisesti approksimointiargumentilla.

Lause 3.22 (Greenin lause). Olkoon €2 C C Jordan-alue siten, ettd £(09) < oo.
Oletetaan liséksi, ettd f € WHH(Q) N C(Q). Télléin

f(z)dz = 22'/ fzdA ja f(z)dz = —22’/ f.dA.
B Q o9 Q
Todistus. Todistus Stieltjesin integraalille [LV, s. 150-152]. O

Niin kutsutun kvasikonformikuvausten geometrisen méaaritelmén [A, LV] nojalla
on helppo todeta, ettd kvasikonformikuvauksen kdanteiskuvaus on kvasikonfor-
mikuvaus. Pienelld vaivalla ndhd&an myos, ettd kahden kvasikonformikuvauksen
yhdistetty kuvaus on kvasikonformikuvaus. Annetaan ekvivalentti mééritelmé,
joka soveltuu paremmin tutkielman teemaan mutta jonka avulla edelld mainitut
ryhmaominaisuudet ovat vaikeampia todistaa.

Miidiritelmé 3.23. Olkoon D C C alue. Sanotaan, etti f € W,2?(D)NC(D) on
K-kvasisddnnollinen, jos on vakio K > 1 siten, ettd melkein kaikilla z € D piétee

[fd 1l < K] = 1) (3.8)

tai yhtapitavésti, jos
(If-l + 1£:1)* < KTy

Edelleen merkitsemalld k = g—: epéayhtélo (3.8) saa muodon

|fz] < K. (3.9)

Jos f on lisdksi homeomorfismi sanotaan, ettd f on kvasikonformikuvaus.

Huomautus 3.24. Hadamardin epayhtalostd [Ga, s. 233] seuraa, ettd Jy <
(If2] + | f2])?, joten ehto K > 1 kvasisiéinnéllisen funktion méiritelmissi ei ole
rajoittava.
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Huomautus 3.25. Jatkuvuusoletus kvasisadnnollisen funktion méaritelméssé on
luonnollinen, silld muista oletuksista seuraa jatkuvan edustajan olemassaolo. Té-
mé voidaan todistaa kdyttdmélla apuna Cauchyn muunnosta [AIM, s. 175].

Esimerkki 3.26. Funktio fi(z) = z|z|%~!, f1(0) := 0 ja sen kiiéinteisfunktio
f2(2) = z|z|K~1 ovat jatkuvia bijektioita kompleksitasolta itselleen. Edelleen f;
on K-kvasikonformikuvaus ja f, on K ~!-kvasikonformikuvaus. Niitd funktioita
kutsutaan radiaalisiksi kvasikonformikuvauksiksi.

Analyyttisen madritelmén mukaan 1-kvasikonformikuvaukset, joiden osittaisde-
rivaatat ovat jatkuvia, ovat analyyttisid Cauchy-Riemannin yhtéléiden nojalla.
Pétee myos vahvempi tulos, jota kutsutaan Weylin lemmaksi.

Lemma 3.27 (Weyl). Jos f € W21 (Q) ja f: = 0, niin f on analyyttinen.

loc

Todistus. [Hu, s. 115].
[l

Muotoillaan Holder-jatkuvuustulos, joka alun perin on todistettu geometrisen
médritelméin nojalla [LV, s. 66-68]. Tulokselle on myos elegantti analyyttinen to-
distus. Kyseinen todistus perustuu isoperimetriseen epayhtaloon, joka puolestaan
on helpohko seuraus Greenin ja Fubinin lauseista seki kierrosluvun késitteesta.

Lause 3.28 Olkoon f : Q — € kvasikonformikuvaus. Télléin f on lokaalisti
Hélder-jatkuva eksponentilla K1,

Todistus. [AIM, s. 81-82].

3.2 Cauchyn ja Beurlingin muunnos

Kvasikonformikuvaukset voivat olla paljon monimutkaisempia olioita kuin radi-
aalinen kvasikonformikuvaus. Voimme néet valita Lebesgue-mitallisen kuvauksen
i, jolle ||pll,, < 1, ja joka médrittdad kvasikonformikuvauksen dilataation seké
suunnan mihin maksimaalinen venytys tapahtuu. Kyseiseen dilataatiokarakteri-
saatioon liittyy Beltramin yhtélo, joka liittda kvasikonformikuvauksen komplek-
siset osittaisderivaatat toisiinsa. Karakterisaation todistukseen voidaan kayttaa
niin kutsuttuja singulaarisia operaattoreita. Aloitetaan néiden johtaminen Cauc-
hyn integraalikaavan yleistyksesté. Olkoon €2 Jordan-alue siten, ettd £(02) < oo,
¢ € WH(Q) N O(Q) ja D(z,e) C Q. Soveltamalla Greenin lausetta joukoissa
D(z,¢) ja §2 saadaan

2i ¢T—(T)dA(T)—2i/D( )¢T—(7—)dz4(7'): ﬂdT—/aD( Mdr

QT — 2 T—Zz g0 T — 2 b)) T— 2

(3.10)
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Polkuintegraalin mééaritelmén, Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen ja
funktion ¢ jatkuvuuden nojalla

lim 9lr) dr = 2mip(2).
e—0 AD(z,¢) T —Z

Antamalla ¢ — 0 saadaan yhdessd kaavan (3.10) nojalla Pompeiun kaava

i M dr — lim — ¢=(7)

= dA(T).
9(2) 21 Joq T — 2 0T Jo\p(ze) T — 2 (7)

Sileille kompaktikantajaisille funktioille edellisen rivin viimeinen integraali on ole-
massa myos ilman pa#darvotulkintaa, tarkemmin

é(2) L (1) 4y L [ ¢:(0) dA(T), ¢ € C°(C).

2T Joo T — 2 T )T —2

Téastd motivoituneena méaaritelladn Cauchyn muunnos asettamalla

o)) =L [ 2T gae), b€ C(C).

mJc R —T

Tarkastellaan aluksi sopivaa apufunktiota, jonka avulla voidaan laskea Cauchyn
muunnoksen kompleksiset osittaisderivaatat.

Lause 3.29 Jos zy € C ja ¢ € C§°(C), niin funktiolle ¢(z) := CP(z) — ¢(20)Z
pétee

V' (20) = —% /«: %mm.

Zo)

Erityisesti

cor=—1 [P0 dan o €on=o

z

Todistus. Olkoon R > 0 siten, ettd spt¢ C D(0, R) ja zo € D(0, R). So-

veltamalla viliarvolausetta funktion ¢ reaali- ja imagindériosaan ndhdéan, etté
¢ on Lipschitz-jatkuva. Siispd integraali [ W dA(T) on olemassa tiedon

T—Z
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7! € L] _(C) nojalla. Liséksi

Y20+ h) —¥(20) (1) — ¢(20) .
’ h L
_ (20)

_ 6(r) — 0 L =6
/JD)(O,R) (7 — 20— h)(T — 20) dA(r) /D(O,R) (T — 20)? dA(r)
A
S fom Tl —a A
B
= /]D)(O,QR) T[T — Al dA(r)

h h
[ et ae ¢ LIy
b,y |7][T — Rl 0,21\, ) [TIIT =

1 1
< / LA + 1) L aa(r)
D(0, 21y |7 7| D(0,2R)\D(0, A1) 7|
= 47|h| + 67|h|In ’f’

Viite seuraa, silli L'Hospitalin s#innén nojalla |h|In $2 T — 0, kun |h| — 0. O

Huomautettakoon, ettd edellisesséd lauseessa tarkasteltua osittaisderivaatan
(Co). integraaliesitysti ei voida hajottaa, silld kuvaus 7 +— ﬁ ei ole integroi-
tuva alueessa, joka siséltda pisteen zp. Kuitenkin Greenin lauseen ja Cauchyn
integraalikaavan nojalla

/ / a7
D(0,R)\D(z,¢) (Z —7)? D(O,R)\D(z,e) # — T

1
dT — / dT
(0,R) # — OD(ze) # — T

:U\

Toisaalta Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

e—=0 T

llj)% 71 /C\D(z,z-:) % dA( ) =l — / (ﬁz_—’f)()XC\D(ZE dA( )

17



Sl =6,
N 7T/(C (2 —7)2 dA(7).

Kaiken kaikkiaan Cauchyn muunnoksen kompleksinen osittaisderivaatta (Co),
voidaan kirjoittaa Cauchyn péadarvona

(Co). = lim - ¢£TZ)2

e—0 T

dA(T) = (S9)(z).

C\D(z,¢) (Z

Operaattoria S kutsutaan Beurlingin muunnokseksi. Huomautettakoon, etta pai-
arvomuodossa kirjoittamisen etuna on myohemmin operaattorin laajentaminen.
Muotoillaan identiteetti Beurlingin muunnokselle, joka osoittautuu mychemmin
erityisen hyodylliseksi Beltramin yhtalon todistuksessa.

Lause 3.30 Olkoon ¢ € C5°(C). Télloin S(¢z) = ¢..

Todistus. Olkoon R > 0 siten, ettd spt ¢ C D(0, R). Koska ¢(z) = 0 kaikilla
z € 0D(0, R), niin Pompeiun kaavan nojalla ¢ = C¢s. Nyt S¢: = (Cos), = ¢.. O

Osoittautuu, ettd edelld esiteltyjen muunnosten méarittelyavaruuksia voidaan
laajentaa. Olkoon ¢ € L}(C). Tiedon 77% € Ll (C),s < 2 nojalla huomataan,

loc

etté
/ / UT) | gadA(r) = / 6(7) / L aada() < .
spt ¢ Jspt ¢ =T spt ¢ spt ¢ =T
Toisaalta Fubinin lauseen nojalla
/ / ) | ga(ryda = / / ) | gadacr).
spt ¢ Jspt ¢ =T spt ¢ Jspt ¢ &—=T

Siispé jélleen Fubinin lauseen nojalla Cauchyn muunnos on hyvin mééritelty myos
avaruudessa L}(C). Laajennetaan vield Beurlingin muunnoksen méérittelyava-
ruutta todistamalla ensin, ettd Beurlingin muunnos siilyttdd L?-normin.

Lause 3.31 Olkoon ¢ € C3°(C). Télléin [ |S¢|* dA = [ |¢|* dA.
Todistus. Olkoon R > 0 siten, ettd spt¢ C D(0, R). Koska ¢ = 0 kaikilla

z € OD(0, R), niin Greenin lauseen nojalla

_ 1 .
ZdA:—— d_: .
/C (6T9) = /8 g TP
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Toisaalta, jos spt ¢ C D(0, Ry) C (0, R), niin Greenin lauseen nojalla

/C(3¢C_¢)z dA‘ =

1 _
- / S6Codz
21 Jan(o,R)

1 _
<5 [ iselcllar]
aD(0,R)
1
2

[ lalblg
ant0.m 7121 = Ro)?([2] = Fo)

=1 'R|¢]}1c) (R — Ro) ™.

IN

Siispi [.(S¢C): dA = 0. Nyt, koska Sé = (C¢). = (C4):, niin

[ 156 da = [ so(@a):as
- [(s0): a4~ [ (50):Caaa
—— [ (50):C0us
—- [ ¢.Coaa
~ [ o(a). 4~ [ (609).ax
~ [ 0@9).a4

= /C |p|* dA. O

Lause 3.32 Beurlingin muunnos voidaan laajentaa jatkuvaksi lineaariseksi ope-
raattoriksi S avaruuteen L*(C) siten, ettd S = S, kun ¢ € C5°(C).

Todistus. Olkoon ¢ € L3*(C) ja ¢, € C(C) kaikilla m € N siten, et-
td pm — ¢. Lauseen 3.31 nojalla [|Sv, — Somll12c) = lom — @nllp2(c), joten
(S8(¢m))men on Cauchy-jono. Avaruuden L?(C) tiiydellisyyden nojalla télld jo-
nolla on yksikésitteinen raja-arvo S siten, etti lim,, 00 [|Sr — S | z2(cy = 0. Viite
seuraa L?-normin ja operaattorin S jatkuvuudesta.

O

Seuraus 3.33 Olkoon ¢ € W(C). Tillsin S(¢z) = ¢..

Maéarittelyavaruuksien laajentamisen jidlkeen voidaan tarkastella muunnoksia
karakteristiselle funktiolle.
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Esimerkki 3.34. Lasketaan ensin Cauchyn muunnos karakteristiselle funktiolle
kiekossa. Pompeiun kaavan nojalla

1 — 1 1
z—a=— T % g5 —tim - dA(T).
27 Jop(a) T — % e=0T Jo\D(ze) T — 2

Muuttujanvaihdon, identiteetin 77 = |7|? ja osamurtokehitelmin nojalla

/ T_adT:’r‘Q/ —1 dTZTQ/ L —ldT:O.
oD(ar) T — R oD(0,r) (T — 2) opo,y T — 2 T

Kaiken kaikkiaan Cxpr(2) = 2z —a, jos z € D(a,r). Oletetaan sitten, ettd
z & D(a, ). Greenin lauseen, muuttujanvaihdon ja residylauseen [P, s. 323] nojalla
saadaan sopivalla analyyttiselld logaritmin haaralla log, etta

1 1
Cxpan (2) = ~ / dA(7)

™ (a,r) Z—T
= log(z —a—7)d7T
27 Jon(o,r)
, 2
i r
= —— —log(z —a—T)dr
21 Jop(ory T2

7,2

z—a

Beurlingin muunnoksen laskemista varten kiytetddn apuna identiteettia S fz) =
foo f € WH(C). Valitsemalla f(z) = z—a, jos z € D(a,r) ja f(z) = =, jos
z € C\ D(a,r) saadaan Sobolev-avaruuksien ACL-karakterisaation nojalla, etti

f € WH(C). Téiten f: = Xp(a,) ja

5 T2(1 - X]D)(ar))
SXp(ar)(2) = T Goa?

Lause 3.35 Avaruudessa L2(C) piitee S = S.

Todistus. Esimerkissé 3.34 laskettua Beurlingin muunnosta hyviksi kiyttéen

huomataan, etti

_l f(T) ) = 1 _62(1_XD(T,’I")) - -
/C T ta / G T T

T z—1T)? e? (z —71)2
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7T€2 C
( 1 5
= — | Xp(e)(T)S(f(7)) dA(T)
e C
1

missé yhtdlo (%) seuraa Fubinin lauseesta, operaattorin S symmetrisyydesti luo-
kassa C§°(C) ja operaattorin S jatkuvuudesta. Viite seuraa nyt Lebesguen diffe-
rentioituvuuslauseesta. O

Edellisen lauseen todistus toimii my6s LP-avaruudessa, kun Beurlingin muun-
noksen olemassaolo LP-avaruudessa tunnetaan. Edelleen my6s itse Beurlingin
muunnos kuuluu avaruuteen LP(C) kaikilla p € (1,00). Valilla p € (2,00) td-
mé seuraa niin kutsutusta Calderon-Zygmundin epdyhtéldstd [|S¢l, < Cy |9,
[A, s. 62-65]. Toinen lahestymistapa maksimaalifunktioiden teorian avulla on teh-
ty ldhteessd [AIM]. Muotoillaan viel& Beurlingin muunnoksen operaattorinormin
jatkuvuustulos.

Lause 3.36  Beurlingin muunnoksen operaattorinormi S, on jatkuva kaikilla
p € (1,00). Lisiksi Sg = 1.

Todistus. Olkoon f € LP(C). Epéyhtdls ||So|, < C,|¢l[, yhdessd Riesz-
Thorinin lauseen [AIM, s. 117] kanssa antaa epéyhtalon

1 ¢t 1—t
Sl o < CLCHH ) 5 - =4 . 3.11
15710y < CnCos Wiy, 5= -+ — (3.11)

Epédyhtalon (3.11) nojalla t — log S1 on konveksi jokaisella suljetulla vélilld

[-, L], joten S, on jatkuva kaikilla p € (1,00). Edelleen S; = 1 seuraa yhté-

P17’ p2

16sté HSfHLQ(C) = HfHLQ((C) -

Jatketaan Cauchyn muunnoksen ominaisuuksilla. Huomataan, ettd Cauchyn
muunnos ei ole hyvin maéritelty kaikilla ¢ € LP(C), mutta aiemmin todetun
nojalla kaikilla ¢ € L5(C) C L§(C). Oletusta kompaktikantajaisuudesta voidaan
kuitenkin lieventiid oletukseen ¢ € LP(C) N L(C)!, missi % + é = 1.

I'Muista, ettd LP-avaruuksien sisikkiisyys vaatii joukon &irellismittaisuuden.
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Lause 3.37 Olkoon p € (2,00) ja ¢ € LP(C) N LI(C). Tillsin Cé € C*'~5(C) ja
hm|z\%oo C(b(z) = 0.

Todistus. [R, s. 14].
Huomautus 3.38. Olkoon p > 2. Asettamalla

Pote) =+ [ o) (2 - 1) aatn)

saadaan operaattori avaruuteen LP(C) siten, ettd Co(z) — Pp(z) = Co(0) kaikilla
¢ € LP(C) N L¢(C).

Laajennetaan aiemmin todistetut Cauchyn muunnoksen relaatioiden mééarit-
telyavaruudet ja muotoillaan lisdé relaatioita Beurlingin muunnokselle.

Lause 3.39 Cauchyn muunnoksen osittaisderivaatoille pétee relaatiot
Ch). =8¢, ja  (CP:=0¢,  ¢L’(C)NLIYC),p>2.
Erityisesti C : LH(C) — WHP(C), jos p > 2 ja C : C5°(C) — C°°(C). Liséksi
(8¢). =8b. ja  (SP):=8¢:, deW(C),p> 1.

Erityisesti S : WHP(C) — WP(C), jos p > 1.

Todistus. Lauseen 3.30 nojalla Cauchyn muunnoksen relaatiot patevét funk-
tioille avaruudessa C§°(C). Approksimointiargumentin, Lauseen 3.37 seké esti-
maatin [|Sh[;,c) < Cp [[h]], nojalla my6s funktioille avaruudessa LP(C) N L4(C).
Toisaalta C : LH(C) — W'P(C), koska Hélderin epiiyhtdlén nojalla LB (C) C
LP(C)NLY(C). Relaatioiden (C¢). ja (Co): = ¢ avulla ndhdéén, ettd C : C5°(C) —
C*>(C). Edelleen Beurlingin muunnoksen relaatiot pétevit sileille funktioille ja
approksimoimalla my&s avaruudessa WHP(C). O

3.3 Stoilow-hajotelma

Singulaaristen operaattorien ja niihin liittyvien tulosten avulla olemme valmiita
tarkastelemaan Beltramin yhtaloa.

oo oo

9 _ %2 <1. :
5 — Mo, u(z)] <k <1 (3.12)
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Beurlingin muunnoksen operaattorinormin jatkuvuuden ja tiedon S, = 1 nojalla
6ytyy véli 2 < p < P(k) siten, ettd kS, < 1 talld vililla. Edelleen kyseiselld vélilld
operaattori Id — puS on kédntyva ja sen kéddnteisoperaattorilla on Neumannin
sarjaesitys

(Id—pS)™ =1d+ > (uS)*,
k=1

joka suppenee geometrisen sarjan suppenemisominaisuuksien nojalla. Todetaan
ensin, ettd kompaktikantajaista dilataatiokuvausta p vastaavan Beltramin yhté-
16n ratkaisu on yksikasitteinen sopivalla normalisointiehdolla.

Lemma 3.40 Olkoon p € L{(C) siten, ettd |u(z2)] < k < 1. Téllsin kuvausta
1 vastaavalla Beltramin yhtalolla voi olla korkeintaan yksi jatkuva ratkaisu f €
W.P(C), p > 2 siten, ettd f(z) = z+ O(z71).

loc

Todistus. Huomataan, ettd p on kompaktikantajainen, joten f; € LP(C) N
L9(C). Lauseen 3.37 nojalla C(f:) on jatkuva. Erityisesti apufunktio H(z) =
f(z) — C(fz) on jatkuva siten, ettd H; = 0. Téten Weylin lemman nojalla H on
analyyttinen. Normalisointichdon nojalla f(z) = 2z + O(z7!). Siispi H(z) = z,
koska Lauseen 3.37 nojalla lim|.|, C(fz)(2) = 0. Nyt f(2) = 2z + Cf:. Derivoi-
malla saadaan edelleen, ettd f, = 14 (Cf;).. Ekvivalentisti siis pf; = p+pu(Cfs).
eli h = p+puSh, h := f;. Viimeisimmaén yhtélon ratkaisun yksikésitteisyys seuraa
Banachin kiintopistelauseesta [V1, s. 92], silld jos 2 < p < P(k), niin

1Sl oy < kISAl Loy < FSplIPllniey,  KSp <1 O

Todetaan seuraavaksi ratkaisun sileys tapauksessa, missa dilataatiokuvaus on
siled ja kompaktikantajainen.

Lause 3.41 Olkoon p € C§°(C) siten, ettd k = ||p||, < 1. Télloin on olemassa

Ltk _kvasikonforminen funktio o € C*(C) siten, ettd o = po..

Todistus. Neumannin sarjaesityksestd nihdédén, ettéd (Id — uS)~tu € LE(C).
Nyt Lauseen 3.39 nojalla 6 = C((Id — puS)*u) € WP(C). Huomataan, etti
o := z + ¢ ratkaisee yhtédlon oz = po,. Osoitetaan sitten, etti o € C*°(C).
Paaratkaisujen yksikésitteisyyden nojalla

Gz =p+ Y (uSp) == p+ Y wi
=1 i=1

Lauseen 3.37 nojalla Beurlingin muunnos operoi avaruudelta W1P(C) itselleen.
Saman lauseen seurauksena on helppo huomata, etté lineaariselle operaattorille
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D = a% —1—6%, a, € Cpitee SoD = DoS. Fatoun lemman nojalla Minkowskin
epayhtaloa voidaan soveltaa sarjoille, joten

p

i DUJZ'

i=1

<3 1Dwilyey
i=1

= Z | Du(Su(S ... uSp) + uSDu(S ... uSp) + ...+ uSusS .. 'MSDMHZ»(@)
i=1

o0

<8, Dl S+ 1)(kS,)

i=1

Lr(C)

Nyt viimeinen sarja suppenee suhdetestin nojalla, kun huomioidaan ehto kS, < 1.
Siispd ¢; € W'?(C). Lisiksi 6, = S5z € WP(C), joten ¢ € W?P(C) ja edelleen

argumenttia iteroimalla

G e ﬁ Wh2(C) ¢ C%(C).

k=1

Kaiken kaikkiaan o € C*°(C). Todetaan sitten ratkaisun homeomorfisuus. Ol-
koon F(z) = z + C(ue?)(2), missd 6 := (Id — puS) 'p,. Télldin 65 = p, + uo,.
Huomataan, ettd F; = pue’. Cauchyn muunnos kommutoi kompleksisen osittais-

deriointioperaation & avaruudessa C5°(C), joten
0z 0

" —1=C((e")z) = C(oz¢7) = C((n= + pd.)e”) = C((ue”).) = S(pe?),

josta F, = 1+ S(ue’) = €. Siispd puF, = F;. Lemman 3.40 nojalla ratkaisu on
yksikésitteinen, joten o = F. Nyt

To = Jr = |FL|" = |Fs] = 7" — |ue”* = [e*|(1 — [uf*) > 0,

joten o on lokaalisti homeomorfismi kdédnteiskuvauslauseen nojalla. Laajennetaan
nyt o funktioksi 6 Riemannin pallolle asettamalla 6(o0) := co. Tamé funktio on
analyyttinen pisteessi oo, silld apufunktiolle h(z) = 6(27!) pitee h/(0) = 1. Kai-
ken kaikkiaan ¢ on lokaalisti homeomorfismi Riemannin pallolla ja siten avoin ku-
vaus. Toisaalta o on jatkuva Hausdorff-avaruudelta kompaktille avaruudelle, joten
se on suljettu kuvaus. Nyt 6(C) on suljettu ja avoin eli 6(C) = C tai 6(C) = @.
Erityisesti, koska d(c0) = oo, niin &(@) = C ja 6 on surjektio. Todetaan sitten,
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o = ABee) Df < T Ag=oa+ Arg(f)

r(I£1+ p(2)])
(I = u(2)])

<K

Kuva 1: Kvasikonformikuvauksen Jacobin matriisi D f.

ettd 6 on injektio. Kompaktisuudesta saatavan peitteen darellisyyden nojalla kai-
killa pisteilld on korkeintaan n alkukuvaa kuvauksella 6. Merkitain A, joukkoa,
jonka jokaisella pisteelld on tdsmaélleen n alkukuvaa. T&ll6in C = Ui, 4i. Jo-
kainen A; on suljettu, silld muuten 16ytyisi ristiriitaisesti jono (z) € A; kaikilla
k € N, joka suppenee pisteeseen z, siten, ettd z ¢ A;. Nyt selvisti A; on myos
avoin kaikilla i € N. Toisaalta o(c0) = oo, joten A; = C eli 6 on injektio. Kai-
ken kaikkiaan ¢ : C — C on homeomorfismi, silld jatkuva bijektio kompaktilta
avaruudelta Hausdorff-avaruudelle on homeomorfismi [V2, s. 120].

O

Edellisessé lauseessa differentioituvuusoletuksesta voidaan luopua tarkastele-
malla dilataatiokuvauksen yu silotusta p. ja toteamalla, ettéd rajankédynnit toteutu-
vat halutulla tavalla. Edelleen kompaktikantajaisuusoletuksesta voidaan luopua
tarkastelemalla dilataatiokuvausta pxp(,) ja toteamalla approksimointilemman
avulla, ettd vastaavien ratkaisujen jono f, raja-arvo lim,_ . f. on ratkaisu alku-
peréista dilataatiota p vastaavalle Beltramin yhtélolle [ATM, s. 170-171]. Voimme
nyt muotoilla seuraavan olemassaolotuloksen.

Lause 3.42 (Beltramin yhtals). Olkoon f : Q — Q' homeomorfismi siten, etti
f e I/Vlif(Q) ja 2,9 C C ovat alueita. Téalloin f on K-kvasikonformikuvaus jos
ja vain jos on olemassa p € L*°(C) siten, ettd melkein kaikilla z € )

of v _ . \0f
g(z) = u(z) az(z),
ja
esssup |u(z)| < —! <1
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Lause 3.43 (Stoilow-hajotelma). Olkoon ¢ kvasisdédnndéllinen alueessa D. Télloin
¢ voidaan esittdd muodossa ¢ = how, missid w : D — D’ on kvasikonformikuvaus
ja h: D" — C on analyyttinen.

Todistus. Olkoon v = “”Z , kun ¢, = 0 ja v = 0 muuten. Lauseen 3.42 nojalla
loytyy kva81konform1kuvaus w: C — C siten, ettd w; = sz Jos &€ = f71(2), niin

8“55 =% ja Qe 6 = . Edelleen funktio h = ¢ o w™! on heikosti derivoituva.
Ketjusddnnon avulla néhdéén, ettd hy; = 0. Siispd h on Weylin lemman nojalla
analyyttinen.

O

Huomautus 3.44. Lauseen 3.43 mukaista olemassaolotulosta ei ole kdytettavissa
korkeammissa ulottuvuuksissa [, s. 81-83].

Seuraus 3.45 K-kvasisdannéllinen funktio on lokaalisti Holder-jatkuva ekspo-
nentilla K.

Huomautus 3.46. Stoilow-hajotelma on olemassatulos eiké kerro mité funktiot
h ja w ovat.

Voimme nyt todistaa kvasikonformikuvausten ryhméominaisuudet analyytti-
sen médritelmén avulla.

Lause 3.47 Olkoon f : Q — Q' K-kvasikonformikuvaus. Téllin f~! : Q' — Q
on K-kvasikonformikuvaus.

Todistus. Voidaan selvisti olettaa, ettd joukot 2 ja 2 ovat rajoitettuja. Ol-
koon v : C — Csiten, ettd v = %, jos f, = 0jar = 0 muuten. Stoilow-hajotelman
nojalla f = F' o f¥ missd F' on analyyttinen ja f” dilataatiota v vastaava kva-
sikonformikuvaus. Nyt (f*)~' € WL2(C) [R, s. 29] ja (f*)~! = f7, missi f” on
dilataatiokuvausta 7 = —v(f~H(w))f;1/(f~!)w vastaava kvasikonformikuvaus.

Edelleen ketjusdéannon nojalla

P )R
Iz Fy

w

9

mista viite seuraa. O

Lause 3.48 Jos f : O — Q" on K;i-kvasikonformikuvaus ja g : Q — €' on
Ks-kvasikonformikuvaus, niin f o g :  — Q" on K Ks-kvasikonformikuvaus.

Todistus. Selvésti fog on homeomorfismi. Nyt g on absoluuttisesti jatkuva ja
sen kidnteisfunktio kuuluu edellisen lauseen nojalla avaruuteen Wb (). Lisilksi
fe VVI(I)CI( ), joten ketjusddnnosté seuraa, ettd fog € VVI})CI(Q) Siispéd Lauseen

3.16 nojalla f o g on melkein kaikkialla differentioituva. Edelleen

(ol <ol < (o) P~ |(fogP),  KiKo=1t
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Olkoon sitten G CC €. Mitta m(A) := |(f o g)(ANG)| on dérellinen ja sddnnol-
linen Borel-mitta. Nyt

/G|(f 0 9):2 — |(f 0 g)<* dA = m/(G) < oo,

joten fog € VVI1 2(Q’) On viela todistettava dilataatioepayhtalo eli ehto (3.9).
Téta varten sovelletaan alkeisepayhtaloa

21| + [22]
— 1+ |2122|’

21+ 29
1+Z_122

joka on voimassa aina, kun |z|, |22] < 1. Ketjusdénnon nojalla

(f209)9: + (fz09)
(f209)9.+ (fz09)7-
_ (fzog) _

_ gz + (f- )gz
(szg)—

gZ + ( )gZ
9

g

‘ (fog):
(fog)

(fzog)
_ (fzo.g) z
o (fz09) g gz
1 - (fz09) g-

|95| |fz09‘

lg-| | fz0g]

- fzog) 9z
1 - szQ) gz

K Ky—1
- KKy + 1
missé viimeinen epayhtilo seuraa havainnosta, ettd funktion f(z,y) = ffxyy osit-

taisderivaatat muuttujien x ja y suhteen ovat aidosti nollaa suurempaa, kun
x,y € (0,1). O

Holder-jatkuvuuden liséksi osoittautuu, ettd tason kvasikonformikuvausten
heikot derivaatat ovat integroituvia suuremmalla eksponentilla kuin kaksi. Toi-

saalta on otaksuttu, ettd d-uloitteiset K-kvasikonformikuvaukset kuuluvat ava-
dK

ruuteen VVIOCK ' (92). Tuloksen tiedetéén kuitenkin pétevén tasossa ja se on op-
timaalinen. Lauseen todistamiseksi tarvitaan kvasikonformikuvausten syvéallisté
vaantolausetta koko tason kvasikonformikuvauksille, joka sivuutetaan téssé yh-

teydessa.
Lause 3.49 (Viantolause). Olkoon f : C — C K —kvasikonformikuvaus. Téll6in
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on olemassa C'ix > 0 siten, etti

1

(B < Crlf(D(a, ) (%) :

aina, kun £ C D(a,r) C C.
Todistus. [AIM, s. 325]. O

Vaantolauseen avulla olemme valmiita todistamaan kvasisdannollisten ku-
vausten optimaalisen sdédnnollisyyden tasossa.

Lause 3.50 Olkoon f : Q — C K-kvasisiénnéllinen. Télloin f € W,2P(Q) aina,
kun p < 1?_[—(1 =2+ % ja tulos on optimaalinen.

Todistus. Stoilow-hajotelman nojalla voidaan olettaa, ettd f on kvasikonfor-
mikuvaus. Jatkamalla dilataatiokuvaus p nollaksi avaruuteen C ja tarkastelemalla
tarvittaessa nollajatkoa vastaavan kvasikonformikuvauksen rajoittumaa voidaan
olettaa, etti Q = C. Oletuksen nojalla |£.|* + |f:|> < VK./J}, joten riittdd
nayttaa, etta

JHdA < o, kaikilla 0 < ¢ < ,
D(a,r) / 1 K -1

D(a,r) C C.

Merkitadn E; = {z € D(a,r) : Jr > t} ja olkoon T" > 0. Cavalierin periaatteen
nojalla

/ j;fdA:q/ tq_1|Et|dt:q/ tq_1|Et|dt+q/ 71| B,y | dt
D(0,a) [0,00) [0,7] (T,00)

< T9\D(a, )| —|—q/ 11| B, dt.

(T,00)

Viite seuraa, jos niytetiin, etté f(T 00) t97 Y| Ey| dt < oo. Tsebysovin epéyhtilon
nojalla t|Ey| < fD(a 1 Jr dA. Lauseesta 3.49 seuraa edelleen, ettéd

1

HEI < | JrdA<|f(B)l < Cﬁ(Mw))!(%)K'
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Erityisesti

_K

|Ey| < Ck|D(a,r)| 7% (w> =

Kaiken kaikkiaan siis

/ tQ—lyEt’dt < CK‘D(aaT)’ﬁ|f(]D)(a,r))’KIi1 / tq_l_% it
(T,00) -

= Cx|D(a, )| =7 | f(D(a, )7 lim (a?" 7T — T9"7-7)

a—r o0
= Ck|D(a,r)| =% |f(D(a,r))|x1TT x1

< 0Q.

Tuloksen optimaalisuus seuraa tarkastelemalla radiaalista kvasikonformikuvausta.
O
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4 p-Laplace

Téssé kappaleessa paastéan késiksi tutkielman pddateemaan eli p-harmonisiin funk-
tioihin, joiden johdattelu aloitetaan yleisestd tapauksesta. Oletetaan, ettd tehté-
véand on minimoida funktionaali

L[u) := ]%/Q|Vu(x)|p dx

sopivilla reunaehdoilla. Minimin olemassaolon takaamiseksi nojautuen variaatio-
laskennan tyokaluihin on minimi& haettava Sobolev-avaruudesta. Tulemme kui-
tenkin tasossa huomaamaan, ettd minimoija on vdhintdén jatkuvasti derivoitu-
va. Tarkemmin, oikeaksi funktioluokaksi minimin etsimiselle osoittautuu avaruus
{fu € W(Q) :u—v e WyP(Q)}, kun v € W(Q) on kiinnitetty reuna-arvot
médritteleva funktio. Talloin I on koersiivinen, alhaalta puolijatkuva ja edelld
mainittu funktioluokka on konveksi. Minimin olemassaolo on talléin tunnettua ja
minimin karakterisoi Eulerin yhtdlon heikko muoto, toisin sanoen yhtélo

/<|Vu|p_2Vu, Vi)yde =0 kaikilla ¢ € C5°(Q). (4.1)
Q

Voimme todistaa ekvivalenttiuden myds helpohkosti ilman yleisié tuloksia:

Lause 4.1 Oletetaan, ettd u € W'?(Q). Talloin
/Q Va2V, Vi) de =0 kaikilla o € WP(Q)
Jjos ja vain jos
/|Vu(x)|pdx < / |Vo(z)P dx
0 0
aina, kun v € W(Q) jav —u € WyP(Q).

Todistus. Valttdmattomyyttd varten huomataan ensin, ettd funktion g(z) =
|z|P konveksisuuden nojalla

(Vg(b) — Vg(a),b—a) > 0.
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Toisaalta

(Vg(b) — Vg(a),b— a) = 2p{|b]""*b — [al""a, b — a)
= 2p(|b|” — 2[b["~*(a, b) — |al?).

Erityisesti

/|b\pdx2/\a|pdx +p/(|a|p_2a,b—a> dr.
Q 0 Q

Siispé
/ |VolP do > / |Vul? da +p/(\Vu|p_2Vu, V(v —u))dr,
Q Q 0

mistéd viitteen valttamattomyys seuraa. Riittdvyytta varten tarkastellaan funk-
tiota

J(s):/\Vu—l—a‘anpdw.
0

v—-Uu

Valitaan n = *=*, jolloin v —u € Wy P(€). Funktio J saavuttaa minimiarvonsa
pisteessd € = 0, joten J'(0) = 0, miki oli todistettava. ]

Huomautus 4.2. Jos u € C*(U),p € C*(U) ja U on luokkaa C, niin pétee
osittaisintegrointikaava

/deivgoda::—/U<Vf,30>dx—|—/ ofdsS.

ou

Osittaisintegrointikaavaa voidaan soveltaa Eulerin heikkoon muotoon alueelle 2
riippumatta reunan saannollisyydesté, silla testifunktio ¢ on kompaktikantajai-
nen. Siispa tiedon ¢ = 0 kaikilla x € 92 nojalla saadaan

0= /<|Vu|p_2Vu, Vi) dr = — / Y - div(|Vul[P?Vu) dz.
Q Q

Edelleen variaatiolemman nojalla div(|Vu|P~?Vu) = 0.
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Miidiritelmé 4.3. Olkoon Q C R? avoin, p € (1,00) ja u € WLP(Q) N C(Q). Jos
/<|Vu|p_2Vu, V) dx =0, (10jP~20 :=0)
Q

kaikilla ¢ € C§°(2), niin funktiota u kutsutaan p-harmoniseksi funktioksi. Edel-
leen p-Laplacen operaattori A, mééritelldén asettamalla

Ayu = div(|Vul[P?Vu)

ja yhtdloa Ayu = 0 kutsutaan p-Laplacen yhtdloksi.

Huomautus 4.4. Jos u € C*(Q) ja Vu(z) # 0, niin

d d

ou du  O*u
div(|VulP~2Vu) = |[Vul[P~* (|Vu]2Au +(p—2) ——>

Esimerkki 4.5. Radiaalinen ratkaisuyrite u(|z|) € C*(R \ {0}) p-Laplacen yh-
talossé johtaa yhtéloon

~1
]

)= (o = Du (i) + (o)) =

Sulkujen sisélld olevasta differentiaaliyhtélosta saadaan ehto (log u') = (log || %),

d—1
joten u/(|z|) = |x|»—1. Kaiken kaikkiaan saadaan niin kutsuttu perusratkaisu

W R0} SR, u(z) = p7d
—log || p=d.

Yleisesti, jos p = d, niin p-Laplacen yhtilon ratkaisut ovat invariantteja Mobius-
kuvausten ja siten erityisesti konformikuvausten suhteen. Liséksi konformiku-
vauksen komponenttikuvaukset toteuttavat d-harmonisen yhtélon

Osoittautuu, ettd eksplisiittisid ratkaisuja perusratkaisun lisdksi ei ainakaan
yleisesséd dimensiossa ole helppo antaa. Radiaalisen ratkaisuyritteen lisdksi on
luonnollista tarkastella myos niin kutsuttuja kvasiradiaaleja ratkaisuja, jotka ovat
muotoa u(|z|) = |x|k®(ﬁ) Tasossa kaikki kvasiradiaalit ratkaisut tunnetaan ja
ne voidaan luokitella ominaisuuksiltaan eri alaluokkiin riippuen luvusta k. Naita
on kisitelty yksityiskohtaisesti ldhteessd [Pe] ja palaamme néihin lyhyesti myo-
hemmin.
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Téssé tutkielmassa on tarkoitus todistaa tason p-harmonisten funktioiden op-
timaalinen sd&nnollisyys. Sdannollisyyskysymys on erityisen kiinnostava gradien-
tin nollakohdissa, silld p-harmoninen funktio on reaalianalyyttinen joukossa, mis-
si sen gradientti ei havid [Lel]. Edelleen yleisesti tiedetéin, ettiu € CL¥(Q) [E1].
Tasossa jalkimmaéinen tulos seuraa funktiota u vastaavan kompleksisen gradientin
kvasisaannollisyydestéd. Kvasisdaannollisyytta varten tarvitsee ensin osoittaa, etté
p-harmonisella funktiolla v on tasossa toisen kertaluvun heikot derivaatat. Tama
tehdéén etsimélla niin kutsuttu Caccioppoli-estimaatti apufunktioille

F(x) = |Vu(@)|"? - Vu(z),  (F@)P = [Vu(@)P).

Cacciopolin epayhtélo voidaan tulkita kdédnteiseksi Poincarén epéyhtaloksi.

Todistetaan seuraavaksi apufunktiolle F' Caccioppolin epéyhtélo soveltamal-
la Sobolev-avaruuksien erotusosamaéérikarakterisaatiota kuvaukseen F'. Sopivan
testifunktion tutkiminen p-harmonisuuden mééritelméssé johtaa sisédtuloon, joka
on muotoa (|b|P~2b — |a|P~2a, b — a), a,b € R Niin ollen on luonnollista etsii ar-
vioita vektorin [b[P~2b—|a|P~2a pituudelle. Muotoillaan lemmaksi kaksi epéyhtilod
liittyen néihin arvioihin.

Lemma 4.6 Olkoot a,b € R? ja p > 2. Talléin

2
6172 — Ja| "2 a|* < E(lb 20 — a0, b —a),  Ja

)
(161 + lal?) "5 16" — la| "T"al.

bP~2b — |alP2a S—Q(p
|10] [t
p

Todistus. Merkitdan Ju,(t) := tb + (1 — t)a, missd ¢t € [0, 1]. Soveltamalla
analyysin peruslausetta funktioon |J,,(¢)[P~2J(t) saadaan, etti

BP2b — [a2a = (b— a) /0 (072 dt
p—2) /0 T (D1 (£),b — @) Jup(2) .

Siispé
1

(bP2b — |aP~2a,b— a) = |b— a\Q/ (P2 dt
0
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1
(p—2) / | T () [P (Jap (), b — a)? dt.

0

Jalkimmaéinen integraali on aina ei-negatiivinen, joten erityisesti
1
b a]Q/ Ta(OP2dt < (BP~2b — [aP%a,b— a). (4.2)
0
Cauchy-Schwarzin epédyhtédlon nojalla saadaan, etté
1 1
6%~ P2 < b~ | [ (P 2de+ (0 =2) [ 1Tl o~ alat
0 0

—(p—1)b— a|/0 Ty (D)7~ dt.

Koska p > 2, niin 22 > 2. Epéyhtilon (4.2) ja Holderin epdyhtélon nojalla

2
saadaan, ettd

P> 1 y 2
105~ fa Tl < o= ([ 1wl at)

p—yb—a|2/ T (8)P2 dt

(|b]p 2p — |a]p_2a, b—a),

qx|@ o~

mikd todistaa ensimmaéisen epéyhtélon. Jalkimmaéista epdyhtédlod varten huoma-
taan, etta

1
HW*%%W*MS@—DM—M/|@@W*&
0

1
—(p= Dbl [ 1alt)) 5 | a(0) 5
7’) ' p—2 p—2 1
g@—nw—WW2+mw>/me

0

16”76 = |a] "% al

p—2 p—=2
= (@ —Dlb—al([b] =" + |a] > )

a
1) 2
Q207D gy ) |1y b—wzd
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missi epayhtélo i) seuraa Jensenin epdyhtélosta [Ga, s. 25]. Epéayhtilo ¢) vaatii
vield perustelun. Jos p > 4, niin kyseinen epéayhtélo seuraa Jensenin epayhtalosté.
Jos p € [2,4), niin epdyhtild seuraa epiyhtilostd [b+al® < 2571(|b|* + |a|®), missd
s > 0. Todistetaan vield tamé:

b+ al” < (Jb + |a])* <27 - max{]al*, |b]"}

s 1 s s s s
= 2" S(lal” + [o* = flal* — [b[*])
<257 h (lal® 4 |b]). O

Lause 4.7 Olkoon p € (2,00) ja u p-harmoninen funktio avoimessa joukossa
Q C RY. Olkoon liséiksi F(x) = |Vu(z)[P~2 - Vu(z) ja G C Q kompakti. Téllsin

2 1 1

2 Cdp (/ ) 2

su dzx < — Vu(z)Pdz | .
0<|h|<disIt)(G,8§2) (/G ) — dist(G,09Q) Q’ (@)

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Q # RY. Lauseen 3.15 nojalla on olemassa
leikkausfunktio ¢ siten, ettd p|g = 1 ja sptop. Olkoon h € RY sellainen, etti
|| < dist(G, 09). Tallsin selvisti n(z) = @(z)*(u(z +h) —u(z)) € WP (). Nyt,

koska u(xz + h) on p-harmoninen, niin p-harmonisuuden mééritelmén nojalla

F(x+h) — F(z)
1]

/Q<|Vu(x + R)|P 2 Vu(z + h) — |Vu(z) P2 Vu(z), Vn(z)) dz = 0. (4.3)

Funktion 7 heikko gradientti on

Vi(x) = V(e(@)*(u(z + h) — u(x)))
=2 V(@) (u(z + h) — u(2))p(z) + ¢(2)*(Vu(z + h) = Vu()).

Sijoittamalla heikko gradientti yht&loon (4.3) saadaan, ettd

/Qg02(x)<|Vu(x + Rh)[P2Vu(z + h) — |Vu(z) P2 Vu(z), Vu(r + h) — Vu(z)) dr

=-2 /Q (@) (u(x 4+ h) — u(@){|Vu(z + h) P *Vu(z + h) — |Vu(z)|P*Vu(z), Vo(z)) du.
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Cauchy-Schwarzin epédyhtélén nojalla

/Qg02(x)<|Vu(I + h)[P2Vu(z + h) — |[Vu(z) [P *Vu(z), Vu(r + h) — Vu(z)) dr

< 2/Q [(@)[[u(z + h) — w@)|[[Vule + R) P Vu(e + h) — [Vu(@)["*Vu(2)|| V()| de.

Lemman 4.6 ensimméisen epayhtilon ja tiedon F(z) = |Vu(x)| =a -Vu(z) nojalla
saadaan arvio

/Q P ()| F(a+ h) — F(2)] da

<p’ / [p(@)l[u(z + h) = w(@)|||[Vu(z + h) P2 Vu(z + k) = [Vu() "7 Vu(@)|[Ve()| do.
Q
Lemman 4.6 jalkimmaéisen epayhtalon nojalla edelleen

/Q ()| F(x + h) — F(z)]? da
<2 / (@)l ulz + h) — u(@)|(Vu(z + B)P + [Vu(@)P)||F(z + h) - F()||Ve()]| de.

Hajotetaan leikkausfunktion eksponentti ja sovelletaan yleistettyd Holderin epéyh-
tdloa eksponentein p, % ja 2 (% > 1, silld p > 2). Nyt
p p

/QSD(x)2|F(9:+h)—F(x)Idegg. (/Q|V90(x)|2|“(95+h)—u(x)|de>’l’

2p

p—2

. ( /QIVso<x>|2<|F<x+h>l2 +IF <x>'2)d$)
. (/QW)%FW h) = F@)’de)é'

Edelleen

(/Qgp(gc)2|p(x+h)—F(q;>|2dg;>é < m(/spwm(x—kh)—u(xﬂpdx)p

2p

. (/Q|W\2(|F(:c+h)|2+|F(x)‘2)dx)p_2.
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Epéayhtélon oikealla puolella olevaa ensimméisté integraalia varten muistetaan,
etti u € W P(Q). Siispid u € W'P(spty). Erityisesti integraali on Sobolev-
avaruuksien erotusosaméirikarakterisaation nojalla luokkaa O(h). Saadaan siis,

etta
2 1
2 Cd
2 < P F 2
(/Gﬁ” dw) —dlstGaQ(/‘ ‘dx)

_ Cap T
dlst G, 00) (/ Vu(@) dm)

aina, kun 0 < |h| < dist(G,09), missd ¢|g = 1. On vield todistettava véite
tapauksessa () = R?. Olkoon siis 2 = R? ja valitaan kompaktille joukolle G C Q
avoin ) siten, ettd G C () cc Q. Talldin Lauseen 3.15 nojalla on olemassa
leikkausfunktio ¢ siten, etté ¢ = 1 ja |Vi(z)| < 2/dist(G, 69). O

F(x +h) — F(x)
1]

Seuraavaksi tarvitsemme Sobolev-avaruuden késitettd vektoriarvoisille funk-
tioille. Sanotaan, etti u € WP(€, ]Rd) jos jokainen funktion u :  — R? kompo-
nenttifunktio kuuluu avaruuteen I/V10C (©2). Huomautettakoon, ettéd kyseisen ava-
ruuden funktioille on myds voimassa erotusosamaarékarakterisaatio [AIM, s. 622].

Siispa edellisen lauseen nojalla saamme

Seuraus 4.8 Olkoon u € W,"?(Q) p-harmoninen siten, etti p € (2,00). Téllin
IVu|"2 Vu € WL2(Q,RY).

Huomautus 4.9. Jos D € (2 00) niin p-harmonisella funktiolla u on olemassa

heikko derivaatta 5 - (|Vu|7 Qu)y ‘mutta toisen kertaluvun heikkojen derivaatto-
Lj

jen olemassaoloa ei pystyta suoraan toteamaan gradientin nollakohdissa.

Lauseen 4.7 oletus p € [2,00) ei ole tasossa valttaméaton. TAmé ndhdddn myo-
hemmin konjugaattifunktioiden avulla. Toisaalta kompleksisen gradientin kva-
sisdannollisyys voidaan osoittaa approksimaatioargumentilla kuten artikkelissa
[IM], missé kompleksisen gradientin kvasisdénnollisyys todistetaan kaikille p > 1.
Todetaan seuraavaksi tason p-harmonisten funktioiden gradientin Holder-jatkuvuus
todistamalla kompleksiselle gradientille kvasilineaarinen yhtalo.

Lause 4.10 Olkoon p > 2 ja u p-harmoninen funktio alueessa 2 C R?. Télléin
funktiota u vastaavalle kompleksiselle gradientille f = u, — tu, pétee yhtilé

(ZZ>) (4.4)

p 2

a](;iz) _ (1 1) (gagj) N }%a
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melkein kaikilla z € {x + iy : (z,y) € Q} \ {z + iy : Vu(z,y) = 0} . Lisdksi

(-

melkein kaikilla z € {x + iy : (z,y) € Q} eli f on (p — 1)-kvasisdannéllinen.

‘W(Z)
0z

Todistus. Tarkastellaan kuvausta F, = |f|®f. Oletetaan aluksi, ettd f # 0.
Huomataan, etta

’Far#l(Fa + Fa) = ||f|af|7“%1(2|f|auw) = |f|7a‘f|a2uw = 2u, (4‘5)
ja
i|Fu| 7o (Fy — Fy) = || £ f]7 =1 (=2i] f|"uy,) = 2u,, (4.6)

missé u, ja u, ilmaisevat heikkoja derivaattoja. Lauseen 4.7 nojalla F, € W,22(Q),
joten g, = w,,, ks. Lause 3.5. Yhtéloiden (4.5) ja (4.6) nojalla saadaan

0 e — o, __a_ =
a_y(|Fa| at (Fa+Fa)) _Z%(|Fa| at (Fa_Fa)>7

eli

0 o — 0 _ o =
%(|Fa| at (Fa—Fa)) —za—y(|Fa| at (Fa—f—Fa)).

Edelleen pétee

(%|Fa|ailFa - %|Fa|ailﬁ_lz> =0.

Nyt

0 —a 0 o —
£|Fa|a+1Fa = §|Fa|ﬂ7+1Fa. (4.7)
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Ketjusddntojen nojalla

0, wow  (p—2—a) (=, . 2w 5 ) (r=2-0)_, O _
a_ Fa @) = ——— Fa Fa (a+1) _Fa Fa Fa (a+1) __Fa
az| | 2(a+1) IFal 0z + FalFal 0z )

9 \p e o e =2=a)
0z 2(a+1)

(p

FiE w2 L m w2 L),
0z 0z

Tulon derivointisdannolla siis

9, _p—2-a F, 0
Im{gFa} = mlm{Fa&Fa} (48)

Toisaalta kompleksisten osittaisderivaattojen avulla kirjoitettuna p-harmoninen
yhtalo saa muodon

8 p—2—a
—F,|F,| o1 =0. 4.
Re{ 82 a| a‘ + } O ( 9)

Yhtélo voidaan siis kirjoittaa muodossa

Im&%ﬂ}:%i%%?R%;%%m} (4.10)

Laskemalla yhteen yhtdlot (4.8) ja (4.10) saadaan, ettd

0 0 0
—F,=q—F, —F,, 4.11
gz« gyt oy, (4.11)
missa
1fp—2—-a a F, 1/p—2—a a E,
@ =3 + = G2 =—5 - =.
2 p+a a+2)F, 2 p+a a+2)F,

Huomataan nyt, etta

0
gzl

)

0
< Gl + lb 5 Fo
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missé

p—2—a
p+a

a
< 1.
a—l—Z‘}

Kaiken kaikkiaan |(F})z| < k|(Fy).| melkein kaikilla z, kun f # 0. Toisaalta, jos
f hévidd LP-normin mielessd, niin heikot derivaatat havidavét tunnetusti [GT), s.
152]. Siispa |(F,)s| < k|(F,).| melkein kaikilla z ja F, on kvasisddnnollinen, jos
a= 1”%2. Toisaalta, jos a > —1, niin F, on yhdistetty kuvaus kuvauksesta F{,_s)/2
seké radiaalisesta kvasikonformikuvauksesta £ — |£|“¢, missd a = 2(a+1)/(p—1).
Siispad F, on kvasisdannollinen kaikilla a > —1 eli erityisesti silloin, kun a =
0. Siispa f on kvasisdinnollinen ja vaitetty yhtdlo on voimassa melkein kaikilla
(x,y) € Q. Yhtélo (4.4) siis seuraa ja koska

p—2—0 0 2
max ) =1—--,
0+2 P

p+0
niin koko vaite seuraa. O

lq1] + [q2| = max{‘

?

Edellisen lauseen ja Lauseen 3.50 nojalla saadaan seuraava sddnnollisyystulos.

Seuraus 4.11  Olkoon u p-harmoninen alueessa ) C R? ja p € (2,00). Télléin

1 2
2,2+-%;

we (@) NW ().

loc
Toisena seurauksena saadaan kriittisten pisteiden muodostaman joukon diskreet-
tiys.

Seuraus 4.12 Olkoon p € (2,00) ja u p-harmoninen funktio alueessa 2 C R?,
joka ei ole vakiofunktio. Téll6in kompleksista gradienttia f vastaava alkukuva

FER0) = {(z,y) € Q= Vu(w,y) = 0},

on diskreetti, toisin sanoen se ei siséilld kasautumispisteita.

Todistus. Tehddin antiteesi, ettd alkukuva f{=1(0) sisiltdd kasautumispis-
teen. Lauseen 3.43 nojalla kuvaus f voidaan kirjoittaa muodossa f = hox, missa
h on analyyttinen ja y kvasikonformikuvaus. Koska x on erityisesti injektio, niin
joukko {h(z) : z € Q} sisdltdd kasautumispisteen. Talloin identtisyyslauseen [P,
s. 307] nojalla h = 0 joukossa 2. Ta4mé& on ristiriita. [

Todetaan seuraavaksi, ettd tason p-harmoninen funktio on siled siind joukossa,
misséd sen gradientti ei hdvid. Tamén toteamiseksi riittéa tarkastella p-harmonista
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funktiota yhden kriittisen pisteen ympéristossa.

Lause 4.13 Olkoon p € (2,00) ja u p-harmoninen funktio alueessa ) C R? siten,
ettd (0,0) € Q,Vu(0,0) = 0 ja Vu # 0 muuten. Télloin uw € C°(Q\ (0,0)).

Todistus. Lauseen 4.10 todistuksesta saadaan, etta

OF, 1—+/p—1F,0F,
0z 1+p+1F, 0z’

a=+/p—1-—1.

Kirjoitetaan funktio F, Stoilow-hajotelman nojalla muodossa F,(z) = h oy, mis-
sé h on analyyttinen ja y kvasikonformikuvaus. Seuraavassa luvussa todettavan
nojalla voidaan kirjoittaa F,(z) = y(2)", missd y on kvasikonformikuvaus origon
ympéristossa ja n € N\ {0}. Nyt

8y 1-vp—-1y" oy
0z 1++p—1yrdz

Edelleen funktiolle F'(§) = y~! pétee

m_w

SFe(6). (4.12)

Tarkastellaan sitten kuvausta

Wie) = (e - VL1 {EF ) °

missé luku C valitaan myohemmin. Merkitédén C), ﬁv +1 Jos & # 0, niin

kompleksisten osittaisderivaattojen tulosdannon nomlla
n en—170 nT C n en C'—IC
=(E"F =G F = CEFIET + (EF = G ) [E]7€ 5 ).
Rivin (4.12) nojalla £"F; — C,{"F = 0, joten edelleen

We =~ nGEFIEC + (€°F - GEF) (16165 ).
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Edelleen

i - _ C
EWe = —nCE"F|¢|9 + (§"F — C,¢"F) (!6\05)

c o O
= | € F —nCE'F - 50;75"4 €l°.

Huomataan, etta

W(€) = (€"F — C,&"F)|g|°.

Ratkaistaan vakio D yhtéaloistéa % = —DC, ja —nC), — % = D. Talloin saadaan

—9 —2nC?
poCe _ mp=®) o G
c;—1 4/p—1 -1 2v/p—1
Kaiken kaikkiaan
np—2) lerx
W) = ———== - =W
{6 == @)

Derivoimalla téata yhtélod ndhdadn kuvauksen W sileys origon ulkopuolella. Nyt
my6s y ! on siledi. Kédinteiskuvauslauseen nojalla y on siled ja u € C*°(Q2\ (0,0)).

[]

4.1 Konjugaattifunktioista

Téassé kappaleessa tarkastellaan konjugaattifunktioita, joiden olemassaolon avulla
voidaan todistaa p-harmonista funktiota vastaavan kompleksisen gradientin kva-
sisdadnnollisyys, kun p € (1,2). Témén seurauksena edellisen kappaleen tulokset
patevit myos, kun p € (1,2).

Lause 4.14 Olkoon ¢ p-harmoninen yhdesti yhtendisessd alueessa (2 siten, ettd
Vi # 0 kaikillaz € ) jap € (2,00). Télloin on olemassa alueessa () g-harmoninen
konjugaattifunktio siten, ettéa ]13 + é =1.

Todistus. Lauseesta 4.13 seuraa, ettd ¢ € C*°(2). Tall6in p-harmonisuuden
madritelmén mukaan Ap = 0 joukossa €2, toisin sanoen

0

_ 0 _
o (el 20,) = a—y(—\VsoIp ey (4.13)
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Yhtélon (4.13) nojalla vektorikentté

(IVolP 0., —|VelP2p,) (4.14)

on gradienttikentté, joten on olemassa funktio ¢ : 2 — R, siten, etta

Vo, y) = [Vo(z, y)PPes(z,y)  Ja  dyla,y) = —|Velz,y) [P ey (z,y).

Nyt siis Vio(z,y) = |Vo(x,y)|P2Ve(z,y). Olkoon sitten ¢ luvun p konjugaat-
tieksponentti, jolloin (p—1)(q¢—1) = 1. Nyt, koska |V (z, y)| = |o(x, y)|P~!, niin
[Ve(z,y)| = [V (z, y)|7. Stispa

(Ipm = |v¢|q72¢y (4 15)
Py = _|V77Z)|q*2wz' ‘
Nyt
0 0
_ q—2,, _— q—2
joten ¢ on ¢g-harmoninen funktio. ]

Jos p = 2 = ¢, niin yhtdlot (4.15) palautuvat Cauchy-Riemannin yht&lsiksi.
Yhtéloita (4.15) voidaan téten kutsua p-Cauchy-Riemannin yhtéloiksi. Edelleen

(V, Vo) = [VY|"2, - [VolP 2o, + VYT, - [VeP e,
= — V|7 |VeP 2|Vl 2oyps + VY12 Ve P2 Vel oy 0,
—0.

Funktiota 1, jolla on edelld mainittu ominaisuus kutsutaan mydés virtafunktioksi
(engl. stream function).

Esimerkki 4.15. Logaritmin pddhaara Log(z) = In|z| + ¢Arg z on analyytti-
nen alueessa C\ (—oo, 0]. Néin ollen sen reaali- ja imagindériosa ovat tunnetusti

(p—2)
harmonisia. Itse asiassa perusratkaisun ¢(x,y) = Z%;(xz + yQ)Z(I;—l) konjugaatti-

funktio on 1) (z,y) = arctan ¥ joukossa, missé arkustangentti on hyvin mééritelty.
Lauseen 3.43 yhteydessé todettiin, ettd kvasisddnnollinen kuvaus voidaan kirjoit-
taa analyyttisen kuvauksen ja kvasikonformikuvauksen yhdisteend. Myo6s kuvaus
T = @ + 17 voidaan hajottaa, mutta kvasikonformisuudesta on luovuttava. Tar-
kastellaan tilannetta kvasiradiaalisen funktion avulla, johon palataan mychemmin
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erityisesti optimaalisen sdannéllisyyden yhteydesséd. Seuraavan esimerkin kvasira-
diaalilla p-harmonisella funktioilla on origossa kriittinen piste, kun taas kriittisten
pisteiden olemassaolo ei-vakioilla p-harmonisilla funktioilla on avoin korkeammis-
sa ulottuvuuksissa.

-1
harmoninen funktio joukossa R? siten, ettd f € C*(R),x+iy =r
splisiittinen parametrisaatio funktiolle f(¢) on tallin [Ar3, s. 146

Esimerkki 4.16. Olkoot p € (2,00),k > 5;2 ja p(x,y) = r*f(¢p) ei-vakio p-
e = 2. Semiek-
]

T d,]_/

¢=T—@(k’—1)/0 m+01 Ci R
2\ 5

F(6)=Cs (1— CojkT) cos T, Gy €R

missd 7 € R on parametri. Téssé f on parillinen funktio, jonka jakso on

Vak
o= w(l (- 1/I<:)—&>.
vak —1
Erityisesti kuvaus ¢ — f(¢) on origon ympéristossi jatkuva jos ja vain jos 2m =
m - 20, missd m € N. Tapauksessa k£ > 1,m > 1 néin on tédsmélleen silloin, kun
valitaan

20— (1—L)24 (1 %)\/ém(a — 1)+ (1— L)
k(m,p) = 2a(l— (1= 1) : (4.16)

Edelleen p-Cauchy-Riemannin yhtéloiden nojalla on olemassa g-harmoninen kva-
siradiaalinen funktio 1 = r'g(¢) siten, etti ] —1 = (¢—1)(k—1). Valitaan C; = 0
ja Cy = 1. Téllsin

9(6) =~ FOF SO + F6P)'T,

missd f'(¢) = —(%)% Jos Arg(z) = “7, niin on vakio A > 0 siten, ettd
lo(z,y) +i(z,y)| = Alz|F. Vastaavasti on olemassa B > 0 siten, ettd |o(z,y) +
ip(z,y)| = Blz|'. Erityisesti kuvausta ¢(z,y) +i(x, y) ei voida esittdi muodossa

H oy, missé H on analyyttinen ja x on kvasikonformikuvaus.

Lause 4.17 Olkoon ¢ p-harmoninen funktio yhdesti yhtenéisessé alueessa Q C R?
ja 1 sitd vastaava konjugaattifunktio. Talloin kuvaus 7 = ¢ + i) voidaan esittaa
muodossa T = h o ¢, missd h on analyyttinen ja ¢ on homeomorfismi. Erityisesti
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Kuva 2: Esimerkin 4.15 funktiot ¢ ja .

funktion F(x) = p(x,y) + i (x,y) nollakohtien joukko on diskreetti.
Todistus. Sivuutetaan, ks. [Be, s. 33]. Vertaa Lauseeseen 3.43. O

Konjugaattifunktion olemassaololla on viliton seuraus Lauseeseen 4.7, joka voi-
daan nyt esittdd vahvemmassa muodossa.

Seuraus 4.18 Lauseessa 4.7 voidaan tapauksessa d = 2 olettaa, ettd p € (1, 00).
Lisédksi kyseisen lauseen jalkeisisséd seurauksissa sekd Lauseessa 4.13 voidaan olet-
taa, ettd p € (1,00). Erityisesti tason p-harmonisen funktion kompleksinen gra-
dientti f on kvasisaéannéllinen kaikillap € (1,00), yhtalo (4.4) on voimassa kaikilla
p € (1,00) ja

of(2)
0z

‘W(z)
0z

S ‘

2
S
p

Todistus. Jos p = 2, niin véite on selvd. Olkoon p € (1,2) ja u p-harmoninen
funktio. Télloin rivin (4.15) kaavojen nojalla on olemassa ¢-harmoninen funktio

1) siten, ettid 117 +% = 1. Toisaalta, koska ¢ € (2,00) niin Lauseen 4.7 nojal-
la F e WAHQ,R?), kun F = |Vy|@2/2V4). Edelleen F = |Vy|P~2/2Vy) €
Wier (2, R?). O

45



4.2 Ratkaisujen luokittelusta ja argumentin periaatteesta

Tarkastellaan lahemmin kvasiradiaalia p-harmonista (p > 2) funktiota eli funktio-
ta ¢, joka on napakoordinaateissa (r, ¢) muotoa (1, ¢) = r*f(¢), f(¢) € C*(R).
Jos k > 1, niin punkteeratun tason ratkaisu on myos koko tason heikko ratkaisu.
Siispé kvasiradiaalit p-harmoniset ratkaisut karakterisoi yhtalo

(L) ()2 +0E2 )+ 2k — 1L+ 0k)kf(f) + (E—1+bk)K*f2 =0,

missi b = L. Lisiiksi ¢ € CRF=F](R?) ja V(0,0) = 0. Koko tason ratkai-
sulle f on parillinen ja silld on sopivalla argumentin haaralla semi-eksplisiittinen
parametrisaatio [Pe]

J 2,9/
a — cos” ¥ )
Cb:/o mdﬂ/, V= ¢ — Arg(ps +ipy)

f(¢)=0-]ak—cos219\k2;lcosﬁ7 C >0,

kun luku k := k(m, p) valittu rivin (4.16) mukaisesti. Namé ratkaisut ovat har-
monisten funktioiden analogioita. Tarkemmin ndmé funktiot lahestyvét funktiota
Re z™, kun p — 2. Jos luku k valitaan toisin, saadaan analogioita sektorimaisis-
sa joukoissa. Sama parametrisaatio antaa analogioita punkteeratussa tasossa, jos
k < 0. Edelleen perusratkaisun eksponentti k = g:—f jakaa kvasiradiaalit funktiot
ominaisuuksiltaan. Nimittéin, jos 0 < k < g%f, 16ytyy olennaisesti toinen luokka
ratkaisuja [Pe, Ar3], joita kutsutaan spiraaliratkaisuiksi:

p(r,¢) = rke* Sk,

Jaljelle jaa vield tapaukset missd k € {0,1}. Jos £ = 0, niin f’ on vakio eli
f(¢) = Ap, A € R. Toisaalta jos k = 1, niin f(¢) = Acos¢+ Bsin¢ eli u(z,y) =
Az + By.

Huomautus 4.19. Kvasiradiaalin funktion konjugaattifunktio on kvasiradiaali-

: —2
nen, jos k ¢ {0, =)

Edelld mainittujen analogioiden lisidksi p-harmoniset funktiot toteuttavat oi-
kein tulkittuna argumentin periaatteen. Muistutettakoon, ettd tavanomaisen ar-

gumentin periaatteen mukaan meromorfifunktion polkuintegraali riippuu nolla-
kohdista ja navoista, jotka jaavit polun sisédpuolelle.

Lause 4.20 (Argumentin periaate). Olkoon ¢ ei-vakio p-harmoninen funktio
alueessa D C C. Olkoon liséksi 1 sitd vastaava konjugaattifunktio. Téll6in on
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Kuva 3: 3-harmonisen kvasiradiaalin funktion ¢ = r* f(¢) tasa-arvokiyrii (sinisel-
14) ja %-harmonisen konjugaattifunktion tasa-arvokiyria (punaisella), kun m = 3.

Téassd k = @, jolloin ¢ on 3—harmoninen koko tasossa. Ratkaisulta origon
ymparistossa vaaditaan, ettd k > 1,m > 2. Konjugaattifunktion tasa-arvokéyrét
ovat gradientin V¢ tasa-arvokiyria ja vastaavasti funktion ¢ tasa-arvokéyrat ovat

konjugaattifunktion gradientin Vi) tasa-arvokéyria.

Kuva 4: Kaksi ratkaisua, jotka eivét ole analyyttisten funktioiden analogioita.
Vialttaméaton ehto molemmissa ratkaisuissa on 0 < k < g%f (jos p > 2). Vasem-
manpuoleisella on aiemmin esitelty semi-eksplisiittinen parametrisaatio. Oikean-
puoleinen on spiraaliratkaisu. Molemmat funktiot pisteestd (2, —2,17) katsottu-

na.
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olemassa analyyttiset funktiot h, H ja homeomorfismit o,y siten, ettd ¢ + 1) =
Hoo jaf = hoy. Olkoon zp € D ja M € N — {0} ensimmadisen nollasta
eroavan funktion H derivaatan kertaluku pisteessd o(zg). Olkoon edelleen N €
N ensimmaéisen nollasta eroavan derivaatan h kertaluku pisteessd x(zo). Télloin
N=M-1.

Todistus. Olkoon Uy pisteen zp ympéristo siten, ettd Vi # 0 joukossa Uy \ 2o
ja H" # 0 joukossa a(Uy \ zp). Yleisyyttd menettdméattd voidaan olettaa, ettd
©(z0) = 0 ja H(0) = 0. Oletusten nojalla funktiolla H on pisteen £ = 0 ympéris-
tossd Uy Taylorin sarjakehitelma

H(f) - Z akgk = fM (aM + Z akﬁk_M> .
k=M

k=M+1

Maéaritella analyyttinen haara ympéristossa 2; C €2y asettamalla

$&) =& N an + Y kM =¢y.

k=M+1
Olkoon w = ¢(£2), missd Qs C Q. Merkitéaén lisdksi
A={& eC:[Re(&])| < ja [Im(&))] < e},

missd, € > 0 on niin pieni, ettdi A C w. Reuna OA leikkaa tasa-arvokiyrii
Re(&M) = &, Im(EM) = ¢, Re(M) = —¢ ja Im(¢M) = —¢ pisteissé, joita on
4M kappaletta. Midritelliin nyt polku v := (07! o p71)(0A) ja olkoon U; =
(07t o ™1 (A). Merkitéiin polun 7 sileitd osia kirjaimin v;, ¢ = 1,2,...,4M. Ol-
koon Aey tangenttivektorin argumentin muutos kulmapisteissd k& = 1,...,4M.
Suunnistamalla polku ~ positiivisesti saadaan, etta

/darg(% +ipy) — 21 = % (

v k=1

aM
= — g A arg ey,
k=1

=—-M - 27.

/ d(arg(ps, + ipy) — / darge; — A, arg ek)

Tk Tk
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Toisaalta argumentin periaatteen [L, s. 85] nojalla

Ty VR

joten N = M — 1.
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5 Hodograafimuunnos

Hodograafimuunnoksella viitataan prosessiin, jolla kvasilineaarinen osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdld voidaan muuttaa lineaariseksi. Sanotaan, ettéd osittaisdifferentiaa-
liyht&lo on kvasilineaarinen, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

Z ao(D" Y, . .., Du,u, ) D*u + aog(D*'u, ..., Du,u,z) = 0,
la|=k

missi a, € R kaikilla «, joilla |a| < k. Esimerkki kvasilineaarisesta osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdlostd on minimipinnan yhtilo

()
iv -] =0
(1+ Va2’

Kvasilineaarisesta osittaisdifferentiaaliyhtélostd voidaan puhua analogisesti myos
kompleksiarvoisten funktioiden joukossa. Sovellamme niin kutsuttua hodograa-
fimuunnosta p-harmonisen funktion u kompleksisen gradientin f toteuttamaan
kvasilineaariseen yhtdloon (4.4). Stoilow-hajotelman ja kompleksisen gradientin
kvasisdannollisyyden nojalla f voidaan kirjoittaa muodossa f = h oy, missa h
on analyyttinen ja x on kvasikonformikuvaus. Tamén esitysmuodon sijoittami-
nen suoraan yhtaloon ei kuitenkaan toimi. Tamé&n vuoksi kdytetaédn lisdksi apuna
analyyttisen funktion esitystd nollakohdan kertaluvun avulla [P, s. 301]. Olete-
taan, ettd f(0) = 0 ja f # 0 muuten. Nyt origon ympéristossi voidaan kirjoittaa
h = G™, missid G on analyyttinen injektio ja n € N\ {0}. Tésté seuraa, etté ori-
gon jossain ymparistossid f = x",n € N\ {0}, missd y on kvasikonformikuvaus ja
x(0) = 0. Sijoittamalla kyseinen hajotelma yht&loon (4.4) saadaan epélineaarinen

yhtalo
0z p 2)\x0z x0z/)

Olkoon sitten H kuvauksen y kéddnteiskuvaus, joka on kvasikonformikuvaus. Mer-
kitaan £ = x(H(§)) ja z = H(x(z)). Kaavojen (3.7) avulla saadaan, ettd x, =
J'He ja xz = —J ' Hg, missé J (€) = |He|> — |Hg|*. Téiten H toteuttaa lineaa-
risen yhtalon

(1 1\ ¢ cn_

Aiemmin todistettiin, ettd p-harmonisen funktion kompleksinen gradientti on
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siled nollakohtien ulkopuolella, ja ettd kyseinen nollakohtien joukko on diskreet-
ti. Huomataan lisdksi, ettd jos H({) toteuttaa yhtélon (5.1), niin myos H (t€)
toteuttaa sen kaikilla ¢ € R. Olemme siis kiinnostuneita yhtélon (5.1) kvasikon-
formisista ratkaisuista H olettaen, ettd H € W12(D) N C°°(D*). Huomautetta-
koon, ettd jos p = 2 saadaan yhtélo H; = 0, jonka ratkaisut ovat analyyttisié,
jos H € I/Vl(l)’cl(]D). Etsitdan seuraavaksi kuvaukselle H sarjaesitys. Todistuksen
apuna kiytetddn kompleksisten osittaisderivaattojen napakoordinaattiesityksié.
Merkitsemillid H(r,0) = H(re?) saadaan ketjusdiinnén seurauksena seuraavat

kaavat kompleksisille osittaisderivaatoille muuttujien & ja £ suhteen:

1 7 i0 . 1 i —i0
H£:§(Hr+;Hg>€ ja Hg:§(Hr—;He)€ .

Lause 5.1 Olkoon H € W'?(D) K-kvasikonformikuvaus. Oletetaan liséiksi, ettéi
H ratkaisee yhtalon (5.1) joukossa D* ja H(0) = 0. Tallbin

o0

HE) = Y (A + e g rem  AecC, (5.2)

k=n+1

missé
1 A+n—=k
A= = (4k%2(p — 1 2(p—2)%2 — j =\
k 2(\/ (p—1)+n2(p—2)> —np) ja &g Nk
Edelleen
> kAP < 0. (5.3)
k=n-+1
Kééntéen, jos kompleksiluvuille Ay, A,i1,... pétee epdyhtalé (5.3), niin rivin

(5.2) sarja suppenee avaruudessa W'?(D) kohti kvasisédénnéllisté ratkaisua ja
ratkaisee yhtalon (5.1) joukossa D*.

Todistus. Yhtdlo (5.1) saa napakoordinaattien avulla muodon

1 ‘ , 1 1 1 ' P P A S N
Yo st Yer = (Lo (g — iy e 1 (g1 L, ) e
2 r 2 p)l&2 r 2&n r

o1



Koska ¢ = re™", niin

2p (H + 3He> =(p—-2) KH - 3Ha) + (ﬁr + fﬁe)e—”“‘ﬂ .
T T T

Kun tasta ratkaistaan termi H, niin

T

1 3ipHy  21H,
(_ tp 9+19

_ . 2 — . p'L _ .
— -9 H’r —2nif = H —2ni6 Ly 7 —2ni0 )
p+2 T r + JHre r o + r 0

Talloin toisaalta

8 1 <3ipH9 2iHy
r r

- 21 ol ,
r= - + (p— 2)H,e*"" + = Hye*? — — Hye™ ).
p+2 (b =2) rY r?

Kun tdma sijoitetaan edelliseen yht&loon niin saadaan edelleen

r

1 SipHg 2ZH9
= - +
p+2

+ (p—2)e " {

. 21 ) ] )
(p o Q)HTGQmG + ?ZH0627L29 . %Heemmﬁ)] o

1 [3ipHy 2iHy

— +

p+2

A . ) .

_ZH0672n19 4 EH@GQMG) )
T

r

T T T T

Sieventelyjen jalkeen paadytadn yhtaloon
2rH, = —ipHy + (p — 2)ie " Hy. (5.4)

Oletuksen nojalla H € L*(D), joten H(r, ) voidaan esittii Fourier-sarjana muut-
tujan € suhteen [Du]. Tarkemmin

o0

H(r,0) = > ag(r)e’®m°, (5.5)

k=—o00

misséd kertoimet ay(r) méaaritelldén asettamalla

1 2k ]
ag(r) = — H(r,0)e!™"0qp, ke Z. (5.6)

:271'0
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Yhtéloiden (5.4) ja (5.6) nojalla saadaan

1 2 ' ‘
27’@2(7‘) = % i H(’f’, e)el(n—k)e do + (p _ 2)2'27’H7«(T, 6>€2(n—k)0 A6
1 2w 4 o .
= —ip— [ Ho(r,0)e'" ™" d0 + (p—2)ir— | Hy(r,0)e™*" dp.
T Jo T Jo
Osittaisintegroimalla saadaan
f\()
1 2 ( k); 1 27 (k)0
I, = —ip— / H ,0 wn= —p— —k H 70 i(n=k)0 19
Y (r,0)e p5—(n )/0 (r,0)e
Vastaavasti
fP
g 2w
Iy =(p—2)i— / H(r,0)e "*+m° dp
1 2
_ (p _ 2>(TL + k)_ H(T’, 9)671(k+n)9 d6
2m J
Siispa

1 27 )
2ray(ry =1L+ I, = p%(n — k) / H(r, 9)62("_]“)9 de
0

2

—(p—2)(n+ 16)22i H(r,0)e—ik+n)0 dg.

™Jo

Padadymme siis tarkastelemaan differentiaaliyhtéloa

2ray(r) = —p(n — k)ag(r) — (p — 2)(n + k)a_x(r). (5.7)

Korvataan luku £ vastaluvulla —k, jolloin konjugoimalla yht&lon molemmat puo-
let saadaan

2ra’ ,(r) = —p(n — k)a_i(r) — (p — 2)(n + k)ay(r).
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Kertomalla edellinen yhtéalo puolittain luvulla p — 2 saadaan edelleen

20(p — 2T (1) = —p(n + K)(p — 2 w() — (0 — 271 — Kaw(r).
Eliminoidaan termi (p — 2)(n + k)a—; kédyttden yhtdlod (5.7). Saadaan siis, ettd
2(p — 2)ra’_, = 2praj, +4(p — 1)(n — k)ay. (5.8)
Derivoimalla yhtélo (5.7) saadaan yhtélon (5.8) nojalla yhtélo
2r(2ra'k) = —2pr(n — k)a, — (n + k)(2pra’k + 4(p — 1)(n — k)ay,). (5.9)

Tamén differentiaaliyhtilon ratkaisut ovat tunnetusti muotoa ay(r) = Cyr" +
Cor*™, missid AT ja A\~ ovat karakteristisen yht#lon

N+ pnA(n® — k) (p—1) =0,

juuria. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan nojalla ndméa ovat

AT = %(Wlk?(p —1)+n*(p—2)* - np) ja

A= %(— VAR (p — 1) + n2(p — 2)2 —np).

Oletuksesta H € C(D) seuraa, ettd ap € C([0,1)). Erityisesti a; on oikealta
jatkuva pisteessid r = 0. Siispd C; = 0, koska A\~ < 0. Toisaalta AT < 0, jos
|k| < n. Kaiken kaikkiaan

a(r) = 0, jos |k| <n (5.10)
Akr)\k7 jOS |k’ > n, ‘

missé

e = %(—pn—i— VARG -1 12 = 2)2).

Yhtéls (5.9) ei ole yhtéapitava (5.7) kanssa, joten sijoitetaan kertoimet (5.10)
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yhtaloon (5.7). Nyt saadaan ehdot kertoimille Ay, kaikilla k € Z, joka on yhtélo
2\ +p(n — k) Ay = (2—p)(n+k)A_.

Jos k = #£n, niin A_,, = A\, = 0, jolloin A_,, = 0. Télloin kerroin A, voi olla
mielivaltainen. Jos taas |k| > n, niin A_j, = e, A, missi

- _2)\k+p(n—k;)_/\k+n—k
T 2=pn+k)  Mt+n+k

(5.11)

Néin ollen voimme valita mielivaltaiset kertoimet Aj; ja mééaritella kertoimet
A_,, Ap_1, ... yhtasuuruuden A_; = ¢, Ay, seki kaavan (5.11) avulla. Oletuksesta
H(0) = 0 seuraa, ettd A, = 0. Sijoittamalla saadut kertoimet Fourier-esitykseen
(5.5) saamme véitetyn sarjan napakoordinaattimuodossa

H(r,0) = Z (Ake““e + ekAke_ike)r’\’“e_me.

k=n+1

Todetaan sitten, ettd »_ 7 k|Ax* < oo. Tiedon H € W*(D) nojalla Fourier-
sarjaa voidaan derivoida muuttujan r suhteen, tarkemmin

H,(r,0) = Z N (Are®? 4 g Ape™*0)pAu—1o=ind

k=n+1

Suora lasku osoittaa nyt, ettéa

. )\k(1+€2)\Ak|2:/01r</02ﬂ]Hr(r,6)\2d9>dr. (5.12)

k=n+1

Toisaalta, jos k > n+1, niin k(fl—;l) < Ai(n,p). Liséksi |H,|? < 2(14+ K2)(|He* +
|HE|2)’ joten

> k\Ak|2§/ |He|? + |He|? dA < oc.
(0,1)

k=n+1 D(o

Oletetaan sitten, ettd Ay kaikilla & = n + 1, ... ovat kompleksilukuja siten, etti
> et KJAR? < 00, Jos k > n+ 1, niin Ai(n,p) < ky/p— 1. Liséksi |e] < 1
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ja 2(1 4 K?)~'(|He|* + |He|*) < |H,J?, joten rivin (5.12) nojalla sarja suppenee
avaruudessa W12(ID) kohti yhtdlon (5.1) kvasisiéinnollisté ratkaisua.
[

Huomautus 5.2. Jokaisellan € N\{0}, sarjaesityksen ensimméinen termi vastaa
kvasiradiaalia p-harmonista funktiota.

Huomautus 5.3. Olkoon u p-harmoninen funktio origon siséltdvissd alueessa
siten, ettd u(0) = 0, Vu(0,0) = 0 ja Vu # 0 muuten. Artikkelissa [AL] osoitetaan

edelld todistetun hodograafiesityksen avulla, ettd u voidaan kirjoittaa muodossa
n+kn+2

u(r,0) =U(r,0)+O(r *»+1 ), missd U on kvasiradiaalinen p-harmoninen funktio.
Tamén avulla voidaan todistaa keskiarvokaava tason p-harmonisille funktioille.

Etsitddn seuraavaksi edelld todistetun sarjaesitykselle sekéd sen derivaatoille
estimaatteja.

Lause 5.4 Olkoon H € W'%(D) kvasikonformikuvaus siten, etti H(0) = 0.
Oletetaan liséksi, ettd H ratkaisee yhtalon (5.1) origon siséltédvéssd ympéristossa.
Téalloin on p > 0 ja vakiot 0 < ¢ < C siten, etta

e+ < [H(©)| < CleP kaikilla € € D(0, p) (5.13)
ja vakiot C,, > 0 kaikilla m € N siten, etti

> IDYH(§)| < Cpl¢+ ™™ kaikilla € € D(0,p) \ {0}. (5.14)

lv|=m
Lisaksi
Tul€) = |Hel? = | Hel? < Clef?+~? kaildlla € € D(0,)\ {0}.  (5.15)

Todistus. Olkoon p siten, ettd 0 < [£] < p < 1. Arvion |g;| < 1 ja jonon
(Ak)plny1 kasvavuuden nojalla

HEOI< Y 1+ el Al < 21 D7 [Adp™ e,
k=n+1 k=n+1

Cauchyn epéyhtélon nojalla edelleen

1

oo oo = 0o 1
Z |Ak|p)\k—)\n+1 < ( Z |Ak|2) 2 ( Z pQ(Ak—)\n_H)) 2 ‘
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
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Lauseen 5.2 seurauksena sarja Y p- ., |A|? suppence ja sarja Y ;o | p2Ae—2Ans1)

suppenee, koska k(’;—;l) < Ag(n,p). Kaiken kaikkiaan olemme todistaneet rivin
(5.13) yldarajan. Alarajaa varten osoitetaan ensin, ettd A, ; # 0. Olkoon Ay,
jonon (A,,)x_ ., ensimmaéinen sellainen termi, ettd Ay # 0 ja olkoon H)y, sar-
jaesityksen (5.2) ensimméinen termi. Kasvattamalla lukua 6 nollasta arvoon 27
huomataan, ettd argumentti ArgH y,(r, #) muuttuu luvun 27 (M —n) verran. Toi-

saalta |1 (1 = (2n + D)|ensa )| vl < [Hu(&)] [AL, s. 5] ja

|H(£)‘ SQ( Z ‘Ak|2> ( Z pQ()\k)\n+1)> ’£‘An+1.
k=n+1

k=n+1

Siispé riittdvan pienelld p > 0 pétee

()~ Hu(©) < 5 [Hu(©l, € €D(0,p)

Argumentin ArgH (r,0) muutos kasvattaessa 6 arvosta 0 arvoon 27 on oltava
merkkid vaille 27, silldi H on yhdiste analyyttisestd injektiosta ja kvasikonfor-

mikuvauksesta, vrt. Lause 4.20. Argumentin muutoksen oltava sama funktiolle
Hy(r,0), joten M =n+1eli A,y1 # 0. Nyt

o

[H(E)] = (1= lenn DI Awn €1 = D (1 + [erl) Al

k=n+2

2 |é")\n+l ((1 _ |5n+1|>|An+1| . zp)\n+2_>\n+l Z |Ak|p>\k—>\n+2>_

k=n-+2

Riittavan pienelld p > 0 suluissa esiintyvd termi on positiivinen. Siispad véi-
tetty alaraja seuraa. Tiedon limy .., Ay = 0o nojalla voimme derivoida sarjae-
sitystd (5.2) termeittdin dérellisen monta kertaa. Cauchyn epéyhtdlod, arviota
Ar < ky/p — 1 seki suhdetestii kiyttimailld saadaan, etté

> IDYH(E)| < Cln.pom) Y AT A
lv|=m k=n-+1

o0

< C(n,p,m) Y (ky/p =)™ Agllg™

k=n+1
oo

< Cln,p,m) Y KA

k=n-+1
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< Cln,pym)[Ema=m 3 K| Al ph

k=n+1
o 2
< c<n,p,m>|s|hn“‘m( > |Ak|2)( ) wpwk—xnm)

k=n+1 k=n+1
< Ol e,

miké todistaa rivin (5.14) epédyhtélon. Lisdksi valitsemalla epayhtilossé (5.14)
m = 1 saadaan rivin (5.15) epayhtils, kun huomataan, etté

Tn(§) = (|He| — [He[)(|He| + | Hel) < (|He| + [He[)(|He| + | He)- O

Arvioidaan seuraavaksi p-harmonisen funktion kompleksisen gradientin f de-
rivaattoja. Kuten aiemmin, kirjotetaan f muotoon f = x(z)", missi x on kva-
sikonformikuvaus. Funktio y on lokaalisti kaintyvé, joten on olemassa kiekko
D(0, p) C D siten, ettd y(H(£)) = ¢ kaikilla £ € D(0, p). Kaavojen (3.7) nojalla

X:(2) =T &H:  ja  x:(z) =-T (§H;,

missi J = Ju(§) = |He|* — |Hg|*. MerkintGjen yksinkertaistamiseksi esitelldén
uusi funktioavaruus. Kaytetddn merkintdd H?® ilmaisemaan jompaa kumpaa de-
rivaatoista

O°H . O5H
&0 OEiDEI

1+ 7 =s.

Merkitaén liséksi kaikkien niiden monomien muodostamaa lineaarikombinaatioi-
den avaruutta merkinnélla P(s, k), jotka on esitettdvissd muodossa

k
M= HHSi.
=1

On ilmeistd, ettd jos P € P(s, k), niin P, P; € P(s + 1, k). Toisaalta, jos P €
P(s, k) ja Q € P(t,1), niin PQ € P(s+t,k+1).

Lemma 5.5 Olkoon v € N? siten, ettd |v| = m. Télléin on olemassa P, €

P(4m — 3,3m — 2) siten, etté

D"x(z) = J (€)' "B, (8), (5.16)
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missd z = H(&).

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Oletetaan siis, ettd yhtlo (5.16) pé-
tee jollekin m > 1, m € N. Ketjusdannolld saadaan, etti

%D”X(H(é)) — (D*X)-He + (D"X)-TTz.

Toisaalta tulon derivointisaannolla

a%f(@”mpv(@ — T(T P+ (1— 2m)PJ).

Vastaavasti

ja

%J(é)l—mmf) — TP+ (1 - 2m)PJ).

Téaten saadaan yhtéaloryhmé

(D¥X).H¢ + (D"x)zHs = T *™(J P + (1 — 2m)PJ
e = J (TP + (1—2m)PJ.

Ratkaistaan tastd yhtdloryhmasta derivaatat (DVx), ja (Dx)sz, jolloin

(D"X). = J " *"(JPeHe — JPeHe + (1 — 2m)PJcHe — (1 — 2m) PJ:H;),
(D"x)s = .7*1*2m(jP£—H5 — JP:Hg + (1-— Qm)Pjg—Hg —(1- 2m)Pj£H£—).

On vield todettava, ettd edelld lasketut derivaatat kuuluvat avaruuteen P(4m +
1,3m + 1). Induktio-oletuksen ja Lemman 5.7 nojalla P € P(4dm — 2,3m —
2). Huomataan nyt, ettd Jy(§) = HeHe — HeH; € P(2,2). Edelleen, koska
He, He, H £ [7,5 € P(1,1), niin on helppo ndhd4, etta sulkeissa esintyviat monomit
kuuluvat avaruuteen P(4m+ 1,3m+ 1) ja véite seuraa induktioperiaatteesta. [

Olemme nyt valmiita etsiméén estimaatteja kompleksisen gradientin Sobolev-
normille.
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Lause 5.6 Olkoon f yhtélon (4.4) ratkaisu, joka on muotoa f(z) = x(z)" , missd
X on homeomorfismi. Téll6in on olemassa 6 > 0 ja vakiot B, kaikilla m € N
siten, ettd punkteeratussa kiekossa D*(0,0) pétee epayhtélo

—d _m
S "DV F(2)] < Bl T ™

[v|=m

Todistus. Kiinnitetddn |v| =1 =1,...,m. Lemman 5.5 nojalla on olemassa
monomi P, € P(4] — 3,3l — 2) siten, ettd

D"x(z) = J(€)' " B(€).

Olkoon () miké tahansa monomi, joka on muotoa () = Hle Hﬁi,Zle B = s.
Olkoon lisdksi C' luvusta £ riippumaton vakio, joka ei valttamétta ole sama seu-
raavissa epayhtaloissid. Nyt epayhtdlon (5.14) nojalla saamme, ettd

k
QOIS C Y [e+f = O,
i=1

Erityisesti, jos ) = P,, niin
|P,(&)| < C|g|GI=DAnti=453 1 Yikilla € € D(0,6).
Toisaalta epdyhtélon (5.15) nojalla
T2 < Oe) =D @Ani1=2)

Kaiken kaikkiaan siis

ID"x(2)] < Cle[=
Yhdessd epayhtalon (5.13) kanssa tdmé antaa estimaatin

D"x(2)] < Clef™i !

kiekossa D*(0, ) riittdvan pienelld § > 0. Soveltamalla Lausetta 3.6 induktiivisesti
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kompleksiarvoisille kuvauksille saadaan, etta
D f(2)| < Clef i

aina, kun |v| = m. O

Tarvitsemme vield lemman, joka karakterisoi ehdon milloin funktio on Holder-
jatkuva konveksissa joukossa, kun tieddmme, ettd g on jatkuva koko joukossa,
mutta jatkuvasti derivoituva vain punkteeratussa joukossa.

Lemma 5.7 Olkoon U C R? konveksi, origon siséltéva osajoukko. Olkoon liséksi
g € C(U)NCYU \ {0}) siten, etta

L |g(x)| < Mlz|®, joszeU
2. |Vg(z) < |M|z|*t, josz e U\ {0}.
Télloin g on Holder-jatkuva eksponentilla v joukossa U.

Todistus. Olkoon C' = max {g(x), g(y)}. Télloin

(lg(@)| + lg(w)])* < (2€)° < 2°(lg(2)[* + [9(¥)]°)-

1

Erityisesti, jos s = -, niin
—a 1 1ig
l9(2) = g(W)| < lg(@)| +[g(y)| < 2" (lg(x)|= + [g(y)[=)*.
Oletuksen nojalla edelleen
(@) + 1g(y)] < 2(lg(x)[~ +|g(y)[=)* < 2C(lz| + |y))* < 2C(|lz — y[ + 2[y])*.
Néin ollen, jos |y| < 2|z — y|, niin

20(lz — y| +2Jy))* < 2C(|z — y| + 4|z — y|) = 2C5* < 10C.

Oletetaan sitten, etté |y| > 2|x—y| > 0. Talloin kaikilla ¢ € [0, 1] péatee kiddnteisen
kolmioepéayhtélon nojalla

| Jey()| = |tz + (1 = t)y| > |y| — t|lx —y| > |z — y].
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Tistd saadaan arvio | J, (t)|*! < |o — y|*~!. Nyt analyysin peruslauseen ja ole-
tuksen |Vg(z)| < M|z|*~! nojalla
1
o(a) 90| = | [ o= 0. Tat 00
0

1
<M / & — gl Ty (1)} dt
0

< M|‘r—y|a7

mitd haluttiinkin.
]

Olemme valmiita todistamaan tason p-harmonisten funktioiden optimaalisen
sdadannollisyyden. Huomautettakoon, ettd 2-harmoniset funktiot ovat Weylin lem-

man nojalla sileita.

Lause 5.8 Olkoon p € (1,00) ja u p-harmoninen funktio alueessa Q C RZ.

Talloin
u € G (2) N Wiet2(Q),

loc

missé kokonaisluvulle k > 1 ja luvulle a € (0, 1] pétee kaava

1 1 14 1
kta=_—(7T+—+,/1 . 5.17
e 6( +p—1+\/+p—1+(p—1)2> >4

Luku q on mikéa tahansa luku siten, etta

1<g< 2
>q 2 o

Tulos on optimaalinen, jos p # 2. Tarkemmin jokaista p € (1,00), p # 2 vasten
k ZL
UW,. 5 (Q).

on olemassa p-harmoninen funktio v siten, ettd v & CFt(Q) loc

Todistus. Olkoot A, kaikilla n € N\ {0} kuten Lauseessa 5.4. Merkitaan

joukon {/\:H :n € N\ {0}} minimid kirjaimella d. Kirjoittamalla X, 1(n,p)

muodossa
Ans1(n, p) = g(—er \/4(1+ %)2(19— 1)+ (p—2)2>
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niahdéan, ettd kyseinen minimi saavutetaan arvolla n =1 ja

d= 11+1+1+14+ L
6 p—1 p—1 (p—12/)

Koska p—harmonisen funktion kompleksinen gradientti f = u, — iu, toteuttaa
yhtélon (4.4), niin Lauseen 5.6 nojalla saadaan kertaluvusta n riippumaton arvio

Z |DY f(2)| < Bp|z|¢™™, z € D*(0,0).

lv|=m
Edelleen siis

> ID"u(z)] € Bulz|"™, 2 €D(0,0).

lv|=m+1

Olkoon k € N ja a € (0, 1] siten, ettd d = k — 1 4+ . Jos edellisessa epéayhtalossa
valitaan m = k + 1, saadaan

S D) < Benl", = € D(0.0).
|v|=k+2

Kuvaus z — |2|*72 on integroituva jokaisella eksponentilla ¢ vililtd (1, 2-). Eri-
tyisesti D),y 4o [Du(2)| < 0o, joten u € WE29(Q). Lemman 5.7 nojalla saa-

loc

daan lisiksi, ettd v € C*(Q). Siispd u € Wir>9(Q) N CEY(Q). Viitteen opti-

loc loc loc
maalisuutta varten tarkastellaan erddan p-harmonisen funktion hodograafiesitysté.

Valitsemalla rivin (5.2) sarjaesityksessia n = 1, Ay = 1, Ay = 0 muuten, saadaan

3 Ay — 1 1
H(§) = <|€| |€| )|§| £y = ﬁ,h = (5.18)

Nyt H = Lo p, missd L(§) =& + 82% ja p on radiaalinen kvasikonformikuvaus
p(&) = |¢]aLE. Selvisti L € WL2(C). Liséksi kaikilla z;, 2, € C piitee

(]_ -+ 3€2>|21 — ZQ| S |L(21> — L(ZQ)| S (]_ — 382)|Zl — 22|,

joten L on bi-Lipschitz kompleksitasolta itselleen. Erityisesti L on surjektio ja
L on homeomorfismi kompleksitasolta itselleen. Funktion L kvasikonformisuuden

63



toteamiseksi on 1oydettivi k € [0,1) siten, ettd |Lg| < k|L¢| eli yhtdpitavasti
2e9 < k|1 — 52§—z|. Kéénteisen kolmioepdyhtalon nojalla |1 — o] < |1 — 52§—§\,
joten riittad loytdd k € [0,1) siten, ettd 269 < k(1 — e2). Voidaan siis valita k =
12f—€22 ja L on kvasikonformikuvaus kompleksitasolta itselleen. Kaiken kaikkiaan
Lauseen 3.48 nojalla H on koko tason kvasikonformikuvaus. Olkoon f funktion
H kaanteiskuvaus, jolloin f on p-harmonisen funktion v € VVﬁ)f((C) kompleksinen

gradientti. Huomataan seuraavaksi, ettd f on homogeeninen funktio astetta d,
silla

f(tz) = f(LH(€)) = f(H(t'€)) = %€ = tf(2). (5.19)

Homogeenisyydestéd seuraa ketjusdannollda, ettd DY f on homogeeninen astetta
d — |v|. Erityisesti tiedon d = k — 1 4+ « saadaan

(D" f)(tz) =t*D"f(z), jos |v|=k—1 (5.20)
ja
(DY f)(tz) = t*2D"f(2), jos |v|=k+ 1. (5.21)

Oletetaan vastoin viiitetté, ettd f € Wr(C) U CF17%(C),q = . Jos f €

loc loc —a”

WHH4(C), niin rivin (5.21) nojalla saadaan muuttujanvaihtoa apuna kiiyttien

[ prrepaa= [ prpemaa
D(0,r)

D(0,tR)

mielivaltaisilla ¢, R > 0. Siispd D" f(z) = 0, jos |v| = k+ 1. Viitetdan sitten, ettd
f € CE-17(C). Tallsin rivin (5.20) ja avaruuden C-1~*(C) mééritelmin nojalla

loc loc

D" f(z) = lim = D" f(tz)

aina, kun v € N? siten, etti [v| = k — 1. Jos a € (0,1), niin edellisen rivin
raja-arvo suppenee selvisti nollaan. Jos @ = 1 huomataan, ettd voimme soveltaa
Lausetta 3.20 ja saamme, ettd kaikilla |v| = k — 1 pétee

D" f(z) = lim —D”f(tz)

t—0

= 2(D"f(0)): + 2(D" f(0))=.

Myos télloin DY f(z) = 0, jos |v| = k + 1. Kaiken kaikkiaan oletuksesta f €
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W’““”((C) U CF-17%(C) seuraa, ettd D" f(z) = 0, jos |v| = k + 1. Erityisesti f

loc loc
on polynomi muuttujien 2z ja z suhteen ja polynomissa on korkeintaan k-asteisia

termejd. Tarkemmin f voidaan kirjoittaa muodossa

ko ok
F) =) Apz™z", Ay, €C.
Toisaalta f on myos homogeeninen astetta d, joten se voidaan kirjoittaa muodossa

)= Y App2"z",  Au, €C.

m+n=d

Nyt, koska & = f(z) = f(H()), niin

§= Z AmnH(£>mH(€)n (5'22)

m+n=a

Osoitetaan seuraavaksi, ettd yhtdloa (5.22) toteuttavia kertoimia ei itse asiassa
ole olemassa. Tarkastellaan kaavaa hodograafitason yksikkokiekon reunalla. Jos
¢ € D niin yhtdlon (5.18) avulla saadaan, etté

HE) =¢+e6®  ja  H(E=¢"+e6
Siispé

=Y Apn(E+e)m(E +e8)m, (5.23)

m-+n=a

kaikilla ¢ € 0D. Tarkastellaan funktiota

9&) = D Ama(§+e)M(ET + 88, (5.24)

m+n=a

Funktion g nollakohdat ovat poistuvia erikoispisteité, joten g voidaan jatkaa ana-
lyyttisesti joukkoon C\{0}. Erityisesti yht&lo (5.17) pétee kaikilla & # 0. Yhtaloon
voidaan siis sijoittaa funktion g nollakohdat. Sijoittamalla & = /—c saadaan, etté

Ve = Aga(€7T +263)"
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Yhtapitavéasti
(V—€)*™ = Aga(1 — )" (5.25)

Nyt, koska £ # 0, niin yhtélo (5.25) on voimassa jos ja vain jos a +4 = 0 (mod
4). Vastaava lasku pisteessi & = v/ —e~! osoittaa, etti

( 4 _851)3a+1 — Aao(é?Q _ 8;1)(1.
Tamé on ristiriita, silld (e 4+ 1) 4+ (3a+ 1) = 2 (mod 4).

Huomautus 5.9. Lemmaa 5.7 tarvitaan, vrt. Seuraus 3.12.

Huomautus 5.10. Tasossa gradientin Holder-jatkuvuuden eksponenttia voidaan
kontrolloida, kun taas yleisessd dimensiossa eksponentille ei tunneta alarajaa.
Toisen kertaluvun derivaattojen olemassaolo tunnetaan yleiselle p-harmoniselle
funktiolle, jos p € (1,2) U (2,3 + -%5),d > 2 [MW].

Seuraus 5.11  Olkoon u p-harmoninen alueessa Q C R?. Jos p € (2,00), niin

ue CE P Q) nwEhQ),

loc loc

missé

2
VPR -p

a(p)

>

W =

Edelleen, jos p € (1,2), niin u € 02’5(1))(9) NW2HQ), missé B(p) > 0.

loc loc

Huomataan edelleen, ettd Seurauksen 5.11 Holder-jatkuvuuden eksponentti gra-
dientille on suurempi kuin Seurauksen 4.11 antama. Seuraus 5.11 antaa toisaalta
aiheen kysyéd mitéd ratkaisujen sddnnollisyydelle tapahtuu, kun p — oo. Osoit-
tautuu, ettd niin kutsutuille co-harmonisille funktioille ei ole olemassa divergens-
simuotoista heikkoa karakterisointia kuten p-harmonisille funktioille. Osittaisin-
tegroimalla testifunktion ja operaattorin A, tuloa ei paasta divergenssimuotoi-
seen yhtiloon. Jos u € C? ja Vu # 0, niin formaalisti pasidytdin osittaisdifferenti-
aaliyhtaloon A, = 0. Rajayhtéalon A, u = 0 heikkojen ratkaisujen karakterisointi
voidaan sen sijaan tehda esimerkiksi niin kutsutun viskositeettiteorian avulla. Sa-
notaan, ettd jatkuva funktio u on co-harmoninen alueessa £ C RY, jos kaikilla
xo € € seuraavat kaksi ehtoa ovat voimassa:
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(i) Axv(mp) < 0 kaikilla sellaisilla v € C?(), joille u > v joukossa Q \ {zo} ja
joille v(xg) = u(xy),

(i1) Axv(zg) > 0 kaikilla sellaisilla v € C?(), joille u < v joukossa Q \ {zo} ja
joille v(xg) = u(xy).

Seurauksen 5.11 nojalla voitaisiin otaksua, ettd tason oo-harmoniset funk-

1
tiot kuuluisivat luokkaan Cltf (Q2). Paatelmii yleisestd sdénnollisyydesté ei kui-
tenkaan voida tehd&d. On osoitettu, ettd tason oo-harmonisen funktion gradient-
ti on Holder-jatkuva jollain eksponentilla a¢ > 0 [ES], kun taas korkeammissa

ulottuvuuksissa saannollisyyskysymys on avoin. Tarkastellaan epétriviaalia tason
1

oo-harmonista funktiota, jolle C’llo’c‘”’ (R?) N WP (R?) kaikilla p < 3, mutta jolle

u g W2HR?).

loc

Esimerkki 5.12. Olkoon u : R? — R,
u(wy, xe) = |x1|% — |x2|%

Selvisti u € C(R?). Lisiiksi jos (z1,72) € R?\ {z; = 0} U {zy = 0}, niin huoma-
taan, ettd A u(zy,rs) = 0. Olkoot (z1,79) = (¢,0),¢t € R\ {0} ja v € C?*(R?)
sellainen, ettd v > u joukossa R?. Télloin saamme arvion

16 ¢ 16 t2
Aoov<t7 O) = Uzl(t> 0) ' valxl(tv O) = 5% ’ lexl(tv O) > E%umm(t? 0)
16 ¢ 4 20
9 ¢35 [e)s ~

Olkoon sitten (z1,z2) = (0,t), missd ¢t € R\ {0}. Koska v(0,t) > u(0,t) ja
v(x1,1) > u(zy,1), niin

121 |*3 = w(zy,t) — u(0,t) < v(zy,t) —v(0,1).
Taylorin kaavan avulla saadaan approksimaatio
v(zy,t) —v(0,t) = v, (0, 1)z + %vxlxl((), )% + of|z1]?).
Koska vy, (0,t) = 0, niin
oal? < S0 (0, 0)2% + ol(r ).
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Tamé epayhtalo ei pade kaikilla z; € R, joten pisteessi (0,t) tarkistettavaa tes-
tifunktiota ei ole olemassa. Siispa u toteuttaa ehdon 7). Vastaavalla laskulla n&h-

1
d&dén, ettd u toteuttaa ehdon ii). On selvii, ettd u € C’llo’é‘" (RY). Todetaan vieli,
etti W2P(R?) kaikilla p < 2. Huomataan, ettd D®Ou(z) = 123z 5. Nyt

C

4 [t s
5/ |z|z1| 2P dr < oo
0

jos ja vain jos —% -p > —1. Toisin sanoen, jos p < 3. Vastaavasti D®?u(z) €

2
L} (R?) aina, kun p < 3.

loc

Edellisen esimerkin funktiolle v ¢ W' (R?). Huomataan myds, etté u ei ole siles
diskreetin joukon ulkopuolella kuten p-harmoniset funktiot, kun p < co. Edellinen

Kuva 5: Funktio u(z1, z5) = |21]5 — |x2|3 pisteesti (2, —3, 1) katsottuna. Huomaa
testifunktioiden ’olemassaolo’ koordinaattiakseleilla.

esimerkki yleistyy myos avaruuteen R?. Funktio
4 4 4
uw(x) = ar|x1]3 + aslz2|® + ... + aglzql?
on oo-harmoninen avaruudessa R? aina, kun
3, 3 3

Néin ollen C’L%—saénnéllisyys on parasta mitd misséddn dimensiossa voidaan otak-
sua oo-harmonisille funktioille. Tasoa korkeammissa ulottuvuuksissa myds C*-
sdannollisyys on avoin kysymys. Edellisesséd esimerkisséd tarkasteltu funktio oli
koko tasossa médritelty oo-harmoninen funktio. Koko avaruuden rajoitetut p-
harmoniset C2-funktiot ovat vakiofunktioita, miki seuraa p-harmonisten funk-
tioiden Harnackin epiyht#lostd. Koko tason co-harmoniset C2-funktiot ovat myos
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melko triviaaleja; nimittdin artikkelissa [Arl] ndytetééin, ettd jos u € C%(R?) on
oo—harmoninen, niin » on lineaarikuvaus. On osoitettu, ettd mikéli kaksi tason
p-harmonista funktiota yhtyy avoimessa joukossa niin funktiot ovat samat. Tama
ominaisuus ei periydy oo-harmonisille funktioille. Tarkalleen ottaen tdmé johtuu
siité, ettd oo-harmonisia ratkaisuja voidaan ‘liimata’ yhteen.

Kuva 6: Kaksi eri co-harmonista funktiota alueessa R?\ {z; = 0,25 > 0} pisteesti
(0, -3, 3) katsottuna.

Mainittakoon vieléd, ettd kaksi kertaa jatkuvasti differentioituvan ei-vakion ta-
son oo-harmonisen funktion gradientti ei voi hévita. Riittava ehto sille, etta p-
harmonisen funktion gradientti ei héavid on olettaa, ettd funktio on reaaliana-
lyyttinen. Pelkké oletus mink&dén kertaluvun jatkuvista derivaatoista ei tasossa
riitd, silla Lauseen 5.8 todistuksesta seuraa, etté 16ytyy ei-vakio kvasiradiaalinen
p-harmoninen funktio u € C*(R?) kaikilla k € N\ {0} siten, etti funktiolla u on
kriittinen piste origossa.
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