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Tassa tutkielmassa osoitetaan, ettd kaksi satunnaisesti valittua kokonaislukua ovat
keskenaan suhteellisia alkulukuja 61% todennakoisyydella. Tulosta ldhestytaan lukuteo-
rian ndkokulmasta erilaisten funktioiden ja niiden ominaisuuksien avulla. Eulerin ¢-funktio
on merkittavassa roolissa, silla tutkielman péadtulos on Eulerin funktion keskiméériisen
kasvunopeuden néyttdminen. Témén tuloksen sovelluksena pystytaan klassisen toden-
nakoisyyden avulla osoittamaan alkulukuparien todennakoisyys. Tulos keskimaaraiselle
kasvunopeudelle on merkittavd sen monipuolisten sovellusmahdollisuuksien takia.

Tutkielmassa perehdytadn lukuteorian kahteen keskeiseen multiplikatiiviseen funk-
tioon, Eulerin (p-funktioon ja Mobiuksen p-funktioon. Kéydédan molempien funktioiden
huomionarvoiset tulokset lépi ja osoitetaan, miten funktiot ovat yhteydessa toisiinsa. Mo-
biuksen funktio on tutkielman tarkeimpié tyokaluja, koska sen yhteydet muihin tutkiel-
massa esiteltdviin funktioihin ovat padtuloksen kannalta olennaisia.

Analyyttiseen lukuteoriaan syvennytddn tutkielman edetessd, kun késitellddn funk-
tiota ( reaalisten arvojen tapauksessa. Eulerin (-funktio méaaritellaédn sarjana, mutta se
voidaan esittdd myos paattymattomana tulona. Padttymattoméat tulot ovat tutkielman
kaytetyimpia tyokaluja, joten perehdytdan niiden teoriaan tarkemmin. Funktioon ( liit-
tyy myos tunnettu lukuteorian tulos, Baselin ongelma, jolle annetaan kaksi erilaista to-
distusta.

Tutkielmassa tarkastellaan myos toista Eulerin funktion nopeuden sovellusta. Toinen
sovellus liittyy Fareyn jonoiksi kutsuttujen murtolukujonojen teoriaan, johon perehdytain
vuonna 1747 esitetyn kysymyksen saattelemana. Keskiméaraisen kasvunopeuden tuloksen
avulla pystytain osoittamaan Fareyn jonojen asymptoottinen pituus.

Tutkielman lopuksi kasitelldan suppeasti kompleksianalyysin tuloksia sarjoille, jot-
ta saadaan pohja esitellda kompleksinen (-funktio ja sen nollakohdat. Kompleksisen (-
funktion nollakohtien tarkasteluun liittyy vahvasti tunnetuin lukuteorian avoin ongelma,
Riemannin hypoteesi. Kaydaén lapi millaisia lahestymistapoja matemaatikoilla on ollut
vuosien varrella hypoteesin todistamiseksi.
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Johdanto

Suhteellisia alkulukuja ovat luvut, joiden suurin yhteinen tekijé on yksi. Tutkiessa luku-
pareja (1,1), (1,2), (2,1) ja (2,2) huomataan, ettd neljasta lukuparista kolmessa parissa
luvut ovat keskenaén suhteellisia alkulukuja, kun tarkastellaan 2 x 2-ruudukkoa. Ruu-
dukossa 5 x 5 lukupareja, joissa lukujen suurin yhteinen tekija on yksi, on 19 paria 25
parista. Todennakoisyys saada satunnaisesti suhteellinen alkulukupari on noin 75%. To-
dennékoisyys on hyvin korkea naissa tapauksissa. Mita todennakoisyydelle tapahtuu, kun
tarkastellaan ruudukkoa N x N, missd luku N lahestyy daretonta? Seuraava kuva (0.1
avaa kysymyksessa olevaa tilannetta.
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Kuva 0.1: Suhteellisten alkulukuparien tiheys

Kysymys on muotoiltu tutkielmassa lauseeksi:
Lause 0.1. Olkoon N € N. Merkitidn suhteellisten alkulukuparien joukkoa
Tn ={(n,n") e N:1<n,n <N, syt(n,n) =1}
ruudukossa N x N. Tdlloin

im TN _ 6 g <log(N)> ~ 61%.
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Sisalto

Todistuksessa sovelletaan klassista todennékoéisyytta ja Eulerin funktion keskiméaarais-
td kasvunopeutta. Y1la muotoiltu lause on suora sovellus Eulerin funktion kasvunopeudes-
ta, mikd on tutkielman paatulos. Paatuloksen todistaminen vaatii monia yksityiskohtai-
sia tarkasteluja, jotta se olisi mahdollisimman lyhyt ja ytimekas. Tutkielman merkittavin
tulos on muotoiltu lauseeksi:

Lause 0.2. ®(n) = 37%2 + O(nlog(n)).

Tuloksen todistamiseen tarvittavien yksityiskohtien tarkastelu aloitetaan tutkielman
ensimmaisestd luvusta, missa méaritelladn Eulerin p-funktio, jonka summafunktio on &.
Funktio ¢ on lukuteorian monikéyttoinen funktio monien alkulukuihin liittyvien ominai-
suuksien takia. Samassa luvussa tarkastellaan myos Mobiuksen u-funktiota, jonka téarkeys
tutkielmassa on se, ettd sen avulla voidaan esittad tutkielman muut funktiot. Mobiuksen
funktiolle ndytetdan yhteys Eulerin p-funktioon ja seuraavassa luvussa huomataan, etté
p-funktiolla on yhteys myos Eulerin (-funktion kanssa.

Toisessa luvussa tutustutaan Eulerin toiseen tutkielman kannalta merkittédvaan funk-
tioon, (-funktioon. Eulerin (-funktio esitetaén usein sarjamuodossa ja mielenkiintoisen
funktiosta tekee sen, ettd sen voi esittdd myos paattyméattoméana tulona. Luvun padtu-
los on Baselin ongelmaksi kutsuttu tulos, missa tutkitaan (-funktion arvoa kiinnitetyssé
pisteessd. Tamaéa tulos on suuri yksityiskohta, mita tarvitaan keskimaaraisen kasvuno-
peuden todistamisessa. Baselin ongelmalle esitetaan kaksi todistusta, joista ensimmaéinen
seuraa Eulerin alkuperaista todistusta ja toinen on Tom M. Apostolin tekemé todistus
2-ulotteisen integraalin avulla.

Kolmannen luvun alussa kiydaan lapi, mitd merkintd O(nlog(n)) tarkoittaa lausees-
sa, ja mikd yhteys merkinnalld on funktion asymptoottisen kayttaytymisen kanssa. Ta-
maéan jalkeen on todistukseen tarvittavat tulokset keratty kokoon. Tasta saadaan suoraan
suhteellisten alkulukuparien todennakoéisyys todistettua, kun tiedetaédn Eulerin funktion
keskiméaariinen kasvunopeus. Luvun loppuun tutustutaan toiseen hyvin erilaiseen sovel-
lukseen kasvunopeudelle. Fareyn jonoiksi kutsuttu lukuteorian osa-alue soveltaa kasvu-
nopeutta osoittamaan yksittaisen Fareyn jonon pituutta.

Tutkielman viimeisessa luvussa tehdaén lyhyt vilkaisu kompleksianalyysin maailmaan,
ja laajennetaan Eulerin (-funktio kuuluisammaksi Riemannin (-funktioksi. Bernhard Rie-
mann oli ensimmaéinen matemaatikko, joka naytti (-funktion ominaisuuksien patevin
my0Os kompleksitasossa tietyin ehdoin. Luvussa kasitellian hyvin pintapuolisesti, millai-
sia tuloksia kompleksisella (-funktiolla on ja mitd sen nollakohdista tiedetaén. Luvussa
puhutaan lyhyesti funktion analyyttisestd jatkamisesta koko kompleksitasoon lukuunot-
tamatta napaa. Tutkielma loppuu Riemannin hypoteesin historiakatsaukseen, jonka avul-
la pyritadn nayttaméaan, miten matemaatikot ovat hypoteesia pyrkineet vuosien varrella
lahestyméaan, ja millainen vaikutus suomalaisella matemaatikolla on ollut hypoteesin tut-
kimiseen.

Tutkielman merkittédvin ldhde on [12], silla sieltd 10ytyvét tutkielman paatulokset to-
distuksineen. Kyseisessa ldhteessa on monia sovelluksia Eulerin funktion kasvunopeudelle.
Muilla lahteilla on pyritty tdydentaméan ja tuomaan tutkielmaan mahdollisimman laa-
ja kokonaisuus tarvittavista yksityiskohdista. Tutkielman kuvat ovat kirjoittajan tekemié
Wolfram Mathematicalla tai GeoGebralla.



Sisalto

Merkintoja

Aloitetaan kaymallé lapi joukkomerkinnét, joita tutkielmassa tullaan kayttdmadn. Tassa
tyossd luonnollisten lukujen joukkoon, {1,2,3,...} = N, ei kuulu luku nolla. Merkinta
R, tarkoittaa aidosti positiivisia reaalilukuja eli R, = {z € R : x > 0}, ja merkinta
R_ aidosti negatiivisia reaalilukuja. Merkinnalld P tarkoitetaan alkulukujen muodosta-
maa joukkoa, P = {p,}jen = {p1,p2,03,P1,...} = {2,3,5,7,... }. Talloin kirjaimella p;
tarkoitetaan joukon P 7. alkioita.

Kokonaisosan ja kongruenssiluokan merkintojen kanssa pitaa olla tarkkana, ettei sotke
niitd samankaltaisen merkinnén takia keskenaén.

e Luvulle a € R merkinta |a] tarkoittaa luvun a kokonaisosaa eli

la| =max{k € Z:k <a}.

o Kongruenssiluokkia merkitaéan:

la; ={b€eZ:a=b (modi)}.

e Jos joukko B on &arellinen, niin silloin merkinnélla # B tarkoitetaan joukon B alkioi-
den lukumddrad.






Luku 1

Multiplikatiivisia funktioita

Tassa luvussa perehdytadn analyyttisen lukuteorian kannalta olennaisiin funktioihin ja
niiden ominaisuuksiin. Maéritellaan aluksi aritmeettinen funktio, jonka padasiallinen omi-
naisuus tdman tutkielman kannalta on multiplikatiivisuus. Téméa funktion ominaisuus
toimii tyOkaluna useissa todistuksissa. Osassa lukuteorian kirjallisuutta puhutaan luku-
teoreettisista funktioista, kun tarkoitetaan aritmeettisia funktioita.

Maaritelma 1.1. Aritmeettiseksi funktioksi kutsutaan funktiota f, jos se on maéritelty
seuraavasti:

f:N->Rtai f:N—C.

Maaritelma 1.2. Jos aritmeettiselle funktiolle f : N — C patee, etta f(lk) = f(I)f(k)
aina, kun syt(l, k) = 1, niin funktiota f sanotaan multiplikatiiviseksi. Funktio f on tdy-
dellisesti multiplikatiivinen, jos f(lk) = f(1)f(k) kaikille [, k € N.

Taydellisesti multiplikatiivisia funktioita ovat esimerkiksi vakiofunktio f = 1 ja po-
tenssifunktio f(I) = (", missd n € N. Lukuteorian kannalta térkeitéd taydellisesti multipli-
katiivisia funktioita ovat Legendren symboli ja Liouvillen funktio [3]. Téassa tutkielmassa
perehdytdan kahteen multiplikatiiviseen funktioon, joista kumpikaan ei ole taydellisesti
multiplikatiivinen.

Esitelldén seuraavaksi ndmé funktiot, Eulerin ¢ ja Mobiuksen .

1.1 Eulerin funktio ¢

Eulerin ¢-funktio on lukuteorian tunnetuimpia funktioita. Eulerin funktiota voidaan so-
veltaa algebran puolella ja toisaalta jotkin salakirjoitusmenetelmat kayttéavat sen ominai-
suuksia salauksen vahvistamiseen, eli p-funktiolla on laajat sovellusmahdollisuudet monel-
la eri matematiikan osa-alueella. Funktio ¢ on aritmeettinen funktio, jonka Euler kehitti
samalla, kun rakensi todistusta Fermat'n pienelle lauseelle [24].

Maaritelméa 1.3. (Eulerin funktio). Olkoon funktio ¢ : N — N,
o(n) =#{m € N:m < nja syt(n,m) = 1}.

5



Multiplikatiivisia funktioita

Madéritelméassa ¢-funktion arvo on niiden positiivisten kokonaislukujen méara n, jotka
ovat suhteellisia alkulukuja luvun m kanssa. Tarkastellaan p-funktiota viel& numeerisen
esimerkin kautta.

Esimerkki 1.4.

©(6) = 2, koska luvun 6 kanssa suhteelliset alkuluvut ovat ainoastaan luvut 1 ja 5,
kun tarkastellaan kokonaislukuvalia 1 - 6.
©(15) = 8, silla ehto suurimmasta yhteisesta tekijasta toteutuu lukujen
1,2,4,7, 8, 11, 13 ja 14 kanssa vélilla 1 - 15.
©(17) = 16, koska alkulukujen kanssa patee kaava ¢(p) = p — 1, kaikille p € PP.

Eulerin ¢-funktion arvojen laskeminen kéasin on tyolédsta jo suhteellisen pienilla luvuil-
la, jos ei tiedetd annetun luvun olevan alkuluku. Funktion arvojen laskemiseen on monia
muitakin tapoja kuin kokeileminen. Tyokaluja arvojen laskemiselle saadaan lisda, kun
tutustutaan syvemmin ¢-funktion muihin esitysmuotoihin.

100

80

60

40

20

20 40 60 80 100

Kuva 1.1: Funktion ¢ arvot vilill4 [1, 100].

Kuvasta huomataan, ettd Fulerin p-funktion arvojen vaihtelu on hyvin voimakas-
ta. Kappaleen loppupuolella tarkastellaan, millaisten yla- ja alarajojen sisille ¢-funktion
arvojen vaihtelu osuu.

Seuraavaa lemmaa tullaan tarvitsemaan Eulerin funktion multiplikatiivisuuden todis-
tuksessa. Lemma ja sen todistus on muotoiltu kiinalaisen jadnnoslauseen pohjalta.

Lemma 1.5. (Kiinalainen jainnoslause). Olkoot Ik € N ja syt(l,k) = 1. Asetetaan
H ={[h]; : syt(h,l) =1}, T = {[i]x : syt(i, k) = 1} ja J = {[j]u : syt(j,lk) = 1}.

Talloin kuvaus

on bijektio.



1.1. Eulerin funktio ¢

Todistus. Kongruenssiluokkien laskusaéntoihin nojaten kuvaus (|1.1)) on hyvin maaritelty,
sillé se ei riipu edustajien valinnasta. Osoitetaan aluksi kuvauksen surjektiivisuus. Valitaan
mielivaltainen [j];x € J. Nyt tarvitsee 16ytaa [h], € H ja [i]x € I siten, ettd

Ul = [Pk + il (1.2)

Oletuksesta syt(l, k) = 1 ja Bézout’n lemmasta seuraa, ettd on olemassa y,z € 7Z siten,
etta

yk 4+ 2l = 1. (1.3)

Bézout’'n lemma l6ytyy lahteestd [6], s. 91]. Kerrotaan yhtéloa (|1.3) puolittain luvulla j,
jolloin yhtélostéd jyk 4+ jxl = j voidaan poimia yhtalon ((1.2) muuttujat h ja i seuraavasti:

h =jyja i=jx, jolloin [jy|; € H ja [jz]x € I.

Joukkojen madaritelmien mukaisesti riittdé osoittaa, ettéd syt(jy, 1) =1 ja syt(jz, k) = 1.
Todistetaan tapaus syt(jy,l) = 1. Tapauksen syt(jz, k) = 1 todistus menee vastaa-
vasti. Merkitdén ¢ = syt(jy, ), jolloin luku ¢ on lukujen jy ja [ tekijé, joten ¢ | jy ja c | I.
Oletuksesta syt(l, k) = 1 ja joukon J madritelméasta seuraa suoraan, ettd syt(j,l) = 1, ja
tasta havaitaan c | y. Nyt tarkastellaan yhtéloa , jolloin huomataan, etta c | yk ja
¢ | zl. Néin ollen ¢ | 1 eli ¢ = 1. Néin on saatu todistettua syt(jy,[) = 1.
Injektiivisyyden todistamiseen riittad todeta, ettd joukot H x L ja J ovat aarellisia
ja keskendan yhta mahtavia, eli molemmissa joukoissa on sama maéré alkioita. Kuvaus
H x I — J on surjektio ja injektio eli silloin se on bijektio. O]

Lemman [1.5[ avulla on helppoa osoittaa ¢-funktion multiplikatiivisuus.
Lause 1.6. FEulerin p-funktio on multiplikatiivinen.
Todistus. Olkoot I,k € N ja syt(l, k) = 1. Tarvitsee osoittaa, etta
p(lk) = e(Dp(k).
Kirjoitetaan véite Eulerin funktion maaritelman [1.3| avulla:
#{a < 1k :syt(a,lk) =1} = #{a < 1 :syt(a,l) = 1} - #{a < k : syt(a, k) = 1}.

Merkitaan joukot lemman [I.5] tavalla. Huomataan joukkojen samankaltaisuus, joten vali-
taan ne seuraavasti:

a <1:syt(a,l) =1},
#I = #{a < k :syt(a, k) =1} ja
a < Uk :syt(a,lk) =1},

Muotoillaan vaite asetettujen joukkojen avulla:
#J=#H - #I.

Lemman ([1.5)) todistuksessa naytettiin, ettd #(H x I) = #.J. Viite seuraa. O



Multiplikatiivisia funktioita

Eulerin o-funktion multipikatiivisuutta hydédynnetddn mm. RSA-salauksen kanssa.
RSA-salauksen yksi selvitettavistéd kaavoista salakirjoituksen purkamiseen on

o(m)=(p—1)(q—1).

Luku m on kahden todella suuren alkuluvun tulo, jolloin salakirjoitus on vahva, koska
tietokoneidenkin on taysin mahdotonta selvittaa lukua m, jos tiedossa ei ole alkulukuja p
ja q [9 s. 241-243].

Huomautus 1.7. Funktio ¢ on multiplikatiivinen, mutta se ei ole taydellisesti multiplika-
titvinen. Esimerkiksi p(4) =2 #1=1-1=¢(2) - p(2).

Seuraavaksi osoitetaan yksi tarkeisté lukuteorian lauseista, jonka Euler todisti vuonna
1760. Eulerin lause on erikoistapaus Lagrangen ryhméteoriaa koskevasta lauseesta [6].

Lause 1.8. (Eulerin Lause). Jos syt(a,n) = 1, niin a®™ =1 (mod n).

Todistus. Tarkastellaan positiivisten kokonaislukujen joukkoa {1,2,3,...,n}. Muodoste-
taan joukko A joukon {1,2,3,...,n} alkioista, jotka ovat suhteellisia alkulukuja luvun n
kanssa. Joukko

A={b1,bs,....bpm)} ={b€{1,2,...,0(n)} : syt(b,n) = 1},

misséd b; Z b; (mod n), kun ¢ # j. Oletuksesta syt(a,n) = 1 ja joukon A alkioista madra-
taan uusi joukko B siten, etta

B = {aby,abs, ..., abym)},

missé syt(ab;,n) = 1 kaikilla ¢ € {1,2,...,¢(n)}. Lisdksi joukolle B pétee, ettd ab; # ab;
(mod n) eli n 1 (b; — bj)a, kun i # j, mikéd seuraa oletuksesta syt(a,n) = 1 ja tiedosta,
ettd b; # b; (mod n), kun i # j eli n{b; — b;. Joukot A ja B ovat kongruentteja luvun n
suhteen, joten tastd seuraa, ettd joukkojen alkioiden tulot ovat keskendan kongruentteja
modulo n. Nyt lasketaan kongruenssien laskusédannéilld todistus loppuun:

by by by = (aby) - (aby) - - - (aby@y) (mod n)
by by Doy = a?™(by by b)) (mod n)
a?™ =1 (mod n). O

FEulerin lauseen todistus avautuu nopeasti, kun sitd havainnollistaa konkreettisilla lu-
vuilla. Talloin nahdééan, miten joukko B saadaan konstruoitua helposti joukosta A. Eu-
lerin lauseesta saadaan muodostettua Fermat'n pieni lause, kun muistetaan funktion ¢
arvo alkuluvuille. Samojen oletusten ollessa voimassa Fermat'n pieni lause muuttuu vain
luvun a potenssin osalta:

a?'=1 (mod n).

Kéydéan lapi, millaista hyotya Eulerin funktion multiplikatiivisuudesta on, kun kési-
telladn alkulukujen monikertoja.

Lause 1.9. Jos p on alkuluku ja ¢ € N, niin

1
e(p) =p°—p=p (1—p>-



1.1. Eulerin funktio ¢

Todistus. Tutkitaan lukuja {1,2,3,...,p° — 1,p°}. Kuinka moni niistd luvuista ei ole
suhteellinen alkuluku luvun p° kanssa? Vastaus 16ytyy luvuista, joille pédtee ehdot:

1<m<p® ja p|m.
Talloin luvut m ovat muotoa:
m = ph, missi 1 < ph < p°, jolloin 1 < h < p* ',

Néhdaan selvasti, ettd lukuja, jotka eivat ole suhteellisia alkulukuja luvun p¢ kanssa, on
p°~1 kappaletta. Tésté seuraa suoraan, ettd suhteellisia alkulukuja téytyy silloin olla

_ c 1
so(pc)zpc—p“=p<1—p>. O

Seuraavan lauseen ja sen todistuksen ymmartamistd varten kdydaan lapi, mitd mer-
kinta H tarkoittaa. Merkinnélla tarkoitetaan niita tulontekijoita p, jotka jakavat annetun
pn
luvun n. Seuraava esimerkki selventda merkinnan tarkoitusta.

P+

Esimerkki 1.10. Olkoon n = 30, ja H P Luvun n alkulukuesityksesta saadaan

pln
tuloon vaadittavat alkuluvut: n = 30 = 2 -3 - 5. Téalloin

Hp2+p_22—|—2 3¥+3 5°+5 2
n 30 30 30 25

p|30

Nyt voidaan siirtyd muotoilemaan Eulerin p-funktion esitys tulomuodossa ja todista-
maan kyseinen tulos.

1
Lause 1.11. p(n) =n]] (1 — p>'

pln

k

Todistus. Olkoon n = H p;', missd ¢ € N. Lauseen 1.9 avulla todistus on melko suoravii-
i=1

vainen lasku, kun muistetaan ¢-funktion multiplikatiivisuus.

k
¢; | multipli. ¢ ¢ c
@(n>:90(Hpi) = o) e(pS?) - - (i)
i=1
i 1 o 1 c 1
= P1 <1—>p2 (1_> "'pkk<1_>
b1 D2 Dk
1 1 1
— 2. k(1 — ) [1 == ]...[1= =
rog it (1) (1= ) (1 1)
L 1 1 1
i=1 N ) Dk

:nH<1—;>. O

pln
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Multiplikatiivisia funktioita

Funktion ¢ esittaminen tulon avulla on tdmén tutkielman kannalta yksi tarkeimmista
tyokaluista, mita tullaan hyodyntamaéan tutkielman edetessa. Tulomuodosta on hyotya
myo6s tarkistaessa funktion arvoja, kuten seuraavasta esimerkistd huomataan.

Esimerkki 1.12. Lausetta hyodyntéen lasketaan arvot:

¢(9)=9-H<1—;>:9-<1—;>=9-§:6

|9

¢(24):24-H<1—;>:24-<1—;><1—;>:24-;§:8

p|24

Tarkastellaan summaa Z ¢(a) = n funktion ¢ arvoille ja huomataan mielenkiintoinen
aln
ilmio. Esimerkiksi edellé olleelle luvulle n = 24 havaitaan, etta

24 =141424242444+44+8 = (1) +¢(2)+¢(3) + p(4) +¢(6) + ©(8) + ¢ (12) + ¢(24).

Esimerkissa tehty havainto patee yleisesti, joten todistetaan se seuraavaksi. Tulos on
Johann Carl Friedrich Gaussin kehittelemé [6].

Lause 1.13. Jokaiselle n € N pitee, etti Y ¢(a) = n.

aln

Todistus. Todistus mukailee lahteessa [19) s. 59-60] esitettyd todistusta. Jaetaan todistus
kahteen tapaukseen.

Ensimmaisend kaydadn lapi tapaus, kun n = p°¢, missé ¢ € N. Luku n on alkuluvun p
jokin c. monikerta. Luvun n jakajina ovat luvut {1, p, p?, ..., p}, jolloin summa voidaan
kirjoittaa muodossa

S ) = ¥ pla) = z o (7).

aln alp°

Nyt voidaan soveltaa lausetta [1.9

i@(pd) — 14+ zc:pd _pd—l'
d=0 d=1

(&
Kirjoitetaan summa 1 + Z pd — pd_1 auki:
d=1

L+ =D+ @ =)+ (P —p) +-+ (0 =)+ (=) ="
Huomataan, ettd termit kumoavat toisensa, joten jiljelle jaa

> pla) =p°=n.

aln

Ensimmaéinen tapaus on todistettu.

Todistetaan seuraavaksi tapaus, kun luvun n alkulukuesityksessa on useampi alku-
luku. Téll6in n = pi'pe? .- p*, missd kaikki luvut pq,pa,...,py ovat eri alkulukuja ja
c1,Ca, ..., cp € N. Jakajien huomataan olevan muotoa a = pi'ph - - - pzh, missé

0<t;<¢cj, kanj=1,...,h
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Nyt voidaan vieda todistus niilld tiedoilla loppuun: Lauseesta [1.6] seuraa, etté

la) = o (p)e(8) - (pil),
jota kdytetadn heti toisen yhtasuuruuden jalkeen:

Ch

> _pla) Z D DRI R0

aln t1=0 tp,=0

=3 Y (o) e(vB) e (ph)

t1=0 th=0

Ensimmaisen tapauksen nojalla saadaan, etta

h h
[Te) +em)+ o)+ + o) =TIp7 =n,

J=1 Jj=1

mista vaite seuraa.

]

Esitelldan seuraavaksi kombinatoriikan tulos, seulaperiaate. Tuloksen 16ytéa todistuk-

sineen lahteestd [25] s. 156].

Lause 1.14. (Seulaperiaate). Jos By, Ba, Bs, ..., B, ovat perusjoukon A ddrellisid

osajoukkoja, niin on voimassa

#(OBj):i#(Bj)— Do #BINB) 4o+ (1) (BN

1<j<i<n

Seulaperiaatetta voidaan soveltaa Eulerin ¢-funktioon. Olkoon joukko A = {1,2,3, ...,

ja luvun n alkulukuesitys n = pi*p5® - - - p&». Télloin funktio ¢ voidaan esittdd muodossa

—nH<1—>—n—Z + Y 2o

pln Di 1<i<j<m PiPj

Seuraavaksi perehdytadn ¢-funktion yla- ja alarajoihin, joista mainittiin kuvan

yhteydessa. Maaritelmasta voidaan paatella, ettd ¢(n) < n kaikille luvuille n € N.

Kuvassa [I.1 ndkyvan yliarajan saa muotoiltua yhtilosta

=1.

lim su
n—oo p

p(n)

Tiedetédan lauseen [1.11] nojalla, etta

n},



12

Multiplikatiivisia funktioita

Pienin yldraja tastd saadaan vaihtamalla luvun n tilalle alkuluku p, koska alkuluvuilla on
aina suhteellisia alkulukuja luvun p — 1 verran. Ylarajaksi saadaan, etta
1
lim supM: lim@: lim1—-=1.
n—oo n p—o0 p p—0o0 p
Alarajan arvioiminen on kuvasta katsottuna hankalampaa, koska funktion arvot hei-
lahtelevat enemman.
Olkoon ng =2-3-5-7---py, ja kddnnetadn lause [[.11] ympéri, jolloin

N . k _l !
p(nk) _l:Hl<1 Pl) '

Avataan tulon sisalld oleva termi 1_1 +— geometriseksi sarjaksi, joten

Pi

l:ﬁl<1—;> :ﬁ(1+p;1+p;2+---). (1.4)

=1

Geometristen sarjojen tulosta saadaan Cauchyn tulon nojalla sarja, jossa esiintyy jokai-
nen murtoluku £. Cauchyn tulo 16ytyy lahteestd [4, s.204-205]. Luvun n alkulukuteki-
jat sisaltyvit joukkoon py, ps, ..., pr ja erityisesti lukujen 1,2, ..., k alkutekijat kuuluvat
samaan joukkoon. Nyt yhtalossa olevaa tuloa voidaan arvioida harmonisen sarjan
osasummalla, jolloin

ng

ko1
o) > hz::ﬁ' (1.5)

Seuraavaksi arvioidaan osasummaa logaritmin avulla:

> log(k). (1.6)

SRS

k
D
h=1

Arviolle tarkka todistus 16ytyy lauseesta [3.5
Yhdistamalla epéayhtalot (1.5) ja (1.6) saadaan arvio:

oy 2 los(h) (1.7)

Epédyhtaloa ((1.7) kaantaméalla saadaan, etté

o< Pl 1
— ng — log(k)
Siis |
lim inf 1) = lim =0,

eli funktion @ asymptoottinen alaraja on nolla.
k
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Kuva 1.2: Funktion f(k) = %r:“) kuvaaja, kun luku £ on suuri.
Kuvasta [1.2| ndhdaédn, miten funktion

o(ng)
suureksi. Kuvassa [[.2 luvun k arvot ovat vaaka-akselilla.

n

arvot ldhestyvét nollaa, kun luku £ kasvaa
Todistetaan kappaleen loppuun vielé kaava, jolla Eulerin (p-funktion arvon saa lasket-
tua tulolle, jonka termit eivat ole keskenaén suhteellisia alkulukuja.

Lause 1.15. Olkoon ¢ = syt(n,n'), missa ¢ € N ja ¢ # 1. Talloin

Kaavasta huomataan helposti, mista funktion ¢ multiplikatiivisuus tulee, kun ¢ = 1.

Todistus. Olkoon n,n’ € N. Oletuksesta ¢ = syt(n,n’) seuraa, ettd luvuilla n ja n’ on
saadaan

yksi tai useampi yhteinen alkulukutekija. Kirjoitetaan p(nn’) lauseen avulla, misté

1
o(nn') =nn' [] (1 — )
p|nn/ p
Kirjoitetaan seuraavaksi tulo H luvuille n ja n’ erikseen ja jaetaan useamman kerran
plnn’
tulevilla termeilla:

et (-2) e BEEE )

. 1.8
m (i
pln ja pln’ P
Huomataan, ettéd nimittajassa oleva tulo voidaan kirjoittaa luvun c avulla, jolloin

L)1)

plc p
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Sijoitetaan luvun ¢ avulla kirjoitettu tulo yhtaléon (1.8]), ja kdytetdan jokaiseen tuloon
lausetta uudelleen, jolloin

1 1
11 <1 B p> H (1 - p> nep(n) | n'p(n')
n - T T

Tasté saadaan haluttu tulos,

p(nn') = p(n) - p(n') -

1.2 Mobiuksen p-funktio

Toinen téarkea lukuteoreettinen funktio on Mobiuksen p-funktio. Ensimmaisen kerran
funktiota kaytti Euler todistuksissaan vuonna 1748, mutta tarkemman maéaéritelméan ja
perustelut antoi Mobius vasta vuonna 1832. Funktio i on laajasti lukuteoriassa kaytetty
funktio, koska silld on yhteys alkulukujen jakautumiseen ja Riemannin hypoteesiin [6].
Tutkielmassa Mobiuksen funktio toimii olennaisena tyokaluna tutkittaessa Eulerin funk-
tion keskimadraistd kasvunopeutta.

Madritelladn Mobiuksen funktio ja tarkastellaan arvojen jakautumista.

Maaritelma 1.16. Mdobiuksen funktio pn: N — {—1,0,1} C R médritelld seuraavasti:
(1) p(1) =1,
(2) pu(n) =0, jos luku n on neliélla jaollinen,

(3) w(p1,p2,--- k) = (=1)F, missé kaikki alkuluvut py,pa, ..., pr ovat eri lukuja.

. " I 4 I
PO 44 b(] B0 100

-0.5F+

Kuva 1.3: Funktion p arvot valilla [1,100].
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Esimerkki 1.17. Funktio i saa arvoja:

p) =1, p(2) = (=)' =-1, p@3) = (-1 = -1,
M@—u@5=&AﬁﬂZ—Lu®%=M23%=04V=LJM-

Kuvasta nahdaan, ettad u-funktio saa 31 kertaa arvon 1, 30 kertaa arvon -1 ja arvon
0 funktio saa 39 kertaa joukossa {1, 2, ...,100}. Funktion arvot ldhestyvét asymptoottises-
ti kohti nollaa. Luvun 3 alussa tarkastellaan funktioiden asymptoottista kiyttaytymista
ja muutamalla sanalla mainitaan funktion p keskiméaréisestéd kasvunopeudesta.
Osoitetaan seuraavaksi pu-funktion multiplikatiivisuus.

Lause 1.18. Mdbiuksen funktio p on multiplikatiivinen.

Todistus. Olkoot n,m € Z ja syt(n,m) =1 eli n ja m ovat suhteellisia alkulukuja. Taytyy
osoittaa, etta
p(nm) = p(n)p(m).

Kéaydaan todistus lapi tapaus kerrallaan: Jos n = m = 1, niin pu(1-1) =1 = u(1)p(1).
Josn =1jam € Z, niin pu(l-m) = m = p(1l)u(m). Vastaavasti, kun m = 1 jan € Z.
Jos toisella luvuista n tai m on nelillinen tekijé, niin talléin p(nm) = 0 = u(n)u(m).
Lopuksi tarvitsee todistaa tilanne, jos n = pips - pr ja m = q1qz - - - qn. Alkuluvut ovat
kummassakin eri lukuja ja oletuksesta syt(n,m) = 1 seuraa, ettd p; # ¢;. Nyt p(n) =
w(pipz - pr) = (=% ja pu(m) = u(qiqz - - - @) = (=1)", kun nimé yhdistetiin saadaan

p(n)p(m) = (=1)% - ()" = (=" = pu(pipa - - prqiqe - -~ ) = p(nim).
Moébiuksen p-funktio on multiplikatiivinen. ]

Huomautus 1.19. Mobiuksen funktio, samoin kuin Eulerin funktio, ei ole tédydellisesti
multiplikatiivinen. Esimerkiksi p(4) =0# 1 = (=1) - (—=1) = p(2)u(2).

Mobiuksen p-funktiolle voidaan todistaa samankaltainen summakaava kuin o-funktiolle.
Tulos on toinen tarked Mobiuksen funktion ominaisuus.

Lause 1.20. Olkoon m € N. Tdlloin

Zu(a) B 0, kun m > 2.

alm

_{1, kun m =1

Todistus. Todistus seuraa ldhteen [I7, s. 122-123] todistusta. Tilanteessa m = 1 viite
saadaan suoraan.

Olkoon m > 2. Luku m voidaan esittid alkuluvun monikertana m = p”, jollekin A > 1.
Mobiuksen funktion mééritelman avulla avataan summa:

> p(a) = p(1) + plp) + p(p?) + -+ p(") =1=1+0+0+---+0=0.

alm

Viite seuraa téassa tapauksessa.
Jos lukua m ei voida esittdd pelkéstdan alkuluvun monikertana, talloin luku m on
muotoa jollain alkuluvulla p :

m = p"k, missi h > 1,k > 2 ja syt(p, k) = 1.
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Muistetaan, ettd luku a on luvun m tekiji, eli a | m. Aritmetiikan peruslauseesta ja
ehdosta syt(p, k) = 1 seuraa, ettd luku a voidaan esittdd muodossa

a=pl, missi 0 <j<hijal|k.

Ehto syt(p, k) = 1 takaa sen, etté luvun m tekijit ovat kuin luku a ylld. Muotoillaan viite
uudestaan:

M=

INIOEDS
Ik j

alm

n(p'l).

Ehdosta syt(p, k) = 1 seuraa my0s, etta syt(p,l) = 1 kaikille [ siten, etta [ | k. Kéytetdan
seuraavaksi Mobiuksen funktion multiplikatiivisuutta:

doula) =% pl)u).

alm Ik 7=0

Siirretdan termit u(l) sisemméstéd summasta ulos:

2 i) 2 plp) =2 pO( =1 +04+0+---4+0) = > pu(l)-0=0.

1k 7=0 1k 1k
Viite seuraa. 0
Esimerkki 1.21. Valitaan, ettd n = 12 ja lasketaan summa n Z @ ;
a

aln

12 %ﬂ(aa) _ 12(#(11) n ,M(QQ) n M(33) n uiél) N M(66) N M(1122)>
S NCNCRERS
:12(1—;—;_{_(13) — 4

Lasketaan seuraavaksi Eulerin funktion arvo, kun n = 12 :

©(12) = 12 ],1,_1[2 (1 — ;) = 12(3) (2) = 4.

Huomataan vastauksien olevan samat, joten Mobiuksen funktiolla on jonkinlainen yhteys
p-funktion kanssa.

Todistetaan edellisessd esimerkissa tehty havainto Eulerin ja Mobiuksen funk-
tioiden vélilla. Kun aritmetiikan peruslauseen kanssa sovelletaan huomautusta [1.14] niin
funktioiden ¢ ja p yhteys on helpommin nahtavissa.

Seuraus 1.22.

o) = Y d'ula).

aa’=n
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Todistus. Muistetaan, ettd p(n) voidaan kirjoittaa lausen nojalla tulomuodossa ja
sithen sovelletaan seulaperiaatetta huomautuksen mukaisesti, niin saadaan tulo muo-
toiltua uudelleen:

gp(n)an(l—j})zn(l—Zl—i— > . > ! —l—) (1.9)

/ ! oAl
pln pln p p<p’|n pp p<p'<p’|n ppp

Huomataan, etta lausekkeessa olevat ykkoset noudattavat tuttua kaavaa, kun tarkastel-
laan niitda Mobiuksen funktion ndkékulmasta. Sulkeiden sisalld olevat termit, kun kirjoi-
tetaan jokainen p-funktion avulla erikseen saadaan, etta

p(1) =1, u(;) " u(p;) N

Téastd huomataan, ettd u-funktio 16ytyy yhtalosté, kun tarpeeksi muokkaa. Seuraavaksi
paastdan lahemmas haluttua tulosta, kun kirjoitetaan FEulerin ¢ Mobiuksen p-funktion
avulla:

o) =n 3 MY 5 ) (110
aln

pell)- EelE)-go on

Mobiuksen p-funktion maéaaritelméssé neliolla jaolliset luvut ovat nollaa, silli merkinté
p | n kadottaa neliolla jaolliset termit pois. Esimerkiksi tapauksessa, kun n = 4, niin
silloin p(4) = p(2?) = 0. Seuraavassa summamerkinndssé, kun tarkastellaan yhtdlod (1.9)),
on p < p' | n, jolloin tdhédnk&én summaan ei tule neliollisia termejé, koska alkuluvut ovat
erisuuria. Tésta johtuen neliolla jaolliset luvut havidvat. Namé nollat ovat mukana yhtalon
kohdalla, mutta tarkastellessa yhtdloa huomataan, ettd sieltd ne tipahtavat
néatisti pois. Nollien ongelmattomuus on helppoa huomata edellé olleen esimerkin nojalla.

Rivilld (1.11) muuttujanvaihto ensimméisen yhtdsuuruuden kohdalla voidaan tehda
jaollisuuden takia. Mobiuksen funktion ndkokulmasta on sama, ettd onko muuttujana
luvun n jakava luku a, vai lukujen n ja a osaméaara. Rivin toisen yhtasuuruuden
kohdalla on ajateltu, ettd kun a | n, niin n = @’ - a jollakin a’ € Z. Tésta sieventdmalla ja
samanlaisella muuttujanvaihdolla kuin edelld saadaan véite todistettua. O]






Luku 2

Reaalinen (-funktio

Luku kaksi alkaa tutustumisella paattyméattomien tulojen teoriaan. Paattyméattoméat tu-
lot ovat olennainen osa Eulerin (-funktiota, koska tulojen avulla saadaan liitettya al-
kuluvut funktion ¢ kanssa. Eulerin (-funktiosta on luontevaa siirtyd yhteen lukuteorian
tunnetuimmista ongelmista eli Baselin ongelmaa. Baselin ongelmalle on olemassa mo-
nia ratkaisutapoja, joten téssé tutkielmassa perehdytadn tarkemmin kahteen erilaiseen
ratkaisutapaan.

2.1 Paattymattomat tulot

Sarjat ovat tuttu késite eli lukujonon daretén yhteenlasku. Téassa kappaleessa tutustu-
taan tuloihin, jotka jatkuvat darettomyyteen sarjojen kaltaisesti. Tallaisia tuloja kutsu-
taan paattymattomiksi tuloiksi. Kaydaan lédpi kaksi maaritelmaa paattymattomille tu-
loille ja todistetaan muutamia perustuloksia, jotta tutkielmaa lukiessa olisi selvda, mi-
ten tulot kdyttaytyvéit. Paattymattomat tulot ovat tarkea tyokalu matematiikassa. Téssé
kappaleessa esiteltdvit tulokset ja niiden todistukset mukailevat ldhteessa [4, s. 206-209]
esiteltyja tuloksia.

Paattymattomista tuloista mainitsi ensimmaisia kertoja Francgois Viéte vuonna 1593
[7]. Han osoitti, etta

2_\/T 1+1\F L1 1+1\F
V2 N2 2V2 \2 2\2 2y2

Ensimmaiset havainnot paattyméttomista tuloista linkittyvéit vahvasti luvun 7 erilaisiin
esitysmuotoihin.

Maaritellaédn ensin, mista paattyméaton tulo rakentuu, ja tarkastellaan maaritelméa
vield numeerisen esimerkin avulla.

Maaritelméa 2.1. Olkoon jono (a,)5%, reaalisia tai kompleksisia lukuja, ja olkoot

n
tlzal, tgzal'ag, ,tn:al-ag-ag---an:Hak.
k=1

19
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Reaalinen (-funktio

Jarjestettyd paria ((a,)2, (t,)22 ) kutsutaan pddttymdattomdksi tuloksi. Luvut t, ovat

osatuloja ja luvut a, ovat tulon tekijoita.

Huomautus 2.2. Merkintojen helpottamiseksi tutkielmassa kaytetaan kahta erilaista tapaa
merkita paattyméatonta tuloa:

a1Gg -y -+, tai Han. (2.1)
n=1

Padttymattomadn tuloon [[ f(px), missdé P = {p; : i € N} on alkulukujen joukko
k=1

suuruusjarjestyksessa, viitataan tutkielmassa merkinnalla H f(p), missa f: N — C.
peP

Esimerkki 2.3. Yksinkertaisin esimerkki paattyméattomasta tulosta on:
(e.¢]
11 7.
n=1

jolloin

ti=1,t,=1-2=2 #;=1-2-3=6,...,
12
tiy =1-2---12 = [ n = 479001600, . . ..

n=1

Osatulot (t,)2°, ovat luvun n kertomia.

Mitéa tapahtuu kohti daretontd mentaessa? Miten paattyméttomét tulot suppenevat
ja hajaantuvat? Muistellessa sarjoja voisi ajatella, etta tulo suppenee, jos osatulo-
jen jono ()5, suppenee. Téllainen méadritelmé voi johtaa harhaan, jos tulon tekijané
on yksikin nolla, silla silloin tulo suppenee nollaan riippumatta muista tulon tekijoista.
Hémmentéavilta johtopaatoksilta valtytadn, kun maaritellian paattymattomén tulo tar-
kemmin vield suppenemisen ja hajaantumisen osalta. Paattyméattomien tulojen kohdalla
puhutaan harvemmin nollaan suppenemisesta, kuten seuraava méaritelméa sen osoittaa.

Maaritelma 2.4. Olkoon paattymaton tulo H a, ja sen osatulo t,, = H Q.
n=1 k=1
(1) Jos adrettémén moni tulontekija a,, on nolla, niin silloin tulo hajaantuu nollaan.

(2) Jos a, # 0 kaikilla n € N ja (¢,,)22; suppenee nollaan, niin silloin paattymaton tulo
hajaantuu nollaan.

(3) Jos yksikdan tulontekija a,, ei ole nolla, niin tulo suppenee, jos on olemassa luku ¢t # 0
siten, ettd osatulojen (¢,,)2° ; jono suppenee tahin lukuun ¢. Tassa tapauksessa lukua

t kutsutaan tulon arvoksi ja merkitadn t = H (.

n=1
(4) Jos on olemassa luku N siten, ettd a,, # 0 kaikilla n > N, niin tulo H Gy, SUPPENEE,
n=1

o0 o0
jos H a, suppenee (3) kohdan mukaisesti. Tassa tapauksessa tulon H a, arvo
n=N+1 n=1

00
on ajasAz---AanN - H Q.
n=N+1



2.1. Paattymattomat tulot

21

(5) Tulo [ an hajaantuu, jos se ei suppene (3) tai (4) kohdan mukaisesti.

n=1

Maéaritelman kahdessa ensimmaisessa kohdassa todetaan paédttymattéoman tulon
"hajaantuvan nollaan". Avataan tilannetta esimerkin avulla.

Esimerkki 2.5. Paattymattoman tulon arvon 16ytamiseen voidaan kiyttéaa logaritmisar-
joja, kun muistetaan tarkistaa, ettd ay > 0. Osatuloille on totta, etta

N N
log ( 11 an> = log(ay), jokaiselle dérelliselle luvulle N € N.
n=1 n=1

Muistetaan, ettd logaritmi on maéarittelyjoukossaan jatkuva, joten sen voi viedéd raja-
arvojen sisdpuolelle. Seuraavaksi voidaan tutkia rajankdyntida samassa tilanteessa kuin
ylla:

N N N
log (A}I_I}(l)o II an) = Jvlgnm log ( II an) = Nh—IPOO > log (ay). (2.2)
n=0 n=1 n=1

=1
Tarkastellaan tuloa [ — ja sijoitetaan se yht&loon (2.2)), joten
n

n=1

log(ﬁ;)zﬁlog(;)zi_logm):_m

n=1 n=1

Sarja —log(n) hajaantuu. Tarkastellessa osatulojen kéyttdytymistd huomataan niiden
suppenevan nollaan. Tasta seuraa sanonta, ettd paattymaton tulo hajaantuu nollaan.

Huomataan maaritelman nojalla, etta nolla voi olla padattymattoméan suppenevan
tulon arvo. Mutta tdmé on mahdollista, jos ja vain jos aarellinen méara tulontekijois-
td on nollia. Paattymattoman tulon suppenemiseen ei vaikuta tekijoiden lisdéaminen tai
poistaminen, kun tamé tehdaan aérellisella maarélla alkioita.

Tarkastellaan Cauchyn ehtoa tuloille.

Lause 2.6. (Cauchyn ehto tuloille). Pddttymaton tulo H a, suppenee, jos ja vain jos
n=1
jokaiselle € > 0 on olemassa luku N siten, ettd n > N, niin seuraa

|@ni1anio - anip — 1] < g, jokaiselle k =1,2,3,.... (2.3)
Todistus. Katso [4, s. 207-208]. O

Todistetaan lopuksi padttyméattoméan tulon ja sarjan suppenemisen yhteys toisiinsa.

Lause 2.7. Olkoon b, > 0, missi n € N. Tulo H (14 b,) suppenee, jos ja vain jos sarja

n=1

Z b, suppenee.

n=1
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Todistus. Merkitdan
Gn =1 +by+ b3+ +b,, ja t,=(14+0b1)(1+b)(L+b3) - (1+by,).

Jonot (g,)9%, ja ()2, ovat kasvavia, jolloin halutun tuloksen todistamiseen tarvitsee
osoittaa, ettd (g,)s, on rajoitettu, jos ja vain jos (¢,)2%, on rajoitettu. Selvasti t,, > gy,
joten jono (t,)22; on rajoitettu alhaalta jonolla (g,)> ;.

Néytetadan vield, ettd jono ¢, on rajoitettu ylhaalta jonolla e missa (g,)52 . Ekspo-
nenttifunktion f(x) = e” sarjaesityksen nojalla

1+y<e’. (2.4)
Differentiaalilaskennan valiarvolauseesta saadaan, etta eV > 1. Siis
(14 b)(1+by) - (14 by,) < hrtbtthn

joten t,, < e9». Talloin t,, on rajoitettu ylhaaltd jonolla ebrFb2t+bn — cgn
Mainitaan vield, ettéd (t,)5°, ei voi supeta nollaan, koska jokainen ¢, > 1 ja

t, — +00, jos g, — +00.

Nyt on naytetty, ettd (g,)22, on rajoitettu, jos ja vain jos (¢,)%°, on rajoitettu. Tésté

seuraa haluttu vaite. O

2.2 Eulerin (-funktio

Leonhard Euler oli kiinnostunut analyyttisesta lukuteoriasta, ja varsinkin alkulukuihin
liittyvista tuloksista. Euler todisti sarjateorian avulla vuonna 1737, ettd alkulukuja on
olemassa darettoman monta, ja samalla hian tutustui sarjaan

© 1

missd luku s € R ja s > 1 [24]. Téasta sarjasta tuli yksi kuuluisimmista analyyttisen
lukuteorian aiheista. Euler todisti sarjan suppenevan, mutta pystyi todistamaan sarjalle
vahvemman tuloksen. Sarja suppenee tasaisesti puolisuoralla sp < = < oo, kun so > 1.
Sarja hajaantuu, kun s < 1. Euler maaritteli sarjan avulla jatkuvan ja differentioituvan
funktion ¢ : |1, 00[ — R,

>0 1

C(s) =) 5 missd 1 < s < 0o.

n=1

Funktio nimettiin 10ytdjansd mukaan Fulerin (-funktioksi.
Samana vuonna Euler todisti, ettd alkulukujen ja (-funktion valilla on yhteys. Muotoil-

laan tasta seuraava tulos ja todistetaan se paattymattomien tulojen ja Eulerin tulokaavan
avulla.

Lause 2.8. Olkoon s € R ja s > 1, niin

() =TT —

e L -
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Todistus. Todistus jéljittelee lahteessa [4, s. 209-210] olevaa todistusta (-funktion tulo-
muodolle.

Olkoon Tj(s) = []

h=1

1
] — osatulo. Todistuksessa riittad osoittaa, etta

Ti(s) = ¢(s), kun k — oc.
Aloitetaan avaamalla osatulo T}, auki, ja kirjoittamalla termit geometrisena sarjana:

k

1 1 1 1
Tk:H1_ — = . e -
h=1 Dn

() (EE) (B

1 1 1 1 1 1
1+75+Ts+"' 1—0—*84-75—1"" 1+7+TS+...
p1 D1 P> D3 Pr  Dg

Il
P e
e
Il
o

Huomataan, ettéd osatulo T, muodostuu aarellisesta méarasta itseisesti suppenevia sarjoja.
Seuraavaksi kerrotaan ndma sarjat keskendan yhteen ja jarjestelldédn jakajana olevat
alkuluvut p, suuruusjarjestykseen, jolloin saadaan tutun nékoinen itseisesti suppeneva

sarja:
1

Cc1S8,.C28 CLS

Py Py D

= —, missd n = p**p3** - - - pi*° ja jokainen ¢; > 0.
nS

1
Néin ollen T}, = Z —, missd summaus kdy yli lukujen n, joiden alkulukutekijat p, < py.
n
Iy
Aritmetiikan peruslause takaa, ettd summauksessa olevat luvut n ovat sielld vain kerran.
Vahentdamalla summan T}, funktiosta ( saadaan, etta

=1 1 1
C(S)—Tk:nz:lns—%:nsz%:nsa

missa summaus /I kdy yli niiden lukujen n, joiden jokin alkulukutekijé p, > p. Téalloin
n > pg, joten saadaan

1
C(s) = Ty| < —-
n>pg n
s L. o= 1 .
Tall6in summa Z — lahestyy nollaa, kun £ — oo, koska sarja Z — suppenee, joten
n>pi y n=1 ns
viite saadaan todistettua Ty — ((s). O

Lausetta pidetddn aritmetiikan peruslauseen analyyttisena esitystapana [12]. Seu-
raava tulos osoittaa, etta jos Eulerin (-funktion sarjaesitys suppenee itseisesti, niin silloin
funktion ( esitys padattyméattoména tulona suppenee itseisesti.

(e.9] (o9}
Lause 2.9. Jos sarja Z — suppenee itseisesti, niin tulo H — suppenee myos
n=1" h=1+ " Pn

itseisests.
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Todistus. Esitetaan pééttymaton tulo lauseen 2.7 avulla:
oo 1 oo
H — = (1 + f}h),
o L=on° o
missé t, = z% + p%s + .-+ . Avataan sarja t;, geometrisen summan kaavalla
h h
1
()
= 1
i=1 \Ph R

1
. . .. DS v e . . .
Arvioidaan termid —*r ylospéin, jolloin saadaan, ettd
P,

T <o
h ph

kun s > 1 ja p, > 2.
o
Néin ollen sarja Z t;, suppenee itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla. Lauseen
O

h=1
nojalla paattyméaton tulo H (1 + t5,) suppenee itseisesti.
h=1
Lauseessa [1.9] osoitettiin, ettd @-funktion ja Mobiuksen funktion valilld on yhteys.

Moébiuksen funktiolla on yhteys my6s Eulerin (-funktion kanssa.

Lause 2.10. Olkoon s € R ja s > 1, niin
1 i p(n)
C(8> n=1 n®

Todistus. Todistus mukailee 1&hteessa [19] s. 221] tehtya todistusta.
Sarja ((s) = Z — suppenee itseisesti yliharmonisena sarjana. Valitaan toinen sarja
n=1
C(s)=> %, joka suppenee itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla, koska |u(n)| <1
n=1 n
kaikilla n € N. Itseisesti suppenevien sarjojen tulo suppenee myoskin itseisesti Cauchyn
tulon nojalla, katso [4, s. 204-205]. Tamén perusteella saadaan, etté
o~ 1 p(a) o= pla)
s)C(s)=>» — = )
N =

L_ omina sarjoinaan siten, etti

Seuraavaksi kirjoitetaan termit p(a) ja (R
(2.5)

2 2 by ~ 2, (b 22

Merkitddn n = ba, ja sijoitetaan se yhtaloon (2.5):

> o Sla) = 3 o S ula) = 1
n=1 aln

(ba')s alba

ba=1
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koska lauseesta |1.20| muistetaan, ettd »  p(a) =1, kun n = 1 ja muulloin se on nollaa.
aln
Nyt on osoitettu, ettd ((s)C(s) = 1, josta seuraa haluttu véite:

n

1 o0
—zzu(n) kun s > 1. m

¢(n) o ,

Moébiuksen p-funktiolla on kytkos alkulukuihin (-funktion kautta, kuten juuri osoi-
tettiin. Taméan tuloksen myotd funktion p kidyttdytyminen on yhteydesséd alkulukujen
jakautumiseen [0, s. 390-392].

2.3 Baselin ongelma

Pysytaédn viela Eulerin (-funktiossa, mutta tarkastellaan sité seuraavaksi kiinnitetyn ar-
von s = 2 kautta. Tata tulosta kutsutaan Baselin ongelmaksi Bernoullin veljesten ja
Eulerin kotikaupungin Baselin mukaan. Baselin ongelmasta kirjoitettiin ensimmaiset jul-
kiset havainnot noin 1700-luvun alussa. Bernoullin veljekset olivat perehtyneet ahkerasti
Eulerin ¢-funktioon tapauksessa, kun s = 2:

> 1 1 1 1 1 )
29:1+§+3—2+@+§+-~:.

He eivat kuitenkaan saaneet laskettua sarjalle arvoa, joten he pyysivat apua muilta mate-
maatikoilta. Euler kuuli ongelmasta ja alkoi tyostamééan funktiolleen todistusta. Vuonna
1740 Euler esitteli siihen aikaan kauniiksi ja elegantiksi luonnehditun tuloksensa maail-
malle [10].

Tutustutaan Eulerin todistukseen, josta kaikki aikoinaan lahti liikkeelle, ja tarkastel-
laan todistuksessa olevia epédkohtia ja olettamuksia, jotka heikentavéit todistuksen vali-
diutta.

Lause 2.11. ~ )
T
2 = E _— = —

Leonhard Euler todisti sinifunktiolle esityksen paattyméttoméand tulona [10]. Taméa
on tarked tulos kdydé lapi ennen lauseen todistusta.

Lemma 2.12. . )
sin (rz) = mz [ (1 - ;), missd x € R

k=1
Todistus. Katso [14]. O

Lemmasta [2.6] seuraa, ettd sinifunktio voidaan esittda paattymattoméana tulona

0 22 22 22
sin (z) :a:kl;[l (1— W) :m<1— 772> (1— 47r2> --+, missd z € R, (2.6)

ilman lemman 2.6 todistusta olisi Eulerin alkuperéinen todistus Baselin ongelmalle hyvin
puutteellinen. Tulos tekee Eulerin todistuksesta perustellumman, muttei taydellista.
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Todistus. (Lause [2.11)). Todistus mukailee lahdetta [10 s. 62-63]. Euler aloitti todistuk-
sensa k-asteisesta polynomifunktiosta
f(x) =1+ arx + apx® + asz® + - - - + apa®,

jolla on k kappaletta nollasta eroavia nollakohtia. Merkitdan niita by, bo, ..., by. Seuraa-
vaksi kirjoitetaan polynomi f tulomuotoon nollakohtiensa avulla:

- (-2)(-2)--2)

Seuraavaksi Euler kéaytti todistuksessaan sinifunktion sarjakehitelmaé
A 2?2zt 2
sin(z) =r— =+ -+ =z|l—-5+=—%+... |, (2.7)

Euler merkitsi sarjakehitelméé funktiolla g(x), jolloin hén sai yhtéalén (2.7) muotoon

sin ()
—— =a(@).
Sinifunktion nollakohdat 16ytyvét luvun @ monikerroista: 0, =7, £27, £37,... . Huoma-

taan, ettd funktion ¢(x) = 1— %? + %T — "’é—? +... nollakohdat ovat samat lukuunottamatta
arvoa x = 0.

Seuraava vaihe Eulerin alkuperdisessi todistuksessa on kyseenalainen, koska Euler
tulkitsi polynomin ¢(z) oo-asteiseksi polynomiksi. Padttyméattoman potenssisarjan esi-
tys tulomuodossa nollakohtien avulla ei ole itsestdan selvyys ja polynomin aste on aina
aarellistd. Oletetaan epakohdat perustelluiksi ja jatketaan todistusta.

Euler kirjoitti "polynomifunktion" ¢(x) nollakohtien avulla, jolloin funktio ¢(z) muo-
dostuu paattymattomasta tulosta

2 ozt S

q(x):1_§+a_ﬁ+"'

(e 225

Seuraavaksi Euler yhdisti perdkkéiset termit keskendén saadakseen yhteisia tekijoita sa-
malla tavalla kuin yhtalossa ((2.6)):

$2 ZL’4 336 1‘2 1,‘2 ZL‘2
1‘3;+5!‘71+---:(1‘7T2><1‘227T2><1‘32W2>"'
1 1 9 4
:1‘<2+22W2+327r2>1‘ + ()t -

Lopuksi Euler vertaili luvun 2? kertoimia yhtilosté

2 at S _ 1 1 1 )
_§+§_ﬁ+..._ — p+227T2-|—327T2+... i N
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josta padsi muutaman laskutoimituksen padahdn haluamastaan ratkaisusta.

1 (111
3 ﬁ+227r2+327r2+“'

Euler kertoi yhtaloa puolittain luvulla —72, jolloin

11
gl bttt

Euler viimeisteli todistuksensa vastaukseen

S| 7T2
2ET g -

Eulerin todistusta voidaan pitda alkusysdyksena Baselin ongelman ratkaisemiseen,
koska nykyadn Baselin ongelmaan on monia erilaisia todistuksia. Matemaatikot huo-
masivat, ettd ongelmaa voidaan ldhestyd eri matematiikan osa-alueilta, kuten Fourier-
analyysin, todennakoisyysteorian, kompleksianalyysin, jne. ndkokulmista.

Todistetaan lause uudestaan taysin toisenlaisen lahestymistavan kautta. Vuonna

1]
1978 Frits Beukers todisti 2-ulotteisella Riemann integraalilla / / 1 , ettd arvo ((3)

0o Jo 1—uay
on irrationaaliluku. Téasta todistuksesta huomattiin, ettd samanlaisella lahestymistavalla

pystyttiin laskemaan funktion ((2) tarkka arvo.

Todistus. (Lause [2.11)). Todistus seuraa lihdettd [2]. Todistus perustuu ylli esitetyn Rie-
mann integraalin ja arvon ((2) véliseen yhteyteen laajentamalla integroitava osa geomet-
riseksi sarjaksi, jota voidaan integroida termeittain.

Geometrisestéd sarjasta muistetaan, etta

1
1—=zy

hE

=1+ay+ (zy)? + (2y)* + - = (2y)", kun |zy| < 1.

I
o

n

Seuraavaksi integroidaan ylla olevaa geometristd sarjaa termeittain:

7 1 1 1 1 1 °© dd " >0 1 1 d
/0/0 1—2xy /o/onz% Y Y /onz‘;y n+1 4

s > —¢2).

20 & L
N nzzo(n—l—l)2 _Z

n=1

n2

Integroiminen sarjan yli onnistuu, koska funktiot ™ ja y™ ovat aidosti positiivisia ja
2
integroituvia koko suljetulla vililla [0, 1]. Téytyy siis osoittaa, ettd I = %

Integraalin kulkema alue xy-tasossa on nelio, jonka vastakkaiset kulmat ovat (0,0) ja
(1,1). Tehdddn muuttujanvaihto kdantdmalld koordinaattiakselit myotapaividn 7 radiaa-
nikulman verran. Talloin nelié kadntyy kuvan [2.1] osoittamalla tavalla.
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X
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Kuva 2.1: Todistuksessa tehtava koordinaatiston muutos.

Koordinaatiston muutosta voidaan kuvata muuttujien vaihdolla seuraavasti:

U—1v . u+t+v 1 2

u:v+\/§mjav:—u+\/§y.

Muuttujanvaihto tehdédan muuttujanvaihtolauseen nojalla, koska Jacobin determinantti
on positiivista. Alkuperéisessa koordinaatistossa piste (1,0) vastaa kdannetyn koordinaa-

tiston pistetta (\/5, 0), katso kuva Nelion symmetrian avulla voidaan ldhtea laske-
maan integraalia kahdessa osassa:

vl 2 V2 [ V2-u 2
a5 (a2 ) e e
0 0 2—u?+4 02 % 0 2 —u2 4 9?

) we T a)ae e
0 0 2—u?+v? % 0 2 —u2 4 0?

Integraaleihin pystyy soveltamaan tuttua integrointikaavaa

z 1 1
/ mdtZEarctan <Z>,b<0
0

Kéytetdan edellisté integrointikaavaa ylld olevan yhtélon ([2.9) sisempiin integraaleihin:

u 1 1 U
— dv= ———arctan | —— | ja
/0 2 —u? + 0?2 V2 —u? <\/2—u2>J

/ﬁu 1 4 1 . V2 —u
= U = —————=arctan | —m—|.
0 2 —u? 4 v? V2 —u? V2 — u?

Nyt voidaan jatkaa laskemista sijoittamalla sievennetyt muodot alkuperaiseen yhtéa-
166n ([2.9)):

u

1—4/;§1arctan du+4/\/§1arctan 27
0 V2 —u? V2 —u? % V2 —u? V2 —u?
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Merkintojen helpottamiseksi asetetaan, etta

- 1 U .
I, = 4/\/§ ﬁ arctan (\/W) du Ja
\/5 U
= 4/ 3 ——arctan [ —— | du.

Lasketaan ensin integraalin I; arvo kiinnittdmalld v = /2sin (f). Lasketaan termi du
kiinnitetyn arvon avulla, jolloin du = v/2 cos (/) df = /2 — u? df. Lasketaan uudet rajat

integraalille, - 7= \/§s1n (0), jolloin § = %. Huomataan, etté

U
V2 —u?

Talloin kaikki termit, joissa on tangentin kaénteisfunktiota, kumoutuvat pois ja jaljelle

jaa vain integraali
x 2
11:4/606%):2(”) .
0 6
Lasketaan integraali I, muuttujanvaihdolla u = /2 cos (26), jolloin

u = —2v/2sin (20) df = —2v/24/1 — cos? (26) db

2
= V21— % o = —2v/2 — a2 df.

tan (0) =

Huomataan, etté termi V2-u ) gaadaan supistettua tutumpaan muotoon trigonometris-
V2—u?

ten funktioiden laskusaénnoilla:
V2—u  V2—+2cos(20)  V2(1—cos(20))  1—cos(20)

V2—u? \/2— V2 cos (26))2 \/2(1 — cos* (20)) - VI—cos?20

_ 2sin®(f)  2sin*(f)  sin(6)

~ sin(20)  2sin(f)cos(f)  cos ()

= tan (6).

Integraalin uudet rajat lasketaan muuttujanvaihdolla v/2 = v/2 cos (26), jolloin € = 0 ja
% = V/2cos (2), joten § = Z. Télloin integraalin I arvo on

- 2
12:8/(]69(19:4(2) .

Lopulta saadaan laskettua koko integraalin arvo,

7T2 7T2 7T2 7T2
I=L+L=2(=) +4(=) =6([=] == O

Baselin ongelman ratkaisu on hieno tulos, jota voidaan ldhestyd monella erilaisella
tavalla. Matemaatikot ovat tutkineet Eulerin (-funktion arvoja, ja huomanneet parillisten
lukujen olevan helpompia laskea kuin parittomien. Roger Apéry sai todistettua vuonna
1978, ettd ((3) on irrationaaliluku, mutta tarkemmin funktion ¢ parittomista luvun s
arvoista ei tiedeta [11].






Luku 3

Suhteellisten alkulukuparien
todennakoisyys

Tassa luvussa todistetaan tutkielman péatulos lauseena Tulosta soveltaen todiste-
taan todennakoisyys suhteellisille alkulukupareille. Johdatellaan luvun aiheeseen tarkas-
telemalla tutkielman kansikuvaa tarkemmin.

Kuva 3.1: Tutkielman kansikuva.

Kuvassa 3.1 on 13 x 13-ruudukko, missé ruutu kuvastaa lukuparia. Mustilla ruuduilla
kuvataan tilannetta, jolloin lukujen suurin yhteinen tekija on yksi ja valkoisten ruutujen
kohdalla lukujen suurin yhteinen on jotain muuta kuin yksi. Ennen kappaletta 3.3 tar-
kastellaan funktioiden asymptoottista kayttaytymista, funktioiden keskiméarédisen kas-

31
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vunopeuden arvioimista yleisessé tilanteessa ja tarkemmin Eulerin funktion tapauksessa.
Luvun loppussa perehdytaan viela Fareyn jonoihin paatuloksen eraana sovelluksena.

3.1 Funktioiden asymptoottinen kayttaytyminen

Paul Bachmann esitteli vuonna 1894 julkaisemassaan analyyttisen lukuteorian kirjassa
merkinnan O kuvaamaan funktioiden asymptoottista kayttaytymistd. Edmund Landau
piti tatd merkintda jarkevana ja kaytti O-merkintda omassa kirjassaan vuonna 1909. Lan-
daun julkaisema kirja saavutti suuremman lukijajoukon, jolloin O-merkintd sai nimen
Landaun symboli. Merkintd O on olennainen tyokalu, kun kuvataan funktioiden asymp-
toottista kasvunopetta, ja merkinnallé saadaan yksinkertaistettua sotkuisia ja pitkié mer-
kintoja.
Madritelladn O-merkintd formaalisti.

Maaritelma 3.1. Olkoot f,g: A — R, kun A C R. Merkitdan f = O(g(x)) suurille z,
jos ja vain jos on olemassa vakiot k, g € R siten, etta

|f(x)| <Ek-|g(x)|, kaikille x > x.

Bl - =

Kuva 3.2: Funktio kg on funktion f asymptoottinen ylaraja.

Maaritelmén mukaan f ei kasva nopeammin kuin O(g(x)) arvon zg jalkeen. Kuvasta
nahdaan, miten funktion f kuvaaja pysyy funktion k - g kuvaajan alapuolella pisteen
xo jalkeen.

Merkintéda kaytetdan kuvaamaan funktion raja-arvokayttaytymisté kohti jotain tiet-
tya arvoa tai ddaretontd mentdessa. Téssa tutkielmassa perehdytéddn tarkemmin funktion
asymptoottiseen kayttaytymiseen kohti daretontd mentéaessa, joten esimerkit on valittu
tasta nakokulmasta.

Esimerkki 3.2. Jos f(x) = 2* — 52 + T2* — 381z + 4092, niin méaritelméan 3.1 mukaan
funktio voidaan kirjoittaa lyhyempéaan muotoon johtavan termin avulla. Tésséa tapaukses-
sa johtava termi on z*, koska luvun z lihestyessd ddretontd termi z* "paattdd" funktion
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asymptoottisen kdyttaytymisen. Funktion loppuosa muotoillaan O-merkinnén ja jaljelle
jadneiden termien johtavan termin z® avulla. Funktio saadaan muotoon f(z) = z*+0(2?).

Maaritelma 3.3. Olkoot f,g: N — R tai f,g: R — R siten, ettd lim M = 1. Tall6in

funktiot f ja g ovat asymptoottisesti ekvivalentit. Merkitdan f ~ g.

Esimerkki 3.4. Tarkastellaan funktiota f(z) = 2% 4+ 2. Funktio f voidaan méadritelmén
[3.1]nojalla siistid muotoon f(z) = 2°+0(2?), koska termi 2% on tissi tapauksessa funktion
nopeuden maédraava termi. Seuraavaksi voidaan jakaa termilla 2%, jolloin

flz) _
2 o

Nyt viedaan luku z kohti aaretontas:

fz(f)%l, kun z — oo,

koska termi ogf) menee nollaan, niin virhetermi kutistuu hyvin pieneksi ja funktio saa-
daan arvioitua. Funktio f on asymptoottisesti ekvivalentti funktion h(z) = 2% kanssa,
merkitdan f ~ 27,

Merkinnalld O pyritdédn karsimaan epéoleellinen osa funktiosta pois ja jattdmadn jal-
jelle téarkein osa, funktion keskiméaéraisen kasvunopeuden maaraama termi. Télla ominai-
suudella saadaan arvioitua epayhtalot suoraan yhtaloiksi, koska O-merkinta pitda kaiken
informaation mukana korostaen todistuksen kannalta tarkeintd osaa. Tétd ominaisuutta
tarvitaan heti seuraavan lauseen todistuksen loppupuolella.

Tarkastellaan seuraavaksi harmonisen sarjan osasummien arviointia, silla siiné sovelle-
taan O-merkintdé ja tulosta tullaan tarvitsemaan tutkielman pdatuloksen todistamisessa.
Harmoninen sarja hajaantuu hyvin hitaasti, koska sen osummia voidaan arvioida logarit-
mien avulla seuraavan lauseen mukaisesti.

Lause 3.5. Olkoot m > 1 ja 0 < v < 1. Tdlloin

ULy | 1
] o=
hglh og (m) +7+ <m>
missd v on Fulerin vakio.
Huomautus 3.6. Eulerin vakiolla on numeerinen arvo, v = 0,577215665 . . .. Tastd numee-

risesta arvosta huolimatta matemaatikot eivat ole pystyneet osoittamaan, onko 7y ratio-
naaliluku vai irrationaaliluku [12, s. 46].

Lause todistetaan suppenemistestin erikoistapauksena.

Todistus. Olkoot

o1 m ]
b = 7 m:/ —dxr =1 j bm:tm_ m-
hgl S L0 og(m) ja s
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Kuva 3.3: Ylasumma ¢, integraalille s,,.

Kuvasta [3.3 nahdaén, ettd ylasumman ¢, palkit ovat integraalin s, ylapuolella

joten
[Ty
1 T o h
ja talloin b, > 0 kaikilla m € N. Erotus b, on alhaalta rajoitettu
Kuvan avulla huomataan log(m + 1) — log(m) > +1’ joten

1 m+1 dy
by, — bppr1 = ——— / — > 0.
+1 m+1+ o=

Siis lukujono (b,,)2°_; on vaheneva. Téll6in on olemassa raja-arvo

m

1
lim b, = nll_l}go}; 7 log(m) = ~. (3.1)

Edellisten vaiheiden nojalla tiedetaén, etté

m+1 dg 1 1 1
OS m m+l_/ < =

m+1 m m+1  mm+1)

s 1
koska L < L kun m <z <m + 1. Sarja Z —— suppenee kohti lukua 1, joten
rom = m(m+1)
b—limb:ib <Z ——L ! (3.2)
h mao m — m m+1 m+ 1 h .
Arvioimalla epayhtélo (3.2) yhtaloksi O -merkinndn avulla ja yhdistdmélla sen yhtalon
(3.1) kanssa saadaan, etta
UCN | 1
——1 —v=0|—|.
h; o~ log(m) = <m>

Termit uudelleen jarjestamélla saadaan haluttu vaite.

m 1 1
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m
Huomataan, ettd harmonisen sarjan osasummat Z — ovat asymptoottisesti ekviva-
h=1
lentit termin log(m) kanssa.

Palataan vield Mobiuksen funktioon ennen kuin siirrytaén tutkimaan Eulerin funktion
keskimaaraista kasvunopeutta. Funktion p saa arvon 0 useimmin verrattuna arvoihin 1
ja -1. Funktion asymptoottista kayttaytymisté voidaan tarkastella keskimaéréisen kasvu-
nopeuden avulla. Mobiuksen funktion keskiméaraista kasvunopeutta kuvataan Mertensin
funktiolla

M(z)= > p(n)
1<n<zx
kaikille n € N. Mertensin funktiolle pétee, kun |u(n)| < 1, niin selvasti |[M(z)| < [z]
luvuille x > 0. Keskiméardinen kasvunopeus Mobiuksen funktiolle saadaan néyttamalla
raja-arvo
M(x
lim (z)

T—00 x

=0.

Tarkka todistus 10ytyy lahteesté [6l, s. 350-351].

3.2 Eulerin funktion keskimaarainen kasvunopeus

Maaritelladn seuraavaksi Eulerin ¢-funktiosta muotoiltu summafunktio, jonka keskiméaa-
riaisen kasvunopeuden nayttaminen on tutkielman paétulos.

Maaritelma 3.7. Olkoon ¢ : N — R,

®(n)=>» ¢(h),n eN.

WE

h=1

Esimerkki 3.8. Summafunktio ¢ saa arvoja

®(5) = iw(h) =p(1) +¢(2) +p(3) + p(4) + p(5) =1+ 1+2+2+4 = 10.
h=1

16

®(16) = > p(h) = 80.

h=1

Seuraava lause osoittaa summafunktion keskimaéraisen kasvunopeuden. Tuloksella on
monia sovelluksia, joista kaksi esitetaan tasséa tutkielmassa. Lisda sovelluksista voi lukea
ldhteesta [12].

Lause 3.9. ®(n) = 37%2 + O(nlogn).

Todistus. Todistus mukailee lahteestd [12], s. 353-354] 16ytyvda todistusta. Aloitetaan
avaamalla ®(n) ja sovelletaan siihen seurausta [1.22}

D(n) = (1) +@2)+---+pn)= > dua)

aa’<n
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Tulo a'p(a) voidaan avata kahdeksi summaksi, kun muistetaan huomioida edellisen sum-
mauksen ehto aa’ < n, jolloin

n 2]
2 dpfa) = Z_:lu(a) 2 d (3.3)

Merkinnélla BJ tarkoitetaan murtoluvun # kokonaisosaa. Merkinnan tarkempi méaritel-
1]
ma loytyy tutkielman johdannon merkintojé -osiosta. Huomataan, ettd summassa Z a’

a’'=1
lasketaan kokonaisluvuilla, jolloin se voidaan ilmaista aritmeettisen keskiarvon avulla:

LR EIEED)

2

a’'=1

Sijoitetaan aritmeettinen keskiarvo yhtaloon (3.3):

S (BLEL) <28 [2 + 2] »

a=1 a

Tarkastellaan sulkeissa olevaa osaa (EJQ + L%J) Tiedetaédn, etta

joten

RO

2 2
Termin bJ +2 EJ + 1 keskimaarainen kasvunopeus on bJ , joten loppuosa arvioidaan
O-merkinnan avulla, jolloin sen kasitteleminen helpottuu todistuksessa. Saadaan yhtalo

HRE R R 6!

joten alkuperaisen termin saa kirjoitettua muotoon

(] +[2) - () o ()

Sijoitetaan arvio yhtaloon (3.4) ja avataan tulo funktion p summan kanssa:

”2+zij ()) (3.5)
ol£) e
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Viimeisesta summasta havida p-funktio, koska se saa arvoja —1,0 ja 1, joten u ei vaikuta
n

arviointiin. Kirjoitetaan summa E — lauseen avulla, jolloin yhtaloon saadaan haluttu

a
a=1

logaritmi nékyviin:

" 1
Z =log(n) +v+0O (n) = log(n) + O(1).

Sijoitetaan tulos yhtaloon (3.6} 3.6 ja saadaan, etté
n Z “
Merkinta O(1) yhdistyy sulkeiden ulkopuolella olevaan O-merkintaan.

Vaihdetaan osasummat sarjoiksi, jolloin lisaksi tuleva termi arvioidaan merkinnalla O,
koska sen kasvunopeus on hitaampi muihin verrattuna:

(n) +O(1)).

7 &, ula) n? & pula) , &1
PR + O(nlog(n)) = ?az::l ) (nlog(n))+ 0O [n a:zn;rl il (3.7)
<1
Arvioidaan yhtélon (3.7)) viimeistd termid Z 5 integraalin avulla:
a=n+1
> 1 o 1 1
> 5 <[ —da=-—
g n a n
Sijoitetaan arvio yht&loon (3.7)), jolloin saadaan
n? & 1 n? &
?Zi-FOnlog( ))—1—0( ) ?Z (n)) + O(n).

Nyt ollaan saatu funktion ® keskimaérainen kasvunopeus siihen vaiheeseen, etta si-
joitetaan tutkielmassa aiemmin todistettujen lauseiden tulokset paikalleen. Lauseen [2.10]
nojalla saadaan Eulerin funktion arvo ((2), johon sovelletaan Baselin ongelman ratkaisua

((2) = = Siis

- ”Zi (n)) +O(n) = ’";-C(lz)+0<nlog(n))
- f + O(nlog(n))
=3 4 O(nlog(n)). m

3.3 Suhteellisten alkulukuparien tiheys

Tahan mennessa on tutkittu Eulerin ¢ ja ( -funktioita, Mobiuksen funktiota, tarkasteltu
funktioiden keskimédraisten kasvunopeuksien arvioimista ja todistettu ®-funktion kes-
kiméarainen kasvunopeus. Funktion ¢ kasvun sovelluksena pystytadn todistamaan tut-
kielman toinen pédatulos. Miké on todennékoisyys, ettéd kaksi satunnaisesti valittua ko-
konaislukua joukosta {1,2,3, ..., N}? ovat keskeniin suhteellisia alkulukuja? Kysymysta
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taytyy ldhestya ensin darellisesta tilanteesta ja tdmaéan jalkeen tutkia, mitd tapahtuu lu-
vun N kasvaessa suureksi. Tarkastellaan tutkielman kansikuvaa ja huomataan, etta 169
lukuparista 115 paria on suhteellisia alkulukuja keskenéén, jolloin todennakoéisyys saada
satunnaisesti valittuna suhteelliset alkuluvut on 68%. Todennékoisyys on hieman suu-
rempi, kun lukuja on vahan. Suuremmalla maaralla kokonaislukuja todennéakoéisyys saada
suhteelliset alkuluvut on noin 61%.

+0.006 et
0.60712

100 200 300 400 500 600

Kuva 3.4: Suhteellisten alkulukuparien tiheys.

Kuvassa [3.4] ndhdaén suhteellisten alkulukuparien joukon asymptoottinen tiheys. Ti-
heyden heilahtelu on suurta, kun lukupareja on vahan. Tasta johtuen kansikuvassa olevien
alkulukuparien maéra on suhteessa suuri kaikkiin lukupareihin kyseisessé ruudukossa. Vir-
he pienenee alle prosenttiin, kun ylitetdan 200 kokonaislukuparin raja. Asymptoottinen
tiheys lahestyy seuraavan lauseen osoittamaa arvoa.

Lause 3.10. Olkoon N € N. Merkitddn suhteellisten alkulukuparien joukkoa
Ty ={(n,n') eN:1<n,n < N,syt(n,n') =1}
ruudukossa N x N. Tdlloin

o 210 - 5 4o (220

N5 N2 g2 N

) ~ 61%.
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Todistus. Tarkastellaan aluksi kuvaa [3.5

Kuva 3.5: Puolikas N x N-ruudukko ja sen diagonaali.

Kuvassa nidhdaén puolet joukosta {1,2,3,..., N} x {1,2,3,..., N} ja ruudukon
diagonaali. Punaiset ruudut kuvastavat tilannetta, kun syt(n,n’) # 1 ja mustilla ruuduilla
on merkitty tilanne, jossa syt(n,n’) = 1. Todistuksessa osoitetaan, ettd mustia ruutuja
on N x N-ruudukossa noin 61%.

Olkoon N > 1, jolloin ruudukossa on N? kappaletta lukupareja. Kiinnitetdén toinen
lukuparin luvuista, jolloin niistd N? lukuparista Eulerin ¢-funktio antaa meille niiden

lukujen lukumaéaaréan, jotka ovat suhteellisia alkulukuja kiinnitetyn luvun kanssa. Kuvan
N

3.5| tilanteessa ¢-funktiosta muodostuu summa Z ©(n), jolloin koko ruudukosta N x N
n=1
muodostettu summa on

Q-Zcp(n)—l.

Summasta vihennetaan yksi, koska diagonaalin ainut musta ruutu on pari (1,1), ja se
tulee laskuun kahdesti mukaan molempien puolikkaiden mukana. Lauseen (3.9| nojalla
tiedetéddn, ettd p-funktioiden summa on funktion ® keskimééardinen kasvunopeus:

2-i¢(n)—1:2-q>(zv)—1:2- <3N2+O(Nlog(N)> ~1 (3.8)

T2

Yhtélosté (3.8]) saadaan lukuparien lukumaééré, jotka ovat keskendédn suhteellisia alkulu-
kuja ruudukossa N x N.

Seuraavaksi lasketaan klassisen todennakoisyyden avulla, paljonko suhteellisia alkulu-
kupareja on suhteessa kaikkiin ruudukossa oleviin lukupareihin. Saadaan suhde N x N-
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ruudukon lukupareista

2. (377 + O(Nlog(N)) —1

6 N O(Nlog(N)) 1

N2 72 N? N2
6 log(N) 1
—Wﬁo( N >_N2
6 log(N)
_Wﬁo( i )

Termi —ﬁ kasvaa keskiméaaraisesti hitaammin termiin % verrattuna, joten se voi-

daan arvioida O-merkinnin alle.

Kun luku N lahestyy kohti daretonta, termi O (log](VN)> menee nollaan. Talloin suh-
teellisten alkulukuparien todennakéisyys on % ~ 0.61. [

Tulos voidaan yleistéda tapaukseen, missé valitaan m kappaletta luonnollisia lukuja, ja
tarkastellaan todennakoéisyytta, etta néilla luvuilla m ei ole yhteisia tekijoita, jotka ovat
suurempia kuin yksi. Tamén tapauksen todennakoéisyys pystytdan laskemaan suoraan
Riemannin (-funktion arvolle =+ . Tilanteessa, missé tarkastellaan useampaa kuin kahta,

¢(m)
luonnollista lukua, tarvitaan lisdehto luvuille (ny, no, ..., n,,) siten, etté
syt(ni,n;) = 1 kaikille ¢ # j. Tamaén lisdehdon kanssa on onnistuttu laskemaan vain

tilanne, missa on kolme satunnaisesti valittua lukua. Tassa tapauksessa todennakoisyys
tippuu alle 30 prosentin [I].

3.4 Fareyn jonot

Tarkastellaan tutkielman lopuksi Fareyn jonoja, miké on erds lukuteorian osa-alue. Téssé
kappaleessa osoitetaan, ettd Fareyn jonoilla on yhteys summafunktion ® keskimaéraisen
kasvunopeuden kanssa. Kappaleessa tutustutaan Fareyn jonoihin pintapuolisesti yksit-
taisten ominaisuuksien kautta lahteen [21) s. 141-144] mukaisessa jarjestyksessé. Léhtees-
ta [12] loytyy lisdd Fareyn jonojen tuloksia ja sovelluksia.

Almanakassa "Ladies Diary" esitettiin vuonna 1747 kysymys: "Kuinka monta erilaista
murtolukua on olemassa, mitka ovat pienempia kuin yksi siten, ettd suurin nimittaja on
alle 1007" [I8, s. 34]. Kysymys herétti mielenkiintoa ja oli haastava, koska vuonna 1747
kukaan ei ollut vield maéritellyt kasitetta Fareyn jonoille. Kysymys ratkaistiin seuraavan
vuoden Ladies Diary -almanakassa. Vastaukseksi oli laskettu vuonna 1748, ettéd ehdot
tayttévia murtolukuja olisi olemassa 3055 [13], s. 23].

Maaritelladn Fareyn jonot ja todistetaan niille muutamia perustuloksia, jotta voidaan
Fareyn jonojen avulla antaa kysymykselle vastaus ja tarkistaa, onko se laskettu oikein
vuonna 1748. Fareyn jonot voidaan méaritella eri tavoilla lahteen ldhestymistavasta riip-
puen, kuten ldhteita [12] ja [21] vertaamalla huomaa.

Maaritelma 3.11. Maaritellaan Fareyn jonot induktion avulla. Merkitaan termit % ja %
ensimmaiselle riville. Seuraavien rivien n = 2, 3,4, ... termit rakentuvat sdannolla, missa
n. rivi syntyy (n — 1). rivin termien jérjestyksesté, mihin tulee uusi termi rivilla (n — 1)
olevien vierekkéisten termien  ja % véliin, jos ehto h + 1 < n patee. Uusi termi on aina
muotoa %.
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Maéritelméan mukaan toisella rivilla ovat edellisen rivin termit % ja % Uusi termi

?—E tulee termien = ja % valiin, koska ehto 1 + 1 < 2 tayttyy. Kolmannelle riville tulevat
1 2

uudet termit 3 ja £ toisen rivin termien véleihin. Neljannelle riville uusiksi termeiksi

kayvat murtoluvut ; ja %, mutta termit % ja g eivat kéy, koska 5 > 4.

O =[O =IO =IO RO
G| =

= e

W= W= =

v~

PRI = R = R = R

U] W

Wik Wlry Wi

W W

o]

el B el B e T B S e e S

Kuva 3.6: Viisi ensimmaistd Fareyn jonoa méaaritelmén mukaan.
Kuvassa [3.6] ndhd&én, miten uudet rivit sailyttavit edellisten rivien jarjestyksen, ja

mihin uudet termit sijoittuvat méaritelmén [3.11] mukaisesti.

Esimerkki 3.12. Kirjoitetaan kuvan [3.6| viisi ensimmaista Fareyn jonoa auki:
7z 101
11
s _[011
17271
01121
y?)_ {173727371}

_fo111231
C1174’372737471

ﬁ:{01112132341}_

A

s

%

5 I75717§757§757§7E757I
Fareyn jonon pituus lasketaan termien lukuméaran mukaan, eli

#ﬁl = 2, #ﬁg = 37 #ﬁg = 5, #}1 =7 ja #gg, =11.

Fareyn jonoissa termien lukumaéaara kasvaa nopeasti suureksi, jolloin pituuden maéaritta-
minen tietylle Fareyn jonolle muuttuu tyoladksi.
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Kuva 3.7: Fareyn kaaviolla esitettynd .%g.

Ensimmaisessa kuvassa on Fareyn kaavion avulla esitetty Fareyn jono .#7,. Fareyn
kaavio muodostuu ympyrén kaarista, jotka yhdistdvat Fareyn jonojen termit toisiinsa.
Kaaviossa pisin ja korkein kaari kuvaa jonoa %1, eli se lahtee termista % ja paattyy ter-
miin % Seuraavat kaksi kaarta kuvaavat jonoa .%,, koska siind on kolme termié, jotka
yhdistetdan toisiinsa. Néin jatketaan jonoon .%7, asti, jolloin valmiiseen kuvaan on muo-
dostunut Fareyn jono %y.

1 20 40 60 73

.

1410

115

Kuva 3.8: Fareyn jono Zis.

Toisessa kuvassa [3.8| on esitetty Fareyn jono %15 nimittédjien avulla. Varitetyt ruudut
ovat jonon 5 nimittajia luvusta 1 lukuun 15. Véritetyt ruudut laskemalla saadaan
termien lukumééra kyseissd jonossa eli jonon %15 pituus on 73.

Kuvista [3.6] ja nihdaan, ettd Fareyn jonojen termit kiyttaytyvat symmet-
risesti. Symmetrisen kayttdytymisen lisiksi Fareyn jonoilla on muitakin mielenkiintoisia
ominaisuuksia, kuten termit { ovat supistetussa muodossa siten, ettd 0 < { <1.

Seuraavassa lauseessa tarkastellaan kahta Fareyn jonon termia { ja % ja osoitetaan
niiden olevan vierekkaisia, mikéali ne toteuttavat kaavan kh — ql = 1.

Lause 3.13. Jos termit { ja % ovat vierekkdisid Fareyn jonossa #, siten, ettd termi
k

on termin 7 vasemmalla puolella, niin kh — ql = 1.

Todistus. Todistus seuraa lahteessd [21, s. 142] esitettyd todistusta. Todistetaan viite
induktion avulla. Tapaus on selva, kun n = 1.
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Tehdédan induktio-oletus. Oletetaan, ettéd véite patee Fareyn jonolle %, 1, jolloin
kh —ql = 1.
Osoitetaan, etta vaite patee Fareyn jonolle .%,,. Fareyn jonossa .%,, vierekkaisia termeja

. q k - q gtk - gtk k g sk . . o
ovat joko i, 7 tai i, 57 tai 57, 7, missd termit { ja 7 olivat vierekkéisid jonossa 1.

Nyt saadaan, etta

kh — gl =1 tai
(g+k)h—q(h+1)=qh+kh—qh—ql =1 tai
Kh+1)— (q+ k)l = kh+Hk —ql— k= 1.

Viite on osoitettu induktion avulla. O
Lauseen [3.13| avulla saadaan kaksi lisiehtoa Fareyn jonojen termeille.
Seuraus 3.14. Fareyn jonojen termit ovat aina suuruusjirjestyksessa.

Todistus. Olkoon termi § Fareyn jonossa .7,, missi n € N. Valitaan samasta Fareyn
jonosta termi %, joka on termin { viereinen termi oikealta puolelta. Todistus menee vas-
taavasti vasemmalta puolelta valitulle termille. Talloin lauseen [3.13| nojalla patee:

kh —ql = 1. (3.9)

Jaetaan yhtaloa (3.9) puolittain nimittédjien tulolla:

kh gl 1
hi  hl  hl
koa_1o,
I  h hl—
Vaite seuraa. O

Seuraus 3.15. Fareyn jonon termi § on supistetussa muodossa, eli syt(q,h) = 1.

Todistus. Olkoon n € N. Olkoon Fareyn jonon .7, termi , jolle halutaan osoittaa, etta
syt(g,h) = 1. Valitaan samasta jonosta termi % siten, ettd se on termin { vierekkéinen
termi vasemmalta puolelta. Todistus menee vastaavasti, jos valinta tehddan termin £

h
oikealta puolelta. Termeille % ja § pitee lauseen nojalla yhtalo:
ql — kh = 1. (3.10)

Muistetaan, ettd luvut [, & € N, jolloin yhtalosta (3.10]) ja Bézout'n lemmasta seuraa, etté
syt(q,h) = 1. Bézout'n lemma 16ytyy lahteesta [0l s. 91]. ]

Osoitetaan, ettd tamé vierekkaisten termien véliin tuleva uusi termi on yksikéasitteinen
pienimmalla nimittajalla.

Lause 3.16. Olkoot termit { ja % vierekkdisia missa tahansa Fareyn jonossa. Tdlloin kai-

kista mahdollisista murtoluvuista termien i ja % vilissd, murtoluku ©8 on yksikdsitteinen

ht
pienimmdlld mahdollisella nimittdjalld.
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Todistus. Todistuksen idea seuraa ldhdetta [21, s. 142-143|. Aluksi tarkastellaan termia

Tl Termi esiintyy ensimmaisen kerran Fareyn jonossa #jy; ja suuruusjarjestysta nou-

dattaen se loytyy termien { ja % vélisté,

qg q+k k
Sl ST

Oletetaan seuraavaksi, ettd termien vilissa on mikéd tahansa murtoluku ¢ siten, etta

Télloin

k- q (k a a q\ kb—al ah—qb
l h_<l b>+<b h>_ b o (3.11)

Oletuksesta § < % seuraa, ettd kb — al > 0. Koska kb — al on kokonaisluku, télloin

kb — al > 1. Samanlaisilla perusteluilla saadaan, ettd ah — gb > 1. Siis

kb—al+ah—qb>1 1 h+l

-+ —=—. 12
Ib b b bh bk (3.12)
Yhdistetdan yhtélot (3.11)) ja (3.12)), jolloin
kg kb—al ah—qgb _ h+1
— - 1= > . .
T R TR 7 (3.13)
Seuraavaksi kiytetdan lausetta yhtaloon (3.13)), jolloin
h+1l k q kh—ql 1
— < - — == = —. 14
Ibh — 1 h lh lh (3.14)

Yhtalostéa (3.14) seuraa, etta b > h + 1.

Jos b > h + 1, niin termin § nimittdja ei ole pienin mahdollinen kaikista termien J ja
% valisistd murtoluvuista. Tarkastellaan tilannetta, kun b = h + [. Sijoitetaan b = h +{

epéayhtaloon (3.12)),

k(h+1)—al ah—q(h+1) 1 1
((h+1) G+Dh i) T e (3.15)

Epéyhtaloita (3.14) ja (3.15)) tarkastelemalla huomataan, etta epdyhtélot voidaan muuttaa
yhdeksi yhtaloksi, koska molempien epayhtaloiden viimeinen termi on % Siis

k(h+1)—al ah—q(h+1) 1 1
(h+ 1) htDh I+l Dk (3.16)

Oletuksen avulla, ettd termit I ja % vierekkaisia, voidaan lopuksi ratkaista luku a

yhtaldiden k(h +1) —al = 1 ja ah — g(h + 1) = 1 avulla. Yhtéloparista saadaan, etta

a = ¢+ k. Nain on osoitettu, ettd termi % on yksikasitteisesti termien { ja % valissa. [
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Palataan kappaleen ensimmaéiseen esimerkkiin, jossa avattiin viisi ensimmaista Fareyn
jonoa. Tarkastellaan naiden jonojen termien lukumaéria:

#F1 =2,

BTy =3 =241,
LGP, —5=342
H#F,=T=5+2,
4T —11=T+4

Huomataan, ettd termien lukumaéara koostuu edellisen jonon termeisté, johon lisataan
jokin luku. Tamé jokin luku on koko tutkielman lapi kdynyt Eulerin ¢-funktion arvo
kysytysséa jonossa. Termien lukumaéaara lisaantyy kaavan

#ﬁn - #gzn—l + ()O(n)

mukaisesti, missa Fulerin ¢-funktio yhdistyy Fareyn jonoihin. Tama kaava kertoo tdsmal-
lisesti Fareyn jonon pituuden. Esimerkiksi jonon %57 pituus on

H-For = #Fog + (27) = 213 + 18 = 231.

Fareyn jonojen pituus kayttaytyy asymptoottisesta nakokulmasta seuraavan lauseen
mukaisesti. Lause on yleistys edellisesta tuloksesta.

Lause 3.17. Fareyn jonon %, pituus on #.%, = ?;%2 + O(nlog(n)).

Todistus. Jonossa %, esiintyvét termit muodostuvat jonon .%,_; termeisté ja uusista ter-
meisté, jotka ovat mééritelmén mukaan muotoa . Jos g ja h eivit ole keskenddn suh-
teellisia alkulukuja, pystytdén niiden muodostamaa termid i sieventdméadan. Tamé sieven-
netty muoto 16ytyy joistain edellisistd jonoista. Tésta seuraa suoraan, etta syt(q,h) = 1.

Muotoillaan Fareyn jonon pituudelle kaava
Toisaalta %7 = 1, niin
H# T =1+ po(m)=1+d(n).

m=1

Lauseen [3.9 nojalla

H#HF, = — + O(nlog(n)).

Lause yhdisti summafunktion ®(n) arvon Fareyn jonojen asymptoottiseen pituuteen.
Fareyn jonot on erds sovellus, johon ®(n) arvoa voidaan kdyttdd suhteellisten alkuluku-
parien todennékoisyyden liséksi.

Tassa vaiheessa on hyva palauttaa mieleen kysymys aivan kappaleen alusta: "Kuin-
ka monta erilaista murtolukua on olemassa, mitkd ovat pienempia kuin yksi siten, etté
suurin nimittdja on alle 1007" Kysymys on helpottunut huomattavasti Fareyn jonojen
madrittelyn jalkeen.

Murtolukujen pitaa olla aidosti pienempid kuin yksi, ja kaikissa Fareyn jonoissa vii-
meinen termi on yksi, jolloin muistetaan vihentaé lopputuloksesta yksi pois. Suurimman
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nimittajan pitdé olla alle 100, niin silloin napataan edellinen Fareyn jono %g9. Kysymyk-
sessd, haetaan tarkalleen lukumaaraa #.%g9 — 1.
Termien Fg9 — 1 lukumaéra on

#F99 — 1 = 3005 — 1 = 3004.

Vuonna 1747 esitettyyn kysymykseen saadaan vastaukseksi, ettd on olemassa 3004 erilais-
ta ehdot tayttavaa murtolukua. Huomataan tdmén eroavan alkuperiisesta vastauksesta
51 murtoluvun verran, joten talloin on tapahtunut késin laskiessa jokin virhe.

Jos tarkastellaan asymptoottisen pituuden kaavan kautta termien lukuméaraa jonossa
Fg99, niin saadaan jonon pituudeksi

3 - 992

— = 2979,

HFgg R

™

Jos verrataan yllé laskettuun 3004 murtolukuun, niin vastauksesta puuttuu noin 24 murto-
lukua, jolloin virhe on hieman alle prosentin luokkaa. Asymptoottisen pituuden tarkkuus
on todella tdsmallinen jo jonon .%y9 kohdalla. Virhe pienenee, mita pidemmaélle Fareyn
jonoissa mennaan.



Luku 4

Kompleksinen (-funktio

Luvussa kaksi tarkasteltiin Eulerin (-funktiota ja sen ominaisuuksia reaaliluvuilla. Pa-
lataan samaan funktioon, mutta laajennetaan sen maéarittelyjoukko kompleksilukuihin.
Kompleksinen (-funktio, eli Riemannin (-funktio, méaritellian myds sarjana, joten luvun
nelja alkuun maéritellaan kompleksiset sarjat ja niiden suppeneminen. Téstéa siirrytaan
madritteleméddn Riemannin (-funktio ja tarkastelemaan sen nollakohtia. Tutkielman vii-
meisend aiheena tutustutaan Riemannin hypoteesiin, koska se liittyy (-funktion erdiden
nollakohtien sijaintiin. Luvussa kaydaan hyvin kevyesti ldpi kompleksianalyysin tulok-
sia, koska tarkoitus on esitelld Riemannin (-funktio ja sen nollakohdat mahdollisimman
kattavasti ilman tarkkoja yksityiskohtia.

4.1 Kompleksiset sarjat

Seuraavaksi perehdytdan kompleksisen sarjan kasitteeseen. Kompleksitermiset sarjat kayt-
taytyvit samankaltaisesti kuin reaaliset sarjat, koska termin ollessa kompleksinen tutki-
taan sen reaaliosan ja imaginaariosan reaalisen kertoimen kayttaytymista. Tamén kal-
tainen tarkastelu mahdollistaa kompleksisten sarjojen suppenemisen ja hajaantumisen
maarittelyn samoin kuin reaalisten sarjojen tapauksessa.

Maaritelméa 4.1. Olkoon (z,)5°_; kompleksilukujen muodostama jono, ja méaaritellaan
tamén avulla jono (c¢,,)>°_; siten, ettd ¢y = 21, co = 21 + 29, €3 = 21 + 22+ 23, .... Talloin
kompleksinen osasummien jono on muotoa

Cm=21t+t2+t23+ -+ 2y
ja kompleksinen sarja on muotoa
> Zm
m=1
jokaiselle m € {1,2,3,...}. Sarjan termit ovat kompleksilukuja z,, = x,, + iy, ja m € N.

Muotoillaan tasta seuraavaksi tarkempi lause, jossa kompleksisen sarjan suppeneminen
on verrattavissa reaalisen sarjan suppenemiseen.

47
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Lause 4.2. Kompleksinen sarja suppenee, jos ja vain jos termien reaali- ja imaginaario-
sista muodostetut sarjat suppenevat.

Todistus. Todistus seuraa kompleksisen jonon (¢,,)5°_; raja-arvon olemassaolosta. ]

Esimerkki 4.3. Sarja Z 1" hajaantuu, koska osasummien jonolla ei ole raja-arvoa ja se

kayttaytyy jaksollisesti:

L, 144, 1+i+i =i, 1+i4+?+3=0 1+i+2+3+i"=1, ...

| = 1+

|

Kuva 4.1: Esimerkin osasummien jaksollisen kdyttaytymisen tulos

Madéritellaédn seuraavaksi funktiojonon ja funktiosarjan tasainen suppeneminen.

Maaritelma 4.4. Funktiojono (g,)52, suppenee tasaisesti joukossa F' C C funktioon
g: F'— C, jos jokaiselle € > 0 on olemassa luku N siten, etté

19.(2) — g(2)] < ¢ kaikille z € F ja kaikille n > N,n € N.

[e.o]

Funktiosarja Z fn muodostuu funktiojonoista (g,,)>_,, missé g, : F — C ja mééri-

n=0
telladn, ettd fo = go ja fu = gm — gm-1, n € N. Osasumma muodostuu siten, etté

gmn =090+ (91— 90) + -+ (Gn — Gm-1) = Y_ fa-
n=0

Maaritelma 4.5. Funktiosarja Z fn funktioista f, : F' — C suppenee itseisesti ja ta-

n=0
[e.e]
saisesti joukossa F, jos sarja »  |f,| suppenee tasaisesti joukossa F.
n=0
Taméa tapahtuu, jos funktiojono (k,)S°, termeineen k, = |fi| + -+ + |f.| suppenee

tasaisesti joukossa F.
Huomautus 4.6. Itseisesti ja tasaisesti kompakteissa joukoissa suppenevan funktiosarjan

sanotaan suppenevan normaalisti.

Lause 4.7. Jos funktiosarja suppenee normaalisti, niin se suppenee tasaisesti kompak-
teilla joukoilla.
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Todistus. Olkoot sarja Z fn kuten ylla ja

n=0
gn=Fr+ fot+ -+ fujaky=fil+ ol +- -+ fal-

Aloitetaan todistus epédyhtalo tarkastelulla

19m(2) = g (D) < [frpa ()] - 4 [fn(2)] = Fin(2) = Fa(2),

mikd on totta kaikilla z € F' ja m > n. Maéaritelmésta [4.5] seuraa, ettd funktiojono k,
suppenee tasaisesti funktioon k joukossa F' jollekin k : FF — C.

Todistetaan, ettd funktiojono g, on tasainen Cauchy-jono eli se suppenee tasaisesti.
Olkoon & > 0 ja olkoon luku N siten, ettd |k,(z) — k(z)| < e kaikilla n € N. Silloin
kaikilla z € F,n,m € N seuraa, etta

kim(2) = n(2) = [km(2) = kn(2)] < [km(2) = k(2)] + [k(2) = ka(2)] < 2¢

kaikilla z € F,m > n > N. Talloin funktiojono (g,)s, on tasainen Cauchy, jolloin
funktiojono g, suppenee tasaisesti funktioon g joukossa F jollekin g : F' — C. O

4.2 Riemannin (-funktio

Bernhard Riemann tutustui Eulerin (-funktioon, ja naytti 1800-luvulla, ettd (-funktion
voi laajentaa koskemaan kompleksilukuja, joiden reaaliosa on aidosti suurempaa kuin
1 [16]. Tamén johdosta Eulerin (-funktio tunnetaan paremmin Riemannin (-funktiona.
Riemannin tyoskentely lukuteorian osa-alueella painottuikin suurimmalta osin {-funktion
ominaisuuksien tutkimiseen ja Riemannin hypoteesin muotoilemiseen.

Maaritelma 4.8. Riemannin funktio maaritellidn kompleksisena sarjana

=1

—,
n=1 n

C(2) =

missé ¢ : {z € C: Re(z) > 1} — C.

Sarjaa olivat késitelleet Eulerin lisdksi Chebyshev ja Dirichlet, mutta Riemann oli
ensimmainen, joka tutki sarjan kayttdytymista luvuille z € C. Vuonna 1837 Dirichlet
julkaisi kuuluisan tuloksensa alkuluvuista aritmeettisissa lukujonoissa, joita hén tutki
Dirichlet’n sarjaksi kutsutulla tyokalulla [3]. Sarjan Dirichlet mééritteli seuraavasti:

o0

D)= =t

n=1 n* 7
missa kertoimet a,, € C, ja luku z on kompleksimuuttuja. Yksi tunnetuimmista Dirichlet’'n
sarjoista on Riemannin funktio (.
Euler todisti (-funktion suppenevan puolisuoralla 1 < s < oo. Téma todistus voidaan
laajentaa koskemaan kompleksitasoa, jolloin tarkastellaan lukuja z € C, joiden Re(z) > 1.

o)

1
Lause 4.9. Sarja Z — suppenee normaalisti joukossa {z € C : Re(z) > c}, missi c € R
n=1 n

ja Re(z) > ¢ > 1.
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Todistus. Merkitaan, ettd Re(z) = a > 1. Télloin n% < % Kompleksianalyysin las-

[e.0]
%), Yliharmoninen sarja Z — suppenee it-
n

n=1

kusdannoistd muistetaan, ettd |w?| = wRe

(o0}
seisesti, joten majoranttiperiaatteen nojalla sarja Z

n=1

1
‘ ja funktio ¢ suppenevat myos
nZ

o0
itseisesti. Viite seuraa eli sarja Z — suppenee normaalisti. O]
n

n=1
Huomautus 4.10. Riemannin (-funktio hajaantuu harmonisena sarjana, kun z = 1.
Madritellaédn seuraavaksi analyyttiset funktiot.

Maéritelma 4.11. Olkoon avoin C' C C ja C' # (). Olkoon f : C' — C jokaisessa jou-
kon C' pisteessé kompleksisesti differentioituva funktio. Talloin f on analyyttinen funktio
joukossa C.

Osassa kompleksianalyysin kirjallisuutta kdytetaan holomorfisuus -termia kuvaamaan
analyyttisyytta, vaikka ne méaritellaan hyvin eri tavoilla. Kompleksisesta differentioitu-
vuudesta ja analyyttisistd funktioista voi lukea lisdd Bruce Palkan kompleksianalyysin
teoksesta 23] s. 62-68 & 256-269].

Seuraavaksi esitelldan (-funktion analyyttisyys, jolloin se pystytdan jatkamaan ana-
lyyttisesti koko kompleksitasoon lukuunottamatta pistettd z = 1, koska tassa kohdassa
(-funktiolla on ensimmaisen kertaluvun napa.

Lause 4.12. Riemannin (-funktio, ¢ : {z € C: Re(z) > 1} — C, on analyyttinen.

Todistus. Tuloksen todistamiseen tarvittava ydinkohta on funktion itseinen ja tasainen
suppeneminen kompakteilla joukoilla. Lauseessa 4.9 osoitettiin, ettd funktio ( suppenee
itseisesti ja tasaisesti. TAmé médrda (-funktion analyyttisyyden muutaman lisdtuloksen
kanssa. Tulosta ei todisteta tarkemmin, koska vaadittavat lisatulokset eivat ole tutkielman
kannalta oleellisia. Tarkka todistus 16ytyy ldhteestéd [23] s. 256-258]. O

Lause 4.13. (C-funktion analyyttinen jatkaminen). On olemassa analyyttinen funktio C :
C — {1} — C siten, ettd

kaikille z € C, joiden Re(z) > 1.
Todistus. Katso [20] s. 319-321] O
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Kuva 4.2: Analyyttisesti jatketun (-funktion triviaaleja nollakohtia.

Kuvassa [4.2] ndhd&an analyyttisesti jatketun Riemannin (-funktion viisi ensimmaéis-
té triviaalia nollakohtaa ja napa kohdassa z = 1. Vérityksesta ndhdaan, miten (-funktio
kayttaytyy erilaisilla arvoilla. Kappaleen alussa todistettiin, ettd funktio ¢ suppenee jou-
kossa, missd Re(z) > 1. Taméa alue on kuvassa véritetty punaisen sivyilld. Kohdassa
z = 1 funktio hajaantuu, jota on kuvassa merkitty pyorteelld. Kuvassa kaytettyjen vérien
tarkempi selitys 10ytyy lahteestd [20] s. 248-249)].

Huomautus 4.14. Luonnollisten lukujen sarjan tiedetddn hajaantuvan positiiviseen daret-
tomaan:

1424344+ =c0.
Kirjoitetaan luonnolliset luvut tutun sarjan muotoon:
> 1
1+2+34+4+--- Zn— (4.1)
Luonnollisten lukujen sarja voidaan esittad Riemannin (-funktion arvolla z = —1. Muis-

tetaan, ettd Riemannin funktio on maééritelty, kun Re(z) > 1, joten nyt ollaan funktion
maéérittelyjoukon ulkopuolella. Matemaatikot ovat osoittaneet, ettéd arvo ((—1) voidaan
laskea, ja etta kyseinen arvo olisi

(=) =-3

(4.2)
Yhtaloiden . ja voidaan ajatella viittavan, etta hajaantuvalla sarjalla olisi arvo.
Tassa tapauksessa se tark01tta1s1, ettd kaikkien positiivisten kokonaislukujen summa olisi
negatiivinen murtoluku.

Tilannetta kutsutaan (-funktion reqularisoinniksi. Teoreettisessa fysiikassa ja matema-
tiikassa (-funktion regularisointi on menetelmé, jonka avulla pystytadn antamaan aérelli-
sia arvoja paattymattomille tuloille ja hajaantuville sarjoille. Tamé normalisointimenetel-
mé antaa mahdollisuuden késitelld hajaantuvia sarjoja lukuteoriassa jollain konkreettisilla



52

Kompleksinen (-funktio

arvoilla, kuten yhtélo (4.2]) osoitti. Nykyaan (-funktion regularisointia kiytetaan fysiikan
puolella, koska saieteorian tuloksien pohjalla vaikuttaa luonnollisten lukujen summan tu-
los. Lahteesté [§] voi lukea lisda (-funktion erilaisista sovelluksista fysiikassa ja ldhteessé
[3, s. 265-266] kasitellaan (-funktion arvoja negatiivisilla kokonaisluvuilla.

4.3 Funktion ( nollakohdat ja Riemannin hypoteesi

Riemann tutki nollakohtien olemassaoloa ja sijaintia analyyttisesti jatketulle (-funktiolle.
Osan nollakohdista Riemann sai selville suoraan mukaansa nimetyn funktionaaliyhtalon
avulla. Lopuista nollakohdista keskustellaan vield tdndkin paivana ja yritetdan todistaa
tuloksia niille. Tarkastellaan ensin aluetta, missé Riemannin funktiolla ei ole nollakohtia.

Lause 4.15. ((z) # 0 kaikilla z € C, joiden Re(z) > 1.

Todistus. Lauseesta muistetaan, ettd tulo [J(1 4+ b,) suppenee, jos ja vain jos sarja
n=1
Z b,, suppenee.
n=1
Kirjoitetaan funktio ¢ tuloesityksensé avulla:
s 1
() = . (4.3)
nl;ll 1 —p,*
Nyt voidaan muokata yhtélossé (4.3)) tulon sisilla olevaa termié:
1 z
= Pn =1+ .
L=pp= pr—1 pr—1
Merkitdan b,, = % Arvioidaan lukua b,, ylospéin, jolloin
pﬂ/
1 1
< —. (4.4)
pp—17p;
Sarja Z suppenee itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla, jolloin tulo H (1+0b,)
n=14n n=1

suppenee, kun Re(z) > 1.
Jos Riemannin (-funktiolla olisi nollakohtia, tdytyisi padttyméttoman tulon maéri-

telman [2.4) nojalla jokin tulon H (1 + b,) tekijoista olla nolla. Tadma ei kuitenkaan ole
n=1

mahdollista, koska termi pzl_l # 0 kaikilla p, € P, missa n € N. Tulontekijoilla ei ole

nollakohtia, joten viite seuraa. [

Lause 4.16. Riemannin funktiolla ¢ ei ole nollakohtia suoralla Re(z) = 1.
Todistus. Katso [9, s. 171]. O
Lauseista ja seuraa, ettd Riemannin (-funktiolla ei ole nollakohtia joukossa
{z € C:Re(z) > 1}.

Tata aluetta kutsutaan nollakohtavapaaksi alueeksi.
Jotta paastadn kasiksi (-funktion nollakohtiin, tarvitsee ensin maéritella funktionaa-
liyhtalo.
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Lause 4.17. (Riemannin funktionaaliyhtils). Olkoon z € C, niin
C(2) = 2(27)* L sin (%)F(l — 21— 2).

Todistus. Katso [0l s. 380-381]. O

Riemannin funktionaaliyhtalossa esiintyvd gammafunktio I' on matematiikan tunne-
tuimpia ja térkeimpid funktioita sen laajojen sovellusmahdollisuuksien vuoksi. Gamma-
funktio on Eulerin kehittelemé funktio 1750-luvulta [16]. Funktiolla on térkeé rooli Rie-
mannin (-funktion kanssa tyoskennellessa. Kaydaan aluksi lapi gammafunktion erds méaa-
ritelmé. Lisdksi huomataan, ettd gammafunktiolla on hyvin paljon samankaltaisia omi-
naisuuksia (-funktion kanssa.

Masritelméa 4.18. Gammafunktio I'(z) méaritellddn Eulerin integraalina:
['(z) = / e ¥ 1 dt, Re(z) >0 (4.5)
0

Lause 4.19. Gammafunktio T' on analyyttinen funktio puolitasossa Re(z) > 0.
Todistus. Katso [20} s. 303-305]. O

Funktionaaliyhtalostéd saadaan laskettua nollakohtia (-funktiolle, ja tamén takia kysei-
sid nollakohtia kutsutaan triviaaleiksi nollakohdiksi. Riemannin (-funktiolla on triviaaleja
nollakohtia jokaisessa pisteessa z = —2k, missd k& € N. Kuvassa néahtiin funktion viisi
ensimmaisté triviaalia nollakohtaa.

Funktiolla ¢ on triviaalien nollakohtien liséksi ei-triviaaleiksi kutsuttuja nollakohtia.
Bernhard Riemann julkaisi vuonna 1859 ainoan lukuteoreettisen teoksensa [3]. Tama
teos mullisti silloisen lukuteorian, koska néihin sivuihin mahtui my6hemmin millenium-
ongelmaksi kutsuttu matematiikan hypoteesi. Kyseisessa teoksessa Riemann muotoili kak-
si tulosta koskien analyyttisesti jatketun (-funktion nollakohtia. Riemann véitti teokses-
saan, etta funktiolla on darettoméan monta ei-triviaalia nollakohtaa, jotka sijaitsevat kaikki
yhdensuuntaisvyossd 0 < Re(z) < 1. Toinen viite oli, etta kaikki ndma ei-triviaalit nolla-
kohdat 16ytyvét suoralta Re(z) = % Ensimmaisen vaitteen todisti J. Hadamard vuonna
1893. Toinen hypoteeseisté jéi ilman todistusta. David Hilbert lisdsi Riemannin muotoile-
man hypoteesin ratkaisemattomien matemaattisten ongelmien listaansa vuonna 1900 [5].
Riemannin hypoteesi on todistamatta taté tutkielmaa kirjoittaessani maaliskuussa 2020.

Muotoillaan seuraavaksi Riemannin kuuluisa hypoteesi ja tutkitaan, miten matemaa-
tikot ovat yrittdneet sitd lahestyéd vuosien varrella.

Hypoteesi 4.20. (Riemannin hypoteesi) Kaikki Riemannin C-funktion ei-triviaalit nol-

lakohdat sijaitsevat kriittiseksi suoraksi kutsutussa joukossa Re(z) = 3.
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Kuva 4.3: Funktion ( triviaalit ja ei-triviaalit nollakohdat kompleksitasossa. Punainen
piste on (-funktion napa kohdassa z = 1.

Kuvan avulla kdydaan seuraavaksi lapi, mita tarkoittavat kriittinen nauha ja
kriittinen suora. Kriittiselld nauhalla tarkoitetaan edelld mainittua yhdensuuntaisvyo-
td 0 < Re(z) < 1 ja kriittinen suora Re(z) = i on kuvassa merkitty katkoviivalla.
Riemannin hypoteesi mukaan loput (-funktion nollakohdat 16ytyvét talté suoralta.

Riemann esitteli kaavan, jonka avulla han pyrki osoittamaan (-funktion nollakohtien
lukuméérdd N(7T') suljetussa suorakaiteessa {0 < Re(z) < 1,0 < Im(z) < T'}. Riemann
muotoili lauseen, muttei saanut sitd todistettua. Todistuksen sai tehtya von Mangoldt
vuonna 1905 [20]. G. H. Hardy todisti vuonna 1915, ettd ei-triviaaleja nollakohtia on
ddreton maara kriittisella suoralla [3]. Arvioita nollakohtien méérasté ja yksinkertaisuu-
desta tehtiin useita, kunnes vuonna 1903 J. P. Gram laski ensimméiset 15 (-funktion
nollakohtaa [24]. Levinson pystyi vuonna 1947 osoittamaan, ettéd ainakin % ei-triviaaleista
nollakohdista sijaitsee kriittisella suoralla. Tétéa tulosta on pystytty parantamaan oletuk-
seen, etta ainakin 40 prosentia ei-triviaaleista nollakohdista sijaitsee kyseiselld suoralla
[9].

Tasta eteenpéin tietokoneiden kehittyessa nollakohtia on pystytty laskemaan jo miljoo-
nien edestd. Asiasta enemmaén kiinnostuneet voivat tutustua Andrew Odlyzkon tekemiin
16ydoksiin nollakohtien alalla, silld hdn on omilla nettisivuillaan [22] listannut ¢-funktion
nollakohtia monilla erilaisilla tavoilla.

Kuvasta [£.3|ndhdéén, etta ei-triviaalit nollakohdat sijoittuvat kriittiselle suoralle sym-
metrisesti reaaliakseliin ndhden. Kayttdytyminen johtuu (-funktion konjugaattiominai-
suudesta: ((Z) = (2).

Riemannin hypoteesin todistuksessa pitéisi pystya osoittamaan, etté kaikki loput nol-
lakohdat sijoittuvat tdhan kriittiseen linjaan tai pitdisi pystyd nédyttamadn, etta l1oytyy
yksikin nollakohta témaéan kriittisen linjan ulkopuolelta. Téhan ajatukseen ovat matemaa-
tikot tarttuneet myo6s eliminointindkokulman kautta. Matemaatikot ovat yrittaneet osoit-
taa, ettd kriittisen suoran ymparilla (-funktiolla olisi "nollakohta vapaa alue' joukossa
{% < Re(z) < 1}. Taman tuloksen todistaminen osoittaisi sen, ettei hypoteesin ulkopuo-
lisia nollakohtia olisi talla valilla.
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Kuva 4.4: Funktion ¢ imaginaariosan Im(z) = it kertoimen ¢ vaihtelu vélilla [1,100].

Suomalaisilla matemaatikoilla on ollut paikkansa Riemannin hypoteesia ratkoessa.
Tunnetuin suomalainen talld matematiikan alalla on ollut Ernst Lindelof, koska hénen
hypoteesinsa jalkeen ovat muutkin matemaatikot yrittédneet ldhestyd ongelmaa aivan uu-
desta nédkokulmasta. Lindelof vei hypoteesin tutkimuksen suunnan kohti (-funktion mo-
mentteja, mikd on nykyadn arvostettu tutkimuksenhaara Riemannin hypoteesia lahes-
tyessé. Lindelof muotoili vuonna 1908 Lindeldfin hypoteesiksi kutsutun tuloksensa.

Lause 4.21. ¢(} +it) = O(t°), jokaiselle ¢ € R.

Lindel6fin hypoteesi on huomattavasti heikompi Riemannin hypoteesiin verrattuna,
koska Riemannin hypoteesistd seuraa Lindel6fin hypoteesi, mutta toisin pain péattely
ei pade. Funktion ( momenteista, Lindelofin hypoteesista ja muista tarkeistd Lindelofin
tuloksista (-funktiolla saralla voi lukea lisda lahteesta [16].

Riemannin hypoteesi on keskeisin avoin ongelma matematiikassa. Héan, joka hypoteesin
saa naytettyd todeksi tai kumottua sen, padsee historiankirjoituksiin Riemannin, Eulerin
ja muiden kuuluisien matemaatikkojen rinnalle.
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