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Tamén tutkielman tarkoituksena on avata matemaattisen tasobiljardin keskeisid tu-
loksia geometrian keinoin. Liséksi tavoitteena on muodostaa lukioikéisille suunnattu
biljardigeometriaan liittyvéa tehtéavikokonaisuus, jonka avulla opiskelijat padsisivéit tu-
tustumaan matemaattiseen biljardiin. Tutkielmassa keskitytddn pédsasiassa ympyra-
ja ellipsibiljardiin ja tutustutaan hieman myo6s monikulmiobiljardiin nelié- ja kolmio-
biljardin muodossa.

Tutkielmassa kéydéaan ensin lapi konveksin, suljetun ja rajoitetun tasoalueen yleinen
tasobiljardikuvaus, josta johdetaan myohemmin ympyrabiljardikuvaus. Ympyrébil-
jardissa huomataan, ettd kiertokulmaa vastaavan kaaren pituus 6 médrdd suoraan
sen, onko ratakéyra jaksollinen vai ei. Lisdksi havaitaan, ettd ympyrabiljardissa rata
kulkee aina joko edestakaisin ympyréin keskipisteen kautta tai kiertden keskipistetté
sellaisia ratasegmenttejé pitkin, jotka sivuavat sisempéad samakeskistd ympyraa. Tatéa
ratakdyrien sivuamaa ympyraéd kutsutaan ympyréabiljardin kaustiseksi kayriksi.

Ympyrabiljardin jdlkeen siirrytédén nelibiljardiin, missd huomataan olevan varsin pal-
jon samankaltaisuutta ympyrébiljardin kanssa. Neliobiljardissa biljardipallon l1ahto-
kulman « avulla pystystddan maarittdméadn taysin se, onko biljardirata neliolla jaksol-
linen vai ei. Nelion jaksottomien ratakéyrien yhteydessid tutustutaan myos kvasijak-
sollisuuden késitteeseen.

Kolmiobiljardia tutkittaessa huomataan, ettd ratakayrin kayttdytyminen vaihtelee
melko suuresti sen mukaan, onko biljardipoyta terdvikulmaisen, suorakulmaisen vai
tylppakulmaisen kolmion muotoinen. Terdvakulmaisten kolmioiden tapauksessa 16y-
detddn aina 3-jaksollinen Fagnanon ratakiyréd. Suorakulmaisilla kolmioilla taas voi-
daan muodostaa minki tahansa kolmion sisdpisteen kautta jaksollinen ratakéyra. Sen
sijaan tylppakulmaisten kolmioiden tapauksissa ei edes tiedetéd, onko jokaisella kol-
miolla jaksollista biljardirataa. Kolmion jaksollisten ratakéyrien yhteydesséa perehdy-
tdan myos muun muassa kohtisuoriin ratakéyriin, S-ratakéyriin ja peiliratakayriin.

Viimeisené biljardia tarkastellaan elliptiselld biljardipoydélld, missa ratakéyrin muo-
toon néyttdd vaikuttavan suuresti se, kulkeeko biljardirata ellipsin polttopisteiden
kautta, niiden vilistd vai niiden ulkopuolelta. Polttopisteiden kautta kulkeva rata-
kéayra suppenee kohti isoakselia, kun taas polttopisteiden vilistd tai niiden ulkopuo-
lelta kulkeville radoille muodostuu hyperbelin tai ellipsin muotoinen kaustinen ké&yra.
Lisdksi Ponceletin lauseen sisdlté osoittautuu varsin hyodylliseksi ellipsin jaksollisia
ratakayrid etsittdessa.

Tutkielman loppuun on koottu lukioikéisille suunnattu tehtavikokonaisuus biljardi-
geometriasta malliratkaisuineen ja se siséltda vaihtelevasti laskemista, vaitteiden to-
deksi osoittamista ja asioiden tutkimista GeoGebran avulla.
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Johdanto

Matemaattinen biljardi koostuu tasomaisesta suljetusta alueesta eli biljardipoydésté
ja pisteméiisestd massakappaleesta, eli biljardipallosta. Matemaattinen biljardipoy-
ta ei sisilla tavalliselle biljardipoydélle ominaisia pusseja, joihin pallo voisi pudota.
[9] Sen sijaan matemaattisessa biljardissa biljardipallon halutaan jatkavan kulkuaan
ikuisesti. Jos kuitenkin halutaan tutkia, millaisella kulkureitilla biljardipallo saatai-
siin osumaan tietyssé biljardipoydan kohdassa olevaan pussiin, laitetaan tdmé pussin
paikka matemaattisella biljardipoydalla ratakéayran halutuksi padtepisteeksi ja tutki-
taan sen jédlkeen mahdollisia ratakéyran kulkureittejé.

Pisteméinen massakappale liikkuu matemaattisella biljardipoydélla vapaasti, eli kit-
katta, suoraan eteenpéin annetulla nopeudella, kunnes se torméa poydan reunaan.
Poydén reunasta kappale kimpoaa téaysin kimmoisasti ja heijastuslain mukaisesti: t&l-
16in reunaa kohti tulevan radan ja poydan reunakéyrin torméyspisteeseen piirretyn
tangentin vélinen kulma on yhtd suuri kuin reunasta poispédin kimmonneen radan
ja tangentin vélinen kulma. Torméyksessa kappaleen liikkeen suunta muuttuu, mut-
ta kappaleen vauhti siilyy samana. Torméayksen jédlkeen kappale jatkaa suoraa kul-
kuaan, kunnes tormééa uudelleen biljardipoydén reunaan ja sama menettely toistuu.
Néin jatkamalla biljardipoydélle muodostuu suorista ratasegmenteisté koostuva bil-
jardiratakéyra. [9]

Jos biljardipoydén reunakéyrilla ei kuitenkaan ole torméyspisteessa yksikésitteista
tangenttia, pallon oletetaan pysadhtyvan tdhén pisteeseen. Néin ollen biljardipallon
heijastusta biljardipdydan kulmista ei ole mééritelty ja siksi matemaattisella biljar-
dipoydalla pallon osuminen poydéan kulmaan pysayttaéd pallon liikkeen.

Ensimmaéisen julkaisun [6] matemaattiseen biljardiin liittyen teki L. J. Lennes vuonna
1905. Matemaattisen biljardin avulla voidaan havainnollistaa muun muassa sdannon-
mukaisen, jaksollisen ja kaoottisen systeemin dynamiikkaa. Nyky&aén biljardi on hyvin
suosittu aihealue matematiikassa, silla biljardiin liittyvalla kayttaytymisellda on mo-
nia sovellutuksia biologian, matematiikan, liéiketieteen ja fysiikan parissa.[9]

Téassé tutkielmassa tarkastellaan biljardigeometrian alkeita. Tutkielman tavoitteena
on avata lukijalle matemaattisen biljardin keskeisiéd ominaisuuksia ja tuloksia yksin-
kertaisen geometrian avulla. Liséksi tutkielman toisena tavoitteena on luoda mate-
maattiseen biljardiin liittyva tehtéavikokonaisuus, jonka avulla lukioikéiset opiskelijat
voisivat padstd tutustumaan matemaattiseen biljardiin heille tutuin geometrian kei-
noin.

Matemaattista biljardia on tutkittu monenmuotoisilla biljardipdydilla ja jopa useam-
massa ulottuvuudessa, mutta tésséd tutkielmassa keskitytdan tasobiljardiin péédasias-
sa ympyran ja ellipsin muotoisilla biljardipoydilla. Lisdksi tutkielmassa tarkastellaan
hieman monikulmiobiljardia kolmio- ja nelidbiljardin muodossa. Tutkielman lukijalle
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JOHDANTO 2

oletetaan olevan tuttuja geometrian perustulokset ja laskusdannot. Lisdksi lineaarial-
gebrasta oletetaan tunnetuksi erityisesti vektorit, vektoreiden sisdtulo ja vektoripro-
jektio.

Ensimmaisessd luvussa maédritellddn yleinen tasobiljardikuvaus siledlle konveksille
kéyralle. Toisen luvun alussa osoitetaan ensin ympyréan kehén ja reaalivilin samais-
tettavuus, jonka jalkeen méaritelladn ympyrélle biljardikuvaus johtamalla se aiemmin
médritetysté yleisestd tasobiljardikuvauksesta. Luvussa tutkitaan myos biljardiradan
jaksollisuuteen vaikuttavia tekijoitd, heijastuspisteiden tasajakautuneisuutta ympy-
rian kehalld sekd ympyrén kaustista kdyrad. Luvun lopuksi tarkastellaan vield erikseen
2-jaksollisia ratakayri.

Kolmas luku kisittelee monikulmiobiljardia ja luvun alussa esitellidn monikulmio-
biljardissa erityisen hyodyllinen tyokalu, aukitaittelumetodi. Témén jélkeen luvussa
keskitytadn neliobiljardiin ja erityisesti jaksollisiin ratakéyriin. Neliobiljardissa huo-
mataan suuria yhtéldisyyksid ympyrébiljardin kanssa, jonka myotd monet ympyré-
biljardin tulokset saadaan patemé&dn myos neliobiljardissa. Neliobiljardin yhteydesséa
perehdytddan myos kvasijaksollisiin ratakéyriin. Seuraavaksi luvussa siirrytdén tarkas-
telemaan kolmiobiljardia ja sen jaksollisia ratakéyrid. Kolmiobiljardin tulokset eroa-
vat selkedsti toisistaan terdviakulmaisen, tylppakulmaisen ja suorakulmaisen kolmion
osalta. Kolmiobiljardin yhteydesséd perehdytdéan tarkemmin kohtisuoriin ratakayriin,
S-ratakéyriin ja peiliratakédyriin ja niiiden avulla 16ydettéviin jaksollisiin biljardira-
toihin. Luvussa on esitetty vain osa tunnetuista kolmiobiljardiin liittyvista tuloksista.

Neljannesséa luvussa péadstdan tarkastelemaan ellipsibiljardia ja luvussa huomataan,
ettd ratakayrdn kulkureittiin vaikuttaa oleellisesti se, kulkeeko biljardirata ellipsin
polttopisteiden kautta, niiden vélistd vai niiden ulkopuolelta. Lisdksi ellipsin poltto-
pisteiden kautta kulkevien ratakéyrien huomataan suppenevan kohti isoakselia, kun
taas polttopisteiden vélistd ja niiden ulkouolelta kulkevat ratakéyrit sivuavat ellip-
sin kaustista kdyrdéd (hyperbeli tai ellipsi). Luvun lopussa tarkastellaan vield ellipsin
jaksollisia ratakéyrid ja Ponceletin lauseen merkitysté elliptiselle biljardille.

Tutkielman lopussa viidennesséd luvussa on koottu biljardigeometriaan liittyvé teh-
tavapaketti mallivastauksineen. Luvun alkupuolella on lyhyt Apuvélineitéd tehtédvien
ratkaisemiseen -osio, jossa esitellddn aukitaittelumetodi ja opastetaan, kuinka jaksol-
lisia ratakayrid voidaan loytaéd suorakulmioilta. Tehtavapaketin tehtdvat jakautuvat
monikulmiobiljardiin ja ympyréa- ja ellipsibiljardiin. Tehtavat sisédltavit laskemista,
asioiden todeksi osoittamista ja tutkimista GeoGebran avulla.

Tutkielman péaélahteind toimivat U. A. Rozikovin teos An Introduction to Mathe-
matical Billiards [9] ja S. Tabachnikovin teos Geometry and Billiards [12]. Lisaksi
neljannessé luvussa lihteend on kaytetty S. W. Parkin tutkimusartikkelia An intro-
duction to dynamical billiards [8]. Téssd tutkielmassa monikulmiobiljardia tarkastel-
laan melko suppeasti, mutta monikulmiobiljardin jaksollisista radoista l6ytyy lisa&
tietoa muun muassa seuraavista léhteisté [9], [2], [11].



LUKU 1

Yleinen tasobiljardikuvaus

Aloitetaan biljardigeometriaan perehtyminen tutkimalla biljardin kiyttaytymista ylei-
selld tasobiljardipoydalla. Talla tavalla saadaan késitys siitéd, miten biljardipallo yli-
paatasan liikkuu biljardipoydallé, ja miten téallaista liikettd voidaan matemaattisesti
mallintaa. Ennen biljardiin keskittymista esitelld&n kuitenkin muutamia tutkielmassa
kéaytettavia merkintja ja keskeisid méaritelmia.

1. Esitietoja ja merkintdja

Tutkielmassa lukijan oletetaan tuntevan lineaarialgebrasta erityisesti vektorit, normin
ja sisdtulon seké vektorin projektion. Lisdksi lukijan oletetaan tuntevan Geometria-
kurssin sisilto [5] ja algebrasta erityisesti tekijdluokat ja niiden laskutoimitukset.
Kaydéan téasséd kuitenkin lapi muutamia perusmééritelmia ja merkintoja padasiassa
geometriaan ja joukko-oppiin liittyen.

Téasséd tutkielmassa geometristen kuvioiden kérkipisteitd ja keskipisteitd merkitaan
isoilla kirjaimilla A, B, C, ... kun taas biljardipallon torméyspisteitd merkitain pas-
asiassa pienilld kirjaimilla xg, 1, x2, ... ja ag, ay, as, ... Lukuméérié ilmaistaan mer-
killa #. Huomaa, ettd kulmamerkinnét o, 3, o, ... saattavat erota toisistaan tutkiel-
man eri luvuissa. Sen sijaan jokaisen luvun sisdlla merkinnét pysyvat yhtélédisind koko
luvun ajan.

Kuten geometriassa yleensikin, kolmiota, jonka kérkipisteiné ovat pisteet A, B ja C,
merkitddn AABC. Vastaavasti kolmion AABC' kulmaa, jonka kéarkipisteené on piste
A, merkitddn ZA = ZBAC. Oletetaan liséksi, ettd ZBAC = ZCAB(< 180°). Lisiksi

otetaan kayttoon vélissdoloa ja eri puolilla suoraa -oloa varten seuraavat merkinnét:

MAARITELMA 1.1. Olkoon A, B ja C' kolme eri pistettid samalla suoralla. Jos Ax B*xC|
niin piste B on pisteiden A ja C' vélissi. Liséksi talloin patee myos C *x B x A.

MAARITELMA 1.2. Olkoon t suora ja C' ja D pisteité siten, ettd C, D ¢ t. Pisteet C

ja D ovat eri puolilla suoraa t, jos suora t leikkaa janaa C'D. Té&lloin merkitdan CtD
tai DtC.

Kolmion yhtenevyyslauseiden ja yhdenmuotoisuuslauseen liséksi todistuksissa tullaan
kdyttdméadn muun muassa seuraavia lauseita:

LAUSE 1.3. (K&énteinen vuorokulmalause) Olkoot | ja m yhdensuuntaisia suoria ja
t suora, joka leikkaa suoraa | pisteessi A ja suoraa m pisteessd B. Olkoon lisiksi
suoralla | piste C ja suoralla m piste D siten, ettd CtD. Tdlloin /DBA = Z/CAB.

LAUSE 1.4. Olkoon AABC' kolmio. Tdlloin BC < AB jos ja vain jos ZA < ZC.
3



1. ESITIETOJA JA MERKINTOJA 4

LAuske 1.5. (Ulkokulmaepéyhtéls) Olkoon AABC' kolmio ja BxCxD. Talloin ZB <
ZACD.

Biljardigeometriassa keskeisesséd osassa ovat myo6s biljardipoydéan reunakéyréan tan-
gentit. Geometrisesti ne voidaan mééritelld seuraavasti:

MAARITELMA 1.6. Kéyrén tangentteja ovat ne suorat, jotka sivuavat kayraéd yhdessa
pisteessé ja pysyvat muuten kdyran samalla puolella.

Kaydé&an lisdksi ldpi joukkoihin ja raja-arvoon liittyvid merkintojé:

MAARITELMA 1.7. Joukko A C R? on konveksi, jos jokainen joukon A alkioiden
vélinen jana siséltyy kokonaan joukkoon A.

MAARITELMA 1.8. Olkoon € > 0. Joukon A C R? reuna OA on niiden pisteiden
x € R? joukko, joille 16ytyy pisteet y € A ja z € R? \ A siten, etti

lz —y| <ejalr—z <e

Toisin sanoen jokaisen joukon A reunapisteen ldhelta 16ytyy aina piste, joka kuuluu
joukkoon A ja piste, joka ei kuulu joukkoon A.

MAARITELMA 1.9. Joukko A C R? on suljettu, jos jokainen joukon A reunapiste
kuuluu joukkoon A.

MAARITELMA 1.10. Joukko A C R? on rajoitettu, jos
d(A) = sup{|z —y|;z,y € A} < co.

MAARITELMA 1.11. Olkoon € > 0 ja A C X C R% Joukko A on tihed X:ssi, jos
kaikille x € X 16ytyy a € A siten, ettd d(z,a) = |x — a| < e.

Pienimmaén yléarajan eli supremumin ja suurimman alarajan eli infimumin avulla lu-
kujonolle voidaan méaarittaa yla- ja alaraja-arvot:

MAARITELMA 1.12. Olkoon (2, )nen lukujono, jolle M,, = sup,,~,, v, on pienin yléraja
niille lukujonon alkioille, joiden indeksi on suurempaa tai yhtdsuurta kuin p ja vas-
taavasti m, = inf,>, x,. Antamalla p — oo saadaan lukujonon (x,),en yldraja-arvo
lim sup z,,
n—oo
ja alaraja-arvo

liminf z,,.
n—oo

Lukujonon yla- ja alaraja-arvot voivat olla &arellisid lukuja tai ne voivat saada arvok-
seen oo (hajaantuu #dérettomyyteen) tai —oo (hajaantuu negatiiviseen darettomyy-
teen).

HuomAauTus 1.13. Lukujonolla (2, )nen on raja-arvo

lim x,,
n—o0

jos ja vain jos sen yldraja-arvo ja alaraja-arvo ovat yhta suuret.
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MAARITELMA 1.14. Lukujono (x,)men suppenee kohti reaalilukua a, jos jokaisella
¢ > 0 on olemassa luku N € N siten, ettid

|z, — a| < € kaikille n > N.
Té&ll6in sanotaan, ettd a on lukujonon (z,) raja-arvo ja merkitdén

lim z, = a.

n—oo
HuomAuTus 1.15. Jos jono (x,,)nen ei suppene kohti mitéddn reaalilukua a, sanotaan,
ettd lukujono hajaantuu.

2. Yleinen tasobiljardikuvaus sileille ja konveksille kayrille

Jotta biljardia voidaan tarkastella matemaattisesti, tdytyy biljardipallon rata biljar-
dipoydalla pystyéd kuvaamaan jonkinlaisella matemaattisella kuvauksella. Matemaat-
tisessa biljardissa pallo lyodaan lahtopisteestd xq tiettyyn suuntaan, jonka jélkeen
biljardipallo liikkuu kitkattomalla biljardipdydélla tasaisella nopeudella vy suoraan
eteenpéin, kunnes torméd poydian reunaan pisteessé x;. Reunasta biljardipallo kim-
poaa fysikaalisia lainalaisuuksia noudattaen tiettyyn suuntaan. Téta fysikaalista lai-
nalaisuutta kutsutaan Heijastuslaiksi.

MAARITELMA 1.16. (Heijastuslaki) Reunaa kohti tulevan radan ja pdydén reunakéy-
rdn tormayspisteeseen piirretyn tangentin véilinen kulma on yhté suuri kuin reunasta
poispdin kimmonneen radan ja tangentin vélinen kulma.

Niinpé reunan pisteestd x; kimmottuaan pallo jatkaa matkaa uudella nopeudella v,
heijastuslain méadradméaan suuntaan, kunnes térméaéd uudelleen poydéan reunaan pis-
teessd xo ja sama menettely toistuu. Koska nopeuden suuruus séilyy tédysin kimmoi-
sissa torméyksissd, huomataan, ettd térméyksestad seurannut pallon nopeuden muutos
johtuu ainoastaan suunnan muuttumisesta.

Niin ollen biljardipallon rata biljardipoydalld koostuu heijastuspisteista x; ja perak-
kéisten heijastuspisteiden vilisistd janoista. Toisaalta heijastuspisteiden viliset janat
médraytyvat tdysin janan pédtepisteisté, joten biljardiradan tarkastelu voidaan pa-
lauttaa radan heijastuspisteiden tarkasteluun. Riittda siis loytaa kuvaus, joka kuvaa
radan heijastuspisteen seuraavaksi heijastuspisteeksi.

Olkoon biljardipéytd D C R? konveksi, suljettu ja rajoitettu ja olkoon reuna 9D
pituuden suhteen parametrisoitu polku ~y: [0, ()] — R2. Oletetaan lisiiksi, ettéd kiyri
~ on C*™-siled ja olkoon tangenttivektorin pituus ||7/(¢)|| = 1 kaikilla t € [0,1(~)].

Koska térméyksessé biljardipallon nopeuden muutos johtuu ainoastaan suunnan muut-
tumisesta, heijastuspisteessi kdyridn v normaalin suuntainen nopeuden komponentti
muuttuu vastakkaissuuntaiseksi ja tangentin suuntainen komponentti séilyy vakiona.
Olkoon joukko S' = {(&,9) € R? : 2% + §? = 1}. Madritelliéin joukot

M= {(z,v) 2 €0D,ve S},
misséd v on biljardipdydén reunan pisteestd x lahteva nopeusvektori, ja

M = {(z,v) €e M :v-ny(x) > 0},
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misséd ng(z) on biljardipdyddn reunan sisdénpéin osoittava yksikkonormaalivektori
pisteessa x € OD.

Oletetaan, etti x € D ja v € S siten, ettd v - ny(x) > 0. Tilldin joukon D konvek-
sisuudesta johtuen on olemassa yksikésitteinen piste 2’ € 9D siten, ettd

¥y=x+tv

jollekin ¢ > 0. Lisdksi nopeusvektori v' saadaan vektoreiden v ja ni(z') avulla ilmais-
tua seuraavasti (katso kuva [1)):

v =0 — 20,

missi v, on vektorin v ny(z')-suuntainen projektio.

Kuva 1. Vektorin n,(z’)-suuntainen vektorin v projektio .

Koska vektoriprojektiolle v, pétee

_vem@) o veml@) e
ni(x’) - nq(z’) (o) = [n1 (2)]|2 (@) = ( 1(z"))n (2),

saadaan nopeusvektori v’ lopulta muotoon

Up =

v =v—2(v-n(z"))n(2).

Nyt ollaan valmiita méaariteleméédn yleinen biljardikuvaus konveksille, suljetulle ja
rajoitetulle tasobiljardipoydalle, jonka reuna on silea.

MAARITELMA 1.17. Olkoon biljardipdytd D C R? konveksi ja sen reunikiyrd 0D
suljettu ja rajoitettu siled kédyra. Talloin biljardikuvaus on muotoa

T: M — M, T(x,v) = (2,0,

missd x € JD on biljardipallon 1ahtopiste ja v ldhtonopeus ja vastaavasti @/ € 0D
seuraava biljardipallon osumakohta biljardipoydén reunaan ja v’ torméayksen jélkeinen
pallon nopeus.

Toisaalta reuna 0D on nyt parametrisoitu pituuden suhteen. Oletetaan reunakiyran
v positiiviseksi kulkusuunnaksi se suunta, jolloin kidyréan sisédpuoli on vasemmalla ja
vastaavasti ulkopuoli oikealla. Olkoon s € [0,[(7)] suunnatun kéyrén ~ parametri.
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Olkoon lisiksi 8 €]0, [ nopeusvektorin v ja kidyrdn v pisteeseen x piirretyn posi-
tilvisesti suunnatun tangentin vélinen kulma. T&ll6in pisteiden (x,v) kuvaamiseen
voidaan kiyttdd koordinaatteja (s, 8) (Katso kuva [2). Néin ollen

T: M — M, T(s,8)=(s,05).

Kuva 2. Biljardikuvauksen koordinaattien (z,v) ja (s, ) vélinen yhteys.

Kuvauksen T iteroinnin, eli toiston avulla voidaan tutkia muun muassa radan jaksol-
lisuutta:

MAARITELMA 1.18. Biljardirata on jaksollinen, jos on olemassa piste x € M, jolle
T™(x) = z jollakin n € N. Muutoin rata on jaksoton.

MAARITELMA 1.19. Jaksollisuuden pituus on pienin luku n € N, jolle T"(z) = z.
Télloin biljardipallo palaa ldhtopisteeseenséd n:édn kimmokkeen kautta.

Nyt ollaan avattu hieman matemaattisessa biljardissa kidytettdavaa yleisen tasobiljar-
dikuvauksen luonnetta. Ennen kaikkea biljardin matemaattisessa tarkastelussa ollaan
siis kiinnostuneita kuvauksen T': M — M dynamiikasta: Loytyyko jaksollisia ratoja?
Enta miké on jaksollisen radan jaksollisuuden pituus? Milté 16ydetyt jaksolliset radat
nayttavat? Paljonko 16ytyy jaksottomia ratoja? Jakautuvatko jaksottomien ratojen
heijastuspisteet tasaisesti poydén reunakéyrille? Yleisen biljardikuvauksen analysoi-
minen télld tapaa on melko hankalaa, joten téssd tutkielmassa keskitytadn biljardin
peluuseen muutamalla, tietynmuotoisella biljardipoydalla. Aloitetaan tarkastelu ym-
pyranmuotoiselta poydalta.



LUKU 2
Biljardia ympyralla

Kun biljardipallo lyoddaan ympyralla kohti kehén pistettd i, se kimpoaa ympyran
keh&ltd heijastuslain mukaisesti ja tormééd uudelleen ympyrén keh&dn pisteessé xs.
Koska ympyré on kiertosymmetrinen, voidaan pallon ja ympyrédn kehédn torméyspis-
teet saada toisistaan kiertdmélla ympyraé aina tietyn kiertokulman a verran. Niinpé
biljardipallon kulkureitin, eli biljardiratakédyran, tutkiminen ympyralla nayttaisi ole-
van helpointa toteuttaa ratakédyran heijastuspisteiden muuntumisen tutkimisella.

1. Ympyrin kehén ja reaalivilin yhteys

Otetaan biljarditarkastelun keskioon ympyré, jonka kehdn pituus on yksi (ja side on
%) Télloin taittelemalla ympyran kehé auki, se néayttiisi vastaavan reaaliakselin va-
lid [0, 1], missé pisteet nolla ja yksi samaistetaan. Ennen kuin mennéén tarkemmin
itse biljardin tarkasteluun, ndytetdan, ettd ympyréan kehé todella voidaan ajatella ole-

van reaalivéli [0, 1], kunhan pisteet 0 ja 1 samaistetaan:

MAARITELMA 2.1. Relaatio R joukolla A on ekvivalenssirelaatio, jos seuraavat ehdot
tayttyvat:

(1) aRa kaikilla a € A (reflektiivisyys),
(2) jos aRb, niin bRa kaikilla a,b € A (symmetrisyys) ja
(3) jos aRb ja bRc, niin aRc kaikilla a, b, c € A (transitiivisuus).

Méaritelmén nojalla joukon R relaatio ~, missd x ~ y jos ja vain jos x — y € Z,
on ekvivalenssirelaatio, silla

(1) nyt z —2 =0 € Z, joten x ~ x,

(2) josz~yeliz—y=k¢eZ, niin talléin y — x = —k € Z ja siten y ~ z,

B)josx ~yjay ~ z,elix—y =k € Zjay—z =1 € Z, niin talloin
r—z=x—y+y—z=k+1[€Z, joten myos xr ~ z.

Ekvivalenssirelaatio ~ méaaraa siis erilliset ekvivalenssiluokat {[z] : x € R}, missi
y € [z] jos ja vain jos © — y € Z. Niinpé tekijajoukko R/ ~ on kaikkien reaalilukujen
ekvivalenssiluokkien joukko ekvivalenssirelaation ~ suhteen. Merkitdéan muodostettua
tekijajoukkoa vastaisuudessa kuvaavammalla merkinnalld R/Z.

Tekijdjoukko R/Z, missa tekijaluokat méadrdytyvét edelld mainitusta ekvivalenssire-
laatiosta, on bijektiivinen vilin [0, 1] kanssa. Témé& ndhdéén siitd, ettd kuvaus

f:10,1[= R/Z, f(x) = [2]

8
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on bijektio:

Nyt [z] ={y e R:y—x =k € Z}, joten jos x # z ja x,z € [0, 1], niin varmasti
0 < |z —z| <1 Télsin f(x) = [z] # [2] = f(z). Niinpa funktio f(x) on injektio.

Olkoon [y] € R/Z miké tahansa ja valitaan k = |y] € Z, jolloin x =y — |y| € [0, 1].
Talloin f(z) = f(y—|y]) = [y — ly]] = [y]. Niinpé funktio f kuvaa lihtéjoukon koko
maalijoukoksi, joten funktio f(x) on my6s surjektio ja siten bijektio.

Lisdksi huomataan, ettd vali [0, 1] on sama kuin tekijdavaruus, joka saadaan vilistéd
[0, 1] ekvivalenssirelaatiolla, missid = ~ y jos ja vain jos ¢ —y = 0 tai |[x — y| = 1.
Talloin siis vélin [0, 1] pisteet 0 ja 1 samaistetaan.

Toisaalta joukkojen [0,1[ ja S = {(x,y) : 2* + y* = (5=)*} vélilld on luonnollinen
bijektio. Olkoon # ympyréan S kiertokulmaa « vastaavan kaaren pituus, jolloin pétee
a = 276, Osoitetaan, ettd kuvaus

1 .
. 1 6) — 2701
g:[0,1[— S, g(0) ¢

on bijektio:

Kuvaus voidaan ilmaista muodossa

o(0) = (cos(%e) sin(27r0)) |

Y

27 21

Olkoon 6, # 0, jolloin
2m0 in(27w6 i
o(0)) = cos(2m 1)’ sin(276;) ) cosen sinoy i
2m 27 27 27

cos(2mfy) sin(27m6s)\  [cosay sina
2r 27 N o0r 1 2w )

9(02) = (

Nyt sinin ja kosinin ominaisuuksista johtuen g(61) # g(0,), sillé jos pisteparien ensim-
maiset koordinaatit ovat samat, eli cos a; = cos s, niin varmasti toisille pistepareille
pétee sin ay # sin ay ja vastaavasti toisinpdin. Niinpé funktio g(€) on injektio.

Liséksi 0:n arvoilla vélilld [0, 1] sinin ja kosinin sisdfunktiot saavat kaikki arvot vélilta
[0, 27]. Koska sini- ja kosinifunktiot ovat 27-jaksollisia, saa funktio g kaikki mahdol-
liset funktionarvot muuttujan arvoilla [0, 1[. Niinp4 funktio g(f) on my&s surjektio ja
siten bijektio.

Néin ollen kaikki kolme; ympyrédn S kehé, reaalivéli [0, 1] ja joukko R/Z voidaan bi-
jektiivisind joukkoina samaistaa keskenddn. Ympyran S ajatteleminen joukkona R/Z
helpottaa ympyréan kuvausten kirjoittamista. Témén vuoksi sovitaan, etté tasta eteen-
péin tutkielmassa joukko S tarkoittaa joukkoa R/Z.
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2. Biljardiratakayrat ympyralla

Aloitetaan biljarditarkastelu tutkimalla edellisen luvun biljardikuvausta 7" ympyrén-
muotoisella biljardipoydalla. Ympyréan kiertosymmetrisyydestd huomataan, ettd bil-
jardiratakdyréan ja ympyrdan tangentin valinen kulma § pysyy samana jokaisessa hei-
jastuksessa (katso kuva [1)). Niinpd biljardikuvauksessa (s, 3) — (s', ) muuttuu ai-
noastaan parametrin s arvo. Tutkitaan tarkemmin, miten parametri s muuttuu.

Oletetaan, ettd ympyrian kehdn pituus on yksi, jolloin side r = % Olkoon ympyréin
keskipiste O ja olkoon xz’ ratakdyrdn jokin segmentti. Kolmio AxzOz’ on t&lloin
tasakylkinen ja sen kantakulmat ¢ saadaan kulman § avulla siten, ettd (katso kuva
i
™
fg_g
Niinpa ympyran kiertokulmalle o pétee

04:7r—2<p:7r—2(z—ﬁ):26.

2
Kierrettaessd ympyraa kiertokulman o verran, ympyréan kehalld liikutaan siis matka
28 _p
ar =— = —.
2r 0w

Kuva 1. Ympyréabiljardikuvauksessa kulma 8 pysyy vakiona, jolloin
myo6s ympyréan kehélld litkuttava matka pysyy vakiona.

Ympyralld biljardikuvaus saadaan nyt muotoon

T: M — M, T(s,) = (s—i—é, ),
T
josta huomataan, ettd ympyrabiljardissa kahden perédkkéisen heijastuspisteen vélinen
matka ympyran kehélld pysyy vakiona. Merkitéaén téta kiertokulmaa o vastaavaa ym-
pyran kaaren pituutta kulmalla 6. Nyt ollaan valmiita méaritteleméén biljardikuvaus
ympyralla:
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MAARITELMA 2.2. Olkoon kulma 6 ympyrédn S kiertokulmaa a vastaavan kaaren
pituus ympyréan kehalld. Talloin biljardirata ympyrélla voidaan méadrata taysin seu-
raavan kuvauksen avulla:

Tp: S — S, Ty(x) =x+60 (mod 1),
missd = € [0, 1] on ratakdyrin ldhtopiste ympyrdn S kehilld ja 6 € R.

Kuvaus Ty on hyvin mééaritelty:

Jos x,y € R siten, ettd x =y (mod 1) eli [x] = [y] € S, niin
Tp(x) = z+6 (mod 1) = [x+0] = [z]+[0] = [y]+]0] = [y+0] = y+0 (mod 1) = Ty(y).

Ympyralld ratakdyrian tarkastelu voidaan siis muuttaa reaalivélilla [0, 1] esiintyvien
ratakdyrdn heijastuspisteiden tarkasteluun. Méaaritelmén kuvauksen 7Ty n:s iteraa-
tio saadaan nyt seuraavasti:

Tg(z) =x+nf (mod 1).

Tama voidaan osoittaa induktiolla.

2.1. Kulman # suuruuden vaikutus ratakiyrin jaksollisuuteen.
Tarkastellaan seuraavaksi ldhemmin sitd, milld tavalla kulman 6 suuruus vaikuttaa
ratakayrdadn ympyrallda. Tata varten taytyy méaritellda alkioiden vélinen etéisyys jou-
kossa S ja tutkia, miten hyvin biljardikuvaus 7Tj ndmaé etéisyydet tulee siilyttdméaan.

MAARITELMA 2.3. Olkoon [z],[y] € S. Télloin on olemassa yksikésitteiset pisteet
',y €10, 1] siten, ettd 2’ € [z] ja 3y € [y]. Néin ollen joukon S ekvivalenssiluokkien
[z] ja [y] vdlinen etdisyys

a((e), b)) = min(ls’ — ¢/} &' = (& — D]) = min(la’ — /], |¢’ — o/ + 1]).

MAARITELMA 2.4. Joukko X on metrinen avaruus, jos on olemassa etéisyysfunktio
eli metritkka d: X x X — R siten, ettd kaikille z,y, 2z € X pétee

(1) d(z,y) >0

(2) d(z,y) =0 jos ja vain jos x =y
(3) d(z,y) = d(y,z)

(4) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Metristd avaruutta voidaan merkité (X, d), missd d on joukon X metriikka.
Nyt huomataan, ettd Méaaritelmén mukainen alkioiden viélinen etédisyys joukossa
S on metriikka. Niinpa joukkoa S voidaan tarkastella metrisend avaruutena.

MAARITELMA 2.5. Olkoon (X, d;) ja (Y, ds) metrisid avaruuksia. Kuvaus f: X — Y
on isometria, jos ja vain jos kaikille z,y € X pétee

Toisin sanoen isometria on kuvaus, joka séilyttda pisteiden véliset etéisyydet.
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Maéritelmén [2.5 nojalla biljardikuvaus Ty: S — S, Ty(x) = x +60 (mod 1) on isomet-
ria, silld kaikille [z], [y] € S pétee
d(Ty([x]), To([y])) = min{|" + 0 — (' + O)|, |2"+ 0 — (4 + ) + 1]}
= min{|2’ — /|, |2 — ¢ + 1|}

= d([«], [y]),

missd 2’,y’ € [0, 1] siten, ettd 2’ € [x] ja y’ € [y]. Téstd seuraa, etté biljardikuvaus Ty
sdilyttaa aina heijastuspisteiden véliset etdisyydet.

MAARITELMA 2.6. Olkoon rata Or,(x) kuvauksen Tp(z) heijastuspisteiden muodos-
tama joukko, eli

Or,(z) ={T;'(z) :n e NU{0}}.
Erityisesti rata liittyy aina johonkin pisteeseen x € S.

Nyt kulmasta 6 voidaan sanoa seuraavaa

LAUSE 2.7. Kulmalle 6 pdtee:

(1) Jos 6 € R on rationaalinen, niin jokainen rata Or,(z) on jaksollinen kaikilla
x € 5. Lisdksi, jos 0 = §, missd syt(p,q) = 1, niin jaksollisuuden pituus on q.

(2) Jos 6 € R on irrationaalinen, niin jokainen rata Or,(x) on tihed ympyrdin
S kehalld kaikilla x € S. Tdlloin jokainen ympyran S epdtyhjd avoin kaari
sisdltad tamdn kdyrdn pisteitd.

TODISTUS.
(1) Olkoon @ rationaaliluku muotoa 6 = 1507 missd p,q € N ja syt(p,q) = 1 ja
olkoon z € [0, 1] mikd tahansa. Tall6in
Tj(r)=x+¢q-60 (mod1l)
:x—l—q-l—? (mod 1)
q
=z+p (modl)
=z (mod 1),
joten kuvauksen Tp(x) muodostama rata on jaksollinen.

Toisaalta, koska syt(p, ¢) = 1, niin luonnolliselle luvulle k pétee, ettd k-§ &7
kaikilla 1 < k < ¢. Niinpd Ty (z) # x (mod 1) kaikilla k = 1,...,¢ — 1 ja
siten k& = ¢ on pienin luvun k arvo, jolle Ty (z) = x (mod 1). Niin ollen
jaksollisuuden pituus on gq.

(2) Olkoon 6 irrationaaliluku. Néytetddn ensin, etta jokainen radan Or, () piste
on eri piste.

Antiteesi: Olkoon i ja j kaksi eri luonnollista lukua siten, ettd Tg(x) = Tj () +
k jollekin positiiviselle kokonaisluvulle k. Talloin

x40 = x + j0 + k,
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joten (i—j)0 = k € Z, . Koska oletuksen nojalla 6 on irrationaaliluku, taytyy
pated i —j = 0, eli 4« = j. Tama& on ristiriita, silld oletuksen nojalla i # 7.
Niinpé jokainen radan Or,(x) piste on eri piste.

Néytetddn seuraavaksi, ettd jokainen rata O, (x) on tihed ympyrdan S ke-
halla. Jaetaan ympyrdn kehd n:d&n yhta pitkddn kaareen, jolloin jokainen
ympyrén kaari on pituudeltaan . Olkoon z,Ty(z), ..., Tj(z) radan pistei-
tad. Ylla olevasta tieddmme, ettd ndmé pisteet ovat erillisié, joten pisteiden
lukuméara on n + 1. Koska radan pisteitd on enemmén kuin ympyrén kaa-
ria, 16ytyy sellainen ympyrén kaari, jolla on ainakin kaksi radan eri pistetté;
Ty(x) ja Ty (x), joille j < i < n. Siispd mille tahansa luonnolliselle luvulle n
on olemassa erilliset luonnolliset luvut ¢ ja j siten, etta

AT, T ) < .

Néytetéadin sitten, ettd minkd tahansa alkupisteen x € [0, 1] laheltd 1oytyy
jokin toinen radan Of,(x) piste. Koska kuvaus Ty on isometria, radan Or,(x)
kahden pisteen vilinen etéisyys ei riipu kuvauksen 7Ty iterointien méarasta.
Télloin luonnollisten lukujen 4, j ja n avulla saadaan

o o . . _ 1

d(Ty " (2), ) = d(Ty (T3 (2)), Ty (2)) = d(T5(x), Ty(2)) < —,

missi Tj (T 7 (x)) = Ty (x)+j60 (mod 1) = 2+(i—75)0+350 (mod 1) = z+if

(mod 1) = Tj(z). Olkoon nyt e > 0. Valitsemalla luku n siten, ettd & < e,
saadaan pisteille z ja Ty 7(z) pitemiin

AT, (x),x) < e.

Nain ollen jokainen rata palaa lahtopisteen = ldheisyyteen ¢ — j:n iteraation
jélkeen.

Lisdksi lukujen ¢ ja j valinta on riippumaton pisteestd x. Tamé& ndhd&an
seuraavasti: Olkoon y € S, jolloin piste y voidaan ilmoittaa pisteen z avulla
ympyrén kiertona y = T;,_,(z). Télloin

ATy (). y) = AT} (Tya(2)). Ty ()
= AT, o (T3 (@), Tya(2) = d(Ty 7 (@), ) < c

Osoitetaan lopuksi, ettd myos minkéd tahansa alkupisteestd x riippumatto-
man pisteen z € S ldheisyydestd voidaan 16ytdad jokin radan Or,(z) pis-
te. Aiemmasta tieddmme, ettd kuvaus T;_j kiertdd jokaista radan pistetté
matkan s = (i — j)f (mod 1) < 1 < e mydté- tai vastapéiviidn. Olkoon
N = [1] +1 € N. Tillin joukko {T,;"(z) : k = 0,1,..., N} jakaa ym-
pyran S kehén osiin, joiden kaikkien pituus on pienempééd kuin e. Niinpé on
olemassa luonnollinen luku m < N(i — j) siten, ettd d(7}"(z),2) < €. Siten

jokainen rata Or,(z) on tihed ympyran S kehélla. -
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Havainnollistetaan Lauseen (1) sanomaa hieman seuraavan esimerkin avulla:

ESIMERKKI 2.8. Onko mahdollista lyoda ympyranmuotoisen poydén reunalla oleva
biljardipallo kahdeksan kimmokkeen kautta takaisin alkupisteeseensa?

Biljardirata olisi nyt 8-jaksollinen, joten Lauseen (1) nojalla ¢ = 8. Siten mahdol-
lisia vaihtoehtoja kulmalle 6 voisivat olla murtoluvut £, missd p = 1,2,3,4,5,6 tai 7.
Kuitenkin nyt taytyy olla syt(p, q) = 1, joten 8-jaksollinen rata saadaan aikaan vain
kulman 6 arvoilla %, %, g ja %.

HuomaAuTuUs 2.9. Edellisestd Lauseesta huomataan, etta

(1) jos kulma € on rationaalinen, niin ratakayrén pituus on dérellinen,
(2) jos kulma @ on irrationaalinen, niin ratakdyrdn pituus on déreton,
(3) ratakdyran kidyttdytyminen on riippumaton alkupisteestd x € S.

SEURAUS 2.10. Jos 6 on irrationaalinen, niin jokaisella radalla Or,(z), missi x € S,
on ddrettomdn monta pistettd milld tahansa epdtyhjdlld avoimella ympyrdin S kaarel-
la.

ToDISTUS. Viite seuraa suoraan Lauseesta [2.7] (2). O

2.2. Heijastuspisteiden tasajakautuneisuus ympyrin kehilla.
Téahan mennessé ollaan opittu, etté jos 0 = § € Q ja p ja q ovat jaottomia keskenén,
niin rata Og, (z) on ¢-jaksollinen ja kiertosymmetrisyydesté johtuen radan pisteet ovat
jakautuneet tasaisesti ympyran kehille. Voidaanko vastaavanlaista pisteiden tasaista
jakautumista ympyrén kehélle odottaa myo6s irrationaalisella 6:n arvolla? Seuraava
heijastuspisteiden tasajakautuneisuustarkastelu noudattaa lihdettéd [4]

MAARITELMA 2.11. Olkoon A C S ympyran kaari ja x € S jokin ympyréan kehén
piste. Olkoon liséksi n € N kaikkien radan Or,(z) heijastuspisteiden lukumé&éaré.
Merkitaén kaarella A sijaitsevien heijastuspisteiden lukumédria seuraavasti:

Falz,n) =#{kcZ :0<k<n, Ty(z) € A}

Maéritelmésté nihdaén, etté jos kaarille patee A C A’ niin Fa(z,n) < Far(x,n).
Lisdksi selvésti funktio Fa(z,n) on kasvava luvun n suhteen. Niinpé irrationaalisella
0:n arvolla funktiolle piatee Fa(x,n) — oo, kun n — oc.

Nyt ympyrén kaarella A sijaisevien radan Or, () heijastuspisteiden suhteellinen osuus
kaikista radan heijastuspisteistd voidaan ilmaista muodossa
FA (.I, n)

n

LAUSE 2.12. Merkitidn kaaren A pituutta [(A).Olkoon 0 irrationaalinen ja ympyrdin
kiertokuvaus Ty. Olkoon lisiksi A ja A" ympyrdn S kaaria, joille [((A) < I(A"). Tdlloin
on olemassa Ny € N siten, ettd jos x € S, N > Ny jan € N, niin

Fa(z,n+ N) > Fa(z,n).
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TobisTus. Seurauksen nojalla rata Or,(z) on tihed missé tahansa ympyran
kaaressa. Nyt [(A) < [(A’), joten kiertamélla kaarta A sopivasti, kaaret saadaan
asettumaan sisikkain. T&lloin 16ytyy Ng € N siten, etté TéVO(A) C A’. Siten tiedosta
T;(z) € A seuraa, ettda Ty V0 (z) € A/, joten

Fa(z,n+ N) > Far(x,n+ Ny) > Fa(z,n)
kun N > Nj. O

Edella ei olla otettu mitédén kantaa siihen, ovatko kaaret avoimia, suljettuja vai puo-
liavoimia. Silla ei ole vélid. Helpoin tapa on ottaa aina puoliavoin kaari siten, ettd
vasen pédtepiste kuuluu kaarelle ja oikea péitepiste ei. Jos kaaren A; oikea péite-
piste on sama kuin kaaren As vasen péétepiste, niin kaarien yhdiste on yhtendinen
kaari, mutta kuitenkin A; N Ay = 0. Talloin Fa,ua,(z,n) = Fa,(x,n) + Fa,(z,n).

Olkoon A mikéd tahansa ympyriakaarien yhdiste. Téllin Méaritelmén 2.11] nojalla
ympyrékaarien yhdisteelld A sijaitsevien radan Or,(x) heijastuspisteiden lukumé&ara
on

Fa(w,n)=4#{k €Z:0<k <n, Tf(x) € A}.

Nyt selviisti 0 < Fy(z,n) < n kaikilla n. Liséksi edelleen Fa(z,n) — oo, kun n — oo.
Niinpd ympyrékaarien yhdisteen A heijastuspiteiden suhteellisten osuuksien
FA (l’, n)
n
muodostama jono (a,)nen rajoittuu vélille [0, 1]. Télloin selvésti jonon (a,) pienin
ylaraja My < 1 ja suurin alaraja mgy > 0. Niinpd myos jonon (a,) kaikilla osajonoilla
pienin yldraja ja suurin alaraja ovat reaalilukuarvoisia. Olkoon
M, = supa,, ja m, = inf a,.
n>p n>p
Antamalla p ldhestyd aéretontd, jonolle (a,) saadaan mééritettyd yliaraja-arvo ja
alaraja-arvo.

Néin ollen ympyrékaarien yhdisteelld A olevien heijastuspisteiden suhteellisen osuu-
den yldraja-arvo voidaan kirjoittaa muodossa

7:0(/4) = lim sup M

n—oo
Tillsin selviisti pitee f,(A; U Ag) < fo (A1) + fo(A2). Erityisesti, jos I, 4; = S,
niin f,(A;UA,U---UA,) =1

Yldraja-arvon mééritelmén ja Lauseen [2.12 avulla saadaan suora seuraus

SEURAUS 2.13. Jos [(A) < I(A), niin f,(A) < f.(A).

Vastaavasti kaarien yhdisteelld A olevien radan Or,(x) heijastuspisteiden suhteellisen
osuuden alaraja-arvo voidaan kirjoittaa muodossa
F
f (A):= liminfM.

—T n— o0 n
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Nyt selvisti mille tahansa kaarien yhdisteille A ja A° = S\ A pétee Fa(x,n) =
n—Fae(z,n). Niinpé, koska suhteellisten osuuksien ylé- ja alaraja-arvot ovat reaalisina
olemassa, niiden vilille saadaan yhteys

735(14) = limsupM =1—liminf ————= =1—f (A9
n —T

n—oo n n—oo

Ennen kuin péadstéaédn heijastuspisteiden jakautumisen kannalta tarkeén lauseen pariin,
otetaan kayttoon vield yksi lemma:

LEMMA 2.14. Jos I(A) = 1, k > 2, niin f,(A) < 5.

TobisTus. Jaetaan ympyrin kehd k—1 kaareen Ay, Ao, ..., Ap_1, joiden kaikkien
pituus on %1 Lauseen [2.12| nojalla 16ytyy luonnollinen luku N;, 1 < ¢ < k, siten,

—_
ettd jos x € S, niin

Fa,(x,n+ N;) > Fa(z,n).

Ottamalla N = max N;, epiyhtilo saadaan muotoon Fa,(z,n+ N) > Fa(x,n). josta
edelleen saadaan
k-1

(k= 1)Fa(z,n) <Y Fa,(z,n+ N).

i=1
Kun N on kiinnitetty voidaan antaa n — oo, jolloin

k-1

(k=1f.(A) < F(Ja) =1

=1

Niinpé jakamalla molemmat puolet luvulla £ — 1 saadaan lemman véite. U

Nyt voidaan muotoilla seuraava lause:
LAUSE 2.15. Mille tahansa ympyrdin kaarelle A C S ja pisteelle x € S pdtee

F
lim A (ZL‘, TL)
n—oo n

— I(A).

Erityisesti raja-arvo on rippumaton pisteestd x.

Tobistus. Olkoon € > 0 ja olkoon A C A’ siten, ettd [(A’) = £ < [(A)+e¢, missi

J,k € N, j < k. Nyt kaari A’ voidaan ajatella olevan seuraavanlainen: A" = |JI_; v;,
missé kaaret v; ovat pistevieraita, ja joille I(v;) = % kaikilla i. T4lloin Seurauksen
ja Lemman [2.14] nojalla
L@ <oy < o=t B @)+
v - “ k-1 k k—17
Annetaan € — 0, jolloin k — oo, ja ndhdéaén, etté

J(8) <UD).

k—1
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Toisaalta myds A® = S\ A on ympyrén kaari, joten sille pétee FL(AS) < I(A).
Lisiksi alemmasta tiedetddn, ettd f,(A°) = 1 — f (A), joten yhdistdmalld ndmé
tiedot saadaan

A% =1-[ (A) <I(AY)

(A) =1 1A% = 1(A).
Koska yli- ja alaraja-arvot ovat yhtd suuret, raja-arvo on olemassa ja se on [(A).
Niinp4 viite on todistettu. U

Lauseen [2.15] mukaan valitun kaaren sijainti ympyrin kehélla ei vaikuta kaarelle osu-
vien heijastuspisteiden lukuméérdén, vaan pisteiden lukuméérdan vaikuttaa ainoas-
taan kaaren pituus. Tatd ominaisuutta kutsutaan pisteiden tasajakautuneisuudeksi.
Niinpd Lauseen [2.15| suora seuraus on

LAUSE 2.16. Jos 0 on irrationaalinen, niin rata Or,(z) kaikille x € S on tasajokau-
tunut ympyrdlld.

2.3. Ympyribiljardin kaustinen kayra.
Tutkitaan sitten hieman tarkemmin biljardiratakdyridn muodostamaa geometrista ku-
viota biljardipdydén pinnalla. Tehdééan tarkastelu ympyréan S sijaan yleiselle ympy-
réille. Edelld osoitetut tulokset ovat voimassa myos talle ympyrille, silla biljardirata-
kdyrdn ominaisuudet eivit riipu ympyréan séteesté.

LAuse 2.17. Yksikddn biljardiratakdyrd ympyrdlld, lukuunottamatta 2-jaksollista ra-
takdyrad, el kulje tietyn pienemmdn samakeskisen ympyrdn sisdpuolelta. Lisikst kaik-
ki ratakdyrdn segmentit ovat tangenttisuoria kyseiselle sisemmdlle ympyrille.

Tobistus. Olkoon Fy, P, Ps, ... biljardiratakdyrin muodostaman monikulmion
karkid, ts. ratakdyran heijastuspisteitd. Télloin kiertosymmetriasta johtuen

|PoPr| = |PLP| = |PPs| = ...,
eli jokainen kahden perédkkéisen heijastuspisteen vilinen jana on yhté pitkd. Olkoon
O ympyrén keskipiste. Koska kaikki kérkipisteet P,_1, k = 1,2, 3, ... sijaitsevat ym-
pyran kehélld, SSS-lauseen nojalla kolmiot AP, _1OP; ja AP,O P, ovat yhtenevit.

Yhtenevyydestéd seuraa, ettd kolmioiden karkikul-
mat ovat yhtasuuret, eli

/POP, = /P OP, = /P,OP; = . ..
Olkoon lisdksi M}, janan P, P, keskipiste kaikilla
k. Talloin SKS-lauseen nojalla kolmiot AP, 1O My,
ja AP,OM; ovat yhtenevét kaikilla k. Erityisesti
janat O M, kaikilla k = 1,2, 3, ... ovat yhta pitkat,
eli

let1

Yhtenevyydesté seuraa lisiksi, ettd kulmat ZOM;P,_1 ja ZO M} P, ovat vieruskulmi-
na suoria kulmia. Niinpé kaikki janat Py_i Py, eli biljardiratakdyréin segmentit, ovat
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yhté etdélla ympyrin keskipisteesti ja toimivat tangenttisuorina |O My|-siteiselle sa-
makesiselle ympyriille (katso kuva . U

Kuva 2. Ratakiyrdn segmentit ovat tangentteja sisemmaélle samakes-
kiselle ympyrille.

HuomauTus 2.18. Jos biljardipoydéin sidde r ja kulma 6 tiedetédédn, ratakadyrin seg-
menttien sivuaman sisemmén ympyréan side voidaan laskea.

ESIMERKKI 2.19. Olkoon ympyréan sidde r ja
ympyréin kiertokulmaa o vastaavan kaaren pituus
0. Talloin kiertokulma o = g, joten heijastuskul-
maksi ¢ saadaan (kolmio APyOP; tasakylkinen)

1

@:gﬁ—@)

Sisemmén ympyran side saadaan suorakulmaisen
kolmion APy M;0 trigonometriasta:

0
,joten |OM;| = rsinp = rsin (5 — —) = rsin (Z — —> )

™ «

) |O M|
sin @ =
r

2 2 2r

HuomAuTUs 2.20. Lauseesta [2.17] ndhddén, ettd ympyrén sisédlle jad aina alue tai
alueita, joiden kautta ratakayra ei tule kulkemaan. T&lloin sanotaan, ettd biljardira-
takédyrd ympyran sisilla ei ole kaikkialla tihed.

Toisaalta aiemmasta tiedetéén, etté irrationaalisella #:n arvolla ratakéyran heijastus-
pisteet ulomman ympyran kehélld (eli biljardipoydan reunakéyralld) ovat tiheéssa.
Liséksi tiedetdén, ettd ympyran kiertokulman pysyessd vakiona, kiertokulmaa vas-
taavan kaaren pituus pienenee ympyrén sédteen pienentyessi. Nyt ratakidyran kahden
vierekkéaisen segmentin vélinen kiertokulma pysyy vakiona riippumatta siitd, milta
etédisyydeltd ympyrén keskipisteestéd sitd katsotaan (kunhan katseluetdisyys on vé-
hintd4n sisemmé&n ympyran siteen suuruinen). (Katso kuva |3) Niinpa vierekkéisten
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ratakdyrian segmenttien vélinen etdisyys on sitd pienempi, mitéd ldhempéana sisempéaé
ympyrad ollaan. Téstéd seuraa, ettd jos 6 on irrationaalinen, sisemmén ja ulomman
ympyran viliselld alueella ratakédyra on kaikkialla tihed. Lisdksi ratakdyréd on tihein
sisemmén ympyréan kehélla.

Kuva 3. Ratakdyridn segmenttien vélinen kiertokulma on vakio riip-
pumatta tarkasteluetéisyydestéd sisemmén ja ulomman ympyran vélis-
Sa.

Jos siis ajatellaan biljardipoydén reuna peilind ja biljardiratakéyra lasersiateend, joka
heijastuu peilisté, niin sisemmén ympyran reuna olisi merkittdvésti kuumempi, kuin
muu alue. Téstd syystd sisempédd ympyrad kutsutaankin kaustiseksi, mika tarkoit-
taa palavaa. Yleisesti biljardin yhteydessa kasite kaustinen kdyrd tarkoittaa sellaista
kayréd, jota kaikki ratakdyrén segmentit sivuavat. Toisin sanoen kaikki biljardirata-
kéyrdn segmentit ovat kaustisen kdyrin tangentteja.[8]

2.4. Yhdensuuntaiset ratakiyrian segmentit.
Tarkastellaan nyt hieman ldhemmin biljardiratakdyrén segmenttejé ja niiden yhden-
suuntaisuuteen liittyvid ehtoja.

LAuSE 2.21. Jos 0 on irrationaalinen, biljardiratakdyrd ympyralld S ei sisdlld yhden-
suuntaisia segmentte)d.

TobDISTUS. Antiteesi: On olemassa jaksoton biljardirata ympyralld S siten, ettd
se sisaltda yhdensuuntaiset segmentit P, P11 ja PPt (PoPuv1 # PnPot1)-

Oletuksen nojalla 6 on irrationaalinen. Olkoon O ympyrén S keskipiste ja olkoon
segmenttien péadtepisteet nimetty siten, ettd pisteet P, 1 ja P41 ovat eri puolilla
suoraa m eli P, 1P,0P,,.1. Koska segmentit ovat erit ja yhdensuuntaiset, kédntei-

sen vuorokulmalauseen nojalla suora m leikkaa suoraa P, 1P, pisteessd M siten,
etta

LOP,P, 1 = LZOMP,, ;.
Talloin pisteelle M pétee joko P, 1% M x P,,, M = P, tai P, * P, * M.
Jos P,.1 % M % P,,, niin ulkokulmaepéyhtédlon nojalla ZOP,,P,,.1 < LOMP,, ;.

Vastaavasti jos Py, 1 * Py, * M, niin Z/OMP,,,, < ZOP,,P,, 1. Kuitenkin ympyran
kiertosymmetriasta johtuen tiedetédén, etté

LOP, Py 2 LOPy Py 1 (2 LOM Py,
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Siten ainoaksi vaihtoehdoksi jéa, ettd M = P,,.
Niinpé pisteet P,, O ja P,, ovat samalla suoralla
ja ympyrélle S voidaan piirtda halkaisija, joka kul-
kee segmentin pédtepisteestd P, toisen segmentin
padtepisteeseen P,,. 0
Té&lloin on olemassa kokonaisluku k siten, ettd
tekemélla k& kappaletta annetun kulman @ pituisia
kiertoja, pistettd P, on kierretty kiertokulman =
verran (mod 27) ja paddytty pisteeseen P,,.

FI

m+1

Toisin sanoen kulmaa 6 vastaava kiertokulma « on m:n rationaalimonikerta. Koska
kiertokulmalle a pétee nyt a = 270, tdytyy kulman @ olla rationaaliluku. Tamé& on
kuitenkin ristiriita oletuksen kanssa. Niinpé alkuperédinen viite on tosi. U

LAUSE 2.22. Olkoon 0 = 1507 missd p,q € N ja syt(p,q) = 1. Jos biljardiratakdy-
ra ympyrdlld S sisdltid kakst yhdensuuntaista segmenttid, niin kdyrdn segmenttien
lukumddrd q on parillinen.

Tobistus. Nyt 0§ = %, missé p, ¢ € N ovat jaottomia keskenéédn. Osoitetaan, ettéa
¢ on muotoa g = 2I, jollakin [ € N.

Kuten edellisen Lauseen todistuksessa, 10ytyy taas kokonaisluku k siten, ettd k:n
kierron jéilkeen segmentin pédtepiste on kiertynyt kulman § = w+n2w verran, jollakin
n=20,1,2,... Talloin ympyrin S kehélla kierretty matka saadaan kierretyn kulman
B ja ympyran sdteen r avulla seuraavasti:

1
kO = Br, missd r = —.
2T

Sijoittamalla yhtdloon tunnetut arvot saadaan ratkaistua q:

kp 1

— = (7 +n27)—,

. (m ) o

kp 1+2n

¢ 2

2kp kp
1= T+ 1+ 2n

Koska ¢ € N, on luvun % oltava joko luonnollinen luku tai rationaaliluku muotoa
%, missi m € N. Nyt kuitenkin luvun % nimittdja on aina pariton luku, joten se
ei voi olla muotoa %. Siten luku lf—gn € N. Niinpé ¢ on parillinen. U
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2.5. 2-jaksolliset ratakayrat.
Tutkitaan lopuksi vield 2-jaksollisia biljardiratakayrid ympyréalla. Yleisesti 2-jaksollinen
ratakdyrd koostuu vain yhdestd segmentisté, joka on kohtisuorassa biljardipoydéan
reunakayrad vastaan molemmissa pédtepisteissddan. Toisin sanoen segmentti on reu-
nakayrédn normaali molemmille segmentin péétepisteille. Tamén vuoksi 2-jaksolliset
pisteet ovat sidoksissa reunakéyrén normaalien ominaisuuksiiin.

Jokaisella konveksilla, suljetulla ja rajoitetulla tasoalueella D, jonka reuna on siled
polku, on olemassa ainakin kaksi 2-jaksollista biljardiratakéyrad. Yksi 2-jaksollinen
ratakayra loydetddn helposti etsimélld pisin mahdollinen jdnne, joka voidaan piirtaé
tasoalueen sisédén.

Toinen ratakayra loydetaan seuraavasti: Muodos-

tetaan kaksi yhdensuuntaista suoraa siten, etté

tasoalue D jdd yhdensuuntaisten suorien viliin d

sivuten suoria. Nyt 2-jaksollinen ratakéyra loyde-

tddn etsimélld yhdensuuntaisten suorien vélisen

etdisyyden minimi d,,;, (suorien suuntaa muutta-

malla) ja piirtamalld jinne sivuamispisteiden vé-

lille.

Itse asiassa yhdensuuntaisten suorien vélisen etiisyyden maksimin d,,q, avulla 16yde-
tdan myos 2-jaksollinen ratakéyré, silld se vastaa aiemmin loydettyéa pisinté jannetta,
joka tasoalueen D sisdén voidaan piirtda. [12]

LAUSE 2.23. Jos siledn tasokdyrdin v kaikki normaalit letkkaavat yhdessd pisteessd,
niin kyseessd on ympyrdan kaari ja tamdn ympyrdan keskipiste on normaalien leikkaus-
piste.

TobisTus. Olkoon (xg, o) erds tasokdyran + piste. Télloin voidaan olettaa, etta
tdmén pisteen ldhelld tasokdyrd v on jatkuvasti differentioituvan funktion f graafi
annetulla vélilla A C R [1], eli

7= Az, f(z)): z € A}.

Olkoon (a,b) € R? normaalien leikkauspiste ja merkitéiéin I:114 joukkoa I = {zr € A :
f'(z) = 0}. Kédyrdn v normaalin yht#lo pisteessd (u, f(u)) € v on muotoa

y— f(u) = —ps(e —u), josue A\ I,
r=u, josue€l.

Koska normaalit leikkaavat pisteessi (a,b), voidaan yhtilo kirjoittaa muotoon
b— f(u) :—#u)(a—u), josue A\ I,
a=u, josu € I.

Siten tuntemattomalle funktiolle y = f(u) saadaan differentiaaliyhtélo
1
b—y= —?(a—u) — (b—y)y = —(a—u).

Yhtélo on separoituva, joten sen ratkaisut saadaan yhtéalosta
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/(b —y)dy = /(u — a)du,

1 1
by—§y2+C’1:§u2—au+Cg.

Taydentadmalla neliodn yhtédld saadaan muotoon
b2 — (y — b)* + 20, = (u — a)? — a® + 205,
(U, — (I)2 + (y - b)z = Cl2 + bQ + 2(01 — Cg),

missd Cp,Cy € R. Yhtélon oikea puoli sisdltda vain vakioita, joten yhtdlo voidaan
kirjoittaa lyhyemmin muodossa

(u—a)+(y—b>=C,

missd C' € R, C' > 0. Niinpd muodostuva kédyrd on (a,b)-keskinen ja V/C-siiteinen
ympyrd. Néin ollen véite on tosi. U

HuomauTUs 2.24. Ympyrdnmuotoisella biljardipoydéalla on &dédrettomén monta 2-
jaksollista biljardiratakédyrad. Tamé& ndhdéén siitd, ettd Lauseen [2.23|nojalla ympyréan
halkaisijat ovat 2-jaksollisia ratakayria.

Téahadn mennessa ollaan opittu, ettd ympyranmuotoisella biljardipdydélla kiertokul-
maa vastaavan kaaren pituuden 0 avulla voidaan méarittéa se, onko ratakéyra jaksol-
linen vai ei, ja kuinka monta kertaa biljardipallo tulee térmasaméaén poydan reunaan
yvhden jakson aikana. Liséksi ollaan muun muassa havaittu, ettd biljardipallo kulkee
joko edestakaisin ympyréan keskipisteen kautta tai kiertden keskipistetta tietylla etéi-
syydelld olevia janoja pitkin. Koska juuri opitut biljardinpeluutaidot ympyralla eivét
taida vakuuttaa vield kanssakilpailijoita riittavésti, jatketaan biljardin tarkastelua
seuraavaksi monikulmionmuotoisilla biljardipoydill.



LUKU 3

Biljardia monikulmioilla

Tarkastellaan seuraavaksi biljardia yksinkertaisilla konvekseilla monikulmioilla, erityi-
sesti neliollé ja kolmioilla. Monikulmioissa selkedné erona aiempaan ovat biljardipoy-
déssé esiintyvét kulmat, minkéd vuoksi myoskddn aiemmin méédritetty yleinen taso-
biljardikuvaus ei toimi monikulmioille. Biljardiratakédyréan heijastusta kulmasta ei ole
médritelty ja siksi oletetaan, ettd pallon torméys kulmaan pysayttda pallon liikkeen.
Tamén luvun biljarditarkasteluissa ei sallita sellaisia biljardiratoja, jotka torméaavat
biljardipoydén kulmaan.

Biljardikédyttaytyminen monikulmioilla ei ole nykyéaéan vield ldheskéddn kaikilta osin
selvdd. Ei esimerkiksi edelleenkéddn tiedetd, 10ytyyko jokaiselta monikulmiolta edes
yhté periodista biljardiratakdyrad. On kuitenkin olemassa tyokaluja, jotka helpottavat
monikulmiobiljardin tutkimista. Kédydaan niistd yksi ldpi, ennen kuin keskitytdian
nelié- ja kolmiobiljardiin.

Varsin hyodyllinen tyckalu biljardiratakédyréan tutkimiseen monikulmioilla on taitella
biljardirata "auki’suoraksi linjaksi peilaamalla biljardipoytéé aina sen sivun suhteen,
johon pallo térméé ja jatkamalla ratakéyrdd suoraan reunan lapi uudelle biljardipoy-
délle. Varsinainen ratakéyrd saadaan nidkyviin, kun peilatut biljardiboydat "taitel-
laan takaisin padllekdin”. Biljardiratakayréan taittelemista auki on havainnollistettu
kuvassa [1l

KuvAa 1. Erdiden monikulmioiden biljardiratakéyrien taitteleminen
auki suoriksi linjoiksi.

HuomauTus 3.1. Biljardiratakédyrédn aukitaittelumetodi toimii erityisen hyvin kai-
kille rationaalisille biljardipoydille, eli sellaisille monikulmioille, joiden kaikki kulmat
ovat luvun 7 rationaalilukumonikertoja.

Rationaalisten biljardipytien tapauksessa aukitaittelumetodilla 16ydetdédnkin paljon
jaksollisia biljardiratoja.

23
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1. Biljardiratakiyrat neliolla

Vaikka ympyré ja nelio ovat objekteina varsin erilaisia, biljardi niiden siséllé ei itse
asiassa eroa juurikaan toisistaan. Tutkitaan heijastuspisteiden kuvautumista nelion
kehélla. Otetaan tarkasteluun yksikkonelio ja taitellaan biljardirata auki suoraksi.

Olkoon nyt x ratakdyrian alkupiste nelion alemmalla sivulla ja olkoon « ldahtokulma
nelion alasivuun ndhden. Lahdettyddan alasivulta biljardipallo térméilee muihin ne-
lién sivuihin ja palaa jossain vaiheesa takaisin nelion alemmalle sivulle. Jotta voidaan
tarkastella ratakédyrdd nelion alasivulta takaisin nelion alasivulle, yhden yksikkéne-
lion sijaan taytyy tarkastella 2 x 2-yksikkonelion kokonaisuutta, missd vierekkéiset
yksikkoneliot ovat peilikuvia keskenédén. Talloin 2 x 2-nelion ylé- ja alasivu voidaan
samaistaa keskenédén ja vastaavasti vasen ja oikea sivu keskenéén.

lry] = 2ot o
Kuva 2. Biljardiradan osumakohdan muuntuminen nelion alasivulla.

Kuten kuvasta [2| ndhd&dan, annetuilla alkutiedoilla ratakéayra leikkaa nyt 2 x 2-nelion
ylemmén sivun pisteessd = + 2 cot a (mod 2). Talld tavalla saadaan méaaritettya ra-
takdayrdn perdkkéiset osumakohdat nelion alasivuun. Itse asiassa ratakiyrdn kéyt-
tdytymisen tutkiminen voidaankin siis palauttaa nelion yhden sivun osumapisteen
muuntumisen tarkasteluun radan edetessé. Niinpé nelion biljardikuvaus saadaan seu-
raavasti:

LEMMA 3.2. Olkoon x biljardiratakdyrdn alkupiste yksikkonelion alasivulla ja kulma o
ratakdyrdn lihtokulma alasivuun ndahden. Ratakdyrd neliolld mddrdytyy kuvauksesta

[ R/2Z — R/2Z, f(x) =z +2cota  (mod 2).
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1.1. Lahtokulman o vaikutus ratakidyrin jaksollisuuteen.
Lemmasta3.2[nédhdéén, etté jos cot a on rationaaliluku, niin biljardiradan méaaradméan
suoran kulmakerroin on rationaalinen ja jos cot a on irrationaaliluku, niin suoran
kulmakerroin on irrationaalinen.

HuoMAUTUS 3.3. Lemman [3.2] kuvaus nelidlle kiyttéytyy tdysin samalla tavalla kuin
Madritelmén 2.2 kuvaus z 4+ 6 (mod 1) ympyrén kierroille.

Huomautuksen [3.3] nojalla luvun cot @ rationaalisuus merkitsee siis erityisesti sité,
ettd osumakohta nelion alasivulla on jaksollinen. Téll6in biljardiratakéyra tulee pa-
laamaan nelion alasivulla jossakin vaiheessa takaisin l&htopisteeseensé. Siten suoran
rationaalisella kulmakertoimella biljardirata nelidlld on jaksollinen.

Jos taas cot a on irrationaaliluku, niin samaan tapaan kuin ympyridn tapauksessa
osumakohdat nelion alasivulla ovat tiheéssé ja jakautuneet tasaisesti. Toisaalta sama
tarkastelu voidaan tehdi kaikille kolmelle muullekin nelién sivulle (alasivun lisdksi),
joten osumakohdat nelion jokaisella sivulla ovat talloin tiheédssé. Niinpé suoran irra-
tionaalisella kulmakertoimella biljardirata neliélld on tihed.

1.2. Jaksolliset ratakiyrit.
Kéydadn hieman tarkemmin ldpi ratakéyrén jaksollisuutta neliolld seuraavan esimer-
kin avulla.

ESIMERKKI 3.4. Onko mahdollista lyodé biljardipallo nelion (ala)sivulta kuuden kim-
mokkeen kautta takaisin lahtopisteeseensia?

Helpoin tapa tutkia asiaa, on kéyttdd aukitaittelumetodia. Peilataan nelitta siten,
ettd saadaan muodostettua dérellisen kokoinen ruudukko, joka suuntautuu tason en-
simméiseen neljannekseen. Jaksollisen ratakdyridn loppupiste tulee olla ratakédyran
alkupistettd vastaava ruudukon piste. Liséksi kuusiperiodisen ratakayréan taytyy lei-
kata ldhtosivu mukaan lukien ruudukon kuutta sivua. Talloin alku- ja loppupisteen
vilisten vaaka- ja pystysuuntaan liikuttujen ruutujen yhteenlaskettu lukumééré tay-
tyy siis olla kuusi. Poistamalla nédin muodostettujen ratakéyrien joukosta vield ne
ratakdyréit, jotka kulkevat ruudukon jonkin kérkipisteen kautta (ts. poydan kulman
kautta), loydetédén todelliset 6-jaksolliset ratakayrét (jos niitd on olemassa).

/ —r %/

A | A
LT

Kuva 3. Aukitaittelumetodilla 16ydetédén kaksi nelion samasta alku-
pisteestd ldhtevad 6-jaksollista ratakayraa.
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Kuvasta |3| ndhdéaén, ettd ruudukosta on mahdollista 16ytda alkupistetta vastaava pis-
te, jolle alkupisteesta piirretty jana leikkaa kuutta ruudukon sivua ldhtosivu mukaan
lukien. Niinpa biljardipallo on mahdollista lyoda nelion sivulta kuuden kimmokkeen
kautta takaisin lahtopisteeseensa.

Esimerkin [3.4] tulos ei kuitenkaan pade nelién kulmasta lihteville radoille:

LAUSE 3.5. Nelion kulmasta ei ole mahdollista lyddd palloa siten, ettd se palaa takai-
sin ldhtokulmaansa.

TobisTus. Aukitaittelumetodin avulla huomataan, ettd alkupisteestd samaistet-
tavaan pisteeseen kuljettaessa seké vaaka-, ettd pystysuuntaan liikuttavien ruutujen
méédrd on aina parillinen. Niinpé jos alkupiste on origossa (0, 0), niin ratakdyran lop-
pupiste on paikassa (2m,2n), miissd m,n € N. Télléin myo6s piste (m,n) kuuluu
kyseiselle ratakéiyrélle ja se on liséksi ruudukon kéarkipiste. Jos luvuista m ja n jompi
kumpi tai molemmat ovat parittomia lukuja, piste (m,n) vastaa jotakin nelion muuta
kulmaa. Jos taas molemmat luvut m ja n ovat parillisia, piste (m,n) on alkupistetté
vastaava piste ja talloin my6s piste (%, §) on ratakayrélld oleva ruudukon kérkipiste.
Menettelya jatkamalla jokaiselta ratakayréltd loydetddan lopulta piste, jolle ainakin
toinen koordinaatti on pariton luku. Niinpé nelion kulmasta lahteva ratakayré tulee
aina torméamaan nelion johonkin muuhun kulmaan matkalla takaisin 1ahtopisteeseen-

SA. O

HuomAuTus 3.6. Koska yhdensuuntaisten suorien viélinen etiisyys sdilyy heijastuk-
sessa tasopeilisté, jaksolliset biljardiratakiyrit monikulmioilla eivit ole yksittéisié.
Niinpéd kuten kuvasta [4] ndhdaén

(1) ratakayrille, joiden jaksollisuuden pituus on parillinen, 16ytyy joukko yhden-
suuntaisia samanjaksoisia ratakayrii.

(2) ratakiyrille, joiden jaksollisuuden pituus on pariton, 16ytyy joukko yhden-
suuntaisia ratakéyrié, joiden jaksollisuuden pituus on kaksinkertainen.

/

Kuva 4. Eraét 4- ja 3-jaksolliset biljardiradat ja niiden kanssa yhden-
suuntaiset ratakéyrit.

Huomautuksen |3.6| nojalla Esimerkin nelidlta 16ytyy ddreton joukko 6-jaksollisia
ratakayrid, jotka ovat yhdensuuntaisia Esimerkissé 16ydettyjen ratakédyrien kanssa.
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1.3. Jaksottomat ratakayrit.

Jatketaan biljardin tarkastelua neliolla seuraavaksi jaksottomien ratakdyrien parissa.
Aiemmin néhtiin, ettd jos neliolla ratakidyrin kulmakerroin on irrationaalinen, niin
biljardirata on jaksoton. Téllaisen ratakéyrén heijastuspisteiden muodostama déretén
jono voidaan vaihtoehtoisesti koodata symboleilla 0 ja 1 sen mukaan, tapahtuuko seu-
raava heijastus nelion horisontaalisesta vai vertikaalisesta sivusta. Jos kédytetddn au-
kitaittelumetodia, ratakdyrd muodostaa suoran L, joka kohtaa vastaavasti ruudukon
vaaka- (symboli 0) ja pystyviivoja (symboli 1). Ndin muodostuvaa nollia ja ykkosia
sisaltavad jonoa kutsutaan suoran L leikkausjonoksi. Perehdytdan hieman tarkemmin
tallaisten jonojen ominaisuuksiin.

MAARITELMA 3.7. Jonoa kutsutaan kvasijaksolliseksi, jos jokainen sen dérellinen os-
ajono siséltyy siithen darettoméan monta kertaa.

Kvasijaksollinen jono muistuttaa siis hyvin paljon jaksollista jonoa, mutta siihen sisél-
tyy pieniéd poikkeamia. Edellisen Méaaritelmén nojalla leikkausjonosta voidaan sanoa
seuraavaa:

LAUSE 3.8. Suoran L leikkausjono w irrationaalisella kulmakertoimella ev ole jaksol-
linen, mutta se on kvasijaksollinen.

Tobistus. Jos leikkausjonon w &érellinen osajono siséltdd p kappaletta ykkosia
ja q kappaletta nollia, niin vastaava suoran L segmentti liikkuu siis ruudukolla p
yksikkod pystysuuntaan ja ¢ yksikkod vaakasuuntaan.

Osoitetaan ensin, ettd suoran L leikkausjono w ei ole jaksollinen. Antiteesi: Olete-
taan, ettéd leikkausjono w on jaksollinen ja siséltdkoon jakso py ykkosta ja gy nollaa.
Olkoon liséksi L,, leikkausjonon osajono, joka on n:in jakson pituinen. Téll6in suoran
L kulmakerroin on osajonojen L,, kulmakertoimien raja-arvo, kun n — oo. Osajonon
L,, kulmakerroin on Z—Zg, joten raja-arvoksi ja siten myos suoran L kulmakertoimeksi
saadaan Z—g € Q. Tama on ristiriita oletuksen kanssa, silla suoran kulmakertoimen piti

olla irrationaalinen. Néin ollen leikkausjono w ei ole jaksollinen.

Osoitetaan seuraavaksi, eté leikkausjono w on kuitenkin kvasijaksollinen: Aiemmasta
tiedetédn, ettd tasopeilin heijastus sdilyttdd yhdensuuntaisten suorien véliset etdisyy-
det. Niinpé jos kahden ldhelld toisiaan olevan nelion sivun pisteen kautta piirretdéan
yhdensuuntaiset ratakayrit, ne torméavit nelion seiniin samassa jérjestyksessé aina
sithen saakka, kunnes ratakayrit kulkevat niin ldheltd nelion jotakin kulmaa, etté
ratakayrit torméaavat kulman eri puolille. Nain ollen jos kaksi nelion pistettd ovat
riittdvéan ldhella toisiaan, niin nédiden pisteiden kautta piirrettyjen yhdensuuntaisten
ratakéyrien leikkausjonojen osajonot ovat riittavéan pitkaltd matkalta yhtenevét. Nyt
suoran L kulmakerroin on irrationaalinen, joten biljardirata neliolld on tiheéd. T&ll6in
ratakayra tulee palaamaan sen heijastuspisteiden mihin tahansa ldheisyyteen déretto-
mén monta kertaa. Niinpé jokainen ratakéyran leikkausjonon &érellinen osajono tulee
esiintyméén siind adrettoméan monta kertaa. Téstéd seuraa leikkausjonon w kvasijak-
sollisuus. U
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2. Biljardiratakiyrat kolmioilla

Siirryttéesséd neliostd kolmioihin, biljardiratakdyrén tutkiminen muuttuu jo selvés-
ti hankalammaksi, huolimatta kolmion geometrisesta yksinkertaisuudesta. Biljardira-
takdyrdn ominaisuuksiin kolmioilla vaikuttaa se, onko tarkasteltava kolmio teréva-
kulmainen, suorakulmainen vai tylppakulmainen. Eniten biljardiratakayristd osataan
sanoa suorakulmaisilla kolmioilla ja véhiten tylppdkulmaisilla kolmioilla. Aloitetaan
tutkimus kuitenkin terdvikulmaisista kolmioista.

2.1. Teradvikulmaisten kolmioiden jaksolliset ratakiyrat.
Terdviakulmaisen kolmion jaksollisista ratakéyristd osataan sanoa seuraavaa:

LAUSE 3.9. Terdvdikulmaisen kolmion muotoisella biljardipoyddlld sivujen korkeusja-
nojen padtepisteet yhdistamdalld saadaan muodostettua 3-jaksollinen biljardiratakdyrd.

Tobistus. Olkoon AABC terdviakulmainen kolmio ja olkoon piste P kulman
/A vastaisen sivun korkeusjanan paitepiste, piste ) kulman /B vastaisen sivun kor-
keusjanan péadtepiste ja piste R kulman ZC' vastaisen sivun korkeusjanan péadtepiste.
Olkoon liséksi piste O korkeusjanojen leikkauspiste. Kolmio on esitetty kuvassa [f]

Kuva 5. Korkeusjanojen péétepisteiden kautta kulkeva 3-jaksollinen
biljardiratak&yra.

Nyt huomataan, ettéd nelikulmiolla BPOR kulmat ZBPO ja ZBRO ovat suoria kul-
mia, joten nelikulmion kérkipisteet sijaitsevat nelikulmion ympaéri piirretylla ympy-
ralla. Talloin kulmat ZRBO ja ZRPO ovat saman ympyrikaaren kehdkulmina yhta
suuret.

Vastaavasti nelikulmion CQOP karkipisteiden kautta voidaan piirtdd ympyra. Tél-
16in kulmat ZQPO ja ZQCO ovat saman ympyrikaaren kehikulmina yhta suuret.
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Liséiksi huomataan, ettd kolmiot AABQ ja AACR ovat yhdenmuotoiset, silli mo-
lemmat kolmiot ovat suorakulmaisia ja kulma ZA on molemmille kolmiolle yhteinen.
Niinpd kulmat ZABQ ja ZACR ovat yhtéa suuret. Toisaalta nyt ZABQ = ZRBO
ja ZACR = ZQCO, joten patee ZRPO = /RBO = /ZQCO = ZQPO. Erityisesti
/ZRPO = /ZQ PO, joten myos heijastuskulmat Z/BPR ja ZC P() ovat yhti suuret.

Samaan tapaan saadaan osoitettua, ettd kulmat ZCQP ja ZAQR ovat keskenéén
yhté suuret ja kulmat ZARQ ja ZBRP ovat keskenddn yhté suuret. 0

Lauseen ratakdyrdd kutsutaan Fagnanon biljardiratakayréksi. Nimi juontuu Gio-
vanni Fagnanon vuonna 1775 esittdmaéstd matemaattisesta ongelmasta, missa halut-
tiin madrittad terdvakulmaisen kolmion siséille piiriltddn mahdollisimman pieni kol-
mio. Ongelman ratkaisuna saadaan kolmio, jonka kérkipisteind ovat korkeusjanojen
paatepisteet. Tadmé samainen kolmio muodostaa 3-jaksollisen biljardiratakéyrin an-
netulle terdavikulmaiselle kolmiolle.

Koska tiedetéddn, ettd kahden yhdensuuntaisen suoran vilinen etdisyys ei muutu hei-
jastuksessa tasopeilistd, Huomautus nojalla teravikulmaiselle kolmiolle pétee 3-
jaksollisen radan liséksi seuraavaa:

SEURAUS 3.10. Terdvikulmaisella kolmiolla on joukko 6-jaksollisia ratakdyrid, jotka
ovat yhdensuuntaisia Fagnanon ratakdyrdn kanssa.

2.2. Tylppédkulmaisten kolmioiden jaksolliset ratakéyriét.
Toisin kuin terdvikulmaisille kolmioille, tylppdkulmaisille kolmiolle ei olla 16ydet-
ty Fagnanon ratakfyrén kaltaista kaikille yhteisté jaksollista ratakéyrédd. Itse asiassa
edelleenkéén ei tiedetéd, onko jokaisella tylppédkulmaisella kolmiolla edes jaksollista bil-
jardiratakayraé. Melko hiljattain on kuitenkin kyetty osoittamaan Richard Schwartzin
toimesta, ettd jokaiselta kolmiolta, jonka kaikki kulmat ovat suuruudeltaan korkein-
taan 100°, 16ytyy jaksollinen biljardirata. [10]

Vaikka tylppédkulmaisille kolmioille ei osata sanoa jaksollisista ratakayristd paljon-
kaan, pystytddn niille kuitenkin sanomaan jotakin:

LAUSE 3.11. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n on olemassa tylppdkulmainen kolmio
A(n), jonka jokainen jaksollinen ratakdyrd sisaltid enemmdn kuin n segmenttid.
Lauseen todistus 1oytyy lahteestd [9]

Méaritelladn kolmion periodisia ratakédyrié varten seuraavaksi kohtisuora ratakdyrd.

MAARITELMA 3.12. Biljardiratakéiyréd kolmiolla kutsutaan kohtisuoraksi, jos rata-
kayra kohtaa kolmion jonkin sivun kohtisuorassa sivua vastaan.

Seuraavan lauseen nojalla tietynmuotoisilla tylppdkulmaisilla kolmioilla on olemassa
kohtisuora jaksollinen biljardiratakéyra:

LAUSE 3.13. Jos kolmion AABC terdville kulmille o ja B pétee koo = mf < 5, missd

k,m € N, niin kolmiolta AABC' loytyy kohtisuora 2(k + m)-jaksollinen ratakdyrd.
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TobisTus. Kaytetddn aukitaittelumetodia ja konstruoidaan jono kolmioita siten,
ettd kahdella vierekkaiselld kolmiolla on aina yksi yhteinen sivu ja kyseiset kolmiot
on sijoitettu symmetrisesti tdmén sivun suhteen. Olkoon kolmio AABC = AAyByCy.
Télloin saadaan kolmioiden muodostama ketju

AA B Co,... AN, A \B_1Co, AAgByCo, AAgB,Cy, ..., AAeBy 1C 1,

missd kolmiota AAyByCy on peilattu m kertaa vastapaivddan kulman Cy ympéri ja
k — 1 kertaa vastapaivddn kulman Ay ympéri. (Katso kuva)

Nyt kolmion AAyBj_ 1Cr_1 yksi sivu (kuvassa
ApX) muodostaa sivun AyCj kanssa kulman ko
Vastaavasti yksi kolmion AA_,,B_,,Cy sivuista
(kuvassa CpY) muodostaa sivun CyA, kanssa kul-
man mf. Koska koo = m/3, niin vuorokulmalauseen
nojalla sivujen AgX ja CpY taytyy olla yhden-
suuntaiset. Koska lisiksi ka < 7 ja mf8 < 7, niin
voidaan piirtdd jana M N sivulta Ay X sivulle CyY
siten, ettd jana M N on kohtisuorassa sivuja AgX
ja CpY vastaan ja lisdksi jana M N on kokonaan

kolmioiden muodostaman ketjun sisdpuolella.

Y

Olkoon janan M N ja kolmioiden sivujen leikkauspisteiden muodostama jono muotoa
N = M—m7 M—m+17 ) M—17 MO; Mlv R Mk—h Mk =M.

Taittelemalla kaikki k& + m kolmiota takaisin pédllekéin, segmentit M;M,; 1, missi
—m < i < k — 1, muodostavat kahteen kertaan kuljettaessa kolmion AAqByCy koh-
tisuoran jaksollisen ratakdyrén, jossa on 2(k + m) segmenttia. O

Kuva 6. Erailla tylppédkulmaisella kolmiolla oleva kohtisuora ratakayré.

2.3. Suorakulmaisten kolmioiden jaksolliset ratakayrat.
Suorakulmaisia kolmioita on helpompi tutkia, mink& vuoksi niiden jakollisista biljar-
diradoista osataankin sanoa eniten.

LAUSE 3.14. Jokaisella suorakulmaisella kolmiolla on ainakin yksi jaksollinen biljar-
diratakdyra.
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TobisTus. Yksi suorakulmaisen kolmion jaksollinen ratakéyré 16ydetaan kaytta-
maélld kohtisuoraa ratakayraé.

Olkoon kolmio AABC suorakulmainen, missi AB on kolmion hypotenuusa ja muille
sivuille patee BC < AC'. Olkoon liséksi ratakayran lahtopiste P € AB\{A, B} sellai-
nen, ettd pisteestd P kohtisuoraan lahteva ratakiayréd osuu kateettiin BC'. Merkitaan
kateetin BC ja ratakdyrin leikkauspistetti pisteelld Q. (Q ¢ {B,C})

Jos nyt BC < AC (katso kuva , niin sivujen vastaisille kulmille péatee ZA < ZB.
Toisaalta huomataan, ettd kolmiot AABC ja AQBP ovat KK-lauseen nojalla yhden-
muotoiset, silld molemmat kolmiot ovat suorakulmaisia ja kulma ZB on niille yhtei-
nen. Niinpd /PQB = /A < /B. Heijastuslain nojalla ZPQB = ZCQR, missid R
on ratakdyrin seuraava osumapiste kolmion jollekin sivulle. Koska nyt ZCQR < ZB,
niin taytyy olla, ettd R € AC. Nyt huomataan, ettd kolmiot APQB ja ACQR ovat
suorakulmaisina kolmioina yhdenmuotoiset, joten ZQRC = ZB. Edelleen heijastus-
lain nojalla ZQRC = ZART, missid T on ratakdyran seuraava osumakohta kolmion
jollekin sivulle. Nyt ZART = /B < ZC, joten taytyy olla, ettd T' € AB. Toisaal-
ta nyt ZART = /B ja kulma ZA on yhteinen kolmioille AABC ja AART, joten
kolmiot AABC' ja AART ovat yhdenmuotoiset. Niinpéd kulma ZRT A on suorakul-
mainen. Néin ollen biljardipallo kimmottuaan pisteestd 1" palaa samaa reittia takaisin
lahtopisteeseensé, jolloin kolmiolle muodostuu 6-jaksollinen biljardiratakéyré.

Jos taas BC' = AC, niin kulmat ZA ja /B ovat yhtasuuret. Talloin ratakdyrdn muo-
dostama segmentti ()R on yhdensuuntainen kolmion sivun AB kanssa, joten varmasti

myos talloin R € AC' ja vastaava todistus pétee. O
A
.
P
4
c 0 B

Kuva 7. Hypotenuusalta kohtisuorasti lahteva 6-jaksollinen ratakayra
suorakulmaisella kolmiolla.

Seuraava lause kertoo lisdé jaksollisista ratakayrista suorakulmaisella kolmiolla. Lauseen
todistus on melko pitkd, mink& vuoksi se jéatetddn téssé lapikdyméttéa. Lauseen yksi-
tyiskohtainen todistus on luettavissa lihteesté [9]

LAuse 3.15. Suorakulmaiselle kolmiolle lihes kaikki biljardiratakdyrat, jotka alkavat
kohtisuorassa kolmion sivua vastaan, ovat jaksollisia.
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Lauseen todistuksen idea perustuu siihen, ettd tutkitaan neljistd suorakulmaisesta
kolmiosta muodostettua neljakésta, jonka diagonaalilta alkava ratakédyréd avataan au-
kitaittelumetodilla.

Suorakulmaisten kolmioiden ratojen jaksollisuuden tutkimi- A\
nen onkin helpointa juuri neljikkéiden ja aukitaittelumeto-
din avulla. Ensin muodostetaan neljikéds peilaamalla kol-

miota molempien kateettien suhteen, jolloin neljan yhtene-
véan kolmion kateetit muodostavat neljakkéén diagonaalit.

Niin syntynytté neljakésté peilaamalla saadaan konstruoitua neljakésjono siten, etté
viimeinen neljikéds on samassa asennossa kuin ensimméinen neljikés (katso kuva .
Télloin neljakésjonon sisélle muodostuu kuvan |8 mukaisesti suora "kaytava’. Kayta-
vén sivut ovat yhdensuuntaiset sellaisen suoran kanssa, joka kulkee ensimmaéisen ja
viimeisen neljakkéan keskipisteiden kautta. Jos ensimméisessé ja viimeisessd neljak-
kédssé toisiaan vastaavat pisteet liitetddn yhteen janalla ja muodostunut jana pysyy
kokonaan "kéytévéinsisdpuolella, niin janaa vastaava ratakdyrd on jaksollinen.

Itse asiassa kaikkia téllaisen kaytavan sisdlld kulkevia, kdytdvéan suuntaisia biljardi-
ratakayrid kutsutaan alan kirjallisuudessa S-ratakdyriksi. Téallaiset S-ratakéyrit ovat
kaikki paitsi jaksollisia, mutta myos kohtisuoria. Kohtisuoruus johtuu siité, ettd rata-
kayréd on ensimmaéisen ja viimeisen neljakkéan keskipisteiden kautta piirretyn suoran
suuntainen. Télloin ratakdyré tulee aina olemaan kohtisuorassa joko jonkin peilatun
neljakkasdn sivun kanssa, tai diagonaalin kanssa.

Kuva 8. Neljakéstd aukitaittelemalla muodostuva jaksollisten rata-
kédyrien "kaytdva”. Kuvassa alkuperédinen suorakulmainen kolmio on
tummennettu jokaiseen neljakkéadseen.
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Suorakulmaisten kolmioiden jaksollisuudesta voidaan sanoa myos seuraavaa:

LAuseE 3.16. Jokaisen suorakulmaisen kolmion sisdlld olevan pisteen kautta kulkee
jokin jaksolliinen ratakdyra.

TobisTus. Yksityiskohtainen todistus on nihtévissé lahteessa [9] mutta kdydaan
téassé lapi todistuksen kulkua péadpiirteittain. Olkoon kolmion pienempi terdva kulma
suuruudeltaan «, jolloin neljakkain terdva kulma on suuruudeltaan 2. Neljakkaan
peilaaminen jonkin sivun suhteen vastaa neljakkaéan kiertoa kulman 2« verran myoté-
tai vastapaividan neljakkasin terdvin kulman suhteen.

Peilataan nyt alkuperéistd neljakéstéd ensin n kertaa siten, ettéd ollaan kierretty kul-
man 2na verran vastapaivian terdvan kulman suhteen. Tadmén jélkeen peilataan n
kertaa lisdéd, mutta siten, ettd neljakés kiertyy myotéapaivaan kulman 2na verran nel-
jakk&ddn toisen terdvén kulman suhteen. Té&ll6in ensimméinen ja viimeinen neljakés
ovat samassa asennossa ja neljikéasjonon sisélle voidaan piirtdé jaksollisten ratakay-
rien "kéytavd’(katso kuva [§). Oletetaan, ettd 2na < m < 2(n + 1)a. Téllsin edel-
1& muodostettu jaksollisten ratakayrien "kaytava peittdd ensimmaéisessa neljakkadssé
olevan alkuperéisen suorakulmaisen kolmion alaosan kuvan [§] osoittamalla tavalla.

Koska "kédytavi’ei peitd kolmiota kuitenkaan kokonaan, taytyy neljakésta yrittas tai-
tella auki vield siten, ettd muodostuva uusi "kaytava kulkisi jéljelle jadneen kolmion
osan kautta. Kierretddn neljakéstd samaan tapaan kuin edelld, mutta talld kertaa
kulman 2(n + 1)« verran vastapiivéén ja sen jalkeen kulman 2(n 4 1)« verran myo-
tapaivédn, jolloin viimeinen neljakéds on taas samassa asennossa ensmmaisen kanssa.
Téalloin muodostuva jaksolliisten ratakéyrien "kaytéava peittdad alkuperdisen kolmion
yldosan. Namé kaksi muodostettua "kéaytavad 'peittavat koko alkuperéisen kolmion
jos ja vain jos aluksi muodostetun "kaytavan”ylempi reunakéyra leikkaa jalkimméi-
sen "kaytavin“alemman reunakéayran alkuperiisen kolmion ulkopuolella. Leikkauspis-
te tulee todella olemaan kolmion ulkopuolella, silld neljakkasn kolmen kérkipisteen ja
mainitun leikkauspisteen kautta voidaan piirtda ympyré, jonka siséille koko neljakés
jaa. O

S-ratakéyrien lisdksi suorakulmaiselta kolmiolta voidaan 16ytd4 muitakin periodisia
ratakéyrid. Olkoon edelleen kolmion pienempi terdva kulma suuruudeltaan «, jolloin
neljikkddn terdva kulma on 2a. Jos neljakésta kierretdén ensin kulman 2« verran
vastapéividn ja sen jilkeen toisen terdvin kulman suhteen 2o verran myotapéivién,
on viimeinen neljakés samassa asennossa kuin ensimméinen mutta ylempéné. Jatke-
taan neljakkéadn kiertoa kulman 2« verran edelleen myotéapéivadn ja kierretdan tdméan
jéalkeen taas toisen terdvéan kulman suhteen 2o verran vastapaivéadan. Talloin ollaan jél-
leen samassa asennossa ja samassa linjassa alkuperéisen neljakkéin kanssa. Jatketaan
samaan tapaan neljikkéiden peilaamista.

Muodostuneella neljikésjonolla alkuperdisen neljakkédin kanssa samassa asennossa
olevien neljakkéaiden horisontaaliset diagonaalit toimivat nyt erdénlaisina peilipintoi-
na, joista ratakéyrd heijastuu (katso kuva [J)). Téllaisia ratakéyrid kutsutaan peili-
ratakdyriksi. Jos alkuperdisen kolmion horisontaaliselta kateetilta ldahteva ratakayra
heijastuu jonkin ylemmén neljikkéaén peilipinnalta alkuperéista pistettd vastaavasta
pisteestd, muodostunut peiliratakayréd on jaksollinen.
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Kuva 9. Kaksi samasta pisteesté lihtevad jaksollista peiliratakdyraé.
Kuvassa alkuperéinen suorakulmainen kolmio on tummennettu jokai-
seen neljakkadseen.

Téssé luvussa opittiin kdyttamadn biljardipoydan aukitaittelumetodia monikulmioi-
den jaksollisia ratakdyrid etsittéessd. Neliobiljardin huomattiin toimivan varsin sa-
malla tavalla kuin ympyréibiljardi, joten biljardipallon ldhtokulman o« avulla pysty-
tddn madrittdméadn tdysin se, onko biljardirata neliolla jaksollinen vai ei. Kolmioiden
tapauksissa ratakédyran tarkasteleminen osoittautuikin sitten huomattavasti haasteel-
lisemmaksi ja erimuotoisille kolmioille 16ydettiin erilaisia ratakéayrid. Kolmiobiljar-
din jaksollisia ratakéyrid etsittdessd tutuksi tulivat myds kohtisuora ratakiyra, S-
ratakayra ja peiliratakayré.

Téssé luvussa opituilla biljarditaidoilla pystyttéisiin luultavasti jo vakuuttamaan ai-
nakin osa pelikavereista, mutta pyorryksiin heitd ei néilla taidoilla viela puhuttaisi.
Jotta voitaisiin nauttia kaveriporukassa jonkinlaisesta biljardimaisterin tittelista, tay-
tyy taitoja kerryttaé vield lisdd. Tarkastellaankin seuraavaksi elliptistéd biljardia.



LUKU 4

Biljardia ellipsilla

Kaydéan aluksi lapi hieman ellipsin ominaisuuksia.

MAARITELMA 4.1. Olkoon F} ja F5 tason kaksi eri pistettd. Ellipsi £ on joukko tason
pisteitd P, joille etdisyyksien summa pisteista Fy ja F, on vakio, 2a > |F Fy|. Toisin
sanoen

£ ={P:|PF|+|PF| = 2a).

Annettuja pisteita F7 ja F, kutsutaan ellipsin € polttopisteiksi ja polttopisteiden
vélista janaa I F5 ellipsin € polttovdliksi. Lisdksi janoja PF ja PF; kutsutaan pisteen
P maaraamiksi polttosdteiksi.

Ellipsin polttopisteiden kautta kulkevaa segmenttia kutsutaan ellipsin isoakseliksi ja
sitd vastaan kohtisuoraa segmenttié, joka kulkee isoakselin keskipisteen kautta ellipsin
pikkuakseliksi. Iso- ja pikkuakselien leikkauspiste on ellipsin keksipiste.

MAARITELMA 4.2. Piste X € R? on ellipsin £ ulkopuolella, jos | X Fy| + | X Fy| > 2a,
ja vastaavasti piste X on ellipsin & sisdpuolella, jos | X Fi| + | X F3| < 2a.

Olkoon isoakselin pituus edelleen 2a ja olkoon pikkuakselin pituus 2b, missia a > b > 0.
TAlloin koordinaattien (z,y) € R? avulla ilmaistuna origokeskisen ellipsin yhtilo on
muotoa ) )

T Y

) + 2= 1.

Seuraava ellipsin ominaisuus on varsin hyodyllinen biljarditarkasteluja silmélla pitden:

LEMMA 4.3. Mille tahansa ellipsin pisteelle P suorien ;1? ja ?gﬁ muodostamien
kulmien kulmanpuolittajasuorat | ja m ovat ellipsin pisteeseen P piirretyt tangentti
ja normaali.

TobisTus. Olkoon suora m kulman ZF| PF,
kulmanpuolittaja ja suora [ sen vieruskulman kul-
manpuolittaja. Piirretdéan pisteen F5 kautta suo-
ra, joka on kohtisuorassa suoran [ kanssa. Olkoon
piste () muodostetun suoran ja suoran [ leikkaus-
piste ja olkoon piste Fj muodostetun suoran ja

suoran ?1?’ leikkauspiste. Télloin KSK-lauseen
nojalla kolmiot AF,PQ ja AF;PQ) ovat yhtene-
vat ja siten erityisesti

|FLP| = |F4P).

35
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Nyt mille tahansa suoran [ pisteelle R # P pétee, ettd

Niinpé jokainen pisteesté P eroava suoran [ piste on ellipsin ulkopuolella, joten suora
[ on ellipsin pisteeseen P piirretty tangentti. Liséksi, koska suorat [ ja m ovat vierus-
kulmien kulmanpuolittajat, ne ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Niinpa suora m
on ellipsin pisteeseen P piirretty normaali. 0

Lemmasta [4.3] saadaan suora seuraus:

SEURAUS 4.4. Jokaiseen ellipsin pisteeseen voidaan piirtdd tangentti.

Kuten muunkin muotoisilla biljardipoydilla myos ellipsilla heijastuslaki pétee, joten
reunakéyran tangentin ja reunaa kohti tulevan rataséteen vélinen kulma on yhta suu-
ri kuin ldhtevén sédteen ja reunakayrdn tangentin vélinen kulma. Toisaalta heijastus-
kulma voidaan ilmoittaa myos ratasidteen ja reunakédyrdn normaalin vilisen kulman
avulla, silld myos ndmé kulmat ovat keskendén yhta suuret.

Elliptisella biljardipoydalla ratakédyréan tarkastelu voidaan jakaa kolmeen tapaukseen.
Liahdetéddn tarkastelemaan niistd ensimmaéisté.

1. Polttopisteen kautta kulkevat biljardiratakayrat

Ennen kuin tarkastellaan ldhemmin ratakayrén kulkureittié, otetaan kayttéon seu-
raava hyodyllinen lause:

LAUSE 4.5. Polttosdteet F1 A ja Fo A muodostavat yhtd suuret kulmat ellipsin pistee-
seen A piirretyn tangentin kanssa.

TobisTus. Lemman nojalla pisteeseen A piirretty normaali puolittaa kul-
man /F}AF,, joten kyseisten polttositeiden ja normaalin viliset kulmat ovat yhta
suuret. Toisaalta pisteeseen A piirretty tangentti on kohtisuorassa normaalia vastaan,
joten tangentin ja polttosédteen vélinen kulma saadaan vahentédmélld suorasta kulmas-
ta polttosédteen ja normaalin vilinen kulma. Né&in ollen polttoséiteiden ja tangentin
véliset kulmat ovat siiis yhta suuret. 0

Tarkastellaan nyt biljardipallon kulkua biljardipoydélla. Olkoon biljardipallo ellipti-
sella biljardipoydalla aluksi paikassa P; ja lyodéaan se ellipsin polttopisteen £} suun-
taan. Kun pallo torméé seuraavan kerran poydén reunaan pisteesséa P, se kimpoaa
siitd heijastuslain mukaisesti. Lauseen nojalla pallo jatkaa pisteestd P, matkaa
kohti ellipsin toista polttopistettd F,. Seuraavan kerran poydan reunaan torméattyaan
biljardipallo kulkee taas polttopisteen Fj ldpi ja niin edelleen. Siispéd voidaan todeta:

LEMMA 4.6. Jos biljardiratakdyrin yksi segmentti kulkee ellipsin polttopisteen kautta,
niin sen jokainen segmentti kulkee polttopisteen kautta siten, ettd perdkkdiset segmen-
tit kulkevat eri polttopisteiden kautta.

Seuraavan lauseen mukaan polttopisteen kautta kulkevan ratakédyrdan segmentit alka-
vat ldhestyd melko nopeasti isoakselia.
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LAUSE 4.7. Olkoon biljardipoyta @ elliptinen ja olkoon (an)nen biljardipéydin reuna-
kayrdlld 0Q olevien tormdyspisteiden muodostama jono. Oletetaan lisdiksi, ettd kai-
killa ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla n, segmentti aya,,q kulkee ellipsin polttopisteen
kautta. Tdlloin biljardiratakdyrd suppenee kohti ellipsin isoakselia.

TobisTus. Piirretaén ellipsille molempien polttopisteiden kautta pikkuakselin suun-
taiset suorat s ja t kuten kuvassa [[l Naméi suorat jakavat ellipsin, eli biljardipsydin
reunakédyran 0(), kolmeen osaan siten, ettd 0(); on suoran s vasemmalle puolelle ja&-
vi osa, 0@y on suorien s ja t valiin jadva osa ja 0@Q)3 on suoran t oikealle puolelle
jAdva osa.

Tutkitaan ensin sellaisten ratakéyrien joukkoa W7, jonka ratakéyrét alkavat reunalta
0@ ja kulkevat ldpi polttopisteen Fy (seuraava heijastuspiste on siten reunalla 0Q)3):

Nyt huomataan, ettéd polttopisteen kautta kulkevan ratakidyrdn segmentin ja reuna-
kdyrdn normaalin vilinen heijastuskulma ¢ on nolla jos ja vain jos ratakdyrén seg-
mentti kulkee isoakselia pitkin. Niinpé riittda nayttas, ettd joukon Wi heijastuskul-
mien jono {¢,, } suppenee kohti nollaa. Naytetddn aluksi, ettd jono {p,,} on vihe-
nevé:

Olkoon ay, a1 ja agre kolme perdkkiistd jonon (a,)nen alkiota ja olkoon ay € 0Q).
Nyt segmentti arar.; kulkee polttopisteen F; kautta ja leikkaa segmenttid vastaan
kohtisuoran, pisteen F} kautta kulkevan, suoran pisteessi B (katso kuva. Merkitaan
janojen pituuksia seuraavasti:

z = |apF1|, y = a1 F1|, 2 = [F1 B

k+1

Kuva 1. Ellipsin polttopisteiden kautta kulkeva ratakédyra suppenee
kohti isoakselia.

Naytetadn, ettd z < y. Olkoon piste P € 0Q); suoran s ja ellipsin leikkauspiste ja
vastaavasti piste R € 0Q3 suoran ¢ ja ellipsin leikkauspiste kuten kuvassa [I} Téllsin
ellipsin Mé&éaritelmasta johtuen jana PF} on pisin kaikista janoista SF}, joille
S € 0Q), ja vastaavasti jana RF}] on lyhin kaikista janoista T'Fy, joille T' € 0Q)3.
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Olkoon isoakselin pituus 2a ja pikkuaksielin pituus 2b ja merkitdan liséksi

u = ’PFl‘, v = |RF1’, 2f = |F1F2|

] 1
Talloin, koska |PF)| = |RF3| ja kolmio AF; Fy R on suorakulmainen, saadaan yhtalo-
pari

u—+v=2a
v —u? =4f% = 4(a® - b?),

jonka ratkaisuna saadaan
b2
u ==
e 2
v=2a— Y.

a

Naiin ollen

o2 2 b
v—u:2a—2—:—(az—b?):M

—b) >0
o= a(a>>,

silld ellipsille aina b < a. Niinpa mille tahansa pisteille S € 0Q); ja T' € 0Q3 pétee
joten todella x < y. Tésté seuraa, ettid (katso kuva

. z z .
sin(2¢py) = i ; = sin(2¢g41).

Sinifunktion tiedetéén olevan aidosti kasvava vililld [—7, 7]. Koska nyt piste aj €

0Q1, kulma 2¢;, kuuluu vilille [0, 7] ja siten ¢ > g1 kaikilla k. Néin ollen joukon
W, heijastuspisteiden jono {¢,, } on viheneva.

Toisaalta vihenevi ja alhaalta rajoitettu jono on suppeneva, joten jono {¢,,} sup-
penee. Niinpé joukon W; ratakdyrien segmentit ldhestyvét jotakin ellipsin segment-
tid. Vield taytyy nayttad, ettd segmentti, jota kohti ratakédyra suppeneei on juurikin
isoakseli.

Antiteesi: Jono {p,, } suppenee nollasta poikkeavaan arvoon ¢,. Talloin siis on ole-
massa

0 < o= lim @,,.
n—oo

Koska jono {p,,} on vihenevi, niin ¢,, > ¢ > 0 kaikilla n.
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Olkoon ay_1, ap ja agpyq taas kolme perdk- A
kéistd jonon (a,)nen alkiota ja olkoon aj €
0@ kuten edella. Merkitdan lisiksi kulmia
lak,1F1F2 == ﬁk,1 ja lakFgFl == 5k Talloin
kolmiolle AF}a,Fy péatee

20 + (7 = Br—1) + B = 7,
mistéd edelleen saadaan 2¢, = Br_1 — Sk-

Niinp4 erityisesti
Br-1— Br = 2¢1 > 20 > 0,
josta kulmalle [, saadaan arvio

Br < Br—1 — 2¢0.

Sijoittamalla k:n paikalle luvut 2,3, ... huomataan, ettd kulmat 3, voidaan ilmaista
aina (1:n avulla seuraavasti:

Ba < B1 — 200, B3 < B2 — 200 = 1 — 4o, .. ..

Induktiolla saadaan kaikille &

Br < B1 — 2kpo.
Niin ollen on olemassa k € N siten, etté kaikille k£ > k pitee fr < 0. TAmé& on mah-
dotonta, joten taytyy olla ¢y = 0. Niin ollen joukon W) biljardiratakéyréat suppenejat
kohti ellipsin isoakselia.

Tutkitaan seuraavaksi sellaisten ratakdyrien joukkoa W5, jossa ratakéyrd alkaa reu-
nalta 0@, ja kulkee polttopisteen F; kautta:

Nyt ratakéyrien tarkastelu jakautuu erilaisiin tapauksiin. Olkoon a,,, Gy y1, Gmaa, - - -
jonon (a,),en perdkkiisida alkioita ja olkoon a,, € 9Q);.

Jos piste a,, on suoran s ja ellipsin
leikkauspisteessd, niin piste a,,41 tulee
olemaan suoran s ja ellipsin toisessa leik-
kauspisteessd. Talloin myos a1 € 0Q
ja ratakdyrdn segmentti a,,41G;,40 kul-
kee polttopisteen F, kautta. Néin ollaan
paddytty takaisin joukon W; tilanteeseen,
joten aiemmasta tiedetédén, ettd ratakédyra
tulee téstd eteenpédin suppenemaan kohti
isoakselia.

Jos a,, € 0Q; on sellainen, ettd a1 €
0Q)2, niin talloin a,, o € 0Q3 ja segmentti
Gm120m+3 Kulkee polttopisteen Fj kautta.
Tama vastaa taysin joukon Wi tilannetta,
joten téassdkin tapauksessa ratakiyré tulee
suppenemaan kohti ellipsin isoakselia.
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Jos taas a,, € 0Q on sellainen, etté a,, 1 i 5 E t
on suoran t ja ellipsin leikkauspisteessa, 1 .
niin piste a,, 2 tulee olemaan suoran ¢ ja
ellipsin toisessa leikkauspisteesséd. Niinpé
o € 0Q3 ja segmentti a,, 00,13 kul-
kee polttopisteen Fi; kautta. Taas ollaan
paadytty joukon W; tapausta vastaavaan
tilanteeseen, joten ratakayréd tulee suppe- ' I
nemaan kohti isoakselia.

Jos a,, € 0Q1 on sellainen, etti a,,,1 €
0Q3 ja G0 € 0Q9, niin piste a,,3 € 0Q;
ja segmentti a,, 30,14 kulkee polttopis-
teen Fy kautta. Niinpé ollaan jilleen paa-
dytty joukon W tilanteeseen ja siten rata-
kéyra suppenee isoakselia kohti.

Jos taas a,, € 0Q; on sellainen, etti
U1 € 0Q3 ja apmye € 0Qq, niin pis-
te apmaq € 0Q3 ja ratakdyrdn segmentti
Gmi40mys Kulkee polttopisteen Fj kautta.
Niinpd my6s nyt paddytédan joukon Wi ti-
lanteeseen, joten ratakéyra suppenee kohti
ellipsin isoakselia.

Néin ollen myos kaikki joukon W5 ratakdyrédt suppenevat kohti ellipsin isoakselia.
Koska joukkojen W; ja W5 ratakéyrét tai niiden osakéyrat kattavat kaikki mahdolliset
ellipsin polttopisteiden kautta kulkevat ratakéyrat, on lause todistettu. U

Koska polttopisteiden kautta kulkevat radat suppenevat kohti isoakselia, on selvii,
ettd ndistd mikddn muu kuin isoakselia pitkin kulkeva biljardirata ei voi olla jaksol-
linen. Isoakselia pitkin kulkeva ratakédyréd on 2-jaksollinen, silld molempien poltto-
pisteiden kautta kulkeva segmentti on kohtisuorassa elliptistd reunakiyrdé vastaan
molemmissa paétepisteissaan.

Nyt on tarkasteltu ellipsin polttopsteen kautta kulkevia ratakdyrid, mutta enté jos
ratakdyrin segmentti ei kuljekaan polttopisteen kautta? Lauseen [4.5] nojalla tiede-
taan ainakin se, etté jos yksi ratakdyrdan segmentti ei kulje polttopisteen kautta, niin
mikddn muukaan ratakdyran segmentti ei kulje polttopisteen kautta. Tutkitaan seu-
raavaksi téllaisia ratakéyria.

2. Polttopisteiden vilista kulkevat biljardiratakiyrat

Olkoon biljardipallo elliptisella biljardipoydalld aluksi pisteessa P; ja lyodédan se télla
kertaa polttopisteiden vilistd. Pallo tormééa poydéan reunaan pisteessd P ja kimpo-
aa reunasta heijastuslain mukaisella tavalla. Lauseen 4.5 nojalla polttosateet £ P ja
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Fy P, muodostavat yhtéd suuret kulmat pisteeseen P, piirretyn tangentin kanssa. Kos-
ka nyt ratakdyrdn segmentti kulkee polttopisteiden vélisté, tangentin ja reunaa kohti
tulevan segmentin vélinen kulma on suurempi kuin polttoséteen ja tangentin vélinen
kulma. Télléin myos tangentin ja reunasta heijastuvan segmentin vélinen kulma on
suurempi kuin tangentin ja polttoséteen vilinen kulma, Niinpé pisteesté P, heijastu-
va ratakdyrdn segmentti kulkee polttopisteiden véalistd. Néin jatkamalla huomataan
seuraavaa:

LEMMA 4.8. Jos biljardiratakdyrdin yksi segmentti kulkee ellipsin polttopisteiden vd-
listd, niin sen jokainen segmentti kulkee polttopisteiden vilistd.

Téastéd voidaan pédtelld, etta polttopisteiden vilistéd kulkeva ratakéyra ei tule olemaan
kaikkialla tihed ellipsin sisdlld. Itse asiassa nayttda siltd, ettd polttopisteiden vilis-
té kulkevat ratakiyrdn segmentit (tai niiden jatkeet) sivuavat hyperbelin muotoista

kiyrad (katso kuva [2).

Kuva 2. Polttopisteiden vilistd kulkeva ratakayra ellipsilla.

MAARITELMA 4.9. Olkoon F) ja F, tason kaksi eri pistettd. Hyperbeli H on joukko
tason pisteitd P, joille pisteistd F7 ja F, mitattujen etdisyyksien erotus on vakio,
2a < |F} Fy|. Toisin sanoen

H ={P:||PF)| - |PF| = 2a}.

Pisteitd F} ja Fy kutsutaan hyperbelin polttopisteiksi ja janoja PFi ja PF, pisteen
P maaraamiksi polttosateiksi.

MAARITELMA 4.10. Piste X € R? on hyperbelin H ulkopuolella, jos ||PF,|—|PF|| <
2a, ja vastaavasti piste X on hyperbelin # sisépuolella, jos ||PFi| — |PF;|| > 2a.

LAUSE 4.11. Polttosdteet F1 A ja FsA muodostavat yhtd suuret kulmat hyperbelin pis-
teeseen A piirretyn tangentin kanssa.

TobisTus. Piirretdén janalle F1 A piste Fj siten, ettd |[AF;| = |AFy|. Télloin hy-
perbelin médritelmén nojalla |Fy Fy| = 2a. Olkoon liséksi piste B janan FyFy keski-
piste. Nyt suora fTﬁ on kulman ZF5AF; kulmanpuolittaja, silld SSS-kauseen nojalla
kolmiot AABF, ja AABF} ovat yhtenevit (katso kuva . Liséksi kolmioiden yhte-
nevyyden nojalla kulmat ZF;BA ja ZABF, ovat yhtd suuret.



2. POLTTOPISTEIDEN VALISTA KULKEVAT BILJARDIRATAKAYRAT 42

KuvaA 3. Hyperbelin pisteeseen A piirretty tangentti puolittaa pisteen
A polttositeiden vélisen kulman.

Néytetddn, ettd ndin muodostettu suora j@ on hyperbelin pisteeseen A piirretty
tangentti: Olkoon piste A’ # A suoran AB miki tahansa piste. Télloin SKS-lauseen
nojalla kolmiot AA’BFy ja AA' BF ovat yhteneviit ja siten erityisesti |A'Fy| = |A'F}].
Niinp4

| By + |FoA'| > | A | = |FLF| + | FRA| > |FL A

= |F1Fy| > | A — [FA | = 2a > | A — | A,

joten piste A’ on aina hyperbelin ulkopuolella. Niin ollen piste A on ainut suoran jﬁ

piste, joka sivuaa hyperbelid, joten suora AB on hyperbelin pisteeseen A piirretty
tangentti. 0

Nyt ellipsin polttopisteiden vélistd kulkevalle ratakayrélle ja hyperbelille saadaan
seuraavanlainen yhteys:

LAUSE 4.12. Olkoon biljardipoyti @Q elliptinen ja olkoon (ay,)nen poyddin reunakdy-
rdalla 0Q olevien téormdyspisteiden muodostama jono. Olkoon lisiksi jokaiselle ei-
negatitviselle kokonaisluvullle n segmentti a,a,1 sellainen, ettd se kulkee ellipsin
polttopisteiden vilistd. Talloin ratakdyrdn segmentit ovat tangentteja erddlle hyperbe-
lille H, jonka polttopisteet ovat samat kuin ellipsilld 0Q).

TobisTus. Otetaan reunakayrian torméyspisteiden jonolta kolme perdkkéista al-
kiota ax_1, ar ja axyq ja piirretdén ndiden avulla kaksi perdkkéista biljardiratasddetta
ax—_1ay ja aparyq (katso kuva [f). Peilataan polttopiste Fj segmentin ay_ja; suhteen
ja olkoon peilattu piste F]. Peilataan samaan tapaan polttopiste F, segmentin ayax1
suhteen ja olkoon peilattu piste Fj. Koska peilaus on isometria, pétee

lapFy| = |apFY| ja |apFo| = |apFy).
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Kuva 4. Ellipsin polttopisteiden vilistd kulkevan ratakayrin segmen-
tit ovat tangentteja samapolttopisteisiselle hyperbelille.

<——
Piirretdén suora F|Fy ja merkitdén sen ja segmentin a,_jax leikkauspistetté pis-

teella A. Muodostetaan samaan tapaan suora F)F; ja merkitddn sen ja segmen-
tin agags1 leikkauspistettéa pisteelld B. Télloin polttopisteiden peilauksesta johtuen
|F1A| = |F{A] ja |FyB| = |F3B|. Liséksi kulmille patee ZFy Aay = £F|Aay, = £F;Aay,
ja vastaavasti ZFyBay, = ZF}Bay = £F) Bay. Talloin segmentti ax_1a; puolittaa kul-
man ZF) AF, ja segmentti aiag,q puolittaa kulman £ F| BF;. Niinpa Lauseen no-
jalla segmentti ay_qa; on tangentti pisteen A kautta kulkevalle hyperbelille H;, missé
hyperbelin H; polttopisteind ovat pisteet [} ja F,. Vastaavasti segmentti agari, on
tangentti pisteen B kautta kulkevalle hyperbelille Ho, missd Fj ja F, ovat hyperbelin
Ho polttopisteet.

Nyt ollaan osoitettu, etté polttopisteiden vilistd kulkevan ratakédyran segmentit ovat
tangentteja joillekin hyperbeleille, joiden polttopisteinéd ovat pisteet I} ja F5. Néyte-
tddn nyt, ettd naméa hyperbelit ovat yksi ja sama hyperbeli, eli ettd H; = Ho.

Jotta hyperbelit olisivat samat, taytyy péted
|F1A| = [RRA[| = [|FiB| — |2 BJ|.

Koska tiedetdén etta |F1A| = |F{A| ja |Fy,B| = |FB|, tarvittava yhtédlo saadaan
supistettua muotoon
|F{ | = [F1Fy).

Polttopisteiden peilauksesta johtuen tiedetédén, ettd kulmat £FyaxA ja £LF]aiA ovat
yhta suuret ja vastaavasti ZFsarB ja ZFja, B ovat yhta suuret. Liséksi Lauseen
nojalla ellipsin pisteeseen a; piirretyn tangentin ja polttosédteiden Fiax ja Fhay vali-
set kulmat ovat yhté suuret. Toisaalta heijastuslain mukaan ratakéyrian segmenttien
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ap_10; ja agapi sekéd pisteeseen ay piirretyn tangentin véliset kulmat ovat myds-
kin yhtd suuret. Niinpa pétee (LFlayA =)LFaA = LFyaB(= ZFja,B). Talloin
varmasti myos ZFyapFy = L FyarFY.

Nyt huomataan, ettd SKS-lauseen nojalla kolmiot AFja,Fy ja AFjaiF, ovat yhte-
nevét. Erityisesti siis |F]Fy| = |F1F5|. Néin ollen hyperbelit H; ja Hs ovat sama
hyperbeli ja viite patee. 0

Voidaan siis sanoa, ettd biljardiratakéyralla, joka kulkee ellipsin polttopisteiden va-
listé, on hyperbelin muotoinen kaustinen kdyrd, jonka polttopisteet ovat samat kuin
biljardipdydén reunakayrén ellipsilla. Polttopisteiden vélistd kulkevien ratakédyrien
joukosta 16ydetaén liséksi helposti ainakin yksi jaksollinen biljardirata, pikkuakselia
pitkin kulkeva 2-jaksollinen ratakéyra.

Elliptisen biljardin osalta on vield tutkimatta sellaiset ratakayréit, jotka eivat kulje el-
lipsin polttopisteiden kautta eivétké niiden vélista. Siirrytdén seuraavaksi tutkimaan
tallaisia kéyrid.

3. Polttovilin ulkopuolelta kulkevat biljardiratakayrét

Olkoon biljardipallo jélleen elliptiselld biljardipoydallda aluksi pisteessd P;. Lycdéaan
talla kertaa pallo siten, ettd se ei osu polttopisteiden viliselle janalle. Kuljettuaan
suoraan, pallo tormééa poydéan reunaan pisteessd P, ja kimpoaa siitd heijastuslain
mukaisesti. Edelleen Lauseen nojalla ellipsin polttositeet Fi P, ja 5P, muodos-
tavat yhtéd suuret kulmat pisteeseen P piirretyn tangentin kanssa. Koska ratakédyran
segmentti kulkee nyt ellipsin polttovilin ulkopuolelta, on tangentin ja reunaa kohti
tulevan segmentin vélinen kulma pienempi kuin polttoséteen ja tangentin vilinen kul-
ma. Toisaalta talloin myos reunalta ldhtevan segmentin ja tangentin vélinen kulma
on pienempi kuin polttosidteen ja tangentin vilinen kulma. Niinpa myoskédan pistees-
td P, heijastuva ratakédyréan segmentti ei kulje ellipsin polttovélin kautta. Jatkamalla
ratakdyrdd eteenpédin huomataan seuraavaa:

LEMMA 4.13. Jos biljardiratakdyrin yksi segmentti ei kulje ellipsin polttovdlin kautta,
niin mikdadn sen segmenteistd ei kulje polttovilin kautta.

Kuva 5. Polttovilin ulkopuolelta kulkeva ratakéyré.



3. POLTTOVALIN ULKOPUOLELTA KULKEVAT BILJARDIRATAKAYRAT 45

Mikéaéan ellipsin polttovilin ulkopuolelta kulkeva ratakédyra ei selvistikdan ole kaik-
kialla tihed ellipsin sisélli. Itse asiassa niyttéisi siltd, kuten kuvasta[p] voidaan havaita,
ettd ellipsin sisdpuolelle jéa samakeskinen ellipsin muotoinen alue, josta ratakayra ei
kulje ollenkaan. Seuraavaksi ndytetddn, ettéd téllainen ratakayré todella sivuaa tois-
ta ellipsié, jonka polttopisteet ovat vieldpéd samat kuin biljardipoydan reunakayrén
ellipsilla.

LAUSE 4.14. Olkoon biljardipoytd @ elliptinen ja olkoon (a,)nen poydin reunan-
kayrdlld 0Q olevien tormdyspisteiden muodostama jono. Olkoon lisiksi jokaiselle ei-
negatitviselle kokonaisluvulle n segmentti a,a, 1 sellainen, ettd se ei kulje polttovdlin
kautta. Talloin ratakdyrdn segmentit ovat tangentteja erddlle pienemmdlle ellipsille
&, jonka polttopisteet ovat samat kuin ellipsillid 0Q).

ToDISTUS. Lauseen todistus on hyvin saman tyylinen kuin Lauseen [£.12] Otetaan
aluksi reunakéyréan torméayspisteiden jonolta kolme perédkkéista torméayspistetta a,, 1,
Gy jA Ay ja plirretdédn niiden avulla sekmentit a,,_1a,, ja a,a,11. Peilataan ellipsin
polttopiste F segmentin a,, i1a,, suhteen ja merkitdén peilattua pistettd F| (katso
kuva @ Peilataan polttopiste F5 segmentin a,,a,,.1 suhteen ja olkoon peilattu piste
Fj. Télloin saadaan

lamF1| = |amF1/| ja |amF| = |amF2/|-

Kuva 6. Ellipsin polttovilin ulkopuolelta kulkevan ratakdyrin seg-
mentit ovat tangentteja samapolttopisteisiselle ellipsille.

<
Olkoon lisdksi suoran F|F; ja segmentin a,,_ja, leikkauspiste piste A ja vastaa-

vasti suoran }*<TFZ ja segmentin a,,a,,+; leikkauspiste piste B. Télloin pisteen F}
peilauksesta johtuen tiedetdén, etta |FyA| = |F{A|. Lisdksi ndhdéén, ettd kulmat
LF1Aay, 1 ja LF]Aa,,_1 ovat yhtd suuret. Toisaalta kulma ZFyAa,, on ristikulma
kulmalle ZF|Aa,,_1, joten varmasti piatee ZF) Aa,,—1 = LF,Aa,,. Vastaavalla tavalla
ndhdaén, ettd |FoB| = |FyB| ja LFsBay, 11 = ZF) Bay,.
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Niinpa Lauseen nojalla segmentti a,,_1a,, on tangentti pisteen A kautta kulkeval-
le ellipsille &£, missé ellipsin &; polttopisteet ovat F ja Fy. Samoin segmentti a,, @, 11
on tangentti pisteen B kautta kulkevalle ellipsille &, missa F} ja Fy ovat ellipsin &
polttopisteet.

Néytetadn vield, etté ellipsit £ ja & ovat sama ellipsi. Jotta pisteet A ja B sijaitsisivat
samalla ellipsilla, tdytyy polttopisteiden ja pisteen A vilisten etidisyyksien summa
olla yhta suuri kuin polttopisteiden ja pisteen B vilisten etéisyyksien summa. Toisin
sanoen

\F\A| + | Al = | B| + |F>B.

Nyt kuitenkin tiedetéén, ettd |Fy1A| = |F{A| ja |F>B| = |F3B|, joten yhtélo voidaan
esittad kahden janan avulla muodossa |F]Fy| = |F1 Fy).

Heijastuslain avulla tiedetédén, ettéd segmentin a,,_1a,, ja pisteeseen a,, piirretyn tan-
gentin vélinen kulma on yhtd suuri kuin segmentin a,,a,,4+1 ja tangentin vilinen
kulma. Lisdksi Lauseen nojalla pisteeseen a,, piirretyn tangentin ja polttosétei-
den Fia,, ja Fsa,, viliset kulmat ovat yhtd suuret. Niinpd myo6s kulmat ZFia,, A
ja ZFya,, B ovat samansuuruiset. Talloin polttopisteiden peilauksesta johtuen pétee
myos, ettd ZFia,,F| = ZFsa,,F;. Néin ollen saadaan pateméén, ettd £Fa,,Fy =
LFia, FS. Siten SKS-lauseen nojalla kolmiot AF|a,,F» ja AFa,,F} ovat yhtenevéit
ja erityisesti |F] Fy| = |F} F3|. Siispa viite pétee. O

Nyt siis tiedetddn, ettéd elliptisen biljardipoydéan polttovilin ulkopuolelta kulkevilta
ratakayrilta 16ytyy aina ellipsin muotoinen kaustinen kdyrd, jonka polttopisteet ovat
samat kuin biljardipoydén reunakéyrén ellipsilla. Ratakdyran segmenttien sisédpuolel-
le jadava alue ei silti aina ole ellipsin muotoinen. Tamé johtuu siitd, ettd osa jaksol-
lisista ratakédyristd muodostavat monikulmion muotoisia ratoja ellipsille. Polttovélin
ulkopuolelta kulkevista radoista 16ytyy esimerkiksi 4-, 5- ja 6-jaksolliset monikulmion
muotoiset ratakdyrit, jotka on esitetty kuvassa [7}

NN N

Kuva 7. Ellipsin polttovélin ulkopuolelta kulkevia jaksollisia ratakéayrié.

Kuvassa[7] jaksolliset ratakéyrit ovat symmetrisié joko ellipsin isoakselin tai pikkuak-
selin suhteen, mutta ellipsilta 16ytyy paljon muunkinlaisia jaksollisia ratakéayria. Té-
mé nahdadn Ponceletin lauseen avulla, joka jéatetddn tésséd yhteydessd todistamatta

131:

LAUSE 4.15. Jos on olemassa n-kulmio, n > 2, jota kartioleikkaus I' ympdrdi ja jonka
katkky stout sivuavat toista kartioleikkausta v, niin tdlloin [oytyy ddreton mddrd muita
n-kulmioita, jotka myds ovat I':n ympdroimid ja joiden kaikki sivut sivuavat v:aa.
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Koska ellipsin kaustiset kidyrit ovat kartioleikkauksia, Ponceletin lause patee ellipsi-
biljardin tapauksessa. Niinpé jos 16ydetédédn ellipsiltd jaksollinen n-kulmion muotoi-
nen biljardirata, jonka segmentit sivuavat kaustista kdyrédd, niin Lauseen nojalla
mistd tahansa muusta ellipsin pisteesté ldhteva ratakayra, jonka segmentit sivuavat
samaa kaustista kiyréd, tulee olemaan n-jaksollinen [7]. (Katso kuva [§]) Témén pe-
rusteella kuvan [7] ratakdyrit eivit ole ainoita ellipsin 4-, 5- ja 6-jaksollisia ratakayrid,
itse asiassa ellipsin jokainen piste on téllaisella jaksollisella radalla.

Kuva 8. Ponceletin lauseen mukaisia 4-jaksollisia biljardiratakayrié,
jotka lahtevit ellipsin reunakayrén pisteistd xq ja x».

Jos ellipsin polttopisteité siirretdédn lihemméksi toisiaan ja lopulta niin, ettéd polttopis-
teet ovat paallekiin, ellipsi muuttuu ympyréaksi. Ympyré onkin ellipsin erikoistapaus
ja vaikka sitd ei sallittu tdmén luvun ellipsitarkasteluissa, kaikki ellipsin polttovélin
ulkopuolelta kulkeviin ratak&yriin liittyvit sddnnot péatevat myos ympyrélle. Esimer-
kiksi ympyrédn ratakdyrédn sivuaminen sisempiéd samakeskistd ympyrdd on Lauseen
[4.14) erikoistapaus. Vastaavasti Ponceletin lause toimii my6s ympyréille. Ympyréan ta-
pauksessa ratakayrén jaksollisuuden tutkimiseen on kuitenkin kiertosymmetrisyydes-
ta johtuen huomattavasti helpompia keinoja kuin ellipsilla ja siksi ympyré késiteltiin
téssd tutkielmassa erillisend kokonaisuutena.

Téassa luvussa ollaan opitttu, ettéd elliptisella biljardipoydélla ratakdyrdn muotoon
vaikuttaa oleellisesti se, kulkeeko biljardirata ellipsin polttopisteen kautta, polttopis-
teiden véalistd vai polttovilin ulkopuolelta. Yhdessa néista tapauksista ratakayra al-
kaa supeta kohti ellipsin isoakselia ja kahdessa muussa tapauksessa biljardipoydélle
muodostuu joko hyperbelin tai ellipsin muotoinen kaustinen kéyrd, jota ratakéyran
kaikki segmentit tai niiden jatkeet sivuavat. Toisin kuin ympyrabiljardin ja neliobil-
jardin tapauksessa, elliptiselld biljardipoydélla ratakédyran jaksollisuuden tutkimiseen
ei 16ydy yhté yksinkertaista toimintatapaa. Kuitenkin ellipsin muodosta johtuen hel-
pointa on yrittda loytéa sellaisia jaksollisia biljardikayrié, jotka tulevat olemaan sym-
metrisiéd joko ellipsin iso- tai pikkuakselin suhteen. Téllaisen radan 16ydyttya muiden
samajaksoisten ratojen 16ytdminen helpottuu.

Taménhetkisilla biljarditaidoilla pitdisi pystya vakuuttamaan viimeisetkin epéilijat
siité, ettetko ottaisi biljardin peluuta tosissaan. Pienené varoituksen sanana pyyde-
taan kuitekin harkitsemaan tarkasti, kuinka paljon omia taitojaan pelikavereilleen
esittelee, silld lopputulos voi olla, ettéd saat vastaisuudessa pelata biljardia vain yksi-
nési. Jos kuitenkin vahinko on jo ehtinyt tapahtua, voit ajankuluksesi ratkoa seuraa-
vaksi esitettavid biljardigeometriaan liittyvia tehtévia.



LUKU 5

Tehtavia biljardigeometriasta

Seuraava biljardigeometriaan liittyva tehtdvipaketti on suunnattu ensisijaisesti lu-
kioikéisille, mutta soveltuu muillekin. Tehtédvat sisédltavat laskemista, viitteiden to-
deksi osoittamista ja asioiden tutkimista GeoGebran avulla. Tehtdviin on annettu
my6s malliratkaisut.

Tehtévissé tarvittavat laskennalliset menetelmét ovat tuttuja yldkoulun geometrian
tunneilta (esimerkiksi suorakulmaisen kolmion trigonometria ja ympyrin laskukaa-
vat), joten lukiolaisille tehtévien ratkaiseminen ei pitéisi jaada kiinni laskukaavojen
vaativuudesta. Tehtédvien haasteena on kyky soveltaa opittuja asioita ja kédyttdd loo-
gista paattelykykya tehtéavien ratkaisemiseksi. Lisdksi tehtdvét vaativat geometris-
ten kuvioiden ominaisuuksien havainnointia ja niistd saatavien padtelmien tekemisté.
Tehtavien avulla opiskelijat péadsevit harjoittamaan myos GeoGebran kéyton taito-
jaan.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa 2019 [13] lyhyen matematiikan geometrian
kurssin tavoitteina on harjaannuttaa kuvioiden ja kappaleiden geometrisista ominai-
suuksista tehtédvaa havainnointia ja paéttelyéd, vahvistaa tasokuvioiden ja kolmiulot-
teisten kappaleiden piirtotaitoja, soveltaa geometriaa kaytdnnon tilanteisiin ja oppia
kayttamasan ohjelmistoja kuvioiden ja kappaleiden tutkimisessa. Namé tavoitteet ovat
varsin hyvin linjassa biljardigeometrian tehtavipaketin tarjoaman sisiallon kanssa. Li-
siksi kyseisen kurssin keskeisiin sisédltoihin kuuluu muun muassa suorakulmaisen kol-
mion trigonometria ja kuvioiden yhdenmuotoisuus, jotka ovat melko keskeisessé roo-
lissa myo6s tehtavipaketin tehtédvien parissa.

Pitkdn matematiikan geometrian kurssin tavoitteet ovat varsin samansuuntaiset kuin
lyhyesséd matematiikassa. Tavoitteina [13] on harjaannuttaa kuvaamaan ja hahmot-
tamaan tilaa ja muotoa koskevaa tietoa, oppia kédyttdméidn ohjelmistoja kuvioiden
ja kappaleiden tutkimisessa ja soveltaa yhdenmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta se-
ké suorakulmaisten ja vinojen kolmioiden trigonometriaa. Liséiksi oppimistavoitteisiin
kuuluu muun muassa ympyrén ja sen osien geometria ja ympyriin liittyven suorien
geometria, joita tehtédvapaketissa padsee kiayttaméadn umpyrabiljarditehtédvien paris-
sa.

Tehtavépaketti on hyvin linjassa opetussuunnitelmassa asetettujen tavoitteiden kans-
sa, joten mielesténi se soveltuu hyvin kédytettavéksi sekd lukion lyhyen matematiikan,
ettd pitkdn matematiikan geometrian kursseille, varsinkin kurssien loppupuolelle, jol-
loin opittuja asioita padstédin soveltamaan tehtévapaketin avulla.

48
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1. Apuvilineitad tehtidvien ratkaisemiseen

Biljardiradan aukitaittelumetodi

Biljardiradan tutkimiseen monikulmionmuotoisella biljardipoydéalla kaytetdan usein
aukitaittelumetodia. T&lloin biljardirata ikddn kuin taitellaan auki suoraksi linjaksi
peilaamalla biljardipoytéaéd aina sen sivun suhteen, johon pallo térméé ja jatkamal-
la biljardirataa suoraan poydan reunan ldpi uudelle biljardipoydélle. Alla on kuva
biljardiradan taittelemisesta auki. Kuvassa alkuperéinen biljardipdytéa on vasemman-
puolimmainen suorakulmio.

Aukitaiteltu biljardirata voidaan vastaavasti palauttaa takaisin alkuperéiselle biljar-
dipoydalle taittelemalla peilatut monikulmiot takaisin pééllekéin.

>
—.—
-
-
-
-
-
-

Jaksollisen biljardiradan 16ytdminen suorakulmiolla

Peilaa biljardipoytéa oikealle, ylos ja vasemmalle, jolloin suorakulmioista muodostuu
ikdan kuin ruudukko. Merkitse radan alkupistettd vastaavat pisteet nékyviin peilat-
tuihin suorakulmioihin. Biljardirata on jaksollinen, jos aukitaiteltu rata kulkee al-
kupistettd vastaavan pisteen kautta, eikd se tormééd matkalla mihinkddn kulmaan.
Esimerkiksi alla olevassa kuvassa on kolme jaksollista biljardirataa (sininen, oranssi
ja harmaa). Kuvassa muut radat eivét ole mahdollisia, silld ne torméadvit matkalla
biljardipdydén johonkin kulmaan.
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2. Tehtavat
Monikulmiobiljardia.

Biljardipoytéa on suorakulmion muotoinen ja sen jokaisessa kulmassa on pus-
si. Jos pallo lyodddn vasemmasta alakulmasta (juuri pussin edestd) 45° kul-
massa poydéan reunaan nidhden, mihin pussiin pallo lopulta putoaa, kun suo-
rakulmion koko on

a) 2 X 6 (2 ruutua korkea ja 6 ruutua leved)

Apuna voit kdyttda esim. ruutupaperia tai GeoGebraa.

Tutki tehtavin (1) vastauksia: Mikéd yhdistéa sellaisia suorakulmioita, joissa
biljardirata pééttyy samaan kulmaan? ( Vinkki: pariton ja parillinen)

Nyt osaat kertoa, mihin kulmaan biljardirata paattyy seuraavilla biljardipoy-
dilla?:

a) 26 x 47

b) 35 x 99

c¢) 600 x 10000

Selitd miksi biljardipallon reitin péétepiste tehtéavissa (1) ja (2) riippuu ai-
noastaan suorakulmion sivujen parittomuudesta ja parillisuudesta.

(Vinkki: Varitd suorakulmion siséén jadvit ruudukon kérkipisteet siten,
ettd joka toinen kérkipiste on sininen ja joka toinen punainen. Tutki tdmén
jilkeen biljardipallon reittid. Mitd huomaat? Miten se liittyy suorakulmion
sivujen parillisuuteen/parittomuuteen?)

Biljardiradan aukitaittelumetodi (katso Apuvélineité tehtévien ratkaisemi-
seen -osio) on hyodyllinen tyokalu jaksollisia. eli lihtOpisteeseenséd palaavia
biljardiratoja etsittdessid. Opetellaan sen kiyttoa:

a) Alla olevassa kuvassa biljardipdydén (tummennettu nelié) biljardirata on
taiteltu auki. Rata alkaa pisteestd A ja pédttyy pisteeseen B. Milld nelion
sivulla piste B sijaitsee?

b) Kuinka monta kertaa biljardipallo térméé biljardipéydéan reunaan matkal-
la pisteestd A pisteeseen B, kun loppupistekin ajatellaan torméyspisteeksi?
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¢) Merkitse kuvan jokaiseen peilattuun nelioon radan alkupistettd A vastaava
piste. Loydéiatko pisteesta A ldhtevéd jaksollista biljardirataa? (Loydat apua
Apuvilineitd tehtdvien ratkaisemiseen -osiosta.)

d) Monenko térméyspisteen kautta c)-kohdassa 16ytaméasi jaksollinen rata
kulkee? (Eli moniko-periodinen biljardirata on?)

(5) Suorakulmion muotoisen biljardipdydén lyhyemmén sivun pituus on 2 m ja
pidemmaén sivun pituus 3,4 m. Biljardipoydén jokaisessa neljassid kulmassa
on pussi. Biljardipallo on alla olevan kuvan mukaisesti poydan pidemmaélla
sivulla metrin pédsséd poyddn vasemmasta alakulmasta. Milld ladhtokulman
arvolla (poydédn alareunaan néhden) pallo saadaan lyotyd kolmen kimmok-
keen kautta poydan vasemmassa yldkulmasa olevaan pussiin? (Alku- ja lop-
pupisteité ei lasketa kimmokkeisiin.) Piirra liséiksi pallon kulkureitti poydal-
14.

(Vinkki: GeoGebra, aukitaittelumetodi ja trigonometria)

m

L ]

34m

(6) Osoita aukitaittelumetodin avulla, ettd suorakulmaisella tasakylkiselld kol-
miolla ABC ei ole kirjestd A lahtevaé jaksollista ratakayria.
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2.2. Ympyrébiljardia ja ellipsibiljardia.

(1) Tutki ympyrédnmuotoisen biljardipoydén biljardirataa alla olevan linkin avul-
la ja vastaa tutkimustesi perusteella seuraaviin kysymyksiin:
Mité voit sanoa perdakkaisten torméayspisteiden viélisista etdisyyksistda ympy-
rian kehalla? Enté heijastuskulmien suuruudesta? Kulkeeko biljardirata kaik-
kialla ympyrén sisilld vai jadko ympyrén siséille alue/alueita josta biljardirata
ei nayttéaisi kulkevan? Jos jad, niin minne ja mink& muotoisia?

Linkki tehtdvéén: https://www.geogebra.org/classic/r9eebhqz

(2) Ympyréabiljardissa ratakédyrian segmentit sivuavat sisempéé samakeskistd ym-
pyrad. Laske sisemmén ympyran sdde, kun biljardipoydéan sdde on 1 m ja bil-
jardiradan kahden perdkkéisen térméyspisteen vélisen ympyrékaaren pituus
on 1,2 m. Kuva alla.

12

(3) Etsi jaksollisia biljardiratoja ympyrélla alla olevan linkin avulla. Pohdi sen
jalkeen, onko ympyrélla olemassa muita erilaisia yhdeksénperiodisia ratoja
16ytamiesi kolmen liséksi? Perustele.

(Vinkki: Miten luvut %, %, g, . %, % liittyvéat 9-periodisuuteen )

Linkki tehtdvadn: https://www.geogebra.org/classic/g3uht6dk

(4) Tutki ellipsinmuotoisen biljardipdydén biljardirataa alla olevan linkin avulla.
Vastaa tutkimustesi perusteella seuraaviin kysymyksiin:
Miten seuraavat ratakédyrdn segmentit kdyttdytyvét, jos ensimmaéinen seg-
mentti kulkee ellipsin polttopisteiden ulkopuolelta? Enté jos ensimméinen
segmentti kulkee polttopisteen F; kautta? Entd jos ensimméinen segmentti
kulkee ellipsin polttopisteiden valistd? J&dko ellipsin siséille alue/alueita, joi-
den kautta biljardirata ei kulje? Mit&d muita huomioita teit?

Linkki tehtdvéén: https://www.geogebra.org/classic/hcaa8dvk

(5) Tutki alla olevan linkin avulla, mité ellipsinmuotoisella biljardipoydélla polt-
topisteen kautta kulkevalle biljardiradalle tulee tapahtumaan ajan kuluessa?

Linkki tehtdvaén: https://www.geogebra.org/classic/ptp87x7t


https://www.geogebra.org/classic/r9ee6hqz
https://www.geogebra.org/classic/g3uht6dk
https://www.geogebra.org/classic/hcaa8dvk
https://www.geogebra.org/classic/ptp87x7t
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3. Malliratkaisut

3.1. Monikulmiobiljardia. Tehtavét (1), (2) ja (3) ovat lahteesté [14] ja teh-
tavén (6) sisdltamén lauseen todistus noudattaa lihdettd [9]

(1) a) yla oikea (kuva alla)

b) yla vasen, c) ala oikea, d) yl& oikea, e) ala oikea, f) yl& oikea, g) yl& vasen,
h) yla vasen, i) yla vasen

(2) Tehtavén (1) ratkaisuista saadaan muodostettua seuraavanlainen taulukko:

pariton x pariton yla oikea
pariton x parillinen ala oikea
parillinen x pariton ylavasen

parillinen x parillinen vaihtelee

Jos biljardipdydén molemmat sivut ovat parillisia, ei voida suoraan sanoa,
mihin kulmaan pallo tulee padtymaéan. Toisaalta esimerkiksi 2 x 6 pdydéalla
pallo kdyttaytyy samalla tavalla kuin 1 x 3 pdydélla. Niinpa (parillinen x
parillinen) -péydén sivun pituuksia voidaan jakaa kahdella niin monta ker-
taa, ettd lopulta paddytadn tilanteeseen, jossa ainakin toinen pdydéan sivun
pituuksista on pariton. Téllaisesta poydéstd osataan sanoa, mihin kulmaan
pallo péatyy.

Niinpé tehtévissd annetuilla biljardipoydilla pallo péaétyy seuraaviin pussei-
hin: a) yld vasen, b) yla oikea, c) ala oikea (600 x 10000 voidaan supistaa
muotoon 3 X 50)

(3) Vérittdmalla joka toinen biljardipoydén ruudukon kérkipiste siniselld ja joka
toinen punaisella, esimerkiksi 3 x 4 -kokoinen biljardipoytd nédyttda seuraa-
vanlaiselta:

L O @ O $
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Nyt huomataan, ettd kun pallo lyodaéan liikkeelle 45°:en lahtokulmassa va-
semmasta alakulmasta, se voi kulkea vain sinisten pisteiden kautta. Niinpé
pallon tdytyy padtyéd oikeaan alakulmaan, joka on lahtopisteen liséksi ai-
noa sininen kulma. Toisaalta kulmien véri riippuu ainoastaan sivujen pa-
rillisuudesta/parittomuudesta. Siten suorakulmion sivujen pituuden parilli-
suus/parittomuus méérdéd pallon padtepisteen.

(4) a) Taittelemalla nelict takaisin paillekdin, huomataan, ettd piste B sijaitsee
nelion oikealla pystysivulla (kuva alla).

m

B

b) Aukitaittelumetodissa jokainen nelion sivun ldpi kulkeminen tarkoittaa
alkuperéiselld biljardipoydalld pallon torméamistéd nelion johonkin reunaan.
Niinpé pallo térméé biljardipoydén reunaan viisi kertaa (loppupiste mukaan
luettuna). Alla kuva pallon reitisté.

m

c¢) Alla olevassa kuvassa on merkitty jokaiseen nelioon pistettd A vastaavat
pisteet. Punaisella nuolella on merkitty jaksollinen rata, harmailla katkoviiva-
nuolilla olevat radat AA’ ja AA” eivit ole jaksollisia, silld ne kulkevat nelion
jonkin kulman kautta.

}:

7

=0

d) c¢)-kohdassa loydetty punaisella nuolella merkitty rata kulkee neljan tor-
mayspisteen kautta, eli se on neliperiodinen biljardirata.
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Peilaamalla biljardipoytaa oikealle, ylos ja vasemmalle ja merkitseméalld pei-
lattuihin biljardipdytiin pallon haluttu loppupaikka punaisella nihdééan, etté
kolmen kimmokkeen kautta haluttuun pussiin péésee kahta eri reittia pitkin.
Nama reitit on esitetty alla olevassa kuvassa.
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Pallon mahdolliset ldhtékulmat saadaan laskettua trigonometriasta:

t bm — 46°
anqg = ————— = — o=
2.4m+3,4m 5,8
2 2
tan § = m = [ ~9,0°

2.4m +3-3,4m 12,6

Niinpé pallo tulee lyéda joko 46° tai 9,0° kulmassa, jotta se menee oikeassa
ylakulmassa olevaan pussiin kolmen kimmokkeen kautta. Télloin biljardira-
dat ovat seuraavanlaiset:

2m 2m

1m 1m
3dm 3dm

Aukitaittelumetodia kéyttamilla saadaan tehtévissd annetun kuvan mukai-
nen peilattujen kolmioiden verkko. Olkoon alkuperiisesséd kolmiossa karki-
pisteen A koordinaatit (0,0). T#lléin peilattujen kolmioiden muodostamassa
verkossa jokaisen kirked A vastaavan pisteen molemmat koordinaatit ovat
parillisia lukuja. Sitd vastoin kolmion kérkipisteitd B ja C vastaavien pistei-
den koordinaateissa ainakin toinen koordinaatti on aina pariton luku.

Biljardirata pisteestd A takaisin pisteeseen A tarkoittaisi aukitaittelumetodia
kdyttdmalld siis janaa pisteestd (0,0) johonkin pisteeseen (2m,2n), missi
m ja n ovat luonnollisia lukuja. Talloin jana tulee kulkemaan mydos pisteen
(m, n) kautta (janan keskipiste).
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Jos jompi kumpi tai molemmat luvuista m ja n ovat parittomia, niin piste
(m,n) on kirked B tai C vastaava piste. Télloin biljardirata ei olisi jaksolli-
nen, silld se torméisi joko kolmion kulmaan B tai C.

Jos taas pisteen (m,n) molemmat koordinaatit ovat edelleen parillisia, niin
piste (m,n) olisi pistettd A vastaava piste. Télloin jana kulkisi my6s pisteen
(%%, 5) kautta. Néin voidaan jatkaa kunnes lopulta janalta 16ytyy piste, jonka
koordinaateista ainakin jompi kumpi on pariton (eli pistetta B tai C vastaava
piste). Niinpé biljardirata kirkestd A takaisin kidrkeen A osuu matkalla aina

joko kolmion kérkeen B tai C, eiké siten ole jaksollinen.

Ympyribiljardia ja ellipsibiljardia.

Ympyrabiljardia tutkimalla huomataan, ettd perdkkaisten torméayspisteiden
viliset etdisyydet ympyréin kehélld pysyvit samoina jokaisen torméyksen jél-
keen. Myos heijastuskulmat pysyvét yhtd suurina jokaisessa heijastuksessa
(Ympyrén keskipisteen ja kahden perékkéiisen kehilld olevan torméyspisteen
muodostamat kolmiot ovat yhtenevit). Biljardirata ei kulje kaikkialla ym-
pyréan sisilld, vaan jaksottomilla biljardiradoilla biljardipdydén keskelle jaa
ympyrinmuotoinen alue jossa biljardirata ei kulje. Itse asiassa jokainen ra-
takédyran segmentti on tangentti télle pienemmalle ympyrille.

Sektorin kaari b = 1,2 m, sdde r = 1 m, sisemmén ympyréan sdde = x.

Sektorin kaaren pituudelle on kaava

o
b= -2
3600
joten sektorin kulmalle pétee
360°-b  360°-1,2m .
o= = =1 =68,75...

1.2m

Koska ratakédyran segmentti sivuaa sisempédd ympyréd, sisemméan ympyran
sdde on yhté suuri kuin ratakdyrédn segmentin lyhin etéisyys ympyréan keski-
pisteestd. Siten suorakulmaisesta kolmiosta saadaan sisemmén ympyrén séde
(katso kuva):

! x «

cosS—=— =—>r=cos—-1m=0,8253...m =~ 0,8m.
2 1m 2

(3) Kolme erilaista yhdeksédnperiodista rataa on esitetty alla olevassa kuvassa.
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Mahdolliset yhdeksdnperiodiset radat ympyralld voidaan 16ytda jakamalla
ympyran kehédn yhdeksdédn yhta pitkdan osaan. Jos kahden perédkkéisen tor-
1

méyspisteen vilinen etdisyys ympyréin kehélld on § kehéin pituudesta, bil-

jardirata on selvasti yhdeksénperiodinen. Vastaavasti jos pisteiden vélinen

etédisyys on % rata on periodinen. Sen sijaan jos torméyspisteiden vélinen
etéisyys on g kehén pituudesta, biljardirata on kolmiperiodinen, silla luku g

voidaan sieventdd muotoon %

Siispé biljardirata ympyrélla on yhdeksdnperiodinen, jos kahden perakkéi-
sen torméayspisteen vilinen etéisyys kehélld on %, g, ‘51, g,g tai g kehén pi-
tuudesta. Mutta erimuotoisia yhdeksanperiodisia ratoja on vain kolme, sill&
kiertamaélla ympyran kehéé esimerkiksi % vilein muodostuu sama kuvio kuin
kiertdmaélla kehaa % vilein. Radan muodostumissuunta on kuitenkin eri.

Jos ensimmaéinen ellipsin biljardirataside kulkee polttopisteiden ulkopuolelta,
kaikki seuraavatkin rataséteet kulkevat polttopisteiden ulkopuolelta. Lisék-
si téllaiset rataséteet sivuavat sisempéé ellipsié, jolla itse asiassa on samat
polttopisteet kuin reunaellipsilla. Ellipsin sisélle jaa siis ellipsin muotoinen

alue jossa biljardirata ei kulje.

Jos taas ensimmaéinen ratasédde kulkee ellipsin polttopisteen kautta, jokainen
kyseisen biljardiradan ratasédde kulkee ellipsin polttopisteen kautta siten, etta
joka toinen ratasédde kulkee polttopisteen Fj kautta ja joka toinen pisteen F5
kautta.

Jos ensimmaéinen ratasiddek kulkee polttopisteiden vilisté, jokainen ratasiade
tulee kulkemaan polttopisteiden vélisté. Lisiksi tdllaiset rataséteet (tai nii-
den jatkeet) sivuavat hyperbelid, jolla myoskin on samat polttopisteet kuin
reunaellipsilla. T&ll6in ellipsin molempiin péihin jéa hyperbelin rajoittamat
aluet, joissa biljardirata ei kulje.

Lisdksi huomataan esimerkiksi se, ettéd ellipsin polttopisteiden ulkopuolelta
kulkevista radoista on symmetrian avulla melko helppo 16ytd& monikulmion
muotoisia jaksollisisa ratoja kuten kolmi-, neli- ja viisiperiodiset radat.

Ellipsin polttopisteen kautta kulkevan biljardiradan ratasateet alkavat ldhes-
tya isoakselia ja muuttuvat lopulta ldhes isoakselin suuntaisiksi. Biljardirata
alkaa siis suppenemaan kohti isoakselia.

Linkin ellipsistd ndhd&in, ettd biljardirata ei valttdméattd heti ldhde sup-
penemaan kohti isoakselia riippuen siitd, miten biljardiradan ensimmaéinen
ratasdde suunnataan. Kuitenkin viimeistddn muutaman torméyksen jélkeen
rata alkaa ldhestya isoakselia.



[1]
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