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Téassd matematiikan pro gradu -tutkielmassa perehdytdéan kompleksisiin vektoria-
varuuksiin ja sivutaan myos niiden sovelluskohteita. Tutkielman tavoitteena on esi-
telld riittavat tiedot, jotta lukija voi muodostaa eheédn kokonaisuuden kompleksisten
vektoriavaruuksien perusteista ja yhdistdéd nédin saatua tietoa jo tunnettuihin reaali-
avaruuden tapauksiin.

Tutkielman alussa méaritelladn yleisesti reaaliset vektoriavaruudet ja aliavaruu-
det. Tyon edetessé laajennetaan tarkastelua ja méaaritellain myos tutkielman kannal-
ta oleellinen kompleksinen vektoriavaruus. Méaritelmét ovat hyvin lahelld toisiaan,
mutta reaalisessa vektoriavaruudessa vektoreiden skalaarikertoimet ovat reaalisia, kun
taas kompleksisissa vektoriavaruuksissa vektoreiden skalaarikertoimet ovat komplek-
silukuja. Yleisimpéané esimerkkiné reaalisesta vektoriavaruudesta on R” ja vastaavasti
yleisin esimerkki kompleksisesta vektoriavaruudesta on C".

Kompleksilukujen perusteita kerrataan hieman laskutoimituksien ja ominaisuuk-
sien osalta, ennenkuin syvennytéadn tarkemmin kompleksisiin vektoriavaruuksiin. Tyon
edetessd tarkastellaan kompleksisia vektoreita ja matriiseja, sekd niiden ominaisuuk-
sia. Oleellista on ymmértaa vektoreihin ja matriiseihin liittyviéd késitteitd reaaliava-
ruudessa ja kompleksiavaruudessa, joten tarkastelu etenee johdonmukaisesti reaaliava-
ruuden tapauksista ja ominaisuuksista kohti kompleksiavaruuden tilanteita. Oleelli-
simpia maéritelmid ja tuloksia voidaan laajentaa melko vaivattomasti suoraan re-
aaliavaruudesta kompleksiavaruuteen. Esimerkiksi matriisi A on reaalinen matriisi,
mikali sen alkiot ovat reaalilukuja. Vastaavasti matriisi A on kompleksinen matriisi,
mikéli sen alkiot ovat kompleksilukuja. Téahén liittyen voidaan laajentaa kaikki reaa-
listen matriisien laskutoimitukset ja matriisien perusominaisuudet koskemaan myds
kompleksisia matriiseja.

Yhtené tutkielman merkittadvimpéané tarkastelun kohteena on ominaisarvoteoria,
erityisesti kompleksiavaruudessa. Maaritelméan mukaan reaalisella n x n -matriisilla A
on reaalinen ominaisvektori x jos on olemassa reaalinen kerroin \ siten, ettd Ax = A\z.
Kompleksiavaruudessa ominaisarvot ja ominaisvektorit matriisille mééritelldadn vas-
taavasti, mutta vektori x ja ominaisarvo A\ ovat kompleksisia. Ratkaistaessa reaali-
sen n X n -matriisin ominaisarvoja ja -vektoreita havaitaan, ettd ominaisarvoja voi
olla korkeintaan n kappaletta ja edelleen téllaisen matriisin ominaisarvot voivat ol-
la kompleksisia, vaikka matriisin alkiot olisivat olleet reaalilukuja. Reaalisesta tilan-
teesta poiketen, kompleksisella n x n -matriisilla on aina (kertaluvut huomioiden) n
kappaletta ominaisarvoja, joista osa voi olla reaalisia ja osa kompleksisia.

Tutkielmassa perehdytain tarkemmin reaalisiin ja kompleksisiin 2x 2 -matriiseihin,
joiden avulla selvitetdin matriisien ominaisarvojen geometrista tulkintaa ja graafisia
ominaisuuksia. Tyon lopussa esitetdén, kuinka matriisien kompleksiset ominaisarvot
nakyvat vektorin kiertoina ja pituuden muutoksena kun kerrotaan vektoria x matrii-
silla A.
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on késitelld kompleksisia vektoriavaruuksia ja
niiden sovelluskohteita. Tutkielman ensimmaéisessé luvussa lihdetédn liikkeelle reaa-
lisista vektoriavaruuksista, joista laajennetaan tarkastelua kompleksisiin vektoriava-
ruuksiin. Tutkielman alkupuolella tarkastellaan myos kompleksilukujen, vektoreiden
ja matriisien laskutoimituksia ja ominaisuuksia, silld ndiden hallinta on oleellinen osa
kokonaisuuden rakentamista.

Monessa kohtaa tyotda saamme muodostettua yhteyksié reaaliavaruuden ja komplek-
siavaruuden tulosten ja ominaisuuksien vélille. Esimerkiksi kaikille tuttuja reaalisia
toisen asteen polynomiyhtaloita ratkaistaessa ratkaisujen mééra reaaliavaruudessa on
riippuvainen yhtélon diskriminantista. Kompleksiluvut ja niiden ominaisuudet an-
tavat mahdollisuuden saada selville tallaisen polynomiyhtélon kaikki ratkaisut. Vas-
taavasti tdssd tutkielmassa kun ratkaistaan neliomatriisien karakteristisia yht&loité,
saatetaan padtyd kompleksisiin ratkaisuihin vaikka matriisin alkiot olisivatkin olleet
reaaliset. Tamé antaa motivaation perehtyd kompleksisiin vektoriavaruuksiin, vaik-
ka ldhtokohtana olisikin tarkastella vain reaalialkioisia matriiseja. Tiettyjen reaalis-
ten tapausten tulosten todistaminen vaatii kompleksisten avaruuksien késittelya ja
hallintaa. Tarkasteltaessa esimerkiksi symmetrisen reaaliavaruuden matriisin ominai-
sarvoja, voidaan huomata niiden olevan reaalisia. Tamén tuloksen todistaminen ei
kuitenkaan onnistu ilman kompleksilukuja ja kompleksisia vektoriavaruuksia.

Tutkielman luvuissa 2.3. ja 2.4. selvitetddn matriisien ominaisarvoteoriaa reaali-
ja kompleksiavaruudessa, seké perehdytédén erityisesti matriisien kompleksisten omi-
naisarvojen laskemiseen. Tarkastellaan aluksi reaalisia ominaisarvoja ja -vektoreita,
jonka jéalkeen laajennetaan tarkastelua kompleksisiin ominaisarvoihin ja -vektoreihin.
Liséksi tyossa perehdytdén luvussa 2.5. erikoistapauksena hieman symmetrisiin mat-
riiseihin ja niiden ominaisarvoihin. Tutkielman lopuksi luvussa 2.6. selvitetddn omi-
naisarvojen geometrista tulkintaa, esimerkiksi sitd kuinka ominaisarvot vaikuttavat
yksittéisen vektorin suuntaan ja pituuteen.

Téarkeimpiné lahteiné téssd tyossd on kaytetty teoksia Elementary Linear Algebra
(Howard & Rorres, 2010) ja Linear Algebra and Its Applications (Lay, Lay & McDo-
nald, 2016). Kompleksi- ja matriisilaskennan perusteita on kerrattu tarpeen mukaan,
yleisimmét tulokset ja laskuséddnnot oletetaan kuitenkin tunnetuiksi.






LUKU 1

Vektoriavaruudet

1.1. Vektoriavaruudet ja aliavaruudet

Tamén tyon kannalta on oleellista tuntea perusteet reaalisista vektoriavaruuksista
ja aliavaruuksista. Tyon edetesséd laajennamme ndkemystd kompleksisiin vektoriava-
ruuksiin. Tédmén osion ldhteend on péadasiassa kaytetty teosta Linear Algebra and
Its Applications (Lay, Lay ja McDonald, 2016, s.191-199) ja tukena teosta Reaalisia
vektoriavaruuksia ja ominaisarvoja (Mikko Saariméki, 2012, s.53-57).

1.1.1. Vektoriavaruudet. Aluksi tarvitsemme tietysti méaritelmén yleisesti re-
aaliselle vektoriavaruudelle, maéaritellddn kompleksinen vektoriavaruus myohemmin.
Seuraava maéaéritelmé pohjautuu tunnettuihin ja hyvinkin itsestéddnselviin algebralli-
siin ominaisuuksiin reaaliavaruuksissa. Oleellista mééarittelysséd on skalaarien a ja b
reaalisuus. Myohemmin méaériteltdavissd kompleksisissa vektoriavaruuksissa skalaarit
a ja b ovat kompleksilukuja.

MAARITELMA 1.1. Reaalinen vektoriavaruus on epétyhja joukko V, joka muodos-
tuu vektoreista. Joukon vektoreille on mééritelty yhteenlasku ja reaaliluvulla kerto-
minen. Kaikille vektoreille u, v,w € V, seké skalaareille a, b € R taytyy olla voimassa
seuraavat kymmenen siddntod/aksioomaa

(1) vektoreiden u,v € V summa u+ v on myos joukossa V'
(2) u+ v = v+ u (vaihdannaisuus)
(3) (u+v)+w=u+ (v+w) (liitAnnaisyys)
(4) On olemassa nollavektori 0, jolle pitee u+ 0 = u
(5) kaikille u € V on olemassa vektori —u € V, jolle u+ (—u) =0
(6) kaikille u € Vja a € R pétee au € V
(7) a(u+v) = au+ av (osittelulaki)
(8) (a+b)u = au+ bu (osittelulaki)
(9) a(bu) = (ab)u
(10) lu=u

Tutuin esimerkki reaalisesta vektoriavaruudesta on R”, muita reaalisia vektoria-
varuuksia ovat esimerkiksi kaikkien reaalisten m X n -matriisien joukko (varustettuna
tavallisilla matriisien laskutoimituksilla) ja kaikkien reaalisten polynomien joukko.

ESIMERKKI 1.2. Olkoon V' = R" ja vektoriavaruuteen V' liittyvét laskutoimitukset
médritelty n-komponenttisten vektoreiden yhteenlaskuna ja skalaarikertolaskuna kun

ke R.
u+v=(up,u,...,u)+ (v1,02,...,0,) = (ug + v1,us + Vo, ..., Uy + V)
ja
ku = (kuy, kug, ..., kuy) .
3



4 1. VEKTORIAVARUUDET

Néiden tulokset ovat myos n-komponenttisia vektoreita joukossa V', joten joukon V' C
R"™ vektoreille on méaritelty yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen. Saadut vektorit
toteuttavat edelleen kaikki loput aksioomat (2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10) mééritemésté [1.1]

Yleisesti tunnettuja késitteitd ovat myos edelld méaritellyt vektoriavaruuteen V/
liitettavét nollavektori 0 ja vektoriavaruuden V' vektorin u vastavektori —u.

LAuse 1.3. Vektoriavaruuden nollavektori 0 ja vektorin u vastavektori —u ovat
yksikdsitteisid.
Todistetaan niistd ensimméinen aiemmin esitettyjen vektoriavaruuden sdéntdjen

avulla. My0s vastavektorin yksikésitteisyys on todistettavissa ndiden kymmenen sédén-
non nojalla.

Tobistus. Todistus voidaan tehda vastaoletuksen avulla. Oletetaan, ettd vekto-
riavaruudella olisikin kaksi nollavektoria 0 ja 0. Kun tarkastellaan nollavektoreiden
summaa 0 + 0, huomataan sdinnén (4) nojalla ettei nollavektorin lisiiminen toiseen
vektoriin muuta summan arvoa. Koska nollavektoreita on kaksi, saadaan 0+0 = 0 ja
0+ 0 = 0. Tisté edelleen sdinnon (2) nojalla 040 = 0+ 0, josta edelleen 0 =0 [

Edella esitettyjen sddantojen avulla voidaan helposti osoittaa seuraavat hyodylliset
ominaisuudet jokaiselle vektorille u € V ja skalaarille a € R

e Ju=20
e a0=0
e —u=(—1)u
Niité laskusdantéja voidaan havainnollistaa yksinkertaisilla esimerkeilld

ESIMERKKI 1.4. Olkoon vektori u = (2,1) = m Télloin

2 0-2 0
.OUZOL}: 0.1}: 0 =0
0 5-0 0

e [ [ o

Tarkastellaan vektoriavaruutta 2 x 2 -matriiseille, joiden alkiot ovat reaalisia. Myo-
hemmin tutkielmassa perehdytéén tallaisten matriisien ominaisarvojen selvittdmiseen
ja muun muassa ominaisarvojen geometriseen tulkintaan.

ESIMERKKI 1.5. Olkoon V reaalisten 2 x 2 -matriisien joukko, jonka matriiseille
on voimassa normaalit matriisien yhteenlasku ja vakiolla kertominen seuraavasti

Ul U1 V11 V12| U1 V11 Uiz + V1o
+ =
Uzl U2 U1 V22 Uzl + V21 Uz + V22

ja

ku — k Uiy Uiz| _ kuiy  kugg .
U1 U22 kugr  kugo

Kuten téstd ndhdédén, tuloksena on 2 x 2 -matriisit, jolloin médritelméan koh-
dat (1) & (6) toteutuvat. Tésté edelleen voidaan ndyttdd myos kaikki muut kohdat,
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joista suurin osa tulee suoraan matriisien laskutoimitusten ominaisuuksista, kuten
vaihdannaisuus (2), liitdnnéisyys (3) ja osittelulait (7) & (8), seké kohta (9). Naista
esimerkkind vaihdannaisuus

Ux U2 V11 V12 V11 V12 U1 U2
u+v= + = + =v+u
U1 U2 V21 V22 Vo1 V22 U1 U2

Mééritelmén (1.1 kohdassa (4) tarvitaan nollamatriisia 0 = [0 0] , jolloin saadaan

00
matriisien yhteenlaskusta

0+u— 00 4 wae| e vz
00 U1 U9 Uz1 U2
ja vastaavasti u+0 = u. Kohdan (5) néyttdmiseen tarvitaan matriisin u vastamatriisi
—u jokaiselle vektoriavaruuden V' matriisille u siten, ettd u+ (—u) = 0. Mééritelldén

—U —Uu
—u = 11 12 :
—U21 —U22

Uy; Uiz —Uy1 —U12 _ 0 0 —0
U1 U2 —U21 —U22 0 0

ja vastaavasti myos ( = 0. Edelleen viimeinen kohta (10) saadaan

Uil U Uil u
lu—1 W1 W2| _ |Un 2|
U1  U22 U1  U22
1.1.2. Aliavaruudet. Usein vektoreiden parissa on hyodyksi tuntea aliavaruu-
den késite ja sen ominaisuuksia. Esimerkiksi erdéan vektoriavaruuden vektorit voivat
olla osa jonkin isomman vektoriavaruuden vektorijoukkoa. Vektoriavaruuden méaéri-

telméstd poiketen, aliavaruuden mééaritelméssé riittda tarkastella kolmea eri sdantoa
tai ominaisuutta, loput seuraavat automaattisesti.

jolloin

MAARITELMA 1.6. Vektoriavaruuden V aliavaruus on V:n osajoukko H, jolla on
seuraavat ominaisuudet

a) Vektoriavaruuden V' nollavektori 0 € H
b) Vektoreiden u,v € H summalle pitee u +v € H
c) Kaikille u € H ja a € R pétee au € H

Edell4 mainittujen ominaisuuksien a), b) ja ¢) toteutuessa voidaan siis varmistua
siitd, ettd aliavaruus H C V on itsessddn vektoriavaruus. Tama laajennettuna tarkoit-
taa kaytdnnossa sitéd, ettd jokainen aliavaruus on vektoriavaruus. Myos kaédnteisesti,
jokainen vektoriavaruus on jonkin isomman avaruuden tai ainakin itsensé aliavaruus.






LUKU 2

Kompleksiset vektoriavaruudet

Kuten jo johdannossa todettiin, laskettaessa neliomatriisien karakteristisia yhté-
16ité, saatetaan péadtyéd imagindarisiin ratkaisuihin vaikka matriisin alkiot olisivatkin
olleet reaaliset. Tdhén palaamme tutkielmassa myohemmin. Esitietoina télldisissa ti-
lanteissa tulee hyddylliseksi tuntea kompleksisten vektoriavaruuksien perusperiaattei-
ta ja kompleksilukujen keskeisid ominaisuuksia seké laskutoimituksia. Témén luvun
lahteend on kdytetty teosta Howard & Rorres, Elementary Linear Algebra (10. laitos).

2.1. Yleista kompleksiluvuista

Yleisesti kirjoitetaan kompleksiluvut muodossa z = a + bi, misséd a,b € R ja i on
imaginaariyksikko.
Kompleksilukujen z = a + bi ja w = ¢ + di yhteen- ja kertolasku méaritellaan
seuraavasti
z4+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

a
J 2w = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Huomionarvoista on, ettd imagindariyksikolle ¢ pétee
i =i-i=(0+1i)(0+ 1i) = =1+ 0i = —1
P =ii? =i (=1)=—i
it =i it =(=1)-(-1) =1
PP =i-it=(-1)-1=-1.
ESIMERKKI 2.1. Olkoon nyt kompleksiluvut v =1+ 3i ja w = 2 — 7. Tall6in
v+w=(1+2)+ B+ (-1))i=3+2i
ja

vw = (2—(=3)) + (=1+6)i =5+ 5i.
Kertolasku on usein kayténnollisempéd suorittaa kuten normaali reaalisten polyno-
mien kertolasku ja kiyttid lisiksi tietoa i = —1. Talldin

vw= (14+30)(2—i) =2+6i —i—3i> =245 +3 =5+ 5i.
Kootaan yhteen kompleksilukuihin liittyvid tarkeitd méaéritelmia.

MAARITELMA 2.2. Olkoon kompleksiluku z = a + bi. Télloin
(1) Re(z) = a on kompleksiluvun z reaaliosa ja Im(z) = b kompleksiluvun z
imagindariosa
(2) |z| = va? + b2 on kompleksiluvun z moduuli eli itseisarvo
(3) Z = a — bi on kompleksiluvun z kompleksikonjugaatti

7



8 2. KOMPLEKSISET VEKTORIAVARUUDET

Yleisesti kompleksiluvulle z = a + bi pétee seuraavat ominaisuudet
e 2 = Z jos ja vain jos z on reaaliluku.
o 2z =a*+b=z|?
e kulma 6 kuvassa [2.1| on kompleksiluvun z argumentti
e Re(z) = |z| cos(#) ja Im(z) = |z|sin(h)
e kompleksikonjugaatti Z ja z ovat graafisesti tarkasteltuna toistensa peilikuvia
reaaliakselin suhteen
e kompleksiluvun z polaarimuoto on z = |z|(cos(6) + ¢sin(d))

1m(z)=b

Kuva 2.1. kompleksiluvun z argumentti ¢

ESIMERKKI 2.3. Kompleksiluvun z =1 —1
e itseisarvo (eli moduuli)

2l = VI + (1) = V2
e kompleksikonjugaatti
z=1+1
e tulo kompleksikonjugaatin kanssa
Z=124 (=12 =(V2)?=2
e erds polaarimuoto saadaan rajaamalla argumentti 6 jaksollisuuden nojalla

vilille —7 < 6 < 7 ja kdyttamalla suorakulmaisen kolmion trigonometriaa
kuvasta 2.1} Ratkaistaan kulma 6 yht#loisté

1=1+v2cosb

ja

—1=+/2siné.
Téastéd saadaan rajatulle vélille sopivaksi kulmaksi 6 = —7, jolloin polaari-
muoto on

z = \/ﬁ(cos(—g) + isin(—g)

Tarkastellaan vield esimerkin kautta kompleksilukujen osamééaran laskemista ja
ennen sitd naytetddn, kuinka kédnteisluku voidaan laskea. Kompleksilukujen osaméé-
réan laskemiseen voidaan soveltaa laskusaantoa

(zw) ™' =zt

kun tiedetdsn ettd kompleksiluvun z kédnteisluvulle z—! pétee

2z =271z =1.
Yleisesti on hyvé tiedostaa, ettéd jokaisella nollasta poikkeavalla kompleksiluvulla on

kaanteisluku.
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ESIMERKKI 2.4. Olkoon kompleksiluku v = 1 + 3i. T#llin sen ké#nteisluku v=!
saadaan kompleksilukujen ominaisuuksia kayttamalla

1
vl=2 lavennetaan kompleksikonjugaatilla v
v
= i_ nimittéjille pitee 22z = |z|* = a® + b
oo
13
1243
o 1-3 1 3 .
10 10 10

Tarkastetaan vield kadnteisluvun oikeellisuus laskemalla tulo
1 3
-1 — (1 . — 25
VU (14 34) 10 10

(1. L33, (4 )3 1),
AR 10 10 10"
10

=1—O+02

= 1’
jolloin kyseessé on varmasti kompleksiluvun v kaanteisluku.

ESIMERKKI 2.5. Osaméaéréin ratkaisemiseen tarvitaan kompleksilukujen ominai-
suuksia, kuten edelld kadnteisluvun laskemisessa. Olkoon kompleksiluvut v = 1 + 3i
jaw=2—1.

Y l=v 1w kerrotaan luvulla 1, silld yleisesti 2271 =1
=(14+3)2+)2+0) 219"
=(1+3)2+)((2+)2—i)" kompleksikonjugaatille 2z = a* + b?
=(1+3)2+i)(4+1)""

2 1
= (1+ 3i) (5 + - 3 ) kompleksilukujen tulo
— _5 + 52
Niin saatiin siis osaméérille — = —% + %i.
w

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksilukujen graafista esitysté. Graafisesti komplek-
siluvut méaéaritelladn kompleksitasossa koordinaattipisteiden avulla joko vektoreina tai
pisteind. Kompleksitasossa reaaliakselina on reaalisen koordinaatiston xz-akseli ja ima-
gindériakselina reaalisen koordinaatiston y-akseli. Kompleksiluvun esitys kompleksi-
tasossa on havainnollistettu kuvassa [2.2] kompleksilukujen z; ja zo yhteenlasku ku-
vassa 2.3
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imagindiriakseli v

reaaliakseli x

Kuva 2.2. Kompleksiluvun z = a + bi graafinen esitys

: &1 z— 22
21 !

H Z9
22

Kuva 2.3. Kompleksilukujen z; ja zo summa 27+ 29 (vasemmalla) seké
erotus z; — 2o (oikealla)

2.2. Vektorit ja matriisit kompleksiavaruudessa

Kompleksisen vektoriavaruuden mégritelmé on hyvin ldhella reaalisen vektoriava-
ruuden méadritelmad, mutta kompleksisissa vektoriavaruuksissa vektoreiden skalaari-
kertoimet ovat kompleksilukuja. Reaaliluvut ajatellaan olevan siis kompleksilukuja,
joiden imaginéériosa on nolla.

MAARITELMA 2.6. Kompleksinen vektoriavaruus on joukko V', jonka alkioita sa-
notaan vektoreiksi. Joukon V' vektoreille on méiéritelty yhteenlasku ja kompleksilu-
vulla kertominen siten, ettd laskutoimitukset toteuttavat méaritelméaé vastaavat

ehdot.

) vektoreiden u,v € V summa u + v on myos joukossa V'

) u+ v = v + u (vaihdannaisuus)

) (u+v)+w=u+(v+w) (liitdnnéisyys)

) On olemassa nollavektori 0, jolle pitee u+ 0 = u

) kaikille u € V on olemassa vektom —ue Vjolleu+(—u)=0
) kaikille u € Vja k € C pitee kue V

) a(u+v) = au+ av (osittelulaki)

) (a4 b)u = au + bu (osittelulaki)

)

)

a(bu) = (ab)u

lu=u

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
9
10

(
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MAARITELMA 2.7. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Té&ll6in kompleksinen n-
vektori on n:n kompleksiluvun jono (vy,vs, ..., v,). Edelleen kaikki talldiset komplek-
siset n-vektorit yhdessd muodostavat kompleksisen avaruuden C". Kompleksisia n-
vektoreita lasketaan yhteen ja kerrotaan kompleksiluvulla komponenteittain.

Téassé tarkasteltava C™ on yksi esimerkki kompleksisesta vektoriavaruudesta, mut-
ta muitakin kompleksisia vektoriavaruuksia on. Kompleksisille vektoreille ja vektoria-
varuuksille piatee samat ominaisuudet kuin reaalisille vektoreille ja vektoriavaruuk-
sille. Mikéli vy, vo, ..., v, ovat kompleksilukuja, on olemassa kompleksiavaruuden C"
vektori v = (v, vg,...,v,), Missd vy, vy, ..., v, ovat kyseisen vektorin komponentte-
ja. Komponentit voivat olla reaalisia tai kompleksisia. Esimerkiksi seuraavat vektorit
ovat kompleksisia

u = (3i,1+414,—2i),v = (6,1,0).
Edelleen kompleksiavaruuden vektorit ja niiden komponentit voidaan jakaa reaali- ja
imaginaariosiin. Kaikki vektorit

v = (v1,02,...,0,) = (a1 + byi,as + bat, ..., a, + byi)
voidaan kirjoittaa muodossa
v = (a1, as,...,a,) +1i(by,ba,...,b,).
Tastd edelleen saadaan
v = Re(v) + i Im(v).
Liséksi vektoria
vV = (01,02, ...,0,) = (a1 — byi,as — bai, ..., a, — byi)
kutsutaan vektorin v kompleksikonjugaatiksi, jolle pétee
v = Re(v) — i Im(v).
Esimerkkin& vektori u ja sen kompleksikonjugaatti u
u=(2+3:,4,1—-5i),u=(2—3i,4,1+ 5i).

Téasté seurauksena saadaan yhteys reaalisten ja kompleksisten vektoriavaruuksien vé-
lille. Kompleksiavaruuden vektori v on reaaliavaruuden vektori jos ja vain jos vekto-
rin v kompleksikonjugaatti v on sama kuin itse vektori v. Kdytdnnossa téllaisia vek-
toreita ovat ne kompleksiavaruuden vektorit, joiden imaginaariosa on nolla. Jatkon
kannalta on oleellista mééritella kompleksisten vektoreiden liséksi myods kompleksiset
matriisit. Reaalisen matriisin méaritelman mukaan matriisi A on reaalinen, mikali
kaikki sen alkiot ovat reaalilukuja. Liséksi voidaan laajentaa kaikki reaalisten matrii-
sien laskutoimitukset ja matriisien perusominaisuudet koskemaan my&s kompleksisia
matriiseja.

MAARITELMA 2.8. Matriisi A on kompleksinen matriisi, mikéali sen alkiot ovat
kompleksilukuja.

Edelleen kompleksinen matriisi A voidaan jakaa reaali- ja imaginaarimatriiseihin
Re(A) ja Im(A). Matriisista A voidaan muodostaa matriisi A, kun otetaan matrii-
sin A jokaisen alkion kompleksikonjugaatti. Matriisin determinantti lasketaan kuten
reaalisessa tapauksessa.



12 2. KOMPLEKSISET VEKTORIAVARUUDET

ESIMERKKI 2.9. Olkoon matriisi A = [1 o _3@} Téllin
-2 3
=)
13 2 0
Re(a) = [O O} ,Im(A) = [0 _1}
ja
dM@zFB%_ﬁzﬂ+%%ﬂ—@ﬂbzﬁ—%%ﬂ—ﬂ

Kun jatkossa tarkastelemme vektoreiden ja matriisien ominaisarvoja komplek-
siavaruudessa, tarvitsemme erditd ominaisuuksia niin kompleksisille vektoreille kuin
kompleksisille matriiseillekin. N&it&d ominaisuuksia on lueteltu seuraavissa lauseissa.

LAUSE 2.10. Olkoon kompleksiset vektorit u ja v, sekd kerroin k, joka on komplek-
siluku. Talloin

(Ja=u

(2) ku = ku

(3) u+v=u+7
(4) u—v=u—"

LAUSE 2.11. Jos A on kompleksinen m X k-matriisi ja B on kompleksinen k x n-
matriisy, niun

(1) A=A
(2) (A7) = (@)"
(3) AB=AB

Liséksi tarvitsemme vektorien pistetulon sekd normin mééritelmét kompleksiava-
ruudessa.

MAARITELMA 2.12. Olkoon u = (ug,us, ..., u,) ja v = (v1,vs,...,0,) komplek-
siavaruuden vektorit. T&lloin kompleksinen pistetulo vektoreille voidaan méaritella

UV =1ujvy + Uy + -+ + U, U,.

Toisaalta saadaan kompleksiavaruuden vektorin u normille

MAARITELMA 2.13. Olkoon u = (uy,us, ..., u,) . Talloin vektorin u normi on
lull = v u = yur 2 + [ugl + - -+ Jug [
Yleisesti vektori v on kompleksiavaruuden yksikkovektori, mikéli ||v|| = 1 ja vek-

torit u ja v ovat ortogonaaliset, mikili u - v = 0. Vektoreiden pistetulo reaaliavaruu-
dessa voidaan esittdd matriisitulon avulla seuraavasti. Olkoon reaaliavaruuden vekto-

Uy U1

. . . . s . U2 . (%)
rit u ja v. Kun vektorit esitetdén sarakevektoreina u = jav = , saadaan

Up Un

pistetulolle
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Tésté edelleen vastaava yhteys pistetulolle kompleksiavaruudessa

LEMMA 2.14. Olkoon nyt kompleksiavaruuden vektorit w ja v. Tdlloin pistetulolle
(2.1) u-v=uv="17 u

Tarkastellaan vield esimerkin kautta kuinka pistetulo muodostuu kompleksisille

vektoreille u ja v
ESIMERKKI 2.15. Olkoon u = (1 +4,2¢,3 —4) ja v = (2 +4,1,—3i). Talloin
vektoreiden pistetulot
u-v=(1+14)(2+17) +2i (1) + (3—1) (=30
=(1+4d)(2—4)+2i+(3—1)31
=6+ 12
ja
veou=(241i) (I4+) +1(2i) + (=3i) (3—1)
=(24+4)(1 —1d) —2i — 3i(3+1)
=6—12.

Lasketaan vield malliksi vektoreille u ja v normit

ull = /1L +iP + 2 + 3= i = V2T 4+ 10 = 4.

ja

vl = /12 + i + 1P + | -3i* = V5T 1+9 = vI5.

Pistetulon esimerkistd nidhdédéan, ettd kompleksisten vektoreiden pistetulo ei ole
vaihdannainen, kuten reaalisten vektoreiden tapauksessa tiedetéén olevan u-v = v-u.
Kirjoitetaan tdmé& ominaisuus yhdessd muiden kompleksisten vektoreiden ominaisuuk-
sien kanssa lauseeksi

LAUSE 2.16. Olkooon wu, v ja w kompleksiavaruuden C" vektoreita ja kerroin k
jokin kompleksiluku. Tdlloin vektoreiden pistetulolle kompleksiavaruudessa pdtee
(1) u-v=v-u Epdsymmetrisyys
2)u-(v+w)=u-v+u w Distributiivisuus
(3) k(u-v) = (ku) - v Homogeenisyys
(4) u-kv="Fk(u-v) Antihomogeenisyys
(5) v-v>0jav-v=0 jos ja vain jos v on nollavektori

Néistéa kohdat (1) ja (4) poikkeavat kompleksikonjugaatin myota reaalisesta ta-
pauksesta, joten todistetaan néaistd ensimméinen.

TobisTtus. Olkoon u = (uy, ug,...,u,) ja v= (v1,0,...,0,). Talloin

Vou=vu + vus + -+ v,Uy,
= U1UL + 02Uz + Uy
= U1y + VaUg + -0+ Vpliy
= UU1 + UV + -+ UV,

=u-v
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U

Yleisesti ottaen vektoreiden u ja v pistetulo on kompleksiluku, mutta lauseen
kohtaan (5) liittyen voidaan tehd& havainto poikkeuksesta. Kun pistetulon u - v
vektoreille pdtee u = v, niin vektoreiden pistetulo on reaaliluku.

2.3. Ominaisarvoja ja -vektoreita reaaliavaruudessa

Kun haluamme tarkastella kompleksisen vektoriavaruuden vektoreita ja matriise-
ja, tulee meidédn ymmértda niihin liittyvia késitteitd myos reaaliavaruudessa. Monissa
tilanteissa reaaliavaruuden késitteet ja madritelméat laajentuvat sellaisenaan komplek-
siavaruuteen. Madritelladn jatkoa ajatellen tarkedt késitteet seuraavaksi ja tarkastel-
laan néihin liittyvia tilanteita reaaliavaruudessa. Tdmén osion péddasiallisena lahteené
on kiytetty teosta Elementary linear algebra 1), kpl 5.1]

MAARITELMA 2.17. Olkoon A reaalinen n x n -matriisi. T&lloin nollasta poik-
keava vektori x € R™ on matriisin A reaalinen ominaisvektori, jos Az on vektorin x
moninkerta, jollekin kertoimelle A € R. On siis oltava

Ax = \z

Talloin kyseisté kerrointa A kutsutaan matriisin A ominaisarvoksi ja vektoria x edel-
leen kerrointa A vastaavaksi ominaisvektoriksi.

3 =2

ESIMERKKI 2.18. Neliomatriisin A = [1 0

] ominaisarvoon \ = 2 liittyva omi-

2} , silla

el -1l

Geometrisesti tilannetta havainnollistaa kuva 2.4 Téssé vektoria z on kerrottu mat-
riisilla A, jolloin ominaisvektorin pituus on kaksinkertaistunut matriisin ominaisarvon
2 myota.

naisvektori on z = {

2x

Kuva 2.4. Ominaisvektorin z moninkerta 2x

Edelleen on jarkevaa selvittdd kuinka ominaisarvoja ja ominaisvektoreita saadaan
laskettua reaaliavaruudessa, silld vaikka lahtoarvot ovatkin reaalisia, voidaan ominai-
sarvoja ja -vektoreita laskiessa péadtya kompleksisiin ratkaisuihin. Tarkastellaan esi-
merkin kautta, kuinka ominaisarvoihin ja -vektoreihin kdytdnnossad paddytadn, seké
muodostetaan myos yleinen tapaus jatkoa varten. Téssé tarvitaan kuitenkin seuraa-
vaa aputulosta.
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LEMMA 2.19. Olkoon A reaalinen n X n -matriisi. Tdalloin A on matriisin A omi-
naisarvo jos ja vain jos X\ toteuttaa matriisin A karakteristisen yhtdlon

(2.2) det(A—1\) =0

Todistetaan tdméa kédyttden tunnettuja kddntyvan matriisin ominaisuuksia ja eh-
toja, erityisesti matriisin determinanttiin liittyen.

TobisTus. Olkoon A reaalinen n X n -matriisi. Tiedetddn méaritelmésta [2.17]
ettd ominaisarvolle A\ patee Ax = A\gx. Téastd saadaan yhtdlod muokkaamalla matrii-
siyhtaloksi

(A — )\OIn)I =0.
Edelleen matriisin ominaisuuksista tiedetédén esimerkiksi, ettd matriisi A on kdédntyva,
jos ja vain jos
det(A) # 0.
Nyt siis matriisiyhtalolld (A — A\gl,,)x = 0 on epétriviaali ratkaisu jos ja vain jos
det(A — \ol,) = 0. Voidaan siis muodostaa niita tietoja kiyttden paattely

Ao on A:n ominaisarvo < yhtélolla Ax = Az on ratkaisu
< yhtalolla (A — A\ol,)z = 0 on ratkaisu
< matriisi A — Ao, ei ole kddntyva
& det(A— \l,) =0

O
ESIMERKKI 2.20. Selvitetddn nyt yhtilon (2.2) avulla esimerkin matriisin A kaikki
ominaisarvot. Ratkaistaan siis yhtalo det(A — I\) = 0, kun A = E’ _02} Yhtalo

saadaan muotoon

1 0-=5

mista edelleen determinantin laskusaannoilla saadaan
B=XN(=N)=0
ja kertomalla sulut auki saadaan toisen asteen polynomiyht&lo

A2 —3\+2=0.

'3—A -2

Tésté toisen asteen yhtalostd saadaan ratkaistua kaksi ominaisarvoa A\ = 1 ja Ay = 2.
Yleisesti n x n matriisin karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa muodossa
pA) = A"+ A" e,
ja tasta edelleen nollakohtayht&lo
N e N e, =0,

jolla on korkeintaan n kappaletta ratkaisuja. Téastd edelleen seurauksena n x n -
matriisilla voi olla korkeintaan n kappaletta ominaisarvoja. Osa néistd yhtédlon rat-
kaisuista voi olla kompleksisia ja siten myos n X n -matriisin ominaisarvot voivat olla
kompleksisia, vaikka matriisin alkiot olisivat olleet reaalilukuja.
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2.4. Ominaisarvoja ja -vektoreita kompleksiavaruudessa

Edellisessé osiossa tarkasteltiin omaisarvoteorian perusteita ja esimerkkeja reaa-
liavarudessa. Kuten useissa muissakin tilanteissa, omiaisarvot ja -vektorit kompleksi-
sille matriiseille maéritellddn vastaavasti kuten reaalisillekin matriiseille aputuloksen
avulla. Maéritelldaan aluksi kompleksiset ominaisarvot ja ominaisvektorit ja tar-
kastellaan lisdksi niihin liittyvid oleellisia ominaisuuksia. Tédmén osion ldhteend on
kiytetty teosta Elementary linear algebra [1,, kpl 5.3].

MAARITELMA 2.21. Olkoon A n x n matriisi. Talloin nollasta poikkeava komplek-
siavaruuden vektori x € C™ on matriisin A kompleksinen ominaisvektori, jos Az on
vektorin z moninkerta, jollekin kertoimelle A € C. On siis oltava

Az = A\z.

Matriisin A ominaisarvoja A vastaava kompleksinen ominaisavaruus muodostuu kai-
kista kompleksisista ominaisvektoreista z, jotka ovat ratkaisuja yhtélolle det(AI —
A)z = 0. Téalloin ratkaisujen joukko on kompleksiavaruuden aliavaruus.

LAUSE 2.22. Olkoon A n xn -matriisi, jonka alkiot ovat kompleksilukuja. Tdlloin
A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos A toteuttaa matriisin A karakteristisen
yhtdlon

(2.3) det(A — I)) =0

Reaalisesta tilanteesta poiketen, kompleksisessa tapauksessa karakteristiselld yh-
talolld on aina (kertaluvut huomioiden) n ratkaisua, kun kyseessd on n X n -matriisi.
Ratkaisut voivat olla esimerkiksi osa reaalisia ja osa kompleksisia. Huomionarvoista
on myos yhteys reaalisten matriisien kompleksisten ominaisarvojen ja niitd vastaavien
ominaisvektorien valilla. Esitetdédn tdméa seuraavassa lauseessa

LAUSE 2.23. Jos A on reaalisen n x n matriisin A kompleksinen ominaisarvo ja
x sitd vastaava ominaisvektori, niin A on myos matriisin A ominaisarvo ja T sitd
vastaava ominaisvektori.

Toisin sanoen reaalisen matriisin kompleksiset ominaisarvot ovat pareittain liit-
tolukuja eli kompleksikonjugaatteja keskendén. Télloin myos konjugaatteja vastaavat
ominaisvektorit ovat toistensa kompleksikonjugaatteja.

TobisTus. Olkoon siis A reaalinen n x n matriisi. Oletetaan, ettd A on matriisin
A ominaisarvo ja x sitd vastaava ominaisvektori. Talloin saadaan

(2.4) priip v s
Nyt koska A on reaalinen matriisi, niin A = A ja lauseen kohdasta (3) saadaan
(2.5) Ar = Az = AT.
Tésté edelleen yhdistamaélla kaavat (2.2) ja (2.3) saadaan

AT = Az = )T.

Tama pitda paikkaansa kun ominaisvektorin x konjugaatti  on ominaisvektorin méaa-
ritelmén mukaisesti nollasta poikkeava. Télloin siis matriisin A ominaisarvona on A
ja sitéd vastaava ominaisvektori 7. 0
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Tarkastellaan tdhén liittyen kompleksisten ominaisarvojen ja ominaisvektorien sel-
vittdmistd esimerkin avulla

ESIMERKKI 2.24. Olkoon A = _12 % . Lasketaan nyt sille ominaisarvot ja sel-
vitetdan niitd vastaavat ominaisvektorit. Muodostetaan aluksi karakteristinen yht&lo

det(A — AI) = 0, mistéd saadaan ratkaistua matriisin ominaisarvot.

1—X\ 2
9 170
(1=XN1-=X)—-2-(-2)=0
A 22 4+5=0

Tésté edelleen toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla

\ —(=2) £ /(-2)2—4-1-5
B 2-1
)\_Qi\/—lfi

=

A=1%2i.

(missd : —16 = (4i)?)

Kuten tésté voidaan huomata, niin ominaisarvoille A\; = 1 4+ 27 ja Ay = 1 — 2¢ pétee
M=1+2i=1-2i=\.

Selvitetddn vield ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit madritelméan [2.21] avulla,
kun \; = 1+ 2¢. Talloin on oltava

Ax = Mz

o 1 [n]ee

Téastéd voidaan muodostaa yhtéldpari kun avataan matriisien kertolaskut

T+ 21‘2 =+ 22%1
—25E1 + X9 =29+ 22372
—221'1 + 21’2 =0
—2.7}1 + —Qi.IQ =0 '

Viimeisesté yhtaloparista saadaan xs = 721 eli ominaisarvoa A\; vastaava ominaisvek-

tori x = L} . Talloin lauseen [2.23| mukaan on oltava myds ominaisarvoa A\, vastaava

ominaisvektori X = [_12] . Ratkaisut voidaan viela tarkistaa
2] ] [r+2d] N
Ax = {_2 ] H _ {_M} — (1+20) H ~ax

=L 1= [52]-a-m 1] o

ja
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Edelleen meité kiinnostaa jatkossa reaalisten 2 X 2 -matriisien ominaisuudet, joten
tarkastellaan hieman téllaisten matriisien ominaisarvojen selvittamista. Méaaritelladn
tata varten neliomatriisin jalki.

MAARITELMA 2.25. n X n neliomatriisin

a;p a2 ... Q1
A= 21 QA2 ... Qon,
ap1 Ap2 ... Ay,

jélki (merkitddn T'r(A)) on matriisin diagonaalialkioiden summa.
Liséksi oleellisessa osassa on muodostaa karakteristinen polynomi matriisille. Ol-
koon nyt A = [Z d] , jolloin téatéd vastaava karakteristinen polynomi saadaan deter-

minantin avulla
a— A b

d—\
Nyt yhtélon viimeiseen muotoon voidaan kdyttdd aputulosta [2.25 ja determinantin
médritelméd kadnteisesti, jolloin saadaan

det(A — N) = X2 — tr(A)\ + det(A),

mistéd edelleen karakteristinen yht&lo
(2.6) A —tr(A)A + det(A) = 0.

Voidaan nyt huomata, ettd karakteristinen yhtélo on vastaavassa muodossa kuin al-
gebrassa toisen asteen yhtild tdydellisessi muodossaan az? + bx + ¢ = 0. Téllsin
voidaan ratkaisujen miira selvittdd diskriminantin D = b — 4ac avulla seuraavasti.

det(A — \I) = =(a—AN)(d—=X) —bc=MN —(a+d)\+ (ad — bc).

(1) Jos diskriminantti D > 0, niin yhtalolla on kaksi reaalista juurta
(2) Jos diskriminantti D = 0, niin yht&lolla on yksi reaalinen (kaksinkertainen)
juuri
(3) Jos diskriminantti D < 0, niin yhtalolld on kaksi imaginaarista juurta
Kayttamaélla tata ajatusta karakteristiseen yhtaloon , saadaan ratkaisujen méaa-
rélle

LAUSE 2.26. Olkoon A = ch Z reaalinen 2 X 2 -matriisi. Tdlloin matriisin A

karakteristinen yhtild on \* — tr(A)X + det(A) = 0 jolloin matriisilla A on

(1) kaksi keskenddn erisuurta reaalista ominaisarvoa, jos tr(A)* — 4det(A) > 0,
(2) yksi (kaksinkertainen) reaalinen ominaisarvo, jos tr(A)* — 4det(A) =0
(3) ja kaksi kompleksista ominaisarvoa, jos tr(A)?* — 4det(A) < 0.

Kohdan (3) ominaisarvot ovat toisilleen konjugaatteja.

4

ESIMERKKI 2.27. Olkoon matriisi A = {5

:?J’ jolloin det(A) = 9 ja jalki
tr(A) = 0. Téstd saadaan siis
tr(A)? — 4det(A) =0 —4-9

= —36.
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Nyt koska —36 < 0, niin lauseen kohdan (3) nojalla matriisilla A on olemassa
kaksi kompleksista ominaisarvoa. Edelleen voidaan muodostaa karakteristinen yht&lo

M +9=0,
joka voidaan ratkaista normaalia yhtalonratkaisua kayttien
N +9=0
N =-9
A==+vV-9 (i*=-1)
A = 13i.
Matriisin A ominaisarvot ovat siis A = 3i ja A\ = —3u.

2.5. Symmetriset matriisit ja niiden ominaisarvot

Tarkastellessa symmetrisen n X n-matriisin geometrisia ja numeerisia ominaisuuk-
sia, tulee hyodylliseksi tuntea perusteet symmetrisen matriisin diagonalisoituvuudesta
ja matriisien similaarisuudesta. Téssé osiossa halutaan 16ytdaa yhteys n x n -matriisin
ominaisarvojen ja matriisin kannan véilille. Tarkeimmé&t tulokset on lahteestd Ele-
mentary linear algebra [1, kpl 5.2]. Lahdetdén liikeelle mééritteleméalld matriisien
similaarisuus.

MAARITELMA 2.28. Olkoon kaksi neliomatriisia A ja B. T&lloin matriisi B on
similaarinen matriisin A kanssa, jos B = P"' AP, missi P on k##intyvi neliomatriisi.

Téastd matriisin A muunnoksesta kdytetadn nimitysta similariteettimuunnos. Edel-
leen voidaan aina todeta matriisien A ja B similaarisuudesta seuraavaa.

LAUSE 2.29. Matriisi A on similaari matriisin B kanssa, jos ja vain jos B on
similaari A:n kanssa.

Yleisesti similaarisilla matriiseilla on monia hyddyllisid ominaisuuksia, joita lue-
tellaan seuraavaksi. Olkoon siis kaksi neliomatriisia A ja B, jotka ovat similaariset ja
B = P71AP. Tillsin

e Matriiseilla A ja B on sama determinantti

e Matriiseilla A ja B on sama jalki

e Matriiseilla A ja B on sama karakteristinen polynomi

o Edellisesta seurauksena; matriiseilla A ja B on samat ominaisarvot
Similaaristen matriisien ominaisuuksista paastai maaritteleméain neliomatriiseille dia-
gonalisoituvuus

MAARITELMA 2.30. Olkoon matriisit A ja P neliomatriiseja. Télloin matriisi A
on diagonalisoituva, jos sille on olemassa kidntyvi matriisi P siten, etti P~1AP on
diagonaalinen. T&ll6in matriisi P diagonalisoi A:n.

Téstéa voidaan edelleen muodostaa yhteys diagonalisoituvuuden ja matriisin omi-
naisarvojen vélille.

LAUSE 2.31. Olkoon A nxn -matriisi. Tdlloin seuraavat lauseet ovat yhtd pitdvid

(1) Matriisi A on diagonalisoituva
(2) Matriisilla A on n kappaletta lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita
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Toisin sanoen A on diagonalisoituva, jos ja vain jos sille on tarpeeksi monta omi-
naisvektoria muodostamaan reaaliavaruuden R™ kanta. Téstd voidaan myos kéddntei-
sesti tehdé johtopaéatos

LAUSE 2.32. Olkoon A n x n -matriisi. Jos matriisilla A on vihemmdn kuin n
kappaletta ominaisarvoja vastaavia kantavektoreita, niin se ei ole diagonalisoituva.

2.5.1. Symmetristen matriisien ominaisarvot. Symmetristen matriisien omi
naisarvoille voidaan muodostaa seuraava lause

LAUSE 2.33. Jos reaalinen matriisi A on symmetrinen, niin sen ominaisarvot ovat
reaalisia.

Tamén lauseen todistus voidaan vieda lapi kayttden hyvéksi kompleksisten omi-
naisarvojen ominaisuuksia. Matriisi A voidaan ajatella kompleksiavaruuden matriisi-
na A, jonka alkioiden imaginaariosa on nolla.

TobisTus. Olkoon A matriisin A kompleksinen ominaisarvo ja x téatd ominaisar-
voa vastaava nollasta poikkeava kompleksinen ominaisvektori. T&lloin méaritelmasta

2.21] saadaan
Az = A\z.

Kerrotaan yhtélod puolittain ominaisvektorin konjugaatin transpoosilla, jolloin saa-
daan
T Az =7"(\z) = A (T72) = Mz - z) = A ||| |* .

Tésté edelleen saadaan ominaisarvolle
B 71 Ax
=

el
Nyt kun nimittdja tassd yhtédlossd on reaaliluku, riittdé siis ominaisarvon reaalisuu-
den varmistamiseksi ndyttéaéd ettd osoittaja on sama kuin sen kompleksikonjugaatti.
Kaytédnnossa siis
(2.7) 7l Ar =71 Ax.
Nyt konjugaatin ja transpoosin ominaisuuksista, matriisin A symmetrisyydesta ja
reaalisuudesta, seké edellisestd yhtélosté (2.7) saadaan

T Ax =T Az = 2" Az = (E)T = (A7) x =7 ATe = 77 Ax.

A

2.6. Ominaisarvojen geometrinen tulkinta

Kuten monessa matematiikan ja erityisesti vektoreiden sovelluskohteessa, meité
kiinnostaa usein ilmididen geometrinen tulkinta ja graafiset ominaisuudet. Tarkastel-
laan nyt hieman reaalisten matriisien kompleksisten ominaisarvojen geometrista puol-
ta ja selvitetddn kuinka ne vaikuttavat esimerkiksi yksittdisen vektorin suuntaan ja
pituuteen. Tamén osion padtulokset on lainattu teoksesta Elementary Linear Algebra
[1, kpl 5.3]. Tarkastellaan aluksi reaalista 2 x 2 -matriisia C, joka voidaan kirjoitaa
muodossa

(2.8) C:B'*]

a
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Mythemmin saadaan keinot selvittdd myos yleinen tilanne. Matriisin C' ominaisar-
voille saadaan
LAUSE 2.34. Olkoon C' = {Z _ab} , jolloin matriisin C' ominaisarvot ovat A =
a £ bi. Talloin voidaan kirjoittaa matriisi C' muotoon
a —b cosy —singp
29 s |\
©  Ccosp
kunhan toinen tekijoistd a tai b on nollasta poikkeava. Tdssd kulma @ on posititvisen

z-akselin ja origosta pisteeseen (a,b) kulkevan vektorin vdilinen kulma.

»

(a, 2)

W

Kuva 2.5.

Tamén lauseen kautta voidaan tehda seuraava havainto. Vektorin kertominen kaa-
van (2.8) mukaisella matriisilla A tarkoittaa geometrisesti vektorin kiertdmistd kul-
man ¢ verran ja sen pituuden skaalaamista tekijalla |A|.

y Ac &

Kuva 2.6. Vektorin z kierto kulman ¢ verran ja skaalaus tekijalla ||

TobisTus. Olkoon matriisi C' = [Z _ab . Matriisin C' kompleksiset ominaisarvot

A = a =+ bi voidaan laskea muodostamalla karakteristinen polynomi
det(C — \I) = \? — 2a\ + a® + b

ja ratkaisemalla sen nollakohdat. Suorakulmaisen kolmion trigonometriasta saadaan
a = || cosp ja b= |\|sinp, jotka voidaan sijoittaa matriisiin C' seuraavasti

a —b _ ﬁ —‘—; _ cosp —singp
‘ AR TP =y .
a YR sing  cosp
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U

sarvoja. Seuraavan lauseen nojalla voidaan todeta kaikkien reaalisten 2 x 2 -matriisien,
joilla on kompleksisia ominaisarvoja, kiyttaytyvéin kuten kaavan ({2.8]) matriisi C.

LAUSE 2.35. Olkoon A reaalinen 2X2 -matriisi, jolla on kompleksiset ominaisarvot
A = a=xbi (oltava b # 0). Tdlloin jos x on ominaisarvoa X = a — bi vastaava
ominaisvektori matriisille A, niin matriisi P = [Re(x) Im(x)] on kidntyvd ja

(2.10) A=p [Z _ab} P

kompleksiset ominaisarvot ja niitd vastaavat vektorit tiedetdan.

ESIMERKKI 2.36. Olkoon reaalinen matriisi A = [4 _51 , jolle kompleksiset omi-

5 —4
naisarvot A\ = 37 ja Ay = —3i, sekéd néitd ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit
5 . 5 e o , —
X = [4 _g| X = {4 130l Nyt niistd ominaisarvoa A\; = 37 vastaa vektori X.

Télloin ominaisarvolle A\; ja omainaisvektorille X saadaan

_ 5 _ 0
a=0,b=3,Re(T) = LJ Im(7) = [3] :
Téstéd edelleen lauseen nojalla matriisi
— — 5 0
P = [Re(z) Im(z)] = [4 3] :
Kéyttimailld kidnteismatriisille ehtoa PP~! = I, saadaan

_ 10
P1:|:54 1:|.

15 3
Nyt voidaan alkuperdinen matriisi A kirjoittaa tekijoidensd avulla kuten yhtilossé

(2.10)
4 =51 _[5 0]fo =3][+ O
5 —4 |4 33 0] |-% i
Tarkistuksen vuoksi yhtéalon oikea puoli voidaan laskea auki matriisien kertolaskuna
5000 =3][+ o] [0 =15][ ¢+ O] _[4 —5
4 3] 13 0 |—% 5| |9 -12] |- | |5 -4

Edelleen voidaan tarkastella matriisin [g _03} kiertokulmaa yhtélon avulla. Teh-

0 -3 _ cosp —sing
3 0| sing cosp |’

A = 3.

ja koska A\ = 3¢, niin
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0 -3 cosp —sing
=3 . .
3 0 siny  cosp

Nyt saadaan siis tdstd muodostettua yhtalot

Voidaan siis kirjoittaa

0=3cosp
ja
3 = 3sinp,
misté edelleen ratkaisemalla kiertokulman
= g + 2mn, n € N.
Kaytannossé kiertokulma ¢ on siis 90° positiiviseen kiertosuuntaan.

Yksinkertaisimmillaan matriisien kompleksiset ominaisarvot nakyvét siis kiertoina
ja pituuden muutoksena kun kerrotaan jotakin vektoria x matriisilla A. Tamé& tuokin
esille reaalisten matriisien kompleksisten ominaisarvojen potentiaalin eri sovelluskoh-
teissa. Edelleen kun samaa vektoria z kerrotaan useampaan kertaan matriisilla A,
muodostuu potenssisarja

x, Az, A%z, ... A"z, ...,
jonka tuottamien vektorien péadtepisteet muodostavat sopivilla valinnoilla esimerkiksi
elliptisid ratoja. Téasté luettavissa lisdé esimerkiksi lahteesté [1, s.586-588].
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