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Téssé tutkielmassa esitelladan sidhkoisen impedanssitomografian matemaattista mal-
lia seké johtavuusyhtéloon liittyvas inversio-ongelmaa. Tutkielman paétuloksena osoi-
tetaan, ettd kappaleen reunalla tehtdvien mittauksien avulla voidaan méaarittaa kap-
paleen sisélld oleva johtavuus. Séhkoinen impedanssitomografia on siis kuvantamis-
menetelma, jonka avulla jonkin kappaleen pinnalla tehtavista sdhkoisistd mittauksista
pyritdan selvittaméadn kappaleen sisdistd rakennetta.

Kyseisen inversio-ongelman muotoilemiseen tarvitaan esitiedoiksi teoriaa Sobolev-
avaruuksista seké osittaisdifferentiaaliyhtéloiden heikoista ratkaisuista. Heikkojen rat-
kaisujen teoria pohjautuu nimenomaan Sobolev-avaruuksien teoriaan. Osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdloiden heikkojen ratkaisujen teorian avulla voidaan antaa méédritelmé
niin sanotulle Dirichlet-to-Neumann -kuvaukselle, jonka voidaan ajatella sisédltdvan
tiedot kappaleen reunalla tehtédvista mittauksista.

Kun tiedetdén, mitd Dirichlet-to-Neumann -kuvaukset ovat, voidaan muotoilla
sdhkoiseen kuvantamismenetelméén liittyvé inversio-ongelma johtavuusyhtélon ta-
pauksessa: Olkoon ~ positiivinen oleellisesti rajoitettu funktio avaruuden R™ avoi-
messa ja rajoitetussa joukossa. Maaritd Dirichlet-to-Neumann -kuvauksesta johta-
vuus kyseisessé joukossa. Tutkielman péatulos liittyy tdhdn inversio-ongelmaan, jos-
sa osoitetaan, ettd reunalla tehtévat sdhkoiset mittaukset, eli Dirichlet-to-Neumann
-kuvaus, médraavit tuntemattoman johtavuuden arvon reunalla.

Tamén lisdksi tutkielmassa esitelldédn hieman Schrédingerin yhtaloé. Schrodingerin
yhtélolle muotoillaan siihen liittyvé inversio-ongelma ja vastaava Dirichlet-to-Neumann
-kuvaus. Liséiksi todistetaan samankaltainen tulos kuin johtavuusyhtalolle, eli reunal-
la tehtavit mittaukset maardadavat tuntemattoman potentiaalin arvon reunalla.
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Johdanto

Voidaanko materiaalin sisdisesté rakenteesta saada tietoa jannitteen ja virran mit-
tauksista kappaleen reunalta? Tamé kysymys motivoi argentiinalaista Alberto Cal-
derédnia, joka oli kiinnostunut siitd 6ljyn etsimisen ndkokulmasta. Myohemmin herési
kysymys, ettd voitaisiinko sitd hyodyntdd pienempienkin kappaleiden tutkimiseen.
Vuonna 1980 Calderdn julkaisi ajatuksensa téstd kysymyksestd [1]. Tdméa on ollut
uraa uurtava julkaisu ja on motivoinut myohempié inversio-ongelmiin liittyvia tutki-
muksia.

Sahkoinen impedanssitomografia on kuvantamismenetelmé, jonka avulla jonkin
kappaleen pinnalla tehtédvistd sihkoisistd mittauksista pyritddn selvittdméan kappa-
leen siséista rakennetta. Télle sdhkoiselle kuvantamismenetelmaélle on ajateltu olevan
lukuisia soveltamiskohteita, joista yhtené tarkeimpénéd ovat ladketieteelliset sovelluk-
set. Naitd ovat esimerkiksi keuhkoveritulpan havaitseminen [8] ja rintasy6vén aikai-
nen havaitseminen [4], joissa molemmissa hyodynnetéaéin havaittavien aineiden hyvin-
kin erilaista séhkonjohtavuutta verrattuna ihmisen muuhun kudokseen tutkittavissa
alueissa. Myos teollisuudessa on omat sovelluksensa télle kuvantamismenetelmélle [4].

Tamén tutkielman péddaiheena on sdhkoisen impedanssitomografian matemaat-
tisen mallin esittely sekéd niin sanottuun johtavuusyhtéloon div(yVu) = 0 liittyva
inversio-ongelma:

Olkoon €2 C R™ avoin ja rajoitettu joukko. Olkoon lisdksi v €
L>(Q), jolle péatee y(x) > ¢ > 0 melkein kaikilla x € Q. Madrita
Dirichlet-to-Neumann -kuvauksesta A, johtavuus v joukossa (2.

Dirichlet-to-Neumann -kuvaukset ovat kuvauksia, jotka liittavéat Dirichlet’n reuna-
arvot Neumannin reuna-arvoiksi. Dirichlet’'n reuna-arvojen voidaan ajatella vastaa-
van kappaleen pinnalle asetettuja jannitteitd ja Neumannin reuna-arvot ovat naisté
jannitteistd aiheutuneita virtoja kappaleen pinnalla. Ideana on, ettd naiden avulla
voidaan maégrittda kappaleen johtavuus.

Téssa tutkielmassa esitelladn, miten Dirichlet-to-Neumann -kuvaus maéaéritellaan
seké, miten voidaan méérittdd johtavuus, kun tiedetéddn Dirichlet-to-Neumann -ku-
vaus kappaleen reunalla. Teoria liittyy siis vahvasti osittaisdifferentiaaliyhtéloihin ja
nimenomaan osittaisdifferentiaaliyhtéloiden heikkoon teoriaan, joka pohjautuu Sobo-
lev-avaruuksien teoriaan.

Tutkielma seuraa suurilta osin Joel Feldmanin, Mikko Salon ja Gunther Uhl-
mannin tekeilld olevaa kirjaa The Calderén Problem - An Introduction to Inverse
Problems. Tutkielman rakenne on seuraava. Ensimmaéisessé luvussa késitelladn tarvit-
tavia esitietoja koskien Sobolev-avaruuksia seké osittaisdifferentiaaliyhtdldiden heik-
kojen ratkaisujen teoriaa. Lisdksi késitellddn teoriaa siitd, mitd tarkoitetaan joukon
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JOHDANTO 2

reunan sileydelld. Toisessa luvussa keskitytadn johtavuusyhtéloon ja siithen liittyvaan
inversio-ongelmaan. Luvussa johdetaan johtavuusyht&lo erityisesti tilanteessa, missa
n > 2. Liséksi méaaritellddn Dirichlet-to-Neumann -kuvaus johtavuusyhtélon tapauk-
sessa seké esitetddn tdhén liittyva inversio-ongelma.

Kolmannessa luvussa muotoillaan ja todistetaan tutkielman péétulos, joka on joh-
tavuuden méarittdminen reunalla Dirichlet-to-Neumann -kuvauksen antaman tiedon
avulla. Luvussa neljé esitelldin hieman toista differentiaalioperaattoria, Schrodingerin
operaattoria, ja tdhin operaattoriin liittyvdd Schrodingerin yhtélod. Schrodingerin
yhtélolle méaaritelldadn myos Dirichlet-to-Neumann -kuvaus ja Schrodingerin yhtéaloon
liityva inversio-ongelma. Liséksi esitelldén vastaava tulos Schrodingerin yhtalolle kuin
tutkielman padtulos ja todistetaan se. Téassé todistuksessa toistuvat suurilta osin sa-
mat ideat kuin johtavuusyhtalon tapauksessa, mutta siind tarvitaan myos negatiivis-
ten eksponenttien Sobolev-avaruuksien teoriaa, jota ei téssé tutkielmassa kaydé lapi.
Tata todistusta ei ole tiedettéavésti julkaistu artikkeleissa tai kirjoissa.



LUKU 1
Maiaritelmii, merkintojé, esitietoja

Téassé luvussa kiaydédan lapi tarvittavia esitietoja Sobolev-avaruuksista seké osit-
taisdifferentiaaliyhtéloiden heikosta teoriasta. On osoittautunut, ettd oikeat funktio-
avaruudet osittaisidifferentiaaliyhtéloiden teoriaan ovat juuri Sobolev-avaruudet. Nii-
den avulla saatua teoriaa osittaisdifferentiaaliyhtéloille kutsutaan heikoksi teoriaksi.
Suurin osa tuloksista ja merkinnoistd ovat ldhteestd [3], mutta jotkin merkinnoista
seuraavat lahdettd [5]. Lisdksi téssd luvussa késitelladn, mitd tarkoitetaan joukon
reunan sileydellé.

1.1. Sobolev-avaruuksista

Aloitetaan madrittelemélld funktion heikko derivaatta sekd Sobolev-avaruudet,
joiden jélkeen annetaan Sobolev-avaruuksille ja niiden alkioille ominaisuuksia. Osa
néistd ominaisuuksista vain todetaan ja osalle annetaan todistus.

Merkitédan Ny = N\ {0}.

Maééiritelma 1.1. Olkoon 2 C R"™ avoin, a € N multi-indeksi ja u,v € L}, (Q).
Funktio v on funktion u a:s heikko derivaatta, merkitdin v = 0%u, jos

/uaaqsdx = (—1)a|/v¢dx kaikilla ¢ € C5°(€2).
Q

Q
Olkoon k € Nj. Asetetaan
H*(Q) = {u € L*(Q): 0*u € L*(Q) aina kun o € N ja |a| < k}.

Avaruutta H*(Q) kutsutaan Sobolev-avaruudeksi.
Asetetaan télle avaruudelle sisdtuloksi

(U, U)H’“(Q) = Z (8au, 8aU)L2(Q)
la| <k
ja normiksi

1/2
[l gm0y = (1) 12 .

Kompaktikantajaisia funktioita ¢ € C5°(2) sanotaan yleensa testifunktioiksi.
Sobolev-avaruudet H*(Q) ovat Hilbertin avaruuksia, misti merkintikin tulee.

Lause 1.2. Olkoon Q C R™ avoin. Tdlloin H*(Q)) on Hilbertin avaruus kaikilla k €
Np.

Liséksi méaaritelladn kompaktikantajaisten funktioiden sulkeuma seké sen duaali.
Taméan duaaliavaruuden normi on luonnollista maarittaa duaalisuuden avulla.
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1.1. SOBOLEV-AVARUUKSISTA 4

Miéaritelma 1.3. Merkitdan C5°(Q) = Hy () avaruudessa H'(Q). Témén duaali on
HHQ) = (Hy ()" = {F: Hy(Q) — C rajoitettu lineaarinen funktionaali}
ja asetetaan avaruuden H () normiksi

[ullz-1@) =  sup  |(u, d)r2q)l-
|\¢||H5(Q>:1

Avaruuden H}(Q) alkioiden voidaan ajatella olevan kaikki ne u € H}(f2), joiden
arvot joukon (2 reunalla ovat 0 eli u|spg = 0. [2]

Tarvitaan joitain tuloksia Sobolev-avaruuksista, jotta saadaan osittaisdifferentiaa-
liyhtéldiden heikolle teorialle tarpeeksi ominaisuuksia tdmén tutkielman péétuloksen
kannalta.

Ensimméiseksi todistetaan, ettéi jokaisella avaruuden Hg () rajoitetulla jonol-
la on suppeneva osajono avaruudessa L2(f2). T#td varten muotoillaan Minkowskin
epayhtalon integraalimuoto ja kompaktin operaattorin méaéritelma.

Lause 1.4. Olkoon (X, pn) ja (Y,v) o—ddrellisia mitta-avaruuksia, F: X xY — C
matallinen ja 1 < p < oo. Tdlloin

( /X ( /Y |F(a:,y)|du<y))pdu(x))l/pg /Y < /X |F(x,y)|”du(x)>l/p dv(y).

Maaritelmia 1.5. Olkoon X ja Y Banachin avaruuksia. Rajoitettu lineaarinen funk-
tionaali K: X — Y on kompakti, jos jokaisella rajoitetulla jonolla (u;)32; C X on
olemassa osajono (u;, )72, siten, ettd (Ku;, )72, suppenee avaruudessa Y.

Lause 1.6. Olkoon 2 C R™ rajoitettu avoin joukko. Talloin inkluusiokuvaus
it Hy(Q) — L*(Q), i(v) =v
on kompakti lineaarinen funktionaali.
Todistus. Todistus perustuu Arzela-Ascolin lauseeseen. Olkoon (u;) C Hy(Q), j =
1,2,..., rajoitettu jono siten, etta
(1.1) sl ) < C,
kaikilla j € N. Voidaan olettaa, ettd (u;) C C5°(R"), spt(u;) C © : Koska C§°(Q2) C
H}(€) on tihed aliavaruus, niin on olemassa ¢; € Cg°(2) jokaiselle j € N siten, ettd
1
[luj = &5llm1(e) < =

T&llsin myds jono (¢;) on rajoitettu avaruudessa Hj (). Jos 18ytyy suppeneva osajo-
no (¢;,) avaruudessa L?(§2), niin myds jono (uj,) suppenee kohti samaa raja-arvoa
avaruudessa L*(2). Tdmé oikeuttaa oletuksen (u;) C C5°(R™).
Jos saataisiin tasainen rajoitus jonolle (u;), eli tapauksessa p = oo, rajoituksen
(1.1) sijaan:
[l oo @y + [V sl | oo ry < C.
Talloin jono (u;]g) olisi pisteittdin rajoitettu. Lisdksi

() — u5(2)]| = / Vu(z +t(y — 2)) - (y — ) dt

< ||Vl e @myly — 2| < Cly — =,
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joten jono (uj|g) olisi my6s yhtéjatkuva. Télloin Arzela-Ascolin lauseen perusteella
olisi olemassa tasaisesti suppeneva osajono (u;,) C L*(9).
Siirtymé tapauksesta p = 2 tapaukseen p = oo hoidetaan konvoluutioilla. M&éri-
tellddn
U = ujx e,

missé 7). on silottajaydin. T&lloin
6~ @) = [ nue - y)dy - u(2)
= /n ne(y)u;(z — y) dy — u;(x) / N dy
= [ o) (s =) = ) dy

= /R 1:(y) (/01 Vu;(z —ty) - (=) dt> dy
=—¢ /3(0,1) /01 n(y)Vuj(x — ety) -y dt dy,

missé toiseksi viimeisessd vaiheessa kéytettiin analyysin peruslausetta.
Minkowskin epéyhtélon integraalimuotoa (lause 1.4) kaksi kertaa soveltamalla,
sekd kdyttamalld rajoitusta (1.1) saadaan
9 1/2
d:v)

1
[u; — wjl| 2@y = (/ 5/ </ n(y)Vu;(z —ety) -y dt) dy
n | JBo,1 \Jo
9 1/2
5/ / dx dy
B(0,1) n
1 1/2
- | ( [ ([ vt =z ac) dt) by
B(©,1) \Jo n

1
[ ( [ 19 = el dt) ay
B(0,1) \Jo

1
= eIV llozgen | ( [t dt) dy < <1,
B(0,1) \Jo

Huomattavaa on se, ettd vakio C; > 0 ei riipu luvusta j € N, vaan se on kaikille
sama.

Néytetddn seuraavaksi, ettd jonolla (u;) on osajono, joka on Cauchy avaruudessa
L*(Q2). Olkoon &; > 0 ja valitaan € > 0 niin pieneksi, etti

IN

/0 n(y)Vu;(z — ety) -y dt

IN

e €1
(].2) HUJ — ujHLQ(R") S g,

jolloin ylld olevan péittelyn nojalla luvulle &, jono (u5) on rajoitettu ja yhtijatkuva,
silla

juf(2)| =

/ 0o — ) () dy| < |1l sz llsl L2y < C
Rn
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ja

V()| =

Vne(x — y)u;(y) dy| < Vel r2@m)|uj]] 2 @ny < Ce.
Rn

Molemmissa arvioissa ensimméinen saadaan Cauchy-Schwartzin epayhtéalosté ja toi-
nen rajoituksesta (1.1). Kumpikaan arvioista ei riipu pisteestd = € R eiké jonon (u;)
alkiosta. Nyt Arzela-Ascolin lause sanoo, etté on olemassa osajono (u5, ), joka suppe-
nee tasaisesti avaruudessa L?*(€2). Nyt joukon ) rajoittuneisuutta, epayhtaloa (1.2)
ja kolmioepéayhtaloéd kayttden saadaan

g, — w2y < [lug, — U5 |2 + |45, — w5 [|L2) + [Jug, — 5, [ 22 @)

9%, 1/2
< S + (/( uj — ujl)(x)z d:L’)
Q

281
< 5+ COlluj, — 5 [l

Ottamalla téstd epayhtalostd lim sup puolittain, seuraa, ettéd kaikille £ > 0 on ole-
massa osajono (u;, ), jolle

lim sup ||u;, — u,
k,i—o00

2 < €1

Valitaan £; = 1 ja sovelletaan edellistd argumenttia télle luvulle. Télloin saadaan
osajono (u; )) jolle

hmsupHuk —u( )HL2 @ < L

k,j—o00
Seuraavaksi valitaan e, = 1 ja jilleen saadaan osajono ( 2) ) jolle
1
limsmpHu,(€ ()|| 2( -
,j—00 2
Jatkamalla tété, eli valitsemalla e3 = %, €4 = %, ..., saadaan jokaiselle ey = % osajo-
no (ug»N)). Nyt diagonaaliargumentilla valitaan jono (vy),vy = ug\,) Tama jono on

osajono jonolle (u;) ja lisdksi sille pétee

limsup [|ve — ;| 22() = 0.
k,i—o0

Nyt saatiin jonolle (u;) suppeneva osajono, koska jonolle (vy) Cauchyn ehto toteutuu.
Télloin inkluusiokuvaus

it Hy(Q) — L*(Q)
on kompakti lineaarinen operaattori méaritelmén 1.5 nojalla. U

Toisena tuloksena Sobolev-avaruuksille, on niiden alkioille voimassa oleva erittéin
hyodyllinen epayhtalo, jota kutsutaan Poincarén epéayhtaloksi.

Lause 1.7. (Poincarén epdyhtils) Olkoon Q0 C R™ rajoitettu avoin joukko ja u €
H(Q). Tdlléin on vakio C(n) > 0 siten, etti

[ullz2) < ClVul|r2q).

Midritelldsn vield tekijiavaruus H/2(99), jonka alkioita tulevat olemaan reuna-
arvo-ongelmien reuna-arvot ja sen duaaliavaruus H~1/2(9Q).
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Masritelma 1.8. Madritellain HY2(0Q) tekijiavaruudeksi
HY2(09) = H'(Q)/Hy ().

T#lloin avaruuden H'/2(9Q) alkiot ovat ekvivalenssiluokkia [u] = {u+¢: ¢ € HL ()},
missi v € H'(Q). Médritelldédn lisiksi jilkioperaattori

R: HY(Q) — HY?(6Q), Ru = [u].
Merkitdan viela u|pq = Ru.

Avaruuden H'Y2(9Q) duaali on

H2(09) = (Hl/2(8Q))* = {T: H'*(09) — C rajoitettu lineaarinen funktionaali}.

Jalkioperaattoria varten muistutetaan ortogonaalikomplementista ja ortogonaali-
sesta suorasta summasta avaruudelle H*(Q):

HY(Q) = Hy(Q) & Hy ()™

Téssé on jirked, koska H{(2) € H'(2) on suljettu aliavaruus.
Seuraavaksi annetaan Hilbertin avaruuden rakenne avaruudelle H'/2(99) ja sen
jalkeen hyodyllinen aputulos mychemmin kéytettavéaksi.

Lause 1.9. Ortogonaaliprojektio P: H () — H(Q)* indusoi bijektiivisen lineaari-
sen kuvauksen

T: HY2(0Q) — HX ()Y, T([u]) = P(u).

Kun asetetaan avaruuteen HY/?(0Q) sisdtuloksi

([l W) 20y = (T([u]), T([W)) ), w0 € H(Q)

ja normiksi

el ooy = I [l = inf [l vlliiay, w € HY(@),

0

niin avaruudesta H'?(09) saadaan Hilbertin avaruus.

Todistus. Kuvaus 7' on hyvin méiéritelty, eli sen arvo ei riipu alkion u € HY2(9)
ekvivalenssiluokan [u] edustajasta; jokaiselle v € H} ()

P(u+v) = P(u).

Jos 0 = T([u]) = P(u), niin ortogonaaliprojektion mééritelmén mukaan v € H} ()
ja siten [u] = 0. Kuvaus T on téten injektio. Surjektiivisuus seuraa myos ortogonaa-

liprojektion mééritelmésta, silld kaikille w € H(Q)* on

w = P(w) = T([w]).

Kuvaus T' on siis bijektio ja lineaarinen koska ortogonaaliprojektio on lineaarinen.
Néytetddn seuraavaksi, ettéd ([u], [v]) gr20) = (T([u]), T([v])) 1) on todella si-
satulo. Tama on selvaa siitéd, miten se médriteltiin, eli se perii sisdtulon ominaisuudet
sisatulolta (-, -)x1 ().
Olkoon ([uj]) € HY?(99),j = 1,2,..., Cauchyn jono. Tallsin (T ([u;])) = (P(u;))
on Cauchyn jono avaruudessa H'()) ja koska H'(€2) on Hilbertin avaruus, niin jono
(P(uj)) suppenee avaruudessa H'(). Lisiksi P(u;) — P(u) € HY(Q), u € H(Q),
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koska H}(€)* on suljettu avaruus. Téten kuvauksen 7" ja avaruuden H'/?(99) normin
ominaisuuksien perusteella

[u;] — [u] € HY?(0Q) avaruudessa HY?(99).

Lause 1.10. On olemassa rajoitettu lineaarinen kuvaus
Eaq: HY?(0Q) — HY(Q)
siten, ettd
REgof = f, missi f € HY?(09).
Lisiksi mille tahansa alkiolle f € HY2(0Q) loytyy v; € HY(Q) siten, etti
iz < Cllfllgzea)y, C >0, ja viloa = f.
Todistus. Valitaan Epq: HY2(0Q) — HY(Q), Esq([u]) = P(u), missi u € H'(Q).
Talléin
REpo([u]) = [P(u)] = [u],
johtuen avaruuden H'/2(9)) alkioiden méérittelysti. Lisiksi
| Eaa([u)ll @) = 1P W)][ar@) = [[ulllm12(60),

joten lauseen toinenkin osa on todistettu. U

1.2. Osittaisdifferentiaaliyhtiloista

Kasitelldan toisen asteen differentiaalioperaattoria L. Téasséa 2 C R™ on rajoitettu
avoin joukko. Olkoon u: 2 — R. Télloin

(1.3) Lu=— Z 9 (ajk%> + qu,

] 8xj aZL‘ k
missé derivoinnilla tarkoitetaan heikkoa derivaattaa.
Kertoimille on voimassa seuraavat ehdot:
a’*, q € L°(Q) ovat reaaliarvoisia,

a/* =M kaikilla j,k=1,...,n seki

n

ClE? = )~ ™ (2)&8 > clé)?

jk=1

melkein kaikille z € €2 ja kaikille £ € R™, missd 0 < ¢ < C < oco. Viimeisintéd ehtoa
kutsutaan elliptisyysehdoksa.

(1.4)

HuomAuTUs 1.11. Vastaavanlainen elliptisyysehto on olemassa my6s kompleksi-
sille vektoreille. Merkitddn A = (ajk’ (x)): w1+ Ja oletetaan, ettd alkiot toteuttavat ylla
kuvatun elliptisyysehdon. Olkoon ( € Cn. Talloin, jos merkitddn ¢ = £ + in, missé
&,m € R™ ja hyodyntamalld matriisin A symmetrisyytté, saadaan

AC-C=A(E+1in) - (E—in) = AS-E+ An .
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Nyt, koska matriisin A alkiot toteuttavat elliptisyysehdon, saadaan
(15)  CIKP =D a®(@)¢;¢, > c|¢* melkein kaikilla = € © ja kaikilla ¢ € C"
jk=1

Seuraavaa reuna-arvo-ongelmaa kutsutaan Dirichlet’n ongelmaksi:

u=f, kun z € 09,
missia F € H~1(Q) ja f € HY?20Q.

Mééritellddn, mitd tarkoittaa, ettd jokin funktio u € H'(2) on ratkaisu Dirich-
let'n ongelmalle. Téma tehddédn Sobolev-avaruuksien heikon teorian hengessa. Tata
médritelméa varten muistutetaan mita tarkoitetaan kuvauksen sesquilineaarisuudella.

{Lu:F, kun z € Q

Maaritelma 1.12. Olkoot V, W ja Z vektoriavaruuksia. Kuvaus S: V x W — Z on
sesquilineaarinen, jos kuvaus v — S(v,wp) on lineaarinen kaikille wy € W ja kuvaus
w — S(vg, w) on antilineaarinen kaikille vy € V.

Maaritelma 1.13. Olkoon operaattori L kuten kohdissa (1.3), (1.4). Télléin ope-
raattorin L sesquilineaarinen muoto on

(1.6) Blu, v] :/ (Z ajkaju%—l—un) dr, wu,ve H'(Q).
0

jk=1

Olkoon F' € H7'(Q) ja f € HY?(08). T&llsin sanotaan, etti funktio u € H' () on
heikko ratkaisu Dirichlet’'n ongelmalle

Lu=F, kun x € Q
u=f, kun z € 09,
jos
Blu,v] = F() kaikille v € Hj(Q)

ja Ru = f, missd R on méadritelméan 1.8 jélkioperaattori.

1.3. Ratkaisun olemassaolosta ja yksikéisitteisyydesta

Halutaan, ettd Dirichlet’'n ongelmalla on olemassa ratkaisu ja liséksi halutaan, ettéa
tdmé ratkaisu on yksikésitteinen. Molemmat néistéd saadaan voimaan, mutta joitain
oletuksia taytyy tehdd operaattorin L kertoimille.

Néytetddn seuraavaksi, etté ylla olevalla reuna-arvo-ongelmalla on yksikésitteinen
ratkaisu, kun oletetaan kertoimen ¢ ei-negatiivisuus.

Lause 1.14. Olkoon Q2 C R" rajoitettu avoin joukko, operaattori L kuten kohdissa
(1.3) ja (1.4) sekd
q(x) >0 melkein kaikilla x € Q.

Olkoon F € H=Y(Q) ja f € HY?(00). Tdillvin on yksikisitteinen ratkaisu v € H'(S2)
Dirichlet’n ongelmalle



1.3. RATKAISUN OLEMASSAOLOSTA JA YKSIKASITTEISYYDESTA 10

Lu=F, kun z €
u=f, kun x € 0.

Lisdksi loytyy vakio C', joka ei riipu funktioista F' ja f, siten, ettd
(1.7) Nl @) < C (I1Fla-1@) + 1l mre@) -

Ratkaisun olemassaolo ja yksikésitteisyys saadaan seuraavan tuloksen avulla. Téassé
tutkielmassa esitettava todistus on yksi klassisista tavoista todistaa yksikésitteisyys;
aluksi maéaritellddn sisdtulo, jonka avulla saadaan Hilbertin avaruus ja sen jilkeen
kéytetddn Frechet'n ja Rieszin esityslausetta.

Lause 1.15. Jos s € R on vakio siten, ettd (q+ s)(x) > 0 melkein kaikilla x € §2,
nun sesquilineaarinen muoto

Bglu,v] = Blu,v] + s(u,v) 2(q)

on sisitulo avaruudessa H () ja lisiksi se virittii ekvivalentin normin:
1
cllulling < Bilu,u] < Cllulling, v € Hy(Q)

Todistus. Kuvaus (u,v) — Bgu,v] on sesquilineaarinen integraalin lineaarisuuden
ja konjugoinnin ominaisuuksien nojalla. Sisdtulon toinen ehto Bj|u,v] = Bs[v, u] seu-

raa integraalin lineaarisuudesta, kertoimien a’* symmetrisyydesti, kertoimien a’*, g, s
reaalisuudesta sek siitéi, ettd avaruuden L?(Q) siséitulolla on ominaisuus

(u7 U)L2(Q) = (U’ u)LQ(Q)'

Elliptisyysehdosta (1.5) ja tiedosta ¢ + s > 0 seuraa, etti

Bslu, u] :/ (Z ajkajuﬂquuﬂ) dx+s/ lu|? dx
Q Q

jk=1
= / ( Z ajkaju@> dx +/ (q+ s)|ul* de > c/ |Vul® dz.
O\ jr=1 ij)_/ Q
>c|Vul?

Titen Bg[u,u] > 0, joten endd tiytyy niyttii, ettéi ehdosta By[u,u] =0, u € HI(Q),
seuraa, ettd u = 0 melkein kaikkialla:

0 = Bslu,u] > c/ |Vul?dr >0,
Q
joten Vu = 0 m.k. Té&lléin Poincarén epéayhtélon nojalla
1
0=1IVull2@) = Fllull2@) = 0,

joten u = 0 melkein kaikkialla. Nyt ollaan saatu, ettd Bg|-,-] on todella sisétulo
avaruudessa Hj ().
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Néytetadn, etté sisitulo By[-, - | antaa ekvivalentin normin. Poincarén epayht&lon
nojalla

B 2 ¢ [ VuPdo = o[ Vulfa,
Q
1 2 1 2
>c §HVUHL2(Q) + §||VU||L2(Q)

1 1
> ¢ (319ulR + 5Ol ) 2 CllulEror

Lisdksi kiyttamalld kolmioepayhtilod seki tietoa kertoimien a’*,q ja s rajoittunei-
suudesta, saadaan

Bilu, u] :/ <Z ajkﬁjuﬂ—irquﬂ) dx—l—s/ u|? dx
0 0

J,k=1

:/ <Z ajkﬁju%—l—(q—l—sﬂup) dx
Q

jk=1

< C(a™,s,q) / (Z 10,ul|Beu + |u\2> d
Q

k=1
< C(a*,5.q) / (IVuf? + |uf) dz = C(a?*, 5. q)|ull3 .

Titen ollaan néytetty, ettid By[-,-] indusoi ekvivalentin normin avaruuteen H;(<2).

t

Lauseen 1.14 todistus. Kisitelldédn aluksi tilannetta, missé reuna-arvona on 0 eli

Lu=F, kun x €
u=0, kun z € 0.

Koska ¢ > 0, niin lauseen 1.15 oletukset téyttyvat. Nyt B[-,-] = By|-, -] virittda
ekvivalentin normin avaruuteen Hg (). T&llsin sisituloavaruus (Hg(2)), Bo[-,-]) on
myo6s Hilbertin avaruus, koska silld on samat Cauchyn jonot kuin alkuperiiselld ava-
ruudella H} (). Oletuksen nojalla, F': H}(2) — C on rajoitettu lineaarinen funk-
tionaali, joten normien || - ||g1q) ja Bo[-,-] ekvivalenttisuuden nojalla jokaiselle
v e HNQ)

[F ()| < [|F|la-1olloll0) < ClIF| -1 Blo, v]'/2.

Nyt Fréchet'n ja Rieszin esityslauseesta saadaan, ettd on olemassa yksikésitteinen
u € Hj(Q) siten, ettd

Blu,v] = F(v), v¢& Hy(Q).
Liséksi tdma funktio toteuttaa ehdon Ru = 0, joten se on yksikésitteinen ratkaisu an-

netulle ongelmalle. Fréchet’n ja Rieszin esityslauseesta saadaan myos, etté 16ydetylla
ratkaisulla v on sama normi kuin funktionaalilla F'. Téaten

[ullmr @) < ClIF|[a-19)-
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Saatiin siis osoitettua, ettd annettu ongelma ratkeaa, kun reuna-arvoina on nolla.

Tutkitaan seuraavaksi tapausta

Lu=F, kun x € ()
u=f, kun x € 0.

Mééritelmén 1.13 mukaan halutaan 16ytiaéd funktio u € H'(Q) siten, etti

Blu,v] = F(?) kaikille v € Hy(Q) ja Ru= f.
Lauseen 1.10 nojalla voidaan valita e; € H* (), jolle

Rep=f Ja llefllm@ < Cllfllmizp, € =0.
Kirjoittamalla u = ey + 4, ongelma yksinkertaistuu reuna-arvoilla nolla olevaan ta-
paukseen, mutta operaattori L muuttuu hieman. Koska BJ[-, -] on sesquilineaarinen,
niin

Blu,v| = Bley,v| + Blu,v] = F(v).
Tulee siis l0ytadé u siten, etté
Bla,v] = F(¥) — Bley,v], v € Hy(Q) ja Ra=0.

Niytetiin kuvauksen F': w — F(W) — Bles, w] rajoittuneisuus. Koska F € H=1(Q),
niin F' on rajoitettu ja lisdksi

n

|Bley, w]] S/ (Z |a?*0;e;05w] + !qef@\> dzx
& \jk=1
(Z |0jer|Opw| + \efH@\) dx

J,k=1

< C(aj’“,Q)/

0
< O, q) / (IVesl [V + leslhol) da
< C(d*,q) (|| Vesllrz@ || Vwllz2@) + llerl 2@l vl 2 @)

< 20(a™, q)llefl o |wl]ar o)
Talléin kuvaus F on rajoitettu lineaarinen funktionaali avaruudessa H}(Q) ja pitee

1Fl 1@ < C (1Fla-1@) + 1 flla1/20)) -

Nyt voidaan kéiyttaa edelld todistettua reuna-arvoille 0 olevaa padttelya ja todeta,
olemassaolo funktiolle & € HJ () siten, etti

lallzr @) < 1Pl < C (1Flla-1@ + 1fllm2@) -
Halutulle ongelmalle 16ydettiin siis yksikésitteinen ratkaisu ja lisdksi
ull ) < llepllm@ + allar@) < C (IFIa-1@ + 1l mre@)) -
O
Seuraava esimerkki néyttéd, ettd lauseessa 1.14 oleva oletus ¢(z) > 0 melkein

kaikilla x € € on tarpeellinen, jos halutaan yksikésitteinen ratkaisu reuna-arvo-
ongelmalle.
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Esimerkki 1.16. Téssé tutkielmassa tullaan tarkastelemaan Schrodingerin operaat-
toria —A + ¢, missd ¢ € L*>(Q2). Erityisesti, Schrodingerin yhtélossid (—A 4 ¢)u = 0
voi kdyda niin, ettd yksikésitteista ratkaisua ei ole.

Tarkastellaan téllaista esimerkkid. Olkoon ©Q = (0,7) C R ja ¢ = ¢, missd ¢ < 0
on vakio. Tutkitaan reuna-arvo-ongelmaa

{ —u"(z) + cu(z) =0, kun z € Q
u(0) = u(m) = 0.

Tamén tavallisen toisen asteen differentiaaliyhtélon karakteristinen yhtéalé on
N —c=

Téamén ratkaisut ovat A = +i4/|c|, joten yleinen ratkaisu saa muodon

u(z) = C1e" cos (\/Hx) + Coe™ sin (Mm)
= (] cos (Mz) + Cysin (Mm) .

Haetaan ei-triviaaleja ratkaisuja, eli joko C # 0 tai Cy # 0. Koska cos(0) = 1, taytyy
olla C7 = 0. Talloin Cy # 0, joten

sin <\/|c|7r> =0 < lclr=kr, k€Z, < |c|=k, keZ,.

Yksikésitteistd ratkaisua ei siis ole, kun ¢ = —k2.

[lman ei-negatiivisuusoletusta kertoimelle ¢ saadaan myos yksikésitteisyys voi-
maan, mutta se on voimassa operaattorin L ominaisarvojen ulkopuolella. Osoittau-
tuu, ettéd néitd ominaisarvoja on korkeintaan numeroituva maéra.

Lause 1.17. Olkoon 2 C R™ avoin rajoitettu joukko ja operaattori L toteuttaa ehdot
(1.3), (1.4). Tdalloin
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(i) On olemassa luvut A\; € R,j € NJ A < Xg < ... — o0,
spec(L) = {\;: j € No}
siten, ettd kun X\ ¢ spec(L), niin ongelmalla

Lu=M u+F, kun xz €
u=f, kun x € 010,

missi F' € H™Y(Q) ja f € HY3(09Q), on yksikisitteinen ratkaisu u € H*(Q).

(i7) Jos A ¢ spec(L), niin kuvaus
H'(Q) — H Q) ® H'?(09)
u+— (Lu — Au, Ru)
on isomorfismi. Lisiksi on olemassa vakio C = C(\) > 0 siten, etti

[l o) < C (IIFlla-1@ + [1fllmr2@) -

(i17) Jos X\ € spec(L), niin on olemassa ei-triviaali ratkaisu uw € H}(Q) Dirich-
let’n ongelmalle

Lu = Au, kun x €2

u=0, kun x € 0f).

Lisdksi ndiden ratkaisujen virittamda avaruus on ddrellisulotteinen.

(iv) Jos on vakio a € R siten, ettd
q(z) > a mk. x €,
niin spec(L) C (a, 00).
Maaritelméa 1.18. Joukkoa spec(L) kutsutaan operaattorin L spektriksi Dirichlet’n

reuna-arvoilla. Joukon spec(L) alkioita kutsutaan Dirichlet’n ominaisarvoiksi.

Todistus. (i) Késitellddn aluksi tilannetta, missé reuna-arvoina on 0, kuten lauseen
1.14 todistuksessa. Koska ¢ € L>°(£2), niin on olemassa s € R siten, ettd

q(z)+s>0 mk. z € Q.

Nyt voidaan kayttad lausetta 1.15 operaattorille Ly, joka saadaan, kun operaattorissa
L korvataan ¢ termilld g 4+ s. Télloin By -, -] antaa ekvivalentin normin avaruuteen
H}(Q).

Lauseen 1.14 nojalla Dirichlet’'n ongelmalla

Lau=F, kun x € Q)
u =0, kun z € 0f)

on yksikésitteinen ratkaisu, joten kuvaus L on bijektiivinen. Kuvaus L, on siten avoi-
men kuvauksen lauseen ([9, Lause 6.7.]) nojalla homeomorfismi. T#ll6in operaattorilla
L.: HY(Q) — H1(Q) on rajoitettu kiéinteiskuvaus. Olkoon téamé kidnteiskuvaus

L7V H Y Q) @ HY2(09) — HL(Q).
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TAmé& kuvaus siis kuvaa funktion F' € H~'(Q) Dirichlet'n ongelman Lu = F, = € Q,
Ru = 0 ratkaisuksi u € Hj (). Olkoon u € H} () ja lisiksi olkoon i: H} () — L*(Q)
ja j: L*(Q) — H1(Q) inkluusiokuvauksia. T#ll6in

Lu=X(j(i(v)) + F
— Lau=M+5s)(i(u))+F
= u=AN+8)L; (j(i(v))+L]'F

= u— ()L (W) = L'F.

Oletetaan, ettd A 4+ s # 0. Merkitdan pu = /\%s ja jaetaan yhtélo termilla A + s, jolloin
se saa yhtédpitdvan muodon

pu = L7 (G (i(w) = pL ' F
= i) = (LG 6)) = i (L7'F)
— pi(u)— (io Ly o) (i(u) = pi (L;'F)

= (ul - K) (i(u)) = F,

missé operaattori K: L2(Q) — L2(Q), K =ioL;'ojja F = pi(L;'F).
Tutkitaan operaattoria K tarkemmin. Jos on kahden operaattorin yhdistetty ku-
vaus ja toinen operaattoreista on kompakti, niin talléin yhdistetty kuvaus on kom-
pakti. Téaten lauseen 1.6 nojalla K on kompakti operaattori.
Olkoon F,G € L*(Q2) ja merkitdin v = L7'F ja w = L;'G. Télléin
v=L'F <= Lw=F, 2€Q, Ruv=0,

joka heikon ratkaisun mééritelmén (méaéritelmé 1.13) mukaan tarkoittaa

Bylv,u] = /Q Fi= (Fyu)pe) <= Byo,u] = (F,u0) 2,

kaikilla v € H} (). Erityisesti
BS[U7w] = <F>w)L2(Q) = (va)L2(Q) = (Ls_lG> F)L2(Q) = (KG7 F)L2(Q)

ja vastaavasti saadaan
BS [w, ’U] = (KF, G)LQ(Q)
Koska Byl -, -] on sisdtulo, niin
Bi[w,v] = B[v,w] = (F,w)2) = (F, L;'G)r20) = (F, KG) 120,
Operaattori K on siis itseadjungoitu. Liséksi, jos v Z 0, niin
0< BS[U, U] = (U, F)LZ(Q) = (LglF, F)L2(Q) = (KF, F)Lz(ﬂ),

joten K on positiivisesti definiitti operaattori.
Kompaktien operaattorien spektraalilauseen (|2, Theorem 6, s. 727]) mukaan
0 € spec(K) ja 0 # pu € spec(K) on ominaisarvo, jonka virittimé avaruus on
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ddrellisulotteinen ([9, Seuraus 12.15.]). Liséksi ominaisarvoja on enintdén numeroi-
tuvasti ddreton madra. Jos ominaisarvoja olisi ddrellinen ma#rd, niin kaikkien omi-
naisavaruuksien summa olisi dérellisulotteinen. T&ll6in tdmén summan ortogonaali-
komplementti U olisi ei-triviaali. Operaattorin K rajoittuma avaruuteen U on edel-
leen kompakti, itseadjungoitu ja positiivisesti definiitti, koska U on suljettu. Téalloin
operaattorilla K|y ei olisi ominaisarvoja. Tamé& on ristiriita, koska K|y # 0, niin
spec(K|y) siséltdd muutakin kuin alkion 0. Ominaisarvoja on siis ddreton mééré ja
spektraalilauseen nojalla

p1 > pg > ... >0 sekd p; — 0, kun j — oo.

Maéaritellaan jokaiselle j € Ny

missé p1; € spec(K).
Operaattori I — K on siis kddntyva kaikilla p ¢ spec(K) mééritelmén mukaan.
Jos F e H () ja A+ s # 0, niin yhtélolle Lu = \u + F saatiin yhtéipitdvi muoto

(ul = K) (i(u)) = pi (L' F),
missid u € Hg(Q) ja 1 ¢ spec(K). Jos siis oletetaan, ettd A # \; kaikilla j € N, niin
p & spec(K). Téllsin jokaisella F' € H~'(Q) on yksikésitteinen ratkaisu @ € L*(Q)
siten, etta
(ul = K) (@) = pi (L;'F).

Koska ul — K ja L;' ovat kiiéintyvid, niin funktiolle

1

i=-Ku+i(L'F),

I

joten 4 = i(u) jollekin u € Hj (). Tarkemmin

a=i (GG @)) + i (L)

—i (GG @) + L)

1
=i <L51 (—j (@) +F>) ,
I
missi u = L' <i] () + F) € H} (). Téten saadaan
(1.
[ull ) =L o (@) + F ) [l
TS B
<L ||;J (@) + Fllz-1(

1.
c <Hl—[7 (@) vy + IIFIIH—1<9>>

<C (|lal|z2) + |Fla-1@) < ClIF|la-1()-
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Loydettiin siis yksikésitteinen ratkaisu kun A + s # 0. Jéljelle jadva tapaus A +s =0
on sama kuin lauseessa 1.14, joten yksikésitteisyys saadaan siita.

Vieli tulee ksitelld tapaus reuna-arvoilla u = f, missi f € H'/?(9)). Vastaavalla
tavalla kuin lauseen 1.14 todistuksessa, voidaan kirjoittaa u = ey + 4, missd ey €
H'(Q) on valittu lauseen 1.10 nojalla siten, etti

Rep=f ja |lesllmi < Cllfllarpe. € =0.

Talloin tulee endé 16ytad u, joka ratkaisee yhtélon nollareuna-arvoilla ja ylla olevan
mukaan tallainen funktio on olemassa. Vastaavalla tavalla, kuin lauseen 1.14 todistuk-
sessa, nihdéiin, ettd muuttuneessa tilanteessa kuvaus F': w — Au + F (W) — Bi[ey, w]
on myos rajoitettu ja siten voidaan paitelld vastaavasti, etté yksikésitteinen ratkaisu
16ytyy.
(71) Kuvaus
u— (Lu — Au, Ru)

néytettiin ylla jo kadntyvéksi, bijektioksi ja liséksi silla on rajoitettu kadénteiskuvaus.
Tulee endé nayttad kuvauksen rajoittuneisuus.

[ Lu+ Aj (i(w)) (-1 + |1 Rull 17290
<||ullgr@) (ILl|a-1@) + Allj o illz—10) + || Rl m1/2000))
<Cl|ul| (0,

missd C' > 0. Kuvaus on siten rajoitettu.
(77i) Kohdan (7) todistuksen nojalla yhtélon Lu = Au, Ru = 0, ratkaiseminen on
yhtapitdavasd yhtalon

(ul — K) (i(u) = 0

ratkaisemiselle reuna-arvoilla 0. Jos A = \; € spec(L), niin pu = p1; = 5= € spec(K).
J
Koska K on kompakti, niin on olemassa ei-triviaali dérellisulotteinen avaruus ([9,

Seuraus 12.15.]), jonka alkioille @ pétee, etté
i€ L*(Q) ja (ul — K) () = 0.

Liséksi jokaiselle 4 = iL;lﬂ, joten @ € HJ (). Téten niiden reuna-arvo-ongelmalle
Lu = \u, Ru = 0, olevien ratkaisujen virittdmé& avaruus on aérellisulotteinen.

(iv) Jos q(x) > a m.k. z € €, niin valitaan kohdan (i) todistuksessa s = —a.
Talloin jokaiselle \; € spec(L) pétee

1
Aj=—+ac€ (a,00),
Hj

koska p; > 0 kaikilla j € N ja pu; > o > ... > 0. O
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1.4. Joukon reunasta

Tutkielman padtulosta varten selitetdin hieman mité tarkoitetaan joukon reunan
sileydella.

Maaritelma 1.19. Olkoon €2 C R” rajoitettu avoin joukko ja k € Ny. Talloin mer-
kitddn 9Q € C*, jos jokaiselle p € 9 on olemassa avoin U, 3 p ja k kertaa jatkuvasti

differentioituva diffeomorfismi ®,: U, — U C R” siten, etti ®,(p) =0 ja
Q,(U,NQ) = {xe U:x, >0}
o, (U, NN = {xe U:xnzo}
Liséiksi jarjestelmdd (Up, ),y sanotaan koordinaattijirjestelmiksi joukolle 9.

Jos Q C R™ on kuten ylld ja 9Q € C*, niin pisteelle p € 09 on olemassa tangent-
tiavaruus 7,(99) jokaiselle p € 0€2. Toisin sanoen, jos (Up, ®),c5q on koordinaat-
tijarjestelmé, niin tangenttiavaruuden kanta on

{%%(0), e %%—1(0)} )

missé
(1.8) Vit (—e,e) = 09, 7;(t) = @, (te;)

> 0,7 € C! kaikilla j € {1,...,n — 1} ja e; on j:s koordinaattivektori.
Maéritelmélle 1.19 esitellidn nyt kaksi yhtépitdvad méaaritelméd, joita tullaan
tarvitsemaan tutkielman paatuloksen todistamisessa.

Lause 1.20. Olkoon Q2 C R" rajoitettu avoin joukko. Tdlloin 0Q € C*, jos ja vain
jos jokaiselle p € 02 on olemassa r > 0, ortonormaali koordinaattijirjestelmd
x = (', x,), jonka origo on pisteessi p seki h: R"! — R, h € CF(R"1), siten, etti

QN B(p,r)={x € B(p,r) : 2, > h(z')}
ION B(p,r)={x € B(p,r) : x, = h(x')}.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd on olemassa koordinaattijérjestelmé (Uy, @p) o
ja kiinnitetddn piste p € 0 ja olkoon télle pisteelle vastaava diffeomorfismi ®,.
Sopivalla koordinaattijérjestelmén siirrolla ja kierrolla voidaan olettaa, ettd ®,(0) =0
ja ettd tangenttiavaruuden 7,(0S2) kantana ovat normaalit koordinaattivektorit eli
{e1,. .., en_1}. Kuvauksen ®, mairitelmén nojalla, jos ¢ € 92 N Uy, niin ®7(q) = 0.
Toisin sanoen funktion ®, n:s komponentti on nolla joukossa 9§2 N U,,. Télléin myos
kohdassa (1.8) maéritellyille funktioille pétee

@;L(fyj(t)) =0 kaikilla ¢t € (—¢,¢) ja kaikilla j=1,...,n— 1.

Derivoidaan komponenttia ®7(;(t)): Koska ®}(v;(t)) = 0, niin
d . . d

0= 2% 0) = (D) (4(0) ()

t=0 t=0

= (D®}) (0) - ¢;.
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Siten

0;9,(0) = 0 kaikilla j =1,...,n— 1.
Saatiin siis, ettd funktion ®, Jacobin matriisin D®,(0) n:nen rivin n — 1 ensimmaéista
alkiota ovat nollia. Funktio ®, on kuitenkin k kertaa differentioituva diffeomorfismi,
joten sen Jacobin matriisi D®,(0) on kéddntyva. Téten tiytyy olla 9,07(0) # 0,
muuten matriisi D®,(0) ei olisi kidéntyvi. Voidaan liséksi olettaa, ettd d,®5(0) > 0
vaihtamalla tarvittaessa z,, vastakkaismerkkiseksi.

Nyt implisiittifunktiolauseen nojalla on olemassa origon avoin ympéristé V C
R"! ja k kertaa jatkuvasti differentioituva funktio h: V' — R siten, ettd origon
lahell&

O xn) =0 = h(2) = .

Muodostetaan Taylorin kehitelmé funktiolle ®7 (2’ ) pisteessé x,, = h(z'):

ny .l owmn ) / ny .l / / ’
(2", 2p) = ?)p(x ,h(z ))J—l—?nq)p(x ,h(z ))J(a:n — h(z")) + o(z, — h(x")),

-~ -~

=0 >0

kun z, — h(2’). Jos 2’ on tarpeeksi lihelld nollaa, niin jatkuvuuden perusteella
o2 (2, h(2')) = 0 ja 0,05 (2, h(z")) > 0. Liséksi x € U, NQ <= &7 (x) > 0. Télloin
Taylorin kehitelméstéd saadaan, etté

(', xn) = x> h(2).

Saatiin siis QN B(p,r) = {z € B(p,r) : &, > h(2')}.

Kééanteisen suunnan todistamiseksi olkoon p € 0f). Kierretaén pistettd p vastaa-
vaa koordinaattijirjestelméé (2, x,) siten, ettd se vastaa normaalia koordinaatistoa
(1,...,2,) ja valitaan

o', x,) = (2,2, — h(2)).
Kuvaus ® on k kertaa jatkuvasti differentioituva. Funktion ® Jacobin matriisi on

1 0 ... 0

0 1 .. 0

(D))= | L
—Oh(z) —dh(z') ... 1

ja det ((D®)(z)) # 0. Jacobin matriisi on siis kdéntyvé pisteessd x. Erityisesti se on
kddntyva kaikilla ¢ € 002N B(p, r). Télloin kddnteiskuvauslauseen nojalla on avoimet
joukot U,,V C R" siten, ettd p € U,, ®(p) € V, ®(U,) = V ja ®|y, on bijektio
joukossa V. Lisiksi samasta lauseesta seuraa, ettd funktion ® kaénteiskuvaus on k
kertaa jatkuvasti differentioituva joukossa V. Funktio ® on siten diffeomorfismi. Nyt
jos x € U, N Of, niin
O(z) = (2, 2p — ) = (2, 0)

ja jos z € U, N Q, niin

P(x) = (2, x, — h(2)).

Talloin masritelman 1.19 ehdot tiyttyvit ja saadaan, ettd 9Q € C*. O

Edellinen tulos siis sanoo, etti jos joukon reuna on C*, niin se voidaan lokaalisti
esittdd k kertaa jatkuvasti differentioituvan funktion graafina. Témén tuloksen avulla
saadaan myos globaali esitys joukon reunalle.
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Lause 1.21. Olkoon € C R" rajoitettu avoin joukko. Télloin 09 € C*, jos ja vain
jos on olemassa p: R* — R, p € C* siten, etti
Q={xeR":p(x) >0},
0N ={x e R": p(x) =0},
R*"\ Q= {z e R": p(x) <0}

ja Vp(z) # 0 kaikilla x € 0.

Todistus. Oletetaan, ettd 9Q € C*. Lauseen 1.20 nojalla jokaiselle pisteelle p € 92
on olemassa r > 0 ja funktio h,: R"™' — R, h, € C*(R"™1), siten, etti

QN B(p,r) ={x € B(p,r): x> hy(a")}
NN B(p,r) ={x € B(p,r) : x, = hy(2")}.

Madritellddn p, (2, z,) = 2, — hy(2) ja télloin funktio p, on myds k kertaa differen-
tioituva.

Nyt 02 C | B(p,r) ja koska 0Q2 on kompakti, niin on olemassa k € N\ {0, 1}
peEON
siten, etta

k—1

k-1
89 C U B(pj,T’> == U Bj.
7j=1

j=1
k
Liséksi merkitédén By, = 2\ 0Q. Peitteelle B = |J B, on olemassa ykkdsen ositus eli

j=1
on olemassa funktiot f; € C§° (B;), joille pétee

k
0<f;<1seki Y fi(x) =1 kaikilla = € Q.
j=1

Nyt
k
> (fipp,)(x) > 0 kaikilla z € BNQ,
j=1
k
Z(fjppj)(x) =0 kaikilla z € 992 ja
j=1
k
Z(fjppj)(x) < 0 kaikilla x € BN (R™\ Q).
j=1

Olkoon U D Q avoin joukko ja n € C3°(R™) siten, ettd 0 < n < 1 joukossa U ja
n(x) =1 joukossa Q ([7, Lemma 2.15.]). Méadritellddn funktio p: R” — R,

k

pla) = n(x) Y fi(2)pp,(x) = L+n(2),

j=1
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jolloin p(x) > 0 kaikilla 2 € B, p(x) = 0 kaikilla 2 € 9 ja p(z) < 0 kaikilla 2 € R™\ Q.
Olkoon x € 0f2. Téill(iin

Vol Zf] 2)pp, () + () Y (Vfi(2)pp, () + f5(2)Vpy, () + V()

Jj=1

Z [i(@)Vpp,(x) + V() # 0,

joten Vp(x) # O kaikilla = € 092.

Kéanteisen suunnan todistamiseen kaytetadn kaanteiskuvauslausetta. Olkoon p €
00, Koska Vp(p) # 0, niin voidaan olettaa, ettd 0,p(p) # 0. Mééritellaan ®: R™ —
RTL

CI)(:E,7 :L’n) = ($/7 p('rla xn))a
jolloin @ on k kertaa jatkuvasti differentioituva. Liséksi

1 0 ... 0

0 1 ... 0

(D®)(p) = 5 ST
dip(p) Oap(p) .- Oup(p)

on kdantyva. Télloin kddnteiskuvauslauseen nojalla on avoimet joukot U,,V C R"
siten, ettd p € Uy, ®(p) € V,®(U,) = V ja ®|y, on bijektio sekéd sen kadnteiskuvaus
on k kertaa jatkuvasti differentioituva. Siis funktio ® on diffeomorfismi. Liséksi, jos

x € U, N 0L, niin
O(z) = (¢, p(2', xn)) = (2',0)
ja jos x € U, N2, niin

Titen médritelmén 1.19 nojalla 9Q € C*. O



LUKU 2
Sdhkoisen impedanssitomografian inversio-ongelma

Téssé luvussa johdetaan johtavuusyhtélo tapauksessa n > 2 ja mietitdédn, miksi ei
ole jarkevaa kasitelld yksiulotteista tilannetta. Tamén lisdksi muotoillaan sdhkodisen
impedanssitomografian inversio-ongelma ja annetaan matemaattinen maaritelma télle
ongelmalle.

2.1. Johtavuusyhtélon johtaminen

Muotoillaan séhkoiseen impedanssitomografiaan liittyva inversio-ongelma, jota
kutsutaan yleisesti Calderonin ongelmaksi. Téatd varten on syyté tarkastella ulot-
tuvuuksia, missé on yleensédkéadn jarkevad muotoilla kyseinen ongelma.

Tutkitaan yksiulotteista tilannetta. Kuvitellaan, ettd on suora johdin, jonka péaihin
on kytketty jannite. Voidaan ajatella, ettd johdin on reaaliakselin suljettu vili [0, al,
a > 0. Liséksi u(x) on jannite pisteessid x € [0, a]. Olkoon johtimessa kulkeva virta
I(x) ja oletetaan, ettd johtimen resistiivisyys o(x) pisteessd x € [0,a] on jatkuva.
Lisédksi johtimeen ei tule virtaa mistdan ulkopuolelta, eika sité katoa mihinkéén, joten
virta on vakio. T&lloin Ohmin laista ja véliarvolauseesta saadaan

w(x) —u(z + h) =1Io(z) — Io(x+ h) = Io(x')(x —x — h) = —hlo(a'),
jollekin 2’ € [z, x+ h]. Jakamalla luvulla h ja ottamalla raja-arvo kun h — 0, saadaan
u'(x) = —Io(x).

Koska johtavuus v on resistiivisyyden kadnteisluku, niin
I = —v(x)u(x).

Derivoimalla edellistid lauseketta saadaan johtavuusyhtélo

(v(z)v'(z))" = 0.
Sahkoisessd impedanssitomografiassa on tarkoituksena méérittadd kappaleen johta-
vuus tekemélld mittauksia kappaleen pinnalla. Oletetaan siis, ettd johtavuus v on
tuntematon ja ettd voidaan mitata virta ja jannite johtimen péaistid. Tiedetdén siis
arvot —I(0) = v(0)u'(0), I(a) = y(a)u'(a). Lisdksi koska I on vakio, niin

—I(z) = y(z)u'(z) = v(0)u'(0), kaikilla x € [0, a].

Tésté seuraa, ettd
1
/ /
u(zr) =v0)u(0)—.
() = (0)u'(0)

Integroidaan tdmé puolittain yli vélin [0, a], jolloin

/0 " (@) dz = u(a) — u(0) = ~(0)(0) /0 ’ ﬁ da.

22
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dS + v(x)dt

lo(ax)| dt

v

Kuva 1. Kaksiulotteinen kuva johtavuusyhtélon johtamisesta.

Saadaan siis reunamittauksien avulla tietdd vain johtimen kokonaisresistanssi.
Jos oletetaan, ettd ulottuvuus n > 2, niin tilanne on erilainen. Nyt virta I(x) on
vektori ja jdnnitettd Ohmin laissa vastaa sen negatiivinen gradientti, jolloin

I(z) = —y(z)Vu(z).
Oletetaan jalleen, ettd kappaleen sisélle ei voi tulla varausta, eiké sitd katoa kappa-
leen siséltd. Olkoon V' C (2. Tarkastellaan alueen V' pinnalla olevaa varausta, joka
ajanhetkelld ¢ on infinitesimaalisessa palassa pintaa dS C V. Oletetaan, ettd télla
varauksella on jokin nopeus v, jolla se on poistumassa kappaleesta. Télloin infinitesi-
maalisen ajanhetken dt jédlkeen varaus on liikkunut matkan

v(x)dt

ulos kappaleesta. Nyt varaus tayttdd alueen, jonka ”sivut”ovat dS ja |v(x)| dt. Lisiksi
alueen korkeus on (ks. Kuva 1)

h = dS cos a,

joten alueen tilavuudeksi saadaan
dS cosa|v(x)| dt = v(zx) - v(z)dS dt,

missé v(z) on pinnan normaalin suuntainen yksikkovektori pisteessd € V. Olkoon
k(z) varaustiheys pisteessd x. Téalloin tdmén alueen sisaltdmé varaus on

k(z)v(x) - v(x)dSdt = I(x) - v(z)dS dt.

Ajassa dt alueesta poistuva varaus on siis

dt /av I(z)-v(z)dS.
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Tamén taytyy olla nolla, koska varausta ei synny minnekédén kappaleessa. Joten di-
vergenssilauseen nojalla

0= / I(z) - v(z)dS = / div(I(z)) dzx kaikille V' C .
oV v
Jos oletetaan, ettd I on jatkuva, niin saadaan
div(I(x)) =0 eli div(y(z)Vu(z)) =0,

jota kutsutaan johtavuusyhtéloksi.

2.2. Inversio-ongelma johtavuusyhtilolle

Olkoon €2 kappale, jonka johtavuus on . Asetetaan kappaleen €2 pinnalle 02
jannite f. Halutaan mitata téstd jannitteestd aiheutuva virta reunalla. Mitataan siis
suuretta

—1(z) - v(z) = y(2)Vu(z) - v(z) = 7(2)0u(z),
missd J,u(x) on funktion v pinnan normaalin suuntainen derivaatta pisteessi x € 0fQ.
Lauseen 1.14 nojalla reuna-arvo-ongelmalla

div(yVu) =0, kun z € Q2
u=f, kun z € 09

on yksikésitteinen ratkaisu, koska oletetaan, ettd y(x) > ¢ > 0 melkein kaikilla z € Q.
Voidaan siis madrittad jokaiselle annetulle f ja v funktio v0,u. Merkitdédn téta

AW(f) = ’Yauu'
Kuvausta

f= A ()

kutsutaan Dirichlet-to-Neumann -kuvaukseksi (DN), eli se kuvaa Dirichlet'n reuna-
arvot Neumannin reuna-arvoiksi. Séhkoisen impedanssitomografian inversio-ongelma
on, ettd voidaanko johtavuus v méérittad, jos tunnetaan kuvaukset A, (f) kaikilla f.

Inversio-ongelman tarkka muotoilu vaatii vield muutaman tuloksen. Maéritellaan
Dirichlet-to-Neumann -kuvaus yleisemmaélle operaattorille kuin pelkéastéaén johtavuus-
yhtélolle, koska médritelméé tarvitaan mydhemmin myds Schrodingerin yhtélon ta-
pauksessa. Sitd varten sovitaan merkinndistd. Avaruus H~/2(9Q) on avaruuden
HY2(0Q) duaali ja kun f € H~/2(0Q), niin merkitiin duaalisuutta

(f.9) = f(9),
missi g € HY2(99). Jos 0Q € C* (katso midritelmi 1.19) ja f € L2(95), niin
saadaan integraali

(fr9)=[ fgdS.
o0N

Olkoon nyt €2 C R" avoin ja rajoitettu joukko ja operaattori L kuten kohdissa
(1.3) ja (1.4) ja lisiksi oletetaan, ettd 90 € C*™, a’* ¢ € C*(Q). Tét4 tilannetta

vastaava D N-kuvaus olisi
n

Ap: f— Z a’* (0;u) vk a0

Jk=1
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Olkoon f € C*(09) ja us ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle

Lu=0, kun z € ()
u=f, kun xz € 09,

jolloin myés uy € C*(Q) ([2, Theorem 6, s. 343]). Olkoon g € C=(9Q) jae, € C*(Q)

siten, ettéd ey4laoq = ¢. Talloin kiyttamalld Gaussin-Greenin-kaavaa, saadaan

(AL(f),g) = / (AL(f)) gdS = /a 3 e, dS

By =

:/Q Z O (a7 (Bjuy)ey) da

k=1

B / Z (a’f (ajkajuf) ey + ajkﬁjufﬁkeg) dx

@ k=1
= / ( O (ajk8juf) eg — queg + Z a*OjuOpey + qufeg) dx

2\ jk=1 k=1

:—e;Lrufzo

= / Z a’*Oju;Opey + qure, | do = Bluy,e,).

2\ k=1

Viimeinen rivi on hyvin médéritelty vaikka oletetaan, ettd /%, ¢ € L>(Q) ja uy, e, €
H'(Q). Tdm4 johtaa D N-kuvauksen méirittelemiseen seuraavan tuloksen antamalla
tavalla.

Lause 2.1. (DN-kuvaus operaattorille L) Olkoon Q@ C R™ avoin rajoitettu joukko,
L toteuttaa ehdot (1.3), (1.4) ja oletetaan etti 0 ¢ spec(Llq). Tdlloin on olemassa
yksikdsitteinen rajoitettu lineaarinen kuvaus

Ap: HY2(00) — H™V2(09),

joka toteuttaa

n

(2.1) (ALf,9)oa = Blug,€,] = / (Z a’*0jusope, + queg> dx,
Q

jk=1
missi uy € H(Q) on Dirichlet’n ongelman

Lu=0, kun z €€
u=f, kun x € 0N

yksikasitteinen ratkaisu ja e, € H'(Q) siten, etti eylan = g.

Todistus. Niytetdin aluksi, ettd kuvaus Ay on hyvin mééaritelty eli ei riipu funktion
e, valinnasta. Olkoon e,, é, € H'(Q) siten, etti

eglon = g = é4laq-
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T#lloin on olemassa funktio ¢ € Hj(Q) siten, ettd é, = e, + ¢. Nyt heikkojen ratkai-
sujen méadritelmén avulla saadaan
B[ufvgg] = Bluy,eg] + B[uf,a} = Bluy, €.
=0
Kuvaus Ay, on siten hyvin mééritelty.

Néytetddn, ettd on olemassa yksikésitteinen rajoitettu lineaarinen funktionaali,
joka toteuttaa ehdon (2.1). Kiinnitetézin f € HY2(98) ja madritelliin

Ty: HY(09) — C, Ty(g) = Bluy,e,),

missid g € HY2(0Q) ja e, € H'(Q) saadaan lauseesta 1.10. Tillgin T on lineaarinen
funktionaali, joten tulee nayttad, ettid se on rajoitettu:

Ty(9)] < /Q (Z Iaj’“llajwllakegl+IQIIUf||6g|> dx

J,k=1

< C/Q (Z |3juf|!ak€g|+|uf||€g|> dx

jk=1
<C [ (uslI9ey| + fusley)) do

< Cllugllmollegl| e,

misséd kédytettiin samaa pédttelyd kuin lauseen 1.14 todistuksessa. Liséksi lauseista
1.10 ja 1.17 saadaan

Ty (g)] < OHUfHHl(Q)HegHHl(Q) < C||f||H1/2(8Q)||g||H1/2(8Q)7
joten T on rajoitettu ja sen operaattorinormille patee
Tl < ClIf /200 -
Méaritellaan
Ap: HY2(09) — HV2(0Q), fw— Ty,

jolloin kuvaus A toteuttaa ehdon (2.1) ja se on yksikésitteinen, koska uy on yk-
sikésitteinen ratkaisu annetulle Dirichlet’'n ongelmalle. U

Lauseen 2.1 erikoistapauksena saadaan DN kuvaus johtavuusyhtélolle.

Lause 2.2. (DN-kuvaus johtavuusyhtilélle) Olkoon ©Q C R™ avoin rajoitettu joukko
ja ¢ > 0. Oletetaan lisiksi, ettd v € L®(Q) ja v(x) > ¢ m.k. x € Q.
Talloin on olemassa rajoitettu lineaarinen kuvaus

A, : HY2(0Q) — H™V2(09),
jolle kaikilla f, g € HY?(0Q) pitee

(A f, ghon = / Vs - Ve, da,
Q

missi uy € H(Q) on yksikdsitteinen ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle

div(yVu) =0, kun z € Q
u=f, kun x € 0f)
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ja ey € HY(Q), jolle e4lan = g.

Todistus. Johtavuusyhtdlon operaattori div(yV:) toteuttaa ehdot (1.3) ja (1.4).
Lisédksi, koska tdmé operaattori ei sisélla nollannen asteen termié, lauseesta 1.17 saa-
daan, ettd 0 ei ole Dirichlet’'n ominaisarvo. Lauseen 2.1 ehdot toteutuvat, joten tulos
seuraa. 0

Nyt voidaan matemaattisesti muotoilla tarkasti sahkoisen impedanssitomografian
inversio-ongelma. Olkoon 2 C R™ avoin rajoitettu joukko, jonka sdhkonjohtavuus
saadaan funktiosta v € L>°(2). Lisiksi v(x) > ¢ > 0 melkein kaikilla z € Q. T#lloin
lauseen 2.2 mukaan on olemassa rajoitettu lineaarinen kuvaus

A, : HY2(0Q) — H™'2(09),
joka muodollisesti kytkee reunalla olevan jannitteen mitattuun virtaan vd,u reunalla.
Voidaan siis ajatella, ettd jokaiselle reunalle laitettavalle jannitteelle f € HY2(0Q)
pystytdin mittaamaan vastaava virta A, (f) € H~1/2(0Q). Télléin inversio-ongelma
voidaan muotoilla seuraavaksi:
Inversio-ongelma. Olkoon 2 C R™ avoin ja rajoitettu joukko. Olkoon liséksi

v € L>®(Q), jolle pitee y(z) > ¢ > 0 melkein kaikilla = € Q. Maaritd Dirichlet-to-
Neumann-kuvauksesta A, johtavuus 7 joukossa (2.



LUKU 3

Johtavuus reunamittausten avulla

Téssé luvussa muotoillaan ja todistetaan tutkielman paédtulos, jonka mukaan voi-
daan joukon reunalla tehtdvistd mittauksista madrittdd tuntematon johtavuus reu-
nalla.

3.1. Johtavuuden konstruointi reunamittauksien avulla

Tutkielman pédtulos sanoo, ettd tuntematon johtavuus voidaan konstruoida jou-
kon reunalla tehtévien mittauksien avulla, eli D/N-kuvauksen avulla.

Lause 3.1. Olkoon Q avoin rajoitettu joukko, OQ € C' ja olkoon v € C°(QQ) positii-
vinen. Olkoon xg € 9. Tdllgin on olemassa jono funktioita (fyr) C CH(ON) siten,
etta

A/l[i_rfloo<A’7fM7 fM>89 = (o).
Funktiot fyr eivdt riipu funktiosta v ja spt(far) C B(xo, 1/ M) N OSY.
Téamé todistetaan lyhyesti seuraavan tuloksen avulla:

Lause 3.2. Olkoon Q avoin rajoitettu joukko, OQ € Ct ja olkoon v € C°(Q) positii-
vinen. Kun on annettuna piste xg € 082, niin on olemassa jono ratkaisuja
(upr) € HY(Q) johtavuusyhtildlle

div(yVu) =0, kun z € Q,

siten, etta

lim [ y|Vuy|® dz = ~(x0).
M—oo Jq
Lisdiksi funktiot fir = upr|loa € CH(OQ), ne ewit riipu funktiosta v ja spt(far) C
B (xo,1/M) NS, seki
[ farll 2 o0y = O(1), kun M — oo
tasaisesti yli xy € §2.

Lauseen 3.2 todistusta varten valitaan koordinaatisto ja funktio h: R*! — R,
h € CY(R"1) siten, ettd xo = 0 ja jollekin r > 0

QN B(0,r) = {z € B(0,r): z, > h(z')}
0N B(0,r) = {z € B(0,r) : z, = h(z)},

ja liséksi h(0) = 0 ja Vh(0) = 0. Tamé& on mahdollista, koska koordinaatiston
kierron jilkeen tangenttitaso Tp(992) = R™™! ja V. h(0) € Ty(99). Koska taso Tp(99Q)

28
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sivuaa funktion h graafia pisteessé 0 ja on horisontaalinen, niin télléin V,/h(0) = 0.
Maaéritelldan lokaali reunan maérittava funktio

p: B(0,r) = R, p(x) =z, — h(2).
Téten funktiolle p pitee p(0) =04 h(0) =0 ja

Vp(0) = (01(xn, — h(2")]e=0, - - -, On(@n — B(2"))]4=0) = (0,...,0,1) = e,.
Valitaan seuraavaksi jokin yksikkotangenttivektori pisteeseen 0 € 0€). Olkoon tdma
vektori o € R™. Halutaan kiyttii oskilloivaa reunadataa e?V®, x € 9, missia N > 0
on suuri, johtavuuden méaarittadmiseksi reunalla. Lisiksi halutaan keskittya funktion
~ arvoon origossa, joten myos cutoff-funktiolla tulee kertoa.

Tama johtaa lopulta reunadatan valintaan

far = (M, N)n(Mz)eN** € 09,

misséd funktio n on cutoff-funktio siten, ettd spt(n) C B(0,1), luvut N, M > 0 isoja ja
vakio ¢(M, N) tulee skaalauksesta. Liséksi halutaan reunadatan fj; oskilloivan paljon
pallossa B(0,1/M). Reunadata fy, oskilloi jaksolla 27/N, joten valitaan

M
N(M)
Todistuksen lopussa valitaan N (M) = M3, joka toteuttaa edellisen ehdon.

Liséksi osoitetaan seuraava aputulos.

Lemma 3.3. Olkoon n € Cy (B(0,1)). Tdalloin

(3.1) =o0(1), kun M — oc.

1
lim M”_IN/n(Mm)e_ZN”(x) dx = 5/ n(x',0)dx’
Q0 Rn—1

M—o0
ja kun M on iso, niin
M

<C(n) N

/ n(Mz)e NP dy
Q

jollekin C(n) >0
Todistus. Koska Q = {z € B(0,r) : 2, > h(2")} ja p(z) = x, — h(2'), niin

/ n(Mz)e N0t d$—/ / n(Mz', Mz,)e N @n=h@) gz da’.
Rn—1

Tehdéén muuttujanvaihto =, =t + h(z ), jolloin

/ / n(Mz', Mx,)e” 2N @ =h@) g dy!
Rr=1 Jh(a')

:/ / n(Mx', M(t+ h(z')) e N dt do’.
rr-1 Jo

Tehdéén toinen muuttujienvaihto, jossa skaalataan muuttujat 2’ ja t, jolloin

/ / 0 (M, Mt + h(z))) e 2N dt do’
Rn— 1

- ' —2t /
M" 1N/Rn1/ ($ t+Mh(M)>e dtdzr'.
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/
M™ 1N/ (Mx)e 2Nrl® da:—/ / (x —t+ Mh (M))e_%dtdx’.
Rn—1

Téhéan voidaan kayttdd dominoitua konvergenssia, koska ulompi integraali on yli yk-
sikkopallon (spt(n) C B(0,1)) ja lisdksi

Nyt

M /
Ui (510/, Wt + Mh <$M)) e = n(z',0)e”*, kun M — oo.

Téssd rajankiynnissd (3.1) nojalla M/N — 0, kun M — oo ja jos merkitéin s = =

M
niin
/ h(2) —h(0 h 's) — h
lim Mh (i) = lim M i MOFET) 20O G ). =0
M —o00 M M—o00 Wi s—0 S
Téaten edelliset padttelyt yhdistamalla
lim M" N [ n(Mz)e 2Ne@ dz
M—oc0
M x
P - —2t /
/Rn 1/ A}gnoon<x, Nt—I—Mh (M)) e “dtdx.
/ / (2',0) e 2 dt da’
Rn—1
—/ n (2, O)/ 2 dt da’
R7—1 0
1 / /
== n(z',0) dz'.
2 Rn—1
Liséaksi
‘MnlN/ n(Mm)ef2Np(x) dr| < MnlN/ ‘U(Mx>€f2Np(z)‘ dr
Q Q
1
-5 7 (', 0)] da’ = C(n),
2 Rn—1
jolloin
len
/ n(Mz)e NP dz| < C(n)
Q N
O

Lauseen 3.2 todistus. Jaetaan todistus viiteen osaan, joista viimeisessé yhdistetdan
osissa @ — @ tehtavat padttelyt.

@ Olkoon luvut N ja M kuten kohdassa (3.1) ja méiritelladan funktiot

h (@) = NP gy () = 0 (M),

missd 7 € CPR™), 0 < n < 1, n(z) =1kun 2 € B(0,1/2) ja n(xz) = 0 kaikille
r € R"\ B(0,1).

Olkoon

vo: R" = C,  vo(z) = ny(z)hn(x).
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Talloin vy € C3(R™) ja spt(vg) C B(0,1/M), koska spt(ny) € B(0,1/M). Funk-
tio vy on approksimoiva ratkaisu johtavuusyhtélélle origon laheisyydessa eli yhtalolle
div(v(0)Vv) = 0. Tamé yhtdlo taas approksimoi johtavuusyhtélod div(yVe) = 0
origon ympéaristossa.

@ Néaytetdan funktiolle vy kaksi ominaisuutta, jotka ovat voimassa, kun M — oo:
(3.2) / Vool? dz = O(M"N),
Q

n—1

(3.3) lim

2 o / 2 /!
Jim S [Vl de =) [ 07 @ =000,

Myohempien merkintojen lyhentdmiseksi merkitéaan

(34)  Vug=hyV(nu) +nuV(hy) = hnM(Vn)(M -) +nuN(iac = Vp)hy .

F1 F2

Néytetddn ensin ominaisuus (3.2).

i —p(T 2
|yF1||iz(Q):/ﬂ\eN<w PN (M) M| dz

= ]\/[2/ |6Ni°"x’2 |e’Np(x)V7)(Mx)|2 dx.
@ =1

Nyt voidaan kiyttii lemmaa 3.3, koska |Vn|? € Cy (B(0,1)), jolloin

3—n
]\42/Q ‘e_Np(z)Vn(Mx)‘Q dz < C(n)
M2
. 1-n
=CM Nﬁ'
Eli kun M on iso ja & = o(1), niin
-n M2 -n

Tutkitaan termié Fy:
el = [ Imid¥tia = Vphaf? da
= NZ/Q !eNiO"x’2 |77M(z'a - Vp)e_N’)(gﬁ)‘2 dx.
= ]\72/Q | (i — Vp)e_N”(“c)|2 dx.

Soveltamalla lemmaa 3.3, saadaan

1-n

M
N2/ ’nM(ia — Vp)e’Np(m2 dx < N*C(n, p)
Q

=CM'" "N
N ?

eli, kun M on iso, niin

(3.6) ||F2||%2(Q) = O(M'™"N).
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Télloin, ominaisuus (3.2) on todistettu, koska
||VUO||%2(Q) < ||F1H2L2(Q) + ||F2||%2(Q)‘

Néytetddn seuraavaksi ominaisuus (3.3). Aloitetaan seuraavasta integraalista:

/97 ‘V’UDP dx = /Q("y — ’}/(0) _‘_,.Y<O)) |VU0|2 dr
=2(0) [ [Vl de+ [ (=0 [Tl

Koska v € C°(2), niin

(3.7) sup  |y(z) —v(0)] =o(1), kun M — oo,
2€B(0,1/M)

joten yhdessd ominaisuuden (3.2) kanssa saadaan, kun M on iso,
/Q (7 = ~(0)) [Vwo|? dz = o( M*"N).
Tutkitaan vield ensimmaéisté integraalia:
7(0) /Q IVuo|? dz = ~(0) /Q Vg - Vg dx
- 7(0)/9 (Fi+B) - (F +F) de
=(0) /Q (AP + R B+ By P+ | B do
— (0) /Q o[ dz + +(0) /Q (F, T+ Fy- T+ |FL?) da.

Cauchy-Schwarzin seké kohtien (3.5) ja (3.6) nojalla toinen integraali saadaan muo-
toon

7(0)/ (Fy-Fo+ Fy - Fy+ | i) da

Q

=0) ((Fl’ Fy) ) + (£ F) 220y + ||F1|!2LQ<Q>>

<7(0) <2||F1”L2(9)||F2||L2(9) + ||F1||%2(Q)> =o(M'"™"N).

Pitdd vield tutkia termid v(0) HFQH%Q(Q):

B2 = (muN(ia = Vp)hy ) - (muNGia = Vp)hy )
= (nuNiahy —nuNVphy) - (—=nuNiahy — NV phy)
=y N2 hy|? = 0y N2y i - Vo + 03 N by [*iac- Vo + n3 N2 |hy [P V|

= N [ (L4 [Vpl*) = nyy N?e ™37 (1+ |V pl?)
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jolloin

Y(0) [|F2llZ2 ) =7(0)/Q77?\4N26_2Np($) (L+ Vo)) de

=7(0) / N 2N (14 V()2 = [Vp(0)]* + | Vp(0) [P) da
0 W—/

€n

=2 (0) ([ @R g N (Tp(a) - [9(0))) ).
Q

Nyt lemman 3.3 nojalla

Mnfl
N ~(0) / 277]2\4]\726_2]\[”(3”) dx = M" ' N~(0) / 277?\46_2]\[”(3”) dx
Q Q
— v(0)C(n), kun M — oo.
Toinen termi on muotoa o(1), kun M — oo, koska kuvaus x +— |Vp(z)|* on jatkuva
pisteen 0 ympéristossd. Saatiin siten todistettua ominaisuus (3.3).

@ Approksimoivan ratkaisun vy lisdksi hyodynnetaén johtavuusyhtalon ratkaisua
v, joka saadaan ratkaisemalla Dirichlet'n ongelma
div(yVv) =0, kun z € Q
v = fo, kun z € 012,

missi fo = volan. Nyt fo € HY2(0Q), koska vy € H'(£2), joten lauseen 1.14 nojalla
on olemassa yksikésitteinen ratkaisu v. Merkitdan

(3.8) v = vy + o,
missé v; = v — vy. Télloin funktio v, ratkaisee Dirichlet’n ongelman
(3.9) div(yVv;) = —div(yVuy), kun x € Q

’ vy =0 kun z € 99).

Perustellaan tdmé: Mééritelmén 1.13 mukaan div(yVv) = 0 tarkoittaa, etté
/ Vo - Védr = 0 kaikilla ¢ € Hy().
Q
Sijoitetaan tdhén v = vy + vg;

OZ/VV(Ul—F'UQ)VadQT
Q
:/WVvl-Vg_bdx—l—/vVvo-Vq_bdx
Q Q

— /7V"01-V$dx:—/'vao-V5dm.
Q Q

Operaattori —div(yVuvg) € H Q) ottaa siis funktion ¢ € H}(Q) ja kuvaa sen
integraaliksi:

(—div(yVug), ¢) = — / Vo - Vo du.
Q
Lisiksi funktio v toteuttaa reunaehdon v|gq = vg|aq, joten

v1|aq = v]aq — volag = 0.
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Funktio v; siis todella on yksikésitteinen ratkaisu kohdan (3.9) Dirichlet’n ongelmaan.

@ Tarkastellaan funktiota v; tarkemmin. Osoitetaan, ettd kun M — oo, niin
(3.10) / Vor 2 dz = o( MY N).
Q

Tamé oikeuttaa funktion vy kutsumisen approksimoivaksi ratkaisuksi. Oikean rat-
kaisun v ja approksimoivan ratkaisun vy erotus v; on asymptoottisesti pienempi kuin
approksimoiva ratkaisu. TAmé huomataan vertailemalla ominaisuuksia (3.2) ja (3.10).

Koska v; on lauseen 1.14 antama yksikésitteinen ratkaisu, niin kohdan (3.10)
osoittamiseen tulee nédyttaa, etté

| = div(y Vo)l -1y = oM N).
Tama4 riittad, koska

. 2
HVUIH%%Q) < Hlel%Il(Q) <c? (H - le(WVUO)HH—l(Q) + HOHHl/Q(aﬂ))

= C?|| = div(yVoo)[[i-1(0).

missé kéytettiin epayhtdléd (1.7). Olkoon ¢ € C5°(Q2), ||¢|| g1 (o) = 1. Télléin
2
(= div(yVvo), )" =

)

/ YVoo - Vo dx
Q

joten avaruuden H~!(€)) normin méiritelmén perusteella on yhtépitivii osoittaa
2

=0 (M'""N) ||¢||%11(Q)

/ YVuvy - Vo dz
Q

(3.11) S ‘/ YV - Vodr| = o (MYT2NY2) 16| m1q)-
Q

Aloitetaan kohdan (3.11) integraalista, eli olkoon ¢ € C§°(Q2). Talloin

/ Vo - Vo dr = ~(0) / Vg - Vo dr + / (v —~(0)) Vg - Vo du.
Q Q Q

Tutkitaan jalkimmaéisté integraali

/Q (7 — 7(0)) Vo - Vo dar < / (7 — (0)) Vo V9| de
1/2
< ( 16 =20) VP dx) 2

1/2
S(/ﬁh—v@ﬂvmfﬂg 9]0,
Q

missd toiseksi viimeisessd vaiheessa kéytettiin Cauchy-Schwarzin epédyhtélod. Nyt
ominaisuuden (3.2) ja funktion ~ jatkuvuuden nojalla

1/2
( L16=20) Fuf dx) 181l = 0 (MA=2N2) [16] nco
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Naytetddn, etta
(3.12) +(0) / Voo - Vo dr = o (MO™2NY2) |6l .
Q

mik4 riittdd kohdan (3.11) osoittamiseen. Jaetaan Vuy osiin, kuten kohdassa (3.4),
jolloin

7(0) /Q Vo - Vo dr = ~(0) /Q Fy - V¢dz+~(0) /Q F, -V¢dz.

Jélleen ensimméinen termi on o (M="/2N1/2) ||¢|| i1 (), silld Cauchy-Schwarzin epé-
yhtélon ja kohdan (3.5) nojalla

7(0)/QF1 Vo dr <y(0)||Fi|| 2|8l @) = o (ME2NY2) 116|110
Tutkitaan jalkimmaéista integraalia
7(0) /QnMN(ia — Vp)hy - Vo dx
=3(0) [ mul¥ i = (Vp(0) = (Vp = Vp(0)))) by - Voo

= v(0) (/ nuN(ia — ep)hy - Vo dr + / nuN (Vp—Vp(0)) hy - qudx) :
Q Q
Y1l4 olevan rivin jalkimméinen integraali on yli pallon B(0,1/M), joten kun M — oo
1/2
[ e (7= Fp0) - T < ([ 1mu¥ (0= Vo(0) kvl o) [l
Q Q

—0 (M(l—n)/2N1/2) ||¢HH1(Q)7

missé kdytetiin funktion Vp jatkuvuutta nollassa (vastaavasti kuten kohdassa (3.7)),
Cauchy-Schwarzin epiyhtaloa sekéd lemmaa 3.3. Nyt saatiin, etté

7(0) / Vo - Vo dr = ~(0) / N (i — ex)hy - Vo da + o (MITENY2) 19| g1 (-
Q Q

Tutkitaan oikean puolen ensimmaistd termié:

~(0) /QnMN(ia —en)hy - Vodx

5 (0) /Q (N (i — et hwdid(@) + - -+ Nl — en)hndad()) da.



3.1. JOHTAVUUDEN KONSTRUOINTI REUNAMITTAUKSIEN AVULLA 36

Osittaisintegroimalla jokainen termi erikseen saadaan

~(0) /Q (N (i — ex ) d(@) + - - + N (i — en)uhnOno () da
= —7(0) / N ((ia — en)1001(Marhn) + -+ - + (i — en)n@On(narhy)) do

Z N (i — e )Mmhyov; dS

-~

=0, koska ¢p€C§°(Q)

/N¢Z n)ihnOinm + (ia — en)jnudihy) dx

= —(0) /Q MN (iae — e,) - (V) (M - )hno dx

(0) /Q N%(ia — e,) - (ia — Vp)nahn o da.

Lisaamélla ja vahentaméalla termi Vp(0), edellisen jalkimméinen integraali saadaan
muotoon

0) /Q N=(ia — e,) - (i = Vp)nyhno dx
— (0) / N2(iar — e) - (i — (Vp(0) + (Vp — Vp(0))))arhinds it
— /Q N2(ia — ) - (icr — e )mahé da

0) /Q N(iar— ) - (Vo — V(0 mashs da

0) / N2(ia — ) - (Vp — Vp(0)mahw s da,
Q
koska
(i —e,) - (i —e,) = —|a* + 2ia-e, + |e,|* = =1+ 0+1=0,

missd kaytettiin hyodyksi vektorin a valintaa tangenttivektoriksi, eli a-e,, = 0. Tédhén
mennessé ollaan saatu

0) /Q Vg - Vodr = —v(0) /Q MN (ice — ey,) - (V) (M - )hyo dz

(3.13) +9(0) [ Mo~ c0) - (Vo= Vol0) el do
Q
+o (M(l—n)/2N1/2) H¢||H1(Q)
Huomataan, ettid koska

8nhN = NhN(an(ZOé . [E) - (“)np) = —NhN,
=0 =1
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Kéytetddn tiatda kohdan (3.13) ensimméiseen integraaliin ja osittaisintegroidaan, jol-

loin

0)/QMN(ioz —en) - (Vn)(M - )hyodx
(0) /Q M(ia —ey,) - (Vn)(M -)0,hno dx
= —4(0) [ Mlia = ) hOu((T)(M )9) do
Q

+7(0) ., M(ia — e,) - hy (Vn)(M - )¢v, dS

J/

TV
=0

= —(0) /Q M? (i — eg) - hn (V) (M -) dx
0) / M(ia - e,) - hn (V) (M - )0y da
Q
= —~(0) /Q M?(ia — en) - hy (V) (M - ) d

_7(0)/F1 (i — e,,)Op dx.

Cauchy-Schwarzin ja kohdan (3.5) nojalla

1/2
—10) [ Ry (i = en)0ut i < O IRl ltia — e0) ( [ 1.0 dx)

Liséksi

(3.15)

(3.16)

< [VO)[ [[F1] 2| (i — en)| [|9]| 1)
=0 (M(l—n)/2N1/2) ||¢||H1(Q)

0) /Q M2(ia — ) - hyd(V ) (M -) da
1/2
< y(0) M ( [t e hN<vann><M->|2dx) 161l

1/2
— ()M ( / |<m—en>-<vann><M->|2e2Nﬂdx) 11l e

M(l n)/2

M? .
16l @) = HO) |5 MO 2N 6

< y(0)]m*C

missd kohdassa (3.15) kéytettiin Cauchy-Schwarzia ja kohdassa (3.16) lemmaa 3.3.

Talloin

0) [ 30— ) - (V0 (M o = O <Z‘f\, pli-n ”Nl/z) 161
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ja valitsemalla
N(M) = M?

saadaan
—7(0) /Q M (i — e) - hyg(VOm)(M - ) dx = o (MU"2NYZ) ||¢]| 1y
Nyt ollaan todistettu, etta
00) [ Voo Vodz =2(0) | Niia =) (Vp = Vpl0)uaho da

+o (M(l—n)/2N1/2) ||¢||H1(Q)-

Kéytetddn jalleen funktion hy ominaisuutta (3.14) ylla olevaan oikean puolen inte-
graaliin, jolloin

+(0) / N2(icr — en) - (Vi — V(0 s de

= —v(0) /Q N(io —e,) - (Vp = Vp(0))nrOnhno d.

Koska Vp(z) = (=Vh(z'),1), niin Vp ei riipu koordinaatista x,, eli se on vakio koor-
dinaatin z,, suhteen. Tll6in voidaan osittaisintegroida edellisté

() / Nlia — e) - (Vo — Vp(0))maBuhe da
= 5(0) [ Nlia— o) - (V9= Vpl0)hwdu(n1s6) do

—7(0) . N(ioe — ey) - (Vp — Vp(0))narhydvy dS

-~
=0

—(0) / Nia— eq) - (Vo — Vp(0) Mhx¢un(M ) du

+4(0) /Q Nlia — en) - (Vo — Vp(0))hasdnd de

Kaésitelladn saadut integraalit erikseen. Aloitetaan jalkimmaéisestéd integraalista

+(0) /Q Nlia — e) - (Vp — Vp(0))hynasdud da

1/2
< A(O)N ( [ 1660 =) (99— Voi0)aue dx) 18llzn @

< A(O)CNMEMENT || q)  sup [V — Vp(0)]
z€B(0,1/M)

=0 (M(l—n)/2N1/2) 91|z (),
missd kaytettiin Cauchy-Schwarzia, lemmaa 3.3 seké funktion Vp jatkuvuutta. En-

simméiselle integraalille kiytetddn aluksi ominaisuutta (3.14), jonka jéilkeen osittai-
sintegroidaan. Tam& on jilleen mahdollista, koska Vp ei riipu koordinaatista z,.
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Talloin siis
~(0) /Q N(ia— en) - (Vp — Vp(0)) Mhx¢dun(M - ) da
= =1(0) [ (10 = ) - (Vo = Tpl0)MOuodun(M ) do
=3(0) | M(ia = e0) - (Vo = Vp(0)) o0l M -) da

+4(0) /Q M(ia — en) - (Vp — Vp(0))hnBun(M - )0, d.

Kéytetdén ndihin kahteen Cauchy-Schwarzia, lemmaa 3.3 seké valintaa N (M) = M3,
jolloin

+(0) / Nlia — en) - (Vp — Vp(0)) Mhn¢d,n(M - ) da
1/2
< 4 (0)1? ( [ 1660 =) (70— Vpto)ezn(ar e daz) 161l

1/2
A (O)M ( [t =) (o = Voopaunar- e das) 1]l

S 7(0) H¢| |H1(Q) (OIMZM(lfn)/QNfl/Z + C2MM(177’L)/2N71/2)

M? M
=7(0) [|®l] a1 () (QWM(I‘”WNI/? + CQWM(I_”)/QNW)

=0 (M(lfn)/2N1/2) H¢HH1(Q)-

Tama osoittaa kohdan (3.12) ja siten ollaan saatu néaytettya (3.11), joka oli yhté-
pitavaa sille, etta

/ V1|2 do = o(M'™"N).
Q

@ Nyt voidaan todistaa lause loppuun. Maaritellaan

Mn—lN—l
CMN =\|——=—~—, Uwm =Ccunv, fu=cunfo
C(n)

missé
C(n) = / n (2, 0)" da,
Rnfl

v = v1 + vy on kuten kohdassa (3.8) ja fo = vglaq. Nyt uy € H () kaikilla M ja uyy
on ratkaisu johtavuusyhtélolle

div(yVu) =0 kun x € Q.

Lisiiksi koska vy € C3(R™) ja spt(vg) C B(0,1/M), niin fy; € CH(9) ja spt(far) C
B(0,1/M) N 0N. Viela tulee nayttés, etta

| fall 1200y = O(1), kun M — oo.
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Tama pétee, koska

[ farll o0y = EiHHlf(Q) ||ear,vvoloa +ullm ) < [learnvolan+0| a1 < curnl|vollm (o)
ucty

ja kohdan (3.2) nojalla

Mnlefl C
e |Voollp2) € Cy | ——~—MUWRNY2 = —
" Cl) ct)
missé jéljelle jéivé vakio riippuu vain funktioista 7 ja p. Liséiksi lemman 3.3 nojalla
C
e ||vol [ L2y < W,

missé jélleen vakio riippuu vain funktioista 1 ja p. Voidaan siis valita vakio siten,
etté || far|| r2(a0) on rajoitettu tasaisesti yli luvun M ja pisteen xg € 0. Vield pitia
nayttaa, etta

lim [ 4|Vuy|®dz = ~(0) :
Q

M—o0

/’YIVUM\deS = / YVup - Vuy dx
Q Q

= c?M,N/ YV (v1 +vg) - V(v + 1) do
Q

Mn—lN—l - o
= / v (IVo1]? + Vur - Vg + Vg - Vo + |[Vg|?) da.
C(n) Q
Aloitetaan kolmesta ensimmaéisesta termista, eli
Mn—lN—l - o
W / Y (‘V"U1|2 + Vvl : VUO + V"U() : V’Ul) dx
Q
Mnlefl )
= W Sug’y(x) ((VUl, VUO)L2(Q) + (Vwo, VUl)LQ(Q) + ||VU1HL2(Q))
re
Mn—lN—l
< oy 2@ (219l Vel + 1Vl
Mn—lN—l
= ngg%l’) IVorl|z2(9) (211Vvollr20) + [[Vuil 2 @)
Mn—lN—l
G M
n
missd kiytettiin ominaisuutta (3.10). Saadaan, ettd kun M — oo niin
Mnlefl - _
- / ¥ (|VU1|2 + Vv - Vg + Vg - Vvl) dr — 0.
C(n) 0
Viimeinen termi antaa halutun lopputuloksen, silld kohdan (3.3) nojalla
Mr—iN-t 1
fim 2 [ IVul de = 5 Cy(0) = 1(0)
s Og) Jo ' C(n)
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Lauseen 3.1 todistus. Olkoon u,; kuten lauseessa 3.2. Talloin funktio uws; on rat-
kaisu reuna-arvo-ongelmalle

div(yVv) =0, kun z € Q
v = fu, kun x € 02,

jokaisella M, missd funktiot fj; ovat kuten lauseessa 3.2. Talloin lauseen 2.2 nojalla

<A'nyan>8Q = / YNV uy - Vi dx
Q

_ / A Vuntl? dz — (o),
Q

kun M — oo. Lisiksi lauseesta 3.2 saadaan, ettd funktiot fy, eivét riipu funktiosta
v seké spt(far) C B(xg, 1/ M) N K. O



LUKU 4

Schrodingerin yhtalosta

Kaydaan lapi vield toista differentiaalioperaattoria, jota kutsutaan Schrodingerin
operaattoriksi. Operaattori on

(1) Lyu=(~A+q)u,
missd g € L>(Q2). Schridingerin yhtdloksi kutsutaan yhtaloa
(4.2) (A +q)u=0.

Schrodingerin yhtélolle muotoillaan inversio-ongelma reuna-arvo-ongelmaan

(A +q)u=0, kun z € Q
u=f, kun z € 09,

liittyen ja muotoillaan ja todistetaan samankaltainen potentiaalin ¢ konstruointi kuin
edellisessa luvussa todistettiin johtavuudelle .

Schrodingerin yhtalo esiintyy esimerkiksi fysiikassa ei-suhteellisessa kvanttimeka-
niikassa sekd matematiikassa spektraali- ja sirontateoriassa. Fysiikassa Schrodingerin
yhtélo on yksi keskeisimmistd yhtaloisté ei-suhteellisessa kvanttimekaniikassa [10].

(4.3)

4.1. Dirichlet-to-Neumann -kuvaus Schrédingerin yhtélolle

Luvussa 2 esitellyt tulokset D N-kuvaukselle pateviat myos Schrodingerin yhtélon
tapauksessa, kunhan oletetaan, etté 0 ei ole Dirichlet’n ominaisarvo. Esimerkiksi, kun
q > 0, niin 0 ei ole Dirichlet’'n ominaisarvo. Erityisesti lause 2.2 voidaan muotoilla
Schrédingerin yhtélolle.

Lause 4.1. (DN-kuvaus Schridingerin yhtaldlle) Olkoon @ C R™ avoin rajoitettu
joukko ja q € L>®(Q2). Oletetaan lisiksi, ettd 0 ei ole operaattorin (4.1) Dirichlet’n
ominaisarvo joukossa ).

Talloin on olemassa rajoitettu lineaarinen kuvaus

Ay HY2(0Q) — HY2(09),
jolle kaikilla f,g € HY*(09) pitee

(Aof,9)oa = / (Vug - Ve, + quyse,) dx,
Q

missi uy € H(Q) on yksikdsitteinen ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle
(—A4+qu=0, kun x €
u=f, kun x € 0f)
ja e, € HY(Q), jolle eglon = g.
42
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Todistus. Schrodingerin operaattori (4.1) toteuttaa ehdot (1.3) ja (1.4). Liséksi ole-
tetaan, ettd 0 ei ole Dirichlet'n ominaisarvo joukossa (). T&lléin lauseen 2.1 ehdot
toteutuvat ja tulos seuraa. [

Jotta voidaan muotoilla Schrodingerin yhtélolle vastaava tulos kuin lauseessa 3.1,
tulee osoittaa D N-kuvaukselle kaksi ominaisuutta. Namé ovat D N-kuvauksen sym-
metrisyys sekd kahden D N-kuvauksen erotuksen integraali-identiteetti.

Lause 4.2. Olkoon 2 C R" avoin ja rajoitettu joukko, operaattori L kuten kohdissa
(1.3) ja (1.4). Oletetaan lisiksi, etti 0 ¢ spec (L|q). Tdalldin

(ALf,g)oa = (9, ALf)oq, kaikilla f,g € H'?(09).
Todistus. Olkoon f,g € H'/?(92). Lauseen 2.1 mukaan
<ALf7 g)dﬂ - B[Uf, ég]a
missd uy € H'(Q) on yksikésitteinen ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle

Lu=0, kun z € ()
u=f, kun z € 00

ja e, € H(Q) funktio, jolle e,4]sq = g. Valitaan e, = u,, missd u, on yksikésitteinen
ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle

Lu=0, kun x € Q)
u=g¢g, kun z € 0.

Télloin
(ALf, g)oa = Blus,ug] = Blug, ug] = Blug,us] = (Arg, foa = (9, Arf)ea,
missi kdytettiin sisdtulon B[, -] konjugaattisymmetrisyytta. O

Lause 4.3. Olkoon 0 C R™ avoin ja rajoitettu joukko ja Ly, Lo operaattoreita ku-
ten kohdissa (1.3) ja (1.4), missi vastaavia kertoimia merkitiin al®, q,, m = 1,2.
Oletetaan lisiksi, etti 0 ¢ spec (Ly|q). Tdlloin kaikille fi, f» € HY?(08)

(44) (Ao — Ap) fi, fo)om = /

Q

(Z (a{k - agk)ajulakUZ + (1 — Q2)U1U2) dzx,

jk=1

missi u,, € H(Q) on yksikdsitteinen ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle
Lyu=0, kun x €
U= fm, kun x € .

Todistus. Olkoon uy,u; € H'(Q) ratkaisuja reuna-arvo-ongelmille

Ly,u=0, kun z € Q
u= fm, kun x € 09,

m = 1, 2. Talloin

<AL1f17 f2>8§2 - /

Q

(Z ai" Our v + QIU1U2> de,

Jk=1
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missd vy € H' (), va|aq = fo. Lisiiksi lauseen 4.2 nojalla

(Z aék(‘?juzakvl + q2u2v1> dux,

jk=1

(A, f1, f2)oa = (AL, fo, f1)oa = /

Q

missi vy € H'(Q), vi]|gq = f1. Valitaan nyt v; = u; ja vo = uy, jolloin

(AL, = ALy) f1, f2)oa = (AL, f1, fa)oa — (AL, f1, fo)oe

— / <Z a{kajulﬁkm — agkﬁjmakul + qruqug — q2u2u1> dx
Q

J,k=1

- / <Z (a{k - agk)ajulﬁkuQ + (1 — Q2)U1U2) dx.
Q

jk=1
O

Erityisesti edelld olevat kaksi tulosta pétevit Schrodingerin operaattorille ja yhtélolle.
Olkoon Lou = —Awu. Tallsin yhtilo (4.4) saa muodon

((An, = Apo) fr, f2)oa = / quius de.

Q

4.2. Konstruktio reunamittausten avulla

Muotoillaan seuraavaksi vastaavanlainen tulos potentiaalin ¢ konstruoinnille kuin
johtavuusyhtélolle. Johtavuusyhtélon tapauksesta poiketen tehdédn oletus, ettéd jou-
kon Q C R”™ reuna 02 € C3. Tami oletus tehd#in, koska todistuksessa tarvitaan
saannollisyystuloksia osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisuille.

Lause 4.4. Olkoon Q avoin rajoitettu joukko, 0Q € C3 ja olkoon q € C°(Q). Olkoon
xg € 0. Tillbin on olemassa jono funktioita (fyr) C CH(OQ) siten, etti

J\}EHOQ«A‘] — No) far, far)oe = q(xo)
ja funktiot f eivdt riipu funktiosta q ja spt(far) C B(xo, 1/M) N OSL.
Kuten johtavuusyhtalonkin tapauksessa, tdmé tulos saadaan seuraavan lauseen

avulla lyhyesti.

Lause 4.5. Olkoon Q avoin rajoitettu joukko, 0Q € C? ja olkoon q € C°(QQ). Lisdksi
oletetaan, ettd 0 ¢ spec(L,|oq). Kun on annettuna piste xo € 02, niin on olemassa
jono ratkaisuja (up) C HY(Q) Schrédingerin yhtdilélle

(A +qu=0, kun z € Q,
siten, ettd

tim [ glun? d = a(zo).
M—o0 Q

Lisiksi funktiot far = unrlaq € CHOQ) ja ne ewit riipu funktiosta q ja spt(far) C
B (x9,1/M) N 0.
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Lauseen 4.5 todistus on monin tavoin samanlainen kuin lauseen 3.2 tapauksessa.
Samat ideat toistuvat ja alkutilannekin jarjestetddn samankaltaiseksi, mutta tietyissé
kohdissa joudutaan turvautumaan negatiivisten Sobolev-avaruuksien ominaisuuksiin,
joita ei téssa tutkielmassa todisteta.

Valitaan siis koordinaatisto siten, ettd xy = 0. Todistuksen teknisyyden helpot-
tamiseksi tehddéan oletus, ettd reuna on litted origon ympéristossé, jolloin lokaaliksi
reunaa méaarittaviksi funktioksi saadaan p(z) = .

Liséksi valitaan tangenttivektori a € R™ pisteeseen 0 € (2, jolle

q(0)

N2~

Taméi saadaan siité, ettd todistuksessa valittavan approksimoivan ratkaisun tulee ap-
proksimoida Schrodingerin yhtéloé origon lihelld. Talloin funktio e ((@—en) toteuttaa
Schrédingerin yhtélon, joka on jaddytetty origoon

(A n q( )) N(io—en)z _ Ae (ia—en) (O)GN iar—en)-x
N1 (V0 ey) (i~ ) + 0(0)

_ Nlia—en)w (N2(_]oé‘2 + 2ia-e, + 1)+ CJ(O))

= eNlomenl (N2(—|af® + 1) + ¢(0)) = 0.

Myos téasséa todistuksessa valitaan oskilloiva funktio reunadataksi ja kerrotaan téaté
cutoff-funktiolla, jonka avulla keskitytdan funktion ¢ arvoon origossa.

Madritellaan Sobolev-avaruudet positiiviselle s kdyttden Fourier-muunnoksia [6].
Funktion u Fourier-muunnos on

ily) = / () da

Fourier muunnoksen lisdksi méaaritellaan Schwartz avaruus

(4.5) laf* =1+

S(R") = {gb € C*(R"): sup |:E°‘86¢>(x)| < oo kaikilla multi—indekseilléiozjaﬁ} ,

z€eR™

hillittyjen distribuutioiden avaruus
S*(R"™) = {jatkuvat lineaariset kuvaukset joukossa S(R")}
sekd kuvaus J*: S(R") — S(R™),

Fute) = [ (1 W) e dy
Kuvaus J* voidaan jatkaa kuvaukseksi J*: S*(R™) — S*(R") [6].
Maaritelméa 4.6. Olkoon s > 0. Télloin
H:(R") = {u € S*(R"): J*u € L*(R™)}.
Varustetaan tdmé avaruus sisdtulolla
(u, ) s rny = (J5u, J*0) 2w
ja normilla

1/2 s
[ull sy = (1t 0) gy = 117°0l 2on):
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Avaruus H*(R") on Hilbertin avaruus ja sen sisédtulolle patee

(o) = [ (L) )ity dy

Jos s € N, niin méaéaritelmé antaa saman avaruuden ekvivalentilla normilla kuin
mééritelmé 1.1 [6].

Madritelldan mité tarkoitetaan Sobolev-avaruudella joukossa 02 positiivisella eks-
ponentilla s. Negatiivinen eksponentti s mééaritellddn tdméan duaaliavaruutena. Sité
varten, olkoon 9Q € C* p € 90, k € Ny ja h reunan méirittivi funktio (lause 1.20),
jolloin merkitadn

dS = (14 |Vh(z)*)/* da'.
Liséiksi hyodynnetdan reunan 0€2 kompaktiutta, ykkosen ositusta seké lauseen 1.20
antamaa reunan maarittavid funktiota.

Maiéritelméi 4.7. Olkoon 2 C R” avoin rajoitettu joukko, 092 € C* ja 0 < s < k.
Koska 02 on kompakti, on olemassa p; € 02 jar; > 0,7=1,...,k siten, etti

Olkoot h;: R™ ! — R lauseen 1.20 antamat reunan méérittavit funktiot seki
k
fi € G (Bpinr).0< f<1ja ) fila) = 1.
i=1

Lisiksi funktiolle u € L?*(9Q) = L?(99Q, dS) mééritelldéin
up, (7)) = u(2’, hi(2)), 2" € R"1.
Talloin
H*(09Q) = {u € L*(09): (fiu)n, € H* (R ) kaikillai}.

Varustetaan taméa avaruus sisatulolla
k
() mso) = 3 ((fit!)ngs (Fiv)n) s (o)
i=1
ja normilla
1/2
Hs(0Q) — (’LL, U)HS((‘)Q)'

Olkoon H*(002) = (H*(0N))* ja varustetaan tdmé avaruus normilla

[l

1 |H—S(6Q) = sup u(e).
[l &5 (a0)=1

Todistetaan seuraavaksi muutama aputulos. Kyseisissd lemmoissa sovitaan, etté
vo: R* = €, wolx) = nu(z)hn (),

missi hy(z) = eN0emen) ja ny(z) = n(Mz), n € CPR™), 0 < n <1, nx) =1,
kun z € B(0,1/2) ja n(x) = 0 kaikille z € R™\ B(0, 1). Oletetaan liséksi, ettd joukon
Q) € R" reuna on litted origon ldhelld ja v; € H{(2) on yksikésitteinen ratkaisu
reuna-arvo-ongelmalle

(—A+q)vy =—(—A+q)vy, kun z € Q
v =0, kun z € 0.
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Lemma 4.8. Olkoon €, vy ja vy kuten ylld. Tdlloin

NA-n)/2 2)

oy = 0 (M

Todistus. Riittdé nayttas, ettéd || — (—A 4 q)vol|lg-10) = O <M§\1,I/n;/2 M2> , silla

||Ul||H1(Q) < C|| — (—A + Q)UOHH*l(Q)'

Edelleen on yhtapitavaa osoittaa

(4.6)

/Q(Vvo Vo + quoo) dx

M(=n)/2
—0 (WW) [16]]1110-

Paloitellaan edellinen integraali kahteen osaan

(4.7) /Q (Voo - Vb + quod) do = /Q (Voo - V6 + g(0)vo6) de + /Q (4 — q(0))ons d.

Tutkitaan ensimméisté integraalia

/Q(V’Uo V¢ + q(0)voo) dz

- /Q I M(Vi)(M ) - Vo dz + /Q (s - V6 + q(O)hxasd) da

Cauchy-Schwarzin ja lemman 3.3 nojalla ensimméinen integraali saadaan muotoon

N(-n)/2

1/2
M ([ (TP o) el < CoNM el o

Tarkastelemalla puolestaan jalkimmaéisté integraalia
/(UMVhN V¢ + q(0)hnnue) dv
Q
Q

= /Q(N((z'a — e )1NuhnOd+ -+ - + (i — €) i hnOn @) + q(0)hynar @) dx.

Osittaisintegroidaan viimeista rivid

/Q(N((Za - en)lthNal¢ + o+ (ZO[ - en)nthNan¢) + Q(O)hNnM¢) dr
= — /Q(N¢ Z((za - en)thajnM + (ZO( - Gn)j’)?Math) + q(O)hNanb) dx
j=1

== /Q(NM(M —en)¢ - (Vn)(M - )hy + N*(ior — e5) - (i — en)dmarhy + q(0)hynare) da

= — /Q(NM(ioz —en)0 - (V) (M )hy + dnarhn (N2 (ioc — e,) - (iae — ey,) + q(0))) dz.
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Kayttamilla tangenttivektorin « valintaa (4.5), padddytddan yhtaloon

-~

— /Q(NM(ioz —en)d - (V) (M - )hy + dnarhn (N (ia — e,) - (ia — e,) + q(0))) dx
_ _/QNM(m —e)é- (V) (M - Yhy da.

Funktiolla hy on ominaisuus Ay = _Wlanh]v. Sovelletaan téta edelliseen, osittaisin-
tegroidaan ja kéytetddn Cauchy-Schwarzia sekéd lemmaa (3.3)

— /Q NM(iaw — e,)d - (V) (M - )hy dx
_ /Q Mia— e2)6 - (V) (M - )duhy dz

_ /Q M2(ia — )6 - (VOun) (M -) da — /Q Mic — ex)hy - (Vi) (M - )0y da

N B—n)/2 N B-n)/2
< MCwHQbHHl(Q) + Cw“ﬁbHme-

Saatiin siis
(3-n)/2 G-/
[ o D+ g@hinis) de < ME—liéllaniey + Oz 1o

Kayttamélla lemmaa 3.3 kohdan (4.7) jalkimmaéiseen integraaliin

1/2
= apmodr < m>M—ﬂW(/MﬁM)|WW@
Q ) Q

xGB(O,ﬁ
M(l—n)/Q
< sup g —¢(0)|[C(n)—7z7—I¢lla @)
1 NV
z€B(0,57)
Lopulta
/(Vvo -V + quoo) dx
Q
M(=n)/2 M B-n)/2 AB-n)/2 M(=n)/2

< (CM N1/2 +MC N1/2 +C N1/2 +C N1/2 ) [|¢l]a )

M(l—n)/2 )
W (M +2M + 1) quHHl(Q)

( M-/

N1/2

JW)wm@.

Nyt néytettiin (4.6), joka oli riittdva lemman todistukseen.

Lemma 4.9. Olkoon Q) ja vy kuten edelld. Tdlloin

M(lfn)/Z M?2
|mmum:00————ﬂ
N3/2 N
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Todistus. Kéytetddn normin || - ||5-1(q) mééritelméd sen laskemiseen

||Uo||H—1(Q)= sup /voqbdx.
Q

||¢HH6(Q):1

Olkoon ¢ € Hy(RQ) siten, etti ||¢|]p1) = 1. Nyt

-1
/ v da = / Y r— / Db da,
Q Q N Q
koska
(4.8) hy = 20,k
. N — W n/UN -

Osittaisintegroidaan viimeisté integraalia

—1 1
—/nManhN¢dx: —/hNﬁn(mwﬁ dx—— vopv; dS
N Jq N Jq a0

=0

1 1
(49) = N/Qthb&nndeJrﬁ/thmﬁngbdx

Tutkitaan ensimméisté integraalia. Kéytetdén ominaisuutta (4.8) ja osittaisintegroi-
daan

1 M
5 | mvoomide =5 [ nxoon(a ) do

(M - ) da
M
=z hzv@ (¢0n(M -)) dz
M M?
= 37 hN8n¢8nn( de+ 5 / hn¢din(M -)) dz.

Sijoitetaan tdmé kohtaan (4.9) ja kdytetdén Cauchy-Schwartzia

M M? ) 1

Y V2 g 1/2
< lolliior | 1 ( / |hNann<M->|2dw) 30 ([ imveznor - ar)
Q Q
1 1/2
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Lemman (3.3) nojalla

M 1/2
1/2
"’% (/Q‘hNﬁM‘de) )

M MA-m/2 \p2 MO-n/2 1 Ma-n)/2
< lidlr o (mCWW* OO~z + { OO R

M(l—n)/2 M M2
=Nz (N t—~t 1) C)l|ol|i (e

M(l n)/2 M?2
—0 (M ) ol

jolloin ottamalla supremum, saadaan ||vo||z-1(q) = O (%MTQ) . O
Lemma 4.10. Olkoon ) ja vy kuten edelld. Tédlloin
I|vol| L2 (a0) = O(M(I*"W)_

Todistus. Koska funktio vy on keskittynyt origon ympéristoon ja oletetaan joukon
() reunan olevan litted origon ympéristossi, saadaan

0] 20 = / luol? dS = / wola’, 0)[2 da’
o0 Rn—1
_/ ’nM(x/’())eiNa-x‘de/
Rnfl

- / s (&, OV
Rn—l

Tehddian muuttujanvaihto, jossa skaalataan muuttuja x’, jolloin
[ 0P = [ ar g o do’ = o)
Rn—1 Rn—1

Téten HU(]HLQ(aQ) = M(l_n)/QC(T]) ]
Lemma 4.11. Olkoon ) ja vy kuten edelld. Tdlloin

M(n—l)/2 M4
ool rr-2(00) = O(Tﬁ)

Todistus. Kéytetddn normin || - || g-2(9q) médritelméi sen laskemiseen. Liséksi koska
funktio vy on keskittynyt origon ympéristoon ja oletetaan joukon {2 reunan olevan
litted origon ympéristossi, saadaan

[vol[r-200) =  sup /Uogde: sup / lvoqbdx’.
Q Rn

H¢||H2(agz):1 H¢HH2(agz):1
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Aloitetaan laskemaan viimeistd integraalia. Sitd varten valitaan j € {1,...,n — 1},
jolle a; # 0. Télloin

/ qubd:p/ :/ nM(x/,O)eiNa'ng da’
Rn—1 Rn—1
1 )
— ' 0 O iNa-x dr’
/Rnl nM(x, )ZNOZJ ]e (b v

:/Rn_l77 (/ )N2 2 E ZNaIdel’

missi kiytettiin funktion eV ominaisuutta
, 1
4.10 ezNax _ a zNam
( ) 1N aj

Osittaisintegroidaan kahdesti saatua integraalia

1 1IN
[ e )i

-1
= -5 2(/ a(nM(x 0)¢)a zNaxdx +/ N (:B 0) zNax¢VJdS>
N2aj \ Jrn 9B(0,%;)

J

J/

-

=0

1 | ,
= Nia ( il 00— [ oyl 0)0)e dS>
aj \ Jrn-t 0B(0,-4) ]
-0
—1 )
82 /0 zNa-xd /‘
= gz [ B 00y i

Suoritetaan osittaisderivointi

—1 2 iNa-z
N2—&? /}Rn1 95 (a2, 0)p)e da’
—1

NQCY? Rn—1

1 .
= o7 / (gb(??nM(x', 0) 4+ 20;np (', 0)0;¢ + s (2, O)@?qb)eZN""x dx’.
j Rn—1

Kasitelldan saadut termit yksi kerrallaan. Aloitetaan ensimmaéisestd kiayttaméalla omi-
naisuutta (4.10) kaksi kertaa, jolloin

—1 , M?2 '
N2o2 /R ¢ (', 0)eN " da’ = Nigh /R GOn(M -, 0)87™ " da.
j n—1 ] n—1
Osittaisintegroimalla edellisté kahdesti
M2 2 2 iNa-x M2 2 2 iNa-x
Ntal /RH POy -, D)0 o = R /Rn_l 0} (@05n(M -,0))e ™" da

M2
N4

0;(60;ma (', 0) + ma (2, 0)0,0)eV** da’

(4.11)

/Rn (M2¢0jn(M -, 0) + 2M (M -, 0)0;¢ + jn(M - ,0)07¢)e™* " da'.
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Kaytetadn Cauchy-Schwartzia edelliseen ja arvioidaan jiljelle jadvia integraaleja ku-
ten lemman 4.10 todistuksessa
M2

N404§ /Rnl (M2gb8;177(M 1 0) + 2M6J377(M +,0)0;¢0 + 5’?77(M- 70)6]2@61']\/(1.3; dz’

MZ

1/2 1/2
< 118l 200 M? / \8;17}(M-,0)\2dx’ +2M / ]8}317(]\/[-,0)|2 dx’
N Oéj Rnfl Rnfl

1/2
+( [ e opar) )
Rn—1

M2 B
< wiillollmea MO0 W) (M +2M +1).
J

Tutkitaan seuraavaksi kohdan (4.11) toista termid. Kéytetddn aluksi ominaisuutta
(4.10) ja osittaisintegroidaan

—1 . M .
—— 20, (2", 0)0; “Va'wd’z—/ 20,m(M -, 0)0;00;e™N* dz’
NQOéJQ- /Rnl inv (2, 0)0;¢e x N3ioz§-’ - in(M -,0)0;¢00;e x
—_2M 2 2 iNa-x /
= Noiad [, (MO 0056 + Oyn(M -, 0)5} )™ da'
J

Kuten edelld, Cauchy-Schwartzin ja lemman 4.10 nojalla

—2M iNo-x

N3ia3 B (Ma?n(M 7O>aj¢+ajn(M 7O>a]2¢)€N da’
j Rn—1

2M

_ 1/2 1/2
< Noiad 5110ll2(00) (M (/ |8J277(M-,0)|2dx’) + </ 10;7(M -, 0))? dx’) )
ZO{]- Rr—1 Rn—1

—2M
< 2090y M V20 () (M + 1).
< Ngz.a;,“(ﬁHH 59) (n) (M +1)

Kohdan (4.11) viimeinen termi saadaan Cauchy-Schwartzin ja lemman 4.10 avulla
muotoon

—1 iNa-x —1
NQQ? /Rn1 nM(xl,O)ajnge N dz’ < N2—04§||¢||H2(8Q) (/

Rn

1/2
|meww)
-1

-1 N
= Nz—agllcbllm(ag)C(n)M( 1)/2

Yhdistamaélla edelld tehdyt paittelyt, saadaan
1 :
62 / 0 zNa~:I;d /
NZOé? _— j (77M(33 ) )d))e Z

1 - M(M+1) M*M?+2M +1
< Oallollmom 7 (14 SR o 2 ')

N N2
M=1/2 prd

=0 (Tﬁ) 0] 2 002)

Ottamalla supremum, saadaan ||vg||g-2s0) = O <M(”_1)/2 ﬁ)

N2 N?Z
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Edelld olevien lemmojen avulla voidaan todistaa lause 4.5 ja sen seurauksena
tamén luvun péadtulos, eli potentiaalin g konstruointi reunamittausten avulla (lause

4.4).
Lauseen 4.5 todistus. Maaritellaan funktiot
hy(a) = N0TTP @) gy (@) = (M),
missd 7 € CPR™), 0 < n < 1, n(z) =1kun z € B(0,1/2) ja n(xz) = 0 kaikille
r e R™\ B(0,1).
Olkoon
vo: R" = C, wv(x) =nu(z)hy(z).
Talloin vy € C§(R™) ja spt(vg) C B(0,1/M), koska spt(nys) C B(0,1/M). Funktio vg
on approksimoiva ratkaisu Schrodingerin yhtélolle (—A + ¢(0)) u = 0, joka approksi-
moi yhtalod (—A + ¢)u = 0 origon ympéristossa.
Té&mén approksimoivan ratkaisun lisdksi hyodynnetédan yksikésitteistéd ratkaisua
reuna-arvo-ongelmalle
(A +qu=0, kun z € Q
u = fo, kun z € 010,

missi fo = vo|aq. Talloin fo € HY?(09Q), koska vy € H'(Q2). Lauseesta 1.17 seuraa
yksikésitteisen ratkaisun olemassaolo, silla oletetaan, etté 0 ei ole Dirichlet’n ominais-
arvo Schrodingerin operaattorille joukossa 2.

Olkoon ti#mi ratkaisu v € H'(Q) ja merkitdin v = vy + vy, jolloin v; = v — .
Koska v on ratkaisu edelliselle reuna-arvo-ongelmalle, niin

0= /Q (V(vg +v1) - Vu+ q(vg + v1)u) dz

= / (Vg - Vu + quon) dx + / (Vuy - Vu + quiu) dx
Q Q

= / (Vv - VT + quia) dox = —/ (Vg - Vu + quou) dz
Q 0
ja
vilaa = vlaa — volaa = volan — volaa = 0.
Funktio v; € H}(Q) on siis yksikésitteinen ratkaisu reuna-arvo-ongelmalle

{ (—A+q)vy =—(—A+q)vy, kun z € Q

v =0, kun z € 0f).
Olkoon
NMn—1
Upr = CM,NU, missé CM,N = —
C(n)
Tallsin jonon (uy) C HY(Q) alkiot ovat ratkaisuja Schrédingerin yhtélélle ja
(4.12) lim / qlun|? dz = q(xo).
M—o0 Q

Lisiiksi kun valitaan fy; = wuasloq, niin fiy € C1(0Q) jokaisella M ja spt(fy) C
B (x0, 1/M) N 0.
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Néytetadn, ettd ehto (4.12) todella patee. Nyt
/ qluy|? dx = C’]QW’N / qlvo + v1)? dx
Q Q
= C'12\4,N / q (Jvol? + vot1 + 0179 + |v1]?) da

Q

(4.13) = CJQW’N / qlvo|* dw + 012\4,1\// q (Uov_l + v + \vl|2) dz.
Q Q

Tutkitaan néistd ensimmaisté integraalia

(414) Oy / aloof dz = C2y / 2(O)oof> dz + C2, / (¢ — q(0))[uo]? da.

Néistd jalkimmé&inen on muotoa o(1), silla

Chiv [ (1= a0l dz < Cix_sup fa(@) = al0)] [ funfda
Q

€B(0,1/M)
12\/[,N sup ) —q(0 ’/UMG NP gy
z€B(0, l/M
< CUNC)M'"N™' sup  |g(z) — ¢(0)]
z€B(0,1/M)
= sup g(z) —q(0)] = o(1),
z€B(0,1/M)

kun M — oo, koska funktio ¢ on jatkuva.
Tarkastellaan kohdan (4.14) ensimmaéisté integraalia. Lemman 3.3 nojalla

0
lim %, / dO)feof? do = tim LDyt / e 2N gy
M— o0 ’ Q M—o00 C’( ) o

q(0)
= ——=C(n) = q(0).
Lo = 4(0
Vield tulee ndyttad, ettd kohdan (4.13) jalkimméinen integraali on muotoa o(1). Muo-
kataan integraalia hieman;
CJZW,N/ q (UOU_1+ V100 + |v1|2) dx
Q
< CMN sup q(z) <(UOaU1)L2(Q) + (Uhv())L?(Q) + ||’U1||%2(Q)>

2€Q
< G swp a() (2leollz ol 20 + lloal o)
= Cluw ilelg a(z) (2lvol (@) + vl r2)) o1l 22
Riittéé siis osoittaa C; yl|v1lr2) = o(1).
Arvioidaan funktion v normia ||vy || 12(q) useammassa palassa. Erityisesti halutaan

funktion v; normin olevan pienempéé kuin funktion vy normi.
Interpolaatiolauseen [3, Lemma C.3.2] nojalla

1/2 1/2 1/2 1/2
o1l 220y < ol eyt 2 ) = ol lor + vo — vol 121
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Ensimmaista normia on arvioitu lemmassa 4.8. Jalkimma&inen normi saadaan muotoon

o1+ vo — vol |10y < |V||a-10) + |[volla—1(0),

asettamalla v = vy+wv;. Talloin funktio v on ratkaisu yhtélolle (—A+¢)v = 0. Normia
||vo||zr-1(0) on arvioitu lemmassa 4.9. Lisdksi

(4.15) olla-1(@) < Cllvlla-s/2000) = Cllvollu-2/2(90)-
Todistetaan tdmé. Aloitetaan normin || - ||5-1(q) médritelmésta
[V|[r-1) = sup /Uw dzx.
Q

||wHH(1)(Q):1
Olkoon w € Hy (), ||w||m ) = 1 ja ratkaistaan yhtilo

(—A+q)¢p=w, kun z € Q
¢ =0, kun x € 0f.

T&llsin ¢ € H3(Q) ([2, Theorem 5. s. 340]) ja
ol sy < Cllwl[ar @) = C.
Nyt

/vad:c:/gv(—A—irq)gédx:/Q—quﬁd:c—l—/qubdx

ja osittaisintegroimalla tatéd, saadaan

/vadx:LV%V(bdﬂC—/é)Qvaygde%—/ﬂqvqﬁdx
:\/Q(VU-VQH—qvgb) dai—/ v0,¢ dS,

o0

-

=0

jolloin Trace-lauseen [3, Theorem C.2.2] nojalla

/Q vwdz < [[oll1-s/200 1008l 20
<[l g-sr200)| IV Bloall 3200
< olli-sr20m ClIV L2y

< ||U||H—3/2(aQ)C||¢||H3(Q)
< Cl|v]| gr-s/2(06-

Koska v = vy joukon € reunalla, niin
||U||H—3/2(69) = ||U0||H—3/2(8Q)7

joten ollaan néytetty arvio (4.15).
Ollaan saatu

||U1||%2(Q) < ||U1||H1(Q) (||U0||H*1(Q) + C||Uo||H—3/2(aQ))
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eli pitdd arvioida vield normia |[vg|| -s/2(9q)- Normin | - |[-3/2(gq) logaritmisen kon-
veksiuden [3, C.1.44] nojalla

[[voll-22(00) < Cllvoll a0 w0l 2 a0,

ja niille on laskettu arviot lemmoissa 4.10 ja 4.11.
Yhdistamélld edelld olevat padttelyt ollaan saatu arvio normille ||vy||? 12(n) » Jolloin

1/4
o1l 22y < [foallen oy (Ivol -1 + € (ool 5toy o0l 3200y ) )

MA-n)/2 ) M (A=n)/2M? M3
— o - (1-n)/8 3 r(8(1-n)/8 7~
_o< Nz M R +(M M NS)

0 (Ml—n(M4N1/2 —|—M5)>

NT/2
Nyt
NMnr—1 M(lfn)/Q M4N1/2 WE 1/2
Chuallonllie =~ —0 ()
C(n) N
M(n+1)/2(M4N1/2+M5)1/2
valitsemalla N = M?, 3 > 1, siten, etti M(n+l>/2(ﬂﬁ3]y:/2+M5)l/2 = o(1). Viite saatiin

nain todistettua.

Lauseen 4.4 todistus. Olkoon wu,; kuten lauseessa 4.5, jolloin funktiolle fy, :=
ur|oa pitee fy € CHON), spt(fu) C B(wo, 1/M) N ja se ei riipu funktiosta q.
Koska wuy, on yksikésitteinen ratkaisu Dirichlet’n reuna-arvo-ongelmalle
(-A+q)v=0, kun z € Q
v = fu, kun z € 0f),

niin lauseen 4.3 nojalla

lim ((Ay — Ao) unr, Upr)oo = lim / qlun|? dz = q(xo).
M—oo Jq

M —oc0
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