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Téssa tutkielmassa késitelldan derivaattaa ja derivoituvuutta yhden reaalimuuttu-
jan reaaliarvoisten funktioiden, usean reaalimuuttujan funktioiden ja yhden komplek-
simuuttujan kompleksiarvoisten funktioiden tapauksissa. Lisdksi kdydédan lapi deri-
voituvien, differentioituvien ja analyyttisten funktioiden perusominaisuuksia (muun
muassa derivointisdantoja kussakin tapauksessa) méaritelmien, lauseiden, todistusten
ja esimerkkien avulla. Taémé& mahdollistaa kyseisten funktioluokkien yhtélaisyyksien
ja erojen tarkastelun. Tutkielmassa huomataan esimerkiksi, ettd kompleksisesta deri-
voituvuudesta seuraa automaattisesti derivoituvuus ddrettomén monta kertaa, mutta
reaalisen derivoituvuuden tapauksessa tdmé ei tietenkdédn pade. Kolmannessa luvus-
sa kédydéadn lyhyesti lipi Cauchyn ja Riemannin yhtdlét ja niiden yhteys analyyttisiin
funktioihin. Lopuksi tarkastellaan Rollen lausetta ja véliarvolausetta eri tilanteissa.
Tutkielmassa esitellddn liséksi esimerkkejé ja sovelluksia aiheeseen liittyen. Lukujen
1, 3 ja 4 alussa kasitellddn lyhyesti aiheeseen liittyvaa historiaa.

Tutkielman jélkeen lukija on esimerkiksi tietoinen siité, ettd Rollen lause ja véliar-
volause eivét suoraan sovellu usean reaalimuuttujan funktioille, eivatka analyyttisille
funktioille. Kuitenkin molemmista lauseista voidaan johtaa ja todistaa néille funk-
tioille soveltuvat versiot.

Tutkielman tarkoituksena on antaa lukijalle hyvé ja tiivistetty kokonaiskuva deri-
vaatasta ja derivoituvuudesta eri tilanteissa, tuoda esille eri tilanteiden vilisid eroja
niin teorian kuin esimerkkienkin osalta seké tarkastella, miten Rollen lause ja véliar-
volause muuttuvat tilanteesta riippuen.
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Johdanto

Téassé tutkielmassa késitelladn derivaattaa ja derivoituvuutta erilaisissa tilanteis-
sa. Tutkielmassa tarkastellaan derivoituvien, differentioituvien ja analyyttisten funk-
tioiden yhtéldisyyksid ja eroja. Lisdksi tutkielmassa térkeéissé roolissa ovat Rollen
lause ja viliarvolause. Viliarvolauseen paikkaansa pitdvyytté eri tilanteissa on tér-
kedd tarkastella, koska se on yksi matematiikan merkityksellisimmista lauseista. Esi-
merkiksi funktioiden kulun tutkimista koskevien lauseiden todistamisen yhteydessé
véliarvolause on téarkeé.

Tamén tutkielman ensimméisessé luvussa késitellddn lyhyesti derivaatan historiaa
ja méaaritelladn derivaatta ja derivoituvuus kolmessa eri tapauksessa. Ensin kdydaan
lépi derivaatta ja derivoituvuus yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden ta-
pauksessa aloittaen derivaatan geometrisesta tulkinnasta. Tamén jélkeen méaéritelladn
funktion derivoituvuus ja derivaatta pisteessi g ja késitelladn aiheeseen liittyvia esi-
merkkejd. Usean reaalimuuttujan funktioiden tapauksessa mééritellain muun muas-
sa osittais- ja suuntaisderivaatat seké differentioituvuus. Luvun kolmannessa osiossa
tarkastellaan vield yhden kompleksimuuttujan kompleksiarvoisten funktioiden diffe-
rentioituvuutta aloittaen muutamalla esitiedolla liittyen kompleksilukuihin.

Tutkielman toisessa luvussa tarkastellaan derivoituvien, differentioituvien ja ana-
lyyttisten funktioiden perusominaisuuksia. Luvussa kdydaéan lapi muun muassa joita-
kin derivointisdantoja todituksineen kussakin tapauksessa. Lisdksi differentioituvien
funktioiden yhteydessd madritellaén funktion gradientti.

Kolmannen luvun aiheena ovat Cauchyn ja Riemannin yhtdlot. Namé ovat ensim-
méisen kertaluvun differentiaaliyhtéloité, jotka antavat riittdvén ja valttaméattoméan
ehdon yhden kompleksimuuttujan funktion kompleksiselle derivoituvuudelle. Luvun
alussa kaydéén lyhyesti Cauchyn ja Riemannin yhtéloiden historiaa ja muutama ai-
heeseen liittyvé esitieto. Néiden lisdksi luku koostuu kahdesta lauseesta ja muutamas-
ta havainnollistavasta esimerkisté.

Viimeinen luku késittelee Rollen lausetta ja véliarvolausetta. Aluksi on lyhyt
historiaosio molemmista tuloksista. Tamén jdlkeen kdyd&dan ldpi Rollen lause, vé-
liarvolause ja Cauchyn véaliarvolause todistuksineen yhden reaalimuuttujan reaaliar-
voisten funktioiden tapauksessa. Usean reaalimuuttujan funktioiden tapauksessa vé-
liarvolauseen todistamista ennen esitelliin muutama aputulos. Vastaavasti moniu-
lotteisen Rollen lauseen esittdmiseksi tarvitaan muutama aputulos ja apumerkinté.
Yhden kompleksimuuttujan kompleksiarvoisten funktioiden tapauksessa todistetaan
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kompleksinen Rollen lause ja kompleksinen véliarvolause.

Jokaisen kappaleen alussa on mainittu tarkeimmaét kappaleessa kaytetyt lihteet.



LUKU 1

Derivaatta ja derivoituvuus

Téssé luvussa kaydéan lapi lyhyesti derivaatan ja derivoituvuuden historiaa, maé-
ritelladin derivaatta ja derivoituvuus yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioi-
den, usean reaalimuuttujan funktioiden seké yhden kompleksimuuttujan kompleksiar-
voisten funktioiden tapauksissa.

1.1. Historia

Derivaatan késitteen esittivit ensimmaéisend 1600-luvulla englantilainen matemaa-
tikko Sir Isaac Newton (1642 - 1726) ja saksalainen matemaatikko Gottfried Leib-
niz (1646 - 1716). 1700-luvun lopulla sana “derivaatta” otettiin kdyttoon italialais-
ranskalaisen matemaatikon Joseph-Louis Lagrangen (1736 - 1813) toimesta.

Aluksi tutkittiin suureen muuttumista muuttujan arvon muuttamisen avulla. Té-
hén otettiin avuksi kdyttoon infinitesimaalin késite. Derivaatta méériteltiin funktion
arvon muutosnopeudeksi muuttujan muuttuessa vain infinitesimaalisen vahén. Infini-
tesimaalit on 1900-luvulta ldhtien korvattu raja-arvon késitteelld ja muutosnopeuden
keskiarvo annetulla valilla on korvattu erotusosamaésrilla. Kun annettua vélid pie-
nennetadn rajatta, saadaan derivaatan arvo erotusosamédrin raja-arvona. [10]

1.2. Yhden reaalimuuttujan reaaliarvoiset funktiot

Téssé kappaleessa on kaytetty lahteitd [1] ja [2].

Tarkastellaan alkuun derivaattaa geometrisesta nakokulmasta. Olkoot f: |a, b —
R funktio, zy € Ja,b[ ja h # 0 siten, ettd o + h € ]a,b[. Pisteiden (zo, f(z0)) ja
(xo+h, f(zo+h)) kautta kulkevaa suoraa S, sanotaan funktion f kuvaajan sekantiksi,
jonka yht&lé on muotoa

_ (f(xo +h) — f(xo)
(xo + h) — o
= (f(a:o - h})L — f(x0)> (z — ) + f(20).
Suoran S, kulmakerroin (Kuva 1) on
f(wo +h) — f(x0)
. :

Jos h — 0 ja tutkitaan sekanttisuorien kulmakertoimien raja-arvoa (oletetaan, etta
tamé raja-arvo on #érellisené olemassa) flziH(l) kn, = k € R, niin sekanttisuora ldhestyy
*)

) (2 — 20) + f(x0)

kn =

3
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suoraa S, jonka yhtalo on y = k(x — xo) + f(x¢). Télloin kaikki suorat Sj, seké suora

S kulkevat pisteen (xo, f(zo)) kautta ja kulmakerroin k& = }lzir% kp kuvaa funktion f
—

hetkellistd kasvunopeutta pisteessi x.

MAARITELMA 1.1. Funktio f: |a,b[ — R on derivoituva pisteessi xq € la,b|, jos
on olemassa ddrellinen raja-arvo

i 4 (0 1) = f(wo)
h—0 h

Merkitaan

jolloin f'(xg) on funktion f derivaatta pisteessi x.

ESIMERKKI 1.2. (a) Lasketaan vakiofunktion f: R — R, f(z) = ¢ derivaatta.

Télloin
hmf(l“o—i‘h)_f(l"o) . c—¢
h—0 h h—0 h
Néin ollen kaikilla x € R f'(z) = 0.

(b) Lasketaan funktion f: R — R, f(x) = 2% derivaatta pisteessi zo = 2. M&éri-
telmén nojalla

h—0 h

h—0 h

Seuraavaksi tarkastellaan funktion toispuoleisia derivaattoja:

MAARITELMA 1.3. Funktion f: [a,b] — R vasemmanpuoleinen derivaatta f’ (xq)
pisteessé zg € ]a,b] on

. flzo+h) — f(2o)
/ —
f= (o) = i h ’
jos raja-arvo on direllisenéd olemassa. Funktion f oikeanpuoleinen derivaatta f' ()
pisteessé zg € [a,b] on
f(zo +h) — f(zo)

1 - .
Fil@o) = hligl-i- h ’
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jos raja-arvo on direllisend olemassa. Funktio f: [a,b] — R on derivoituva suljetulla
vdlilld [a,b], jos f on derivoituva avoimella valilld |a, b sekd funktiolla f on olemassa
oikeanpuoleinen derivaatta pisteessid a ja vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessé b.

LAUSE 1.4. Funktio f: ]Ja,b] = R on derivoituva pisteessi xo € |a,b|, jos ja vain
jos funktion f toispuoleiset derivaatat pisteessi xo ovat olemassa ja

f (o) = f (o).

Tarkastellaan tilannetta, misséd funktion toispuoleiset derivaatat ovat erisuuret:

ESIMERKKI 1.5. Olkoon f: R — R, f(z) = |z|. Télloin funktion f toispuoleiset
derivaatat pisteessd xo = 0 ovat

f2(0) = . s e _Th =1
: (0+h)— f(0)
SO+ —fO)
f+<0)_hli%l+ h _hli%lJrﬁ_l’

jolloin derivaatat ovat erisuuret ja néin ollen funktio f ei ole derivoituva pisteesséi
To = 0.

Seuraava lause kertoo meille jotakin derivoituvuuden ja jatkuvuuden vélisesté suh-
teesta yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden tapauksissa:

LAUSE 1.6. Jos funktio f: |a,b] — R on deriwoituva pisteessi xy € |a,b[, niin
funktio f on jatkuva pisteessd xg.

TobIisTus. Osoitetaan, ettd lim f(z) = f(zo). Nyt

f(zo+h) — f(xo)

lim (0 + h) — f(a0) = lim )= I,
h—0 h h—0
- 7oy
= f,(l'o) -0

=0
eli lim f(xo + h) = f(zo).
U

Edellinen tulos derivoituvan funktion jatkuvuudesta auttaa meitd méaritteleméain
funktion n:nnen derivaatan:
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MAARITELMA 1.7. Jos funktio f: ]a,b] — R on derivoituva vélilld ]a, b[, niin sen
derivaatta f’ méarittelee funktion f’: Ja,b[ — R. Jos derivaattafunktio on jatkuva,
niin funktio f on t&lloin jatkuvasti derivoituva. Jos funktio f’ on derivoituva pisteessi
xo € |a, b, niin sanotaan, ettd f on kahdesti derivoituva pisteessdi xq ja

f//(x(]) — lim f/(ﬂi'o + h’) - f’(ﬂ?o)

h—0 h

on funktion f toinen derivaatta pisteessd xy. Rekursiivisesti saadaan, ettd funktio f
on n kertaa derivoituva pisteessd xg, jos raja-arvo

(o) = ;ISL% f(nfl)(g;o + h}i — f(nfl)(xo)

on aarelliseni olemassa.

1.3. Usean reaalimuuttujan funktiot
Téssd kappaleessa on kéytetty léhteitéd [3], [4], [5] ja [14].
Olkoon funktio f: D — R, missi D C R? on avoin joukko. Olkoon x = (xq,z5) €

D, jolloin on olemassa r > 0 siten, ettd (z1 + ¢,22) € D aina, kun [¢| < r. Téll6in
sanotaan, ettd funktion f osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen pisteessi x € D on

01 f(x) = lim S+t 25) — f(21,2)

t—0 t ’

jos kyseinen raja-arvo on olemassa. Vastaavasti méaaritelladn funktion f osittaisderi-
vaatta muuttujan xo suhteen pisteessa x € D.

Yleisesséd tapauksessa, missé f voi olla myos vektoriarvoinen ja muuttujia on n
kappaletta, osittaisderivaatta méaaritellain vastaavalla idealla kuin kahden muuttujan
tapauksessa:

MAARITELMA 1.8. Olkoon funktio f: D — R™, missd D C R" on avoin joukko ja
r = (x1,29,...,2,) € D. Funktion f osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen pisteessi
xr €D on

oS0 = 5 w)

_hmf(xl,...,xiqtt,...,xn)—f(xl,...,xi,...,mn)
150 t ’

jos kyseinen raja-arvo on olemassa.
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ESIMERKKI 1.9. (a) Olkoon f: R?* = R, f(zy,72) = zysin(z;) + 3. Nyt
lim [+t 22) — f(21,29)

t—0 t
iy T25i( + 1) + 75 — @y sin(z) — @
t—0 n
— Jim 24 sin(z; +¢) —sin(zy)
t—0 t
= x5 cos(xy)
ja
1) —
lim Sy, w4+ 1) — [, 22)
t—0 t
= lim (z2 + t) sin(xy) + (z2 + t)* — zosin(zy) — 25
t—0 ;
t) — t 4 4
= lim |sin(z) (22 +1) — x5 i (2 + 1) x5
t—0 t
= sin(z;) + 423,
Néin ollen
01 f (21, x2) = wa cos(xy)
ja

Oof (1, 29) = sin(zy) + 43

kaikilla (1, 7s) € R2. Toisaalta 0 f(z1, z2) saadaan myds, jos derivoidaan lauseketta
f(xy, m5) = o sin(x1) + x5 muuttujan x; suhteen ja vastaavasti 9y f (21, x2) saadaan,
jos derivoidaan lauseketta f(z1, 7o) = xosin(z1) + x5 muuttujan z, suhteen.

(b) Lasketaan osittaisderivaatat d; f funktiolle f: R® — R, f(z,y,2) = z*log(1 +
y* + 2%). Derivoimalla lauseke oikean muuttujan suhteen, saadaan

O f(x,y,2) = 2zlog(1 +y° + 2°)

222y
Orf(w,y,2) = Tr 2422

212z
Osf(z,y,2) = Trft 2

MAARITELMA 1.10. Funktion f: D — R™, D C R" avoin, suuntaisderivaatta
yksikkovektorin e € R" suuntaan on

0.1(a)  tiy LE10) = (@)

t—0 t ’

jos kyseinen raja-arvo on olemassa.
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Pelkké osittaisderivaattojen olemassaolo ei riitd takaamaan funktioille samoja
ominaisuuksia, mitd derivoituvuus takaa yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisille funk-
tioille. Lisdksi on hyvd huomata, ettd usean reaalimuuttujan funktioiden kohdalla
derivaattaa ei voi médritelld erotusosaméérin avulla (kuten yhden reaalimuuttujan
reaaliarvoisten funktioiden tapauksessa). Jos niin tehtéisiin, niin eteen tulisi laskutoi-
mitus, missé jaettaisiin vektorilla A ja téallaista laskutoimitusta ei ole méaritelty. Tar-
vitaan vahvempi ominaisuus eli differentioituvuus. Mééritelladnkin seuraavaksi usean
reaalimuuttujan funktion differentioituvuus:

MAARITELMA 1.11. Olkoon D C R™ avoin joukko. Funktio f: D — R™ on dif-

ferentioituva pisteessé x = (1, x9,...,2,) € D, jos on olemassa m X n -matriisi A
siten, ettd
h) — — Ah
i L&) — f(2) p—
h—0 [|h]]

Matriisi A on talloin funktion f derivaatta pisteessd x ja merkitdan f'(x) = A.

LAUSE 1.12. Jos funktio f: D — R™, D C R"™ avoin, on differentioituva pisteessd
x € D, niin silld on olemassa kaikki osittaisderivaatat O;f pisteessd x € D ja

61f1(x) 62f1(x) ce 6nf1(x)
, Ofa(x) Oafa(z) ... Onfelw)
mat f'(x) = . . _ .
O1fm(z) Oafm(z) ... Onfm(x)
Erityisesti siis funktion f derivaatta on yksikasitteinen. Matriisia mat f'(z) kutsutaan
Jacobin matriisiksi.

Tobistus. Olkoon e; = (0,...,1,...,0) avaruuden R" standardikannan j:s kan-
tavektori. Oletuksen nojalla

f(x+h)— f(x) — Ah

i Tl -0
missd A = f'(x). Télloin
0 = Jim f(x +tej) — f(x) — Alte )
10 |[te;]]
— lim f(x +tej) — f(x) — tAe;
t—0 |t’
t—0 t
Tésté seuraa, etté
i JE 1)~ 1)
t—0 t

eli 0; f(x) = Ae;. Néin ollen osittaisderivaatta 0;f(x) on olemassa ja se on sama kuin

matriisin matA = mat f'(z) j:s sarake.
]
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LAUSE 1.13. Funktio f: D — R™, D C R" avoin, on differentioituva pisteessd
x € D ja f'(x) = A, jos ja vain jos on olemassa funktio E(h), jolle pdtee ,llir% E(h) =
—
0 € R™ siten, ettd
flz +h) = f(x) + Ah+ [[h]|E(h),
kun x4+ h e D.

TobisTus. = Oletetaan, ettd funktio f on differentioituva pisteessi x € D.
Mééaritelladn funktio

flath)—f@)=f@h _ flath)-f@)-Ah Lo 1 £

I I
0, jos h = 0.

Koska f on differentioituva pisteessi x, niin }ILiH(l) E(h) = 0. Liséksi, kun A # 0, niin
%
f(z) + Ah + ||h||E(h)

= f(z) + Ah + Hth(‘“Fh) ||—hﬁ(x) — Ah

= f(x) + Ah+ f(x + h) — f(z) — Ah
= f(x + h).

<= Oletetaan nyt, ettd on olemassa funktio E(h) siten, ettd lim E(h) =0 € R™ ja

h—0
e+ h) = f(z) + Ah+ |[bl| E(h),
kun x + h € D. Talloin
iy L@+ h) = f(x) = AR
70 |7 ]]
i @)+ A+ ([P E(R) — f(x) — AR
h0 ||A]]
= lim E(h)

h—0

=0,
joten f on differentioituva pisteessi € D ja f'(z) = A.

g

Kuten yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden tapauksissa, tarkastel-
laan seuraavaksi jatkuvuuden yhteytté differentioituvuuteen:

MAARITELMA 1.14. Olkoon D C R" avoin joukko. Funktion f: D — R™ sano-
taan olevan jatkuvasti differentioituva, jos ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat
0; f(x) ovat olemassa ja jatkuvia, kun 1 < i < n.

MAARITELMA 1.15. Olkoon funktio f: D — R™, missda D C R"™ on avoin joukko
ja x € D. Oletetaan, ettd on olemassa r > 0 siten, ettéd osittaisderivaatta 0;f(y)
on olemassa kaikilla y € B(x,r), missi B on avoin z-keskinen ja r-séteinen pallo
B(z,r) = B*x,r) = {y € R" : |lxt —y|| < r}, x € R" jar > 0. Jos funktiolla
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y +— 0;f(y) on olemassa osittaisderivaatta 0;(0;f) pisteessd z, niin sanotaan, ettd
funktiolla f on toisen kertaluvun osittaisderivaatta pisteessa x ja

RS (0) = 5 () = 031(0) = 0,0 o).

Vastavasti maaritellaan k:nnen kertaluvun osittaisderivaatat

Oi .. 05 [(2) = 0y f(2) = Oi (. (8 f) ... )(@).

Seuraavaksi todistetaan lause, joka sanoo, etté differentioituva funktio on jatkuva:

LAUSE 1.16. Jos funktio f: D — R™, missé D C R™ on avoin, on differentioituva
pisteessd a € G, niin funktio f on jatkuva pisteessd a.

TobisTus. Aikaisemmin osoitettiin, ettd koska funktio f on differentioituva pis-
teessd a, on olemassa vektoriarvoinen funktio F, }llir% E(h) =0 € R™ siten, etté
%

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + ||R][E(h).
Merkitéén a + h = x, jolloin h =z — a ja
f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + ||z — al|E(x — a).

Siten

1/ (z) = fla)ll

=If'(a)(x — a) + [|z — al|[E(z — a)]|

< [If'(a)(@ = a)|| + |||z — al[E(z — a)]|

< | (@)llopllz = all + [|z = all||E(z — a)]|

= (17" @)llop + [|E(z — a)| D]z — al|,

missé || f'(a)||,, on vakio, alaindeksi op tarkoittaa matriisin f’(a) operaattorinormia,
||E(x —a)|| = 0, kun £ — a ja ||z — a|| = 0, kun x — a eli

lim ||/ () ~ f(a)]| =0

eli

lim f(z) = f(a).

T—a

O

Néytetddn seuraavan esimerkin avulla, ettéd funktion osittaisderivaattojen olemas-
saolo ei takaa funktion jatkuvuutta:

ESIMERKKI 1.17. Olkoon f: R? — R,

0, jos 1y =29 =0
f(‘rbe) = { T1T2

prawn g muualla.
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Télloin osittaisderivaatan méaéritelméan nojalla

lim f(ta O) — f(07 0)

ja

Télloin 0, £(0,0) = 0 = 02 £(0,0). Néin ollen osittaisderivaatat ovat olemassa pistees-
sd (z1,22) = (0,0) ja ne ovat samat. Funktio f ei kuitenkaan ole jatkuva origossa,
koska jos origoa lahestyta#n pitkin suoraa x1 = x, niin funktion arvo ei lahesty nollaa.

Pelkké funktion osittaisderivaattojen olemassaolo ei riitd funktion differentioitu-
vuuteen, mutta seuraavan lauseen pienen lisdoletuksen avulla onnistutaan takaamaan
funktion differentioituvuus:

LAUSE 1.18. Olkoon D C R™. Oletetaan, etti funktion f: D — R™ jokaisen kom-
ponenttifunktion fi, k= 1,...,m, kaikki osittaisderivaatat 0; fi, ovat olemassa ja jat-
kuvia jossakin ympdristossa B(a,r) C D, r > 0. Talloin funktio f on differentioituva
pisteessi a € D. Lisdksi, jos osittaisderivaatat O; f, ovat jatkuvia koko joukossa D,
niin funktio f on differentioituva joukossa D.

Tobistus. Todistus 16ytyy lahteestd [5]: Lauseen 1.4.1 todistus.
O
ESIMERKKI 1.19. Olkoon f: R?* — R? f(z) = (fi(z), fa(x)) = (z3zy + 23,23 +
x1x9). TEll6in
I f1(x) = 2212,
0y f1(x) = af + 323,
O fo(x) = 327 + 3
ja
Do folz) = 1.
Koska jokainen osittaisderivaatta 0;f; on polynomifunktiona jatkuva, niin Lauseen
[1.18 nojalla funktio f on differentioituva. Edelleen Lauseen [I.12 nojalla

2 2
21wy 77 + 375

matf’(:v) - 3xf + m% T
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1.4. Yhden kompleksimuuttujan kompleksiarvoiset funktiot

Téssé kappaleessa on kiytetty lahteitéd [6] ja [7].

Reaalisen vektoriavaruuden R? vektoreille z = (z,y) ja w = (u,v) médritelliéin
kertolasku zw = (zu — yv, yu + zv). Kun joukko R? varustetaan vektoriavaruuden R?
vektoreiden yhteenlaskulla ja reaalilukukertolaskulla sekéd vektoreiden kertolaskulla,
joukkoa R? merkitdin C ja kutsutaan kompleksilukujen joukoksi eli kompleksitasok-
si. Kompleksilukujen joukko C on siis reaalilukujoukon R laajennus ja siksi derivaa-
tan madritelméssd palataan takaisin ns. "tavalliseen” derivoituvuuteen. Joukon C al-
kiota kutsutaan kompleksiluvuksi. Standardikantavektoreita merkitddn 1 = (0,1) ja
i = (0,1), missd kompleksiluku i on imaginaariyksikks. Imaginaariyksikolle on voi-
massa 12 = it = —1.

MAARITELMA 1.20. Olkoon z = (z,y) =z +iy € C, z € R, y € R. Kompleksilu-
vun z = + 1y
e reaaliosa on R(z) = x ja imaginaariosa on F(z) =y
o kompleksikonjugaatti on luku z = z — 1y
e moduli eli itseisarvo on luku |z| = /22 + y2.

Koska kompleksisen derivaatan méaritelméssé esiintyy kompleksiluvulla jakami-
nen, niin tarkastellaan ennen méaéritelméa helppoa esimerkkié siitéd, miten komplek-
silukujen jakolasku suoritetaan:

ESIMERKKI 1.21. Kompleksilukujen jakolasku perustuu jakajan laventamiseen
kompleksikonjugaatilla. Esimerkiksi

1
1+ 2
B 1—2
(14 2i)(1 — 2i)
1-2i
5

12
== —1=.

5 5

Nyt voidaan mééritellda kompleksinen derivaatta:

MAARITELMA 1.22. Olkoot G C C avoin joukko, zg € G ja f: G — C annettu
funktio. Sanotaan, etta funktiolla f on pisteessd zy kompleksinen derivaatta tai funktio
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f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy, jos on olemassa raja-arvo

lim f(z) = f(20)

Z—20 zZ— 20

Merkitaan

Z—>20 Z — ZO
ja sanotaan, ettd f'(zo) on funktion f kompleksinen derivaatta pisteessi zy. Jos funk-
tiolla f on kompleksinen derivaatta avoimen joukon G jokaisessa pisteessd, niin talldin
funktio f on analyyttinen joukossa G.

LAUSE 1.23. Olkoot G C C avoin joukko, zg € G ja f: G — C annettu funktio.
Funktio f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zg <= on olemassa luku ¢ € C
ja funktio E, siten, ettd

(CD) f(z0 +h) = f(z0) + ch + E(h),
missd % — 0, kun h — 0. Lisdksi, jos edelld mainittu ehto (CD) toteutuu, niin
f'(z0) = c.

TobpisTUs. = Oletetaan, ettd f'(zp) on olemassa. Olkoon r > 0 siten, ettd
B(zp,r) C G. Mééritelldan

E(h) = {(J;(zo +h) — f(z0) — f'(20)h, J:os ;)li |n| <r
’ jos h = 0.
Talloin
flzo+h) = f(z0) + f'(20)h + E(h),
kun |h| <rja

EM)| _|ER)| _[f(zo+h) = f(z20) 4
=5 - A
kun h — 0. Siispd (CD) toteutuu, kun ¢ = f'(z).
< Yhtélosta (CD) saadaan
f(z0+ h) — f(20) et E(h) e

h h ’
kun h — 0, jolloin f’(2p) on olemassa ja f'(z) = c.
U

Seuraava lause kertoo meille kompleksisen differentioituvuuden ja jatkuvuuden
suhteesta:

LAuse 1.24. Olkoot G C C avoin joukko, zo € G ja f: G — C annettu funktio.
Jos funktio f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy € G, niin f on jatkuva
pisteessd zy.
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TobisTus. Lauseen tulos seuraa siité, ettd jos funktio f on kompleksisesti diffe-
rentioituva, niin t&alloin

= lim (f(z) — f(z())) lim (z — zp)
2—20 Z— 2 z2—20
= f'(20) lim (z — 2)

O

ESIMERKKI 1.25. (a) Osoitetaan, ettd funktio f: C — C, f(z) = Z ei ole komplek-
sisesti differentioituva missédén pisteessid. Funktion f erotusosamééré pisteessid z on

fz+h) = f(2)

h
z+h—72
)
R
T h
1,  jos h on reaalinen ja h > 0
] =1, jos h =it, missi t > 0.

Télloin funktion f erotusosaméérilla ei ole raja-arvoa, kun h — 0, joten funktio f ei
ole kompleksisesti differentioituva pisteessé z.

(b) Osoitetaan, ettd funktio f: C — C, f(z) = |2|? on kompleksisesti differentioi-
tuva origossa. Nyt

f(h) = |h[* = f(0) + Oh + E(h),
missid E(h) = |h|?. Koska

niin funktio f on kompleksisesti differentioituva origossa.

Seuraavaksi esitellddn tulos, jonka mukaan analyyttiset funktiot ovat ddrettomén
monta kertaa derivoituvia. Tdmé on kenties suurin ero reaalisen derivoituvuuden ja
kompleksisen differentioituvuuden vélilla.

LAUSE 1.26. Olkoot joukko G C C avoin ja funktio f: G — C analyyttinen. Tdl-
loin myos funktio f' on analyyttinen joukossa G. Erityisesti funktio f' on jatkuva
joukossa G.

Tobistus. Idea (yksityiskohdat 16ytyvit léhteestd [7]): Olkoot zp € G ja r >0
siten, ettd B(z,7) C G. Olkoot ¢ € (0,7) ja v(t) = 2o + ge®, missi polku v on
umpinainen tie, ¢ € [0,27] ja B = B(z,0). Talloin tien ~ kierrosluku pisteen z
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suhteen on W(y,z) = 1 kaikille z € B. Seuraavaksi sovelletaan lokaalia Cauchyn
integraalikaavaa alueessa B(zg,r) polkuun v ja saadaan

10 =5 [ 2ac

kaikille z € B. Niin ollen ldhteen [7] Lemman 5.10. ja lauseen oletuksen nojalla

funktio f on analyyttinen joukossa G ja edelleen kun sovelletaan lihteen [7] Lemmaa
5.10. funktioon h = f ja lukuun k£ = 1, saadaan

1 f(©)
!
= — d
kaikille z € B. Edelleen, kun samaa lemmaa sovelletaan funktioon A = f ja lukuun
k = 2, seuraa funktion f’ analyyttisyys joukossa B. Viite seuraa tasté.

O

Seuraava tulos seuraa edellisesta lauseesta induktiolla:

SEURAUS 1.27. Olkoot joukko G C C avoin ja funktio f: G — C analyyttinen.
Télloin funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat f',f", f", ..., f™, ... jou-
kossa G.






LUKU 2

Funktioiden perusominaisuudet ja esimerkit

Tassa luvussa tarkastellaan derivoituvien, differentioituvien ja analyyttisten funk-
tioiden perusominaisuuksia teorian ja esimerkkien kautta.

2.1. Derivoituvat funktiot

Téssé kappaleessa on kaytetty lahteitd [1] ja [2].

LAUSE 2.1. Olkoot funktiot f,g: la,b] — R derivoituvia pisteessi xo € |a,bl.
Télloin

summafunktio f+g on derivoituva pisteessi xg ja (f+g)’ ( )
tulofunktio fg on derivoituva pisteessdi xo ja (fg) (xo) = f'(z

{ (z0)+¢' (o)

0)9(0)+f(0)g' (o)

o osamddrd é on derivoituva pisteessi xo, jos g(xo) # 0 ja é ( = (;’ ;f)‘;;
e osamddrd _f; on derivoituva pisteessd xo, jos g(xg) # 0 ja (% (o (z0)g(zo g()ro))(fo)gl(xo).

TobisTus. Olkoot funktiot f,g: ]Ja,b] — R derivoituvia pisteessid zq € ]a,b][.
Télloin derivaatan médritelmén nojalla

(f +9) (o + ) = (f + g)(x0)

h
— lim f(xo + 1) + g(xo + h) — [f(z0) + g(x0)]
h—0 h
i [ £ @0t h) = f(zo) | glao+h) — g(wo)
h—0 h h
o fl@oth) = flxo) | . g(@o+ 1) — g(xo)
= ilzli% 0 . 0 +,llli% 0 . 0

= f'(x0) + ¢'(w0).

Olkoot funktiot f,g: ]a,b] — R derivoituvia pisteessi xy € |a, b[. Télloin derivaatan
17
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madritelmén ja Lauseen [1.6| nojalla

(fg)(zo+h) — (fg)(wo)

(£ o) = lim )
~ im f(wo + h)g(zo + h) — f(x0)g(x0)
h—0 h
_ lim f(zo+ h)[g(zo + h) — g(x0)] n [f(xo + ) — f(x0)]g(w0)
h—0 h h

+ lim
h—0

(2o + h) — g(x0) f(zo+h) — f(xo)
h h

= lim f(zo + ) lim £
= f(20)g'(z0) + f'(20)g (o).

Koska g on derivoituva pisteessi g, niin Lauseen nojalla se on myds jatkuva
pisteessi g eli flLirr(l) g(xo + h) = g(xp). Télloin
—

o)

1 1

1 / h_ —_
L — iy Ywoth)  g(zo)
(g> (o) B0 h

L glw) = glao+b)
h—0 hg(xg + h)g(xo)

_ iy 9@+ h) — g(wo) 1
h—0 h g(zo + h)g(xo)
/ 1
= —g'(wo) (9(z0))?
g'(x0)

~(g(w0))*

Olkoot funktiot f,g: Ja,b] — R derivoituvia pisteessd o € |a,b[. Télloin koska § =

f <£l]), niin

T [P
_ f'(z0)g(w0) — f(x0)g' (0)
[9(z0)]?

O

Myodhemmin tullaan huomaamaan, ettd summafunktioiden ja tulofunktioiden de-
rivointi toimii myos seké usean reaalimuuttujan ettéd analyyttistenkin funktioiden ta-
pauksissa vastaavalla tavalla kuin yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden
tapauksissa.
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LAUSE 2.2. (KETJUSAANTO) Olkoot g: |a,b] — ]c,d] ja f: Jc,d] — R funktioita
siten, ettd funktio g on derivoituva pisteessi xo € |a,b| ja funktio f on derivoituva
pisteessd g(xo) € |e,d[. Talloin yhdistetty funktio f o g on derivoituva pisteessd xq ja

(fo9) (z0) = f'(g(x0))g (o).

TobpisTus. Méiritellddn funktio ¢: |e,d] — R siten, ettd

xo+h))— T .
{f(g;(£:+f3—§((§é)°))’ jos g(zg + h) — g(xo) # 0

Y0 =1 paloo)), jos g(zo + h) — glao) = 0

Tiedetédén, ettd funktio f on derivoituva pisteessd g(xg) eli

k—0 k
Siispé, jos € > 0, niin on olemassa jokin ¢’ > 0 siten, ettd kaikilla k, jos 0 < |k| < &,
niin

o) Folao) 1) = Folen) |

Nyt g on derivoituva pisteessi xg, siispd g on jatkuva pisteessé xp, joten on olemassa
d > 0 siten, etta kaikilla h, jos |h| < §, niin

(2.2) |9(z0 + h) — glxo)| < 0"

Oletetaan nyt, ettd h on miké tahansa ja |h| < 6. Jos k = g(zo + h) — g(xp) # 0, niin

~ flg(wo +h)) — f(g(x0))
0= o+ )~ gteo)
_ Hglwo) + k)~ flg(ao)).
k ?
Kaavasta seuraa, ettd |k| < ¢’ ja siten kaavasta seuraa, ettd |¢p(h) —
f'(g(x0))| < e. Toisaalta, jos g(xg + h) — g(zo) = 0, niin ¢(h) = f'(g(xo)), jolloin
patee

|6(h) = f'(g(x0)) <€

Néin ollen olemme osoittaneet, etté
lim 6(h) = f'(g(x0))
—0
eli ¢ on jatkuva pisteessa 0. Jos h # 0, niin

flg(zo + 1)) — flg(zo))

Nain ollen saadaan

= f/(g(xo))9/($0)~
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U

ESIMERKKI 2.3. Derivoidaan funktio f: R — R, f(x) = sin(3z%+ 5z —4) pisteessi
zo. Funktio f on kaikkialla derivoituva, koska funktio g: R — R, g(z) = 3z* + 5z — 4,
on polynomina kaikkialla derivoituva ja samoin funktio h: R — R, h(z) = sinz, on
kaikkialla derivoituva. Ketjusddnnon nojalla

(o) = (h o g)'(x0)
= h'(g(x0))g’ (o)
= (620 + 5) cos(3z] + Hxo — 4).

2.2. Differentioituvat funktiot
Téssé kappaleessa on kiytetty lahteita [3], [4] ja [5].

LAUSE 2.4. Jos funktiot f: D — R™ ja g: D — R™ owvat differentioituvia pisteessd
a € D, niin talloin myds funktio f + g: D — R™ on differentioituva pisteessd a € D
Jja

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).

TopisTus. Miiritellisn funktio E(h) = £ <“+h)“{}§ﬁ>‘f (@h 5os h £ 0 ja E(h) =0,

jos h = 0. Olkoon h € R" siten, ettd a + h € D. Talloin
(f +9)a+h) = (f +9)a) — (f'(a) + g'(a))

lim

h0 ||A]]

i Lot ) = fla) = Flh . glath) — g(a) — g(a)h
h0 ||7]] h—0 |7

=0,

joten f + g on differentioituva pisteessi a ja (f + ¢)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
U

LAUSE 2.5. (TULOSAANTO) Jos funktiot f: D — R™ ja ¢: D — R, D C R"
avoin, ovat differentioituvia pisteessd a € D, nin tdlloin tulofunktio of: D — R™,

(pf)(z) = o) f(x) = (p(z) fi(z), ..., o) fn(z)) on differentioituva pisteessi a ja
[(ef) (@)]u = (' (a)u)f(a) + ¢(a) f'(a)u
kaikilla w € R™.



2.2. DIFFERENTIOITUVAT FUNKTIOT 21

Tobistus. Olkoon h € R™, h # 0 siten, ettd a + h € D. Talloin
L (ehath) — (@) ~ (¢ @)hf(a) + pla)f ()h)

h—0 || h]]
_ i Plath)flath) = p(a)fla) = ¢(a)hf(a) — p(a) f'(a)h

h—0 ||h]]
_ iy et P flath) —pla+n)f(a) +pla+h)fla) = pa) fla) = ¢'(a)hf(a) = pla)f'(a)h

h—0 || R]|
= lim pla+h) —“sz(Ha) - s@’(a)hf(a) + lim pla+ h)f(a +h) —| |J;L(||a) — f'(a)h

f'(a)h
+lim(p(a + h) — p(a)) = A
= 0.
0

LAUSE 2.6. (KETJUSAANTO) Olkoot D C R™ ja D' C R™ avoimia joukkoja.
Jos funktio f: D — D' on differentioituva pisteessi a € D ja funktio g: D' — RP
on differentioituva pisteessi f(a) € D', niin yhdistetty funktio go f: D — RP on
differentioituva pisteessd a ja

(go f)(a) =4'(f(a))o f(a).

TobisTus. Todistus loytyy ldhteestd [5]: Lauseen 1.5.4 todistus.

O
SEURAUS 2.7. (OSITTAISDERIVAATTOJEN KETJUSAANTO) Olkoot D C R" ja
D' C R™ avoimia joukkoja, kuvaus f: D — D' differentioituva pisteessi a € D

ja kuvaus g: D' — R differentioituva pisteessi f(a) € D'. Olkoon lisiksi f(z)
(fi(x), fa(x), ..., fm(x)). Tdlloin

Zakg a))0i fr(a),

1=1,...,n.

ESIMERKKI 2.8. Olkoon g: [0, 00[ x [0, 27 — R2, g(r,0) = (r cos,rsinf) napa-
koordinaattikuvaus ja f: R?> — R differentioituva funktio. Merkitdin h = f o g eli
h(r,0) = f(g1(r,0), go(r,0)) = f(rcos@,rsinf). Talloin

Oph(r,80) = O1h(r,0)

= 0k f(g(r,0))D1gx(r,0)

= 0, f(9(r.0))0101(r,6) + £ (9(1. 6))010:(1. )
=01f(g(r,0))cos@ + Do f(g(r,0)) sin
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39h(7“> 9) = 82h(7’, 6)

= 0uf(g(r,0))D2gx(r,0)

k=1

= 01f(g(r,0))0:9:(r,0) + 02 f (g(r, 0))D2g2(r, 0)
=—01f(g(r,0))rsind + 02 f(g(r,8))r cosb.

Luvussa 4 tullaan tarvitsemaan funktion gradienttia, joten méaéritellddn se téssé
yhteydessa:

MAARITELMA 2.9. Olkoon funktiolla f: D — R, D C R™ avoin, olemassa kaikki
osittaisderivaatat pisteessd x € D. Funktion f gradientt: pisteessd x on vektori

V)= (01f(x),...,0.f(x)) € R™

MAARITELMA 2.10. Olkoon f: D — R differentioituva funktio ja D C R™ avoin.
Piste xg € D on funktion f kriittinen piste, jos V f(zo) = 0.

ESIMERKKI 2.11. Lasketaan funktion f: R? — R, f(z,y) = (z + y)e "% kriit-
tiset pisteet. Talloin

= (Y —2x(z+y)e Ve — (x4 y)e )
= eV (1 = 2z(z +y), 1 — 2y(z +y)).

On siis oltava 1 — 2z(x +y) = 0 ja 1 — 2y(z 4+ y) = 0. Kun ndma lasketaan yhteen,
saadaan

22 +y)?=0 < z+y==£l
Sijoittamalla tdmé& yhtdloon 1 — 2z(z + y) = 0, saadaan = = i%. Tésta puolestaan

saadaan, ettd y = :I:%. Néin ollen funktion f kriittiset pisteet ovat (%, %) ja (—%, —%)

2.3. Analyyttiset funktiot
Téssé kappaleessa on kaytetty lahteitéd [6] ja [7].

Seuraavan lauseen derivointisddnnot ovat kidytannossd samat kuin yhden reaali-
muuttujan reaaliarvoisten funktioiden tapauksissakin:

LAUSE 2.12. Olkoot G C C avoin joukko, zo € G, f: G — C ja g: G — C
kompleksisesti differentioituvia funktioita pisteessd zy. Talloin
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o summafunktio f + g on kompleksisesti differentioituva pisteessi zy ja (f +

9)'(20) = ['(20) + ¢'(20)
o tulofunktio fg on kompleksisesti differentioituva pisteessi zo ja (fg) (z0) =

f'(20)9(20) + f(20)9'(20) ;

e jos lisiksi g(z9) # 0, niin osamdadra g on kompleksisesti differentioituva pis-

! "(20)9(z0)—f(20)g’ (2
teessd zg ja (g) (20) = f'(z0)g( ;)()Zoj);( 0)g'(z0)

TobisTus. Todistukset seuraavat kompleksisen derivaatan méaaritelméstéa ja ovat
periaatteeltaan samat kuin yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden tapauk-
sissakin. Tamén takia yksityiskohtainen todistus sivuutetaan.

O

Toisin kuin derivoituvien ja differentioituvien funktioiden tapauksissa, analyyttis-
ten funktioiden kohdalla ketjuséénto vaatii yhden pienen lisdoletuksen:

LAUSE 2.13. (KETJUSAANTO) Olkoot G C C ja G' C C avoimia joukkoja, zy € G,
f:G—Cjag: G — C funktioita. Oletetaan, ettd

o f(G)C G
e fon kompleksisesti differentioituva pisteessd z
e g on kompleksisesti differentioituva pisteessi wy = f(zo).

Talloin g o f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy ja

(g0 f) (20) = g'(f(20)) [ (20)-

Tobistus. Ehdon (CD) nojalla

f(z0+h) = f(20) = f'(z0)h + E(h)
ja

g(wo + k) — g(wo) = g'(wo)k + Ey(k),
missé EfT(h) — 0, kun A — 0 ja EQT(k) — 0, kun k£ — 0. Asetetaan k = f(zo + h) —
f(z0) = f'(20)h + E¢(h). Télloin

k[ < [f'(20)l11] + |Ef(h))]
jawy + k= f(zo+ h), joten
(90 f)(z0+h) = (g0 f)(z0) = g'(wo) ['(zo)h + Egoy(h),
missa
Egop(h) = g'(wo) Ey(h) + Ey(k)

— 0, kun h — 0. Ensimméinen termi on selvd. Valitaan

th(_h)‘ < 1, kun 0 < |h| < 6. Téllsin |§| <

toteuttaa ehdon Egon(h)

nyt 6; > 0 siten, ettd 6; < 1 ja
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|f'(z0)| + EfT(h)’ < |f'(20)] + 1. Koska f on jatkuva pisteessi zp, niin & — 0, kun
h — 0. Siispé

Eg(R)| _ | EgR)||E| [ Ek)| 0

o)) | BB [ < | BB e 1) 0
kun A — 0.

ESIMERKKI 2.14. Lasketaan funktion h: C — C,

22_1 10
W) = (z2+1> ’

kun z # +i, derivaatta. Olkoon nyt

22 -1
f(z) = 2241
ja
g(z) = 2"
Nyt h = g o f. Liséksi
F2) 22(22 +1) — (22— 1)22 4z
Z) = =
(22 + 1)2 (22 + 1)2
osamadran derivointisdédnnon nojalla ja
d(z) =102°
polynomin derivointisddnnén nojalla. Talloin ketjusédnnon nojalla saadaan
21\ 4 402(22 — 1)°
W(z) =102 . ot
224+1) (224 1)? (2 4+ 1)1

kun z # +1.



LUKU 3

Cauchyn ja Riemannin yht&lot

Téssé kappaleessa on kaytetty lahteitéd [6] ja [7].

Cauchy-Riemannin yhtdlot ovat ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloita,
jotka karakterisoivat analyyttisten funktioiden reaali- ja imaginaariosat. Ensimméi-
sen kerran ndmé yhtalot esiintyivit vuonna 1752 ranskalaisen matemaatikon Jean le
Rond d’Alembertin (1717 - 1783) hydrodynamiikan teoksessa. Vuonna 1777 sveitsi-
ldinen matemaatikko Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) liitti yht&lot analyyttisiin
funktioihin. Ranskalainen matemaatikko Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) kaytti
vuonna 1814 yhtaloitd oman funktioteoriansa yhteydessd. Vuonna 1851 ilmestyi sak-
salaisen matemaatikon Georg Friedrich Bernhard Riemannin (1826 - 1866) tutkielma
funktioteoriasta. Riemannin geometrinen lihestymistapa poikkesi Cauchyn puhtaasti
analyyttisesta tavasta. [11]

Olkoot G C C avoin joukko, zg € G ja f: G — C, f = u + v, missi u(z,y) =
R(f(z+1y)) jav(z,y) = S(f(z+iy)). Usean reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioi-
den tapauksessa funktio f on reaalisesti differentioituva pisteessd zy, jos on olemassa
lineaarikuvaus A: R? — R? ja B(0,r) -ympéristossd, r > 0, mééritelty funktio E
siten, etta

f(Zo + h) = f(Z()) + Ah + E(h)
ja £ — 0, kun b — 0 (RD). Liséksi

@(ZO) 8—“(?«’0)
_ /Z() — | 0z oy .
A= f'(20) {%(ZO) g—Z(Zo)]

Reaalinen differentioituvuus ei ole riittdavi, mutta valttdméaton ehto kompleksisen
derivaatan olemassaololle:

LAuse 3.1. (RDCD) Funktio f = u+ iv on kompleksisesti differentioituva pis-
teessi zg € G, jos ja vain jos f on reaalisesti differentioituva pisteessd zy ja sen
reaaliosa ja imaginaariosa toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtdliét (CR)

ou ov
%(20) = a—y(%)

Ja
ou ov
a—y(zo) = —%(ZO)-

25
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Pisteessd zg kompleksisesti differentioituvalle funktiolle pdtee

F(a0) = S 20) = =i o)

TobisTus. = Oletetaan, ettd funktio f on kompleksisesti differentioituva pis-
teessd zp. Yhtélon (CD) nojalla on olemassa funktio E, siten, etté

f(Zo + h) = f(Zo) + ch + E(h)
E(h)

ja - 0, kun A — 0, missé ¢ = f(2). Koska kuvaus h — ch on lineaarinen, niin
f on reaalisesti differentioituva pisteessi zy ja f'(z9)h = ch. Valitaan h € R, h # 0.

Talloin
f(zo+ h})b — f(=0) ey E;Lh) e
kun h — 0. Toisaalta £ B~ f(z0) of
2o+ - 20
h — a_x<’20)7
kun h — 0, joten
O () =
O zZp) — C.
Valitaan sitten h € {R\{0} eli h = it, missd ¢ € R\{0}. Télloin
f(zo +it) — f(20) :ic—l—iEQt) e,
t 1t
kun ¢t — 0. Toisaalta A )~ f(z) of
2o+ tt) — f(z0
n — 8_3/(20)’
kun t — 0, joten
g(z ) =ic
oy T
Nyt saadaan
ey ==~
ox " T T T Tay VY
Koska o7 9 5
U Ov
%(Zo) = %(zo) + @%(2‘0)
ja
of B ou Ov
a—y(zo) = a—y(zo) + Za—y(zo),
saadaan 5 9 5 5
U .Ov .ou U
g(zo) + Z%(Zo) - —@a—y(zo) + 8_y(20)7

mista seuraa Cauchyn ja Riemannin yhtalot (CR).

<= Oletetaan, ettd funktio f on reaalisesti differentioituva pisteessi z; ja funktion
reaaliosa ja imaginaariosa toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtdlot. Télloin on ole-
massa funktio F, siten, etté

f(Zo + h) = f(ZO) + Ah + E(h)
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‘g‘z) — 0, kun h — 0. Lisédksi
Ou Ou du v
— () — [ai(ZO) ag(ZO)} _ [—%(Zo) —%(2’0)}'
Peo=l2iy i)~ |5
Kun h = hl + ’th = (hl, hg), niin

_ %(zo)hl - %(Zo)hz
Ah = {& hy + %(ZO)hQ]
ov

Ja

ov ou

au(zo)fu _ %(ZO)hQ +1 <8x(20>h1 + %(Zo)hz)

ox

_ (%(20) +ig—2(20)) (h1 + ihs).

Téstéa saadaan siis, ettd (RD) on muotoa (CD), missé

mistd seuraa funktion f kompleksinen differentioituvuus.
O

LAUSE 3.2. Oletetaan, etta funktz’on f: G — C reaaliosalla ja imaginaariosalla

du v - . . . ..
u ja v on osittaisderivaatat 2 P ay’ ax ja 3y joukossa G, ne ovat jatkuvia pisteessd

2o € G ja toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtdlot (CR). Tdlloin funktio f on
kompleksisesti differentioituva pisteessd zg.

TobisTus. Usean reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden tapauksessa tiede-
tadn, ettd funktion osittaisderivaattojen jatkuvuudesta seuraa funktion reaalinen dif-
ferentioituvuus (Lause [I.18)). Lauseen (RDCD) nojalla reaalinen differentioituvuus
Cauchyn ja Riemannin yhtéloiden kanssa johtaa kompleksiseen differentioituvuuteen.

O

ESIMERKKI 3.3. (a) Olkoon f: C — C, f(z) =€*. Kun f = u+iv ja z = z + iy,
niin
u(z,y) = e*cosy

ja
v(z,y) = e*siny.
Talloin
ou .
a—x(x,y) = €” cosy,
)~y
ov .
a(x,y) = e"siny
ja

Ly —e
3y xz,y) = e* cosy.
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Néin ollen Cauchyn ja Riemannin yhtélot toteutuvat ja koska funktioiden u ja v osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia kaikialla, niin funktio f on analyyttinen.

(b) Olkoon f: C — C, f(z) = x. Télloin
ou

ov
P12z
Ox 7 oy’

joten funktio f ei ole analyyttinen.

(c) Osoitetaan, etté funktio f: C — C, f(z) = cosxcoshy + isinzsinhy, ei ole
analyyttinen missddn avoimessa joukossa G C C. Merkitddn u(z,y) = cosx coshy ja
v(z,y) = isinzsinhy. Nyt

Ju v

%(a:,y) = —sinz coshy # sin x cosh y = a—y(:ﬁ,y),

kun sinx # 0 eli z # nr.

Luvun yhteenvetona voidaan todeta, ettd funktio f(z) = w(z,y) + iv(x,y) on
analyyttinen avoimessa joukossa G' C C, jos ja vain jos funktiot u ja v ovat reaalises-
ti differentioituvia ja toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtélot joukossa G. Naméi
ehdot takaavat, ettd kompleksifunktioita voidaan derivoida samalla tavalla kuin re-
aalifunktioita.



LUKU 4

Rollen lause ja viliarvolause

Téasséd luvussa kaydédan 1api lyhyesti Rollen lauseen ja viliarvolauseen historiaa,
méaritelladn Rollen lause, véliarvolause ja Cauchyn véliarvolause yhden reaalimuut-
tujan reaaliarvoisille funktioille, véiliarvolause ja moniulotteinen versio Rollen lausees-
ta usean reaalimuuttujan funktioille seké kompleksinen Rollen lause yhden komplek-
simuuttujan kompleksiarvoisille funktioille.

4.1. Historia

Intialaista matemaatikkoa Bhaskaraa (1114 - 1185) pidetéén Rollen lauseen alku-
perdisené kehittdjané. Rollen lause on saanut kuitenkin nimensd ranskalaisen mate-
maatikon Michel Rollen (1652 - 1719) mukaan, vaikka Rollen todistus vuodelta 1691
kattoi ainoastaan polynomifunktiot. Hanen todistuksensa ei sisdltdnyt differentiaali-
laskentaa, silld hén piti sitd harhaanjohtavana. Cauchy todisti ensimmaéaisend Rollen
lauseen vuonna 1823. Nimitystd "Rollen lause” kdytettiin ensimmaéisen kerran Saksas-
sa vuonna 1834 saksalaisen matemaatikon Moritz Wilhelm Drobischin (1802 - 1896)
toimesta sekd myohemmin Italiassa vuonna 1846 italialaisen matemaatikon Giusto
Bellavitisin (1803 - 1880) aloitteesta. [12]

Intialainen matemaatikko Parameshvara (1380 - 1460) kuvaili véliarvolauseen eri-
koistapauksen kommentoidessaan intialaisten matemaatikkojen Govindasvamin (800
- 860) ja Bhaskaran toitd. Viliarvolauseen rajoitetun version todisti Rolle vuonna
1691 (tdmé& tulos tunnetaan Rollen lauseena). Véliarvolauseen nykymuoto on peréi-
sin Cauchylta vuodelta 1823. [13]

4.2. Yhden reaalimuuttujan reaaliarvoiset funktiot

Téssd kappaleessa on kéytetty léhteitd [1], [2] ja [15].

LAUSE 4.1. (ROLLEN LAUSE) Olkoon f: [a,b] — R jatkuva funktio, joka on de-
rivoituva avoimella vdlilla |a, b| ja lisiksi f(a) = f(b). Tdlloin on olemassa c € |a, b|
siten, ettd f'(c) = 0.

TobisTus. Koska f on jatkuva vililla [a,b], niin silld on olemassa maksimi ja
minimi valilld [a, b]. Oletetaan, ettd maksimipiste on ¢ € |a,b[. Télloin dariarvojen
nojalla f’(c) = 0. Oletetaan sitten, ettd minimipiste on ¢ € ]a,b[. Talloin myoskin
téassa tapauksessa f'(c¢) = 0. Lopuksi oletetaan, ettd maksimi- ja minipiste ovat paa-
tepisteet. Koska f(a) = f(b), niin funktio on vakiofunktio ja voidaan valita mika

29
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tahansa ¢ € Ja, b|.
U

LAUSE 4.2. (VALIARVOLAUSE) Olkoon f: [a,b] — R jatkuva funktio, joka on
derivoituva valilld |a, b[. Tdlloin on olemassa ¢ € |a, b| siten, etti

EUES(C]

Tobistus. Olkoon h: [a,b] — R funktio siten, ettd

o) = 1) - ({010 o,

Funktio h on jatkuva ja derivoituva vélilla |a, b[ ja

) = f(a).
o) = 10 - |20 -0 = s

Néin ollen voidaan soveltaa Rollen lausetta (Lause funktioon h, jolloin on ole-
massa ¢ € |a, b] siten, etti

0="n(c)=f'(c) — w,
joten
PRRICEND

Seuraavaksi tarkastellaan viliarvolauseen seurauksia ja sovelluksia:

SEURAUS 4.3. Olkoon f: [a,b] — R jatkuva funktio, joka on derivoituva vdlilli
la,b[. Tdlloin jos f'(x) = 0 kaikilla x € ]a,b], niin funktio f on vakiofunktio.

Tobistus. Olkoon z,y € [a,b], x < y. Véliarvolauseen nojalla

fly) = flz) = f(0)y — =),
jollekin ¢ € ]z, y[. Oletuksen nojalla f'(z) = 0 kaikilla € ]a,b[, joten erityisesti
f'(e) = 0. Talléin f(y) — f(z) = 0eli f(y) = f(x). Koska x ja y ovat mitd tahansa
vélin [a, b] pisteitd, niin funktio f on vakiofunktio valilld [a, b].
U

SEURAUS 4.4. Olkoot f,g: la,b] — R jatkuvia funktioita, jotka ovat derivoituvia
valilla Ja, b]. Talloin jos f'(x) = ¢'(x) kaikilla x € ]a,b], niin on olemassa vakio C' € R
siten, ettd f(x) = g(x) + C kaikilla x € [a,b).
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Tobistus. Kaikilla z € Ja, b] pétee
(f —9)'(z) = f(x) = ¢'(x) =0,
joten Seurauksen nojalla on olemassa C' € R siten, etta
f—9=C.

Tarkastellaan seuraavaksi Cauchyn versiota viliarvolauseesta:

LAUSE 4.5. (CAUCHYN VALIARVOLAUSE) Olkoot f,g: [a,b] — R jatkuvia funk-
tioita, jotka ovat derivoituvia vdililli |a,b[. Tdlloin on olemassa ¢ € |a, b| siten, etti

[£(b) = f(a)l g'(c) = [9(b) — g(a)] f'(c).
Jos g(b) # g(a) ja ¢'(¢) # 0, niin voidaan Cauchyn vdiliarvolause kirjoittaa muodossa

f(b) = fla) _ f'(¢)

g(b) —gla)  g'(c)

Topbistus. Olkoon h: [a,b] — R funktio siten, ettd

W) = f(x)[9(b) = g(a)] — g(x) [f(b) — f(a)].

Télloin A on jatkuva vililld [a, b] ja derivoituva valilla |a, b] ja

h(a) = f(a)g(b) = g(a)f(b) = h(b).
Rollen lauseen (Lause nojalla h'(c) = 0 jollekin ¢ € ]a, b], jolloin

0= f"(c)[9(b) — g(a)] = g'(c) [f(b) = fla)].

]
SEURAUS 4.6. (L’HOSPITALIN SAANTO, ERAS VERSIO) Olkoot funktiot f,g: ]a,b][ —
R derivoituvia. Jos
lim f(z) = lim g(x) =0,

z—b— z—rb—
g () # 0 kaikilla x € |a,b[ ja raja-arvo
/
lim J'{w)
z—b— g'(7)

on olemassa, niin
!/
lim @ = lim &
e g(a) i g(a)
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TobIisTus. Laajennetaan funktiot f, g vilille |a, b] asettamalla f(b) = g(b) = 0.
Olkoon z € ]a, b[ mielivaltainen. Nyt funktiot f, g toteuttavat Lauseen oletuksen
vélilld [x,b] ja néin ollen

@) f@)-10) 1)
g(x)  glz) —g)  g(&)

missi &, € |z, b[. Viite seuraa, koska &, — b—, kun x — b—.

4.3. Usean reaalimuuttujan funktiot

Téssé kappaleessa on kaytetty lahteitéd [4] ja [8].

Yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden tapauksessa viliarvolause ta-
kasi, ettd on olemassa avoimella vélilld piste ¢ € |a,b| siten, ettd f(b) — f(a) =
f'(c)(b — a). Riittdd, ettd funktio f on jatkuva suljetulla vililla [a, b] ja derivoituva
avoimella vélilld |a, b[. Usean reaalimuuttujan funktioille saadaan johdettua vastaa-
vanlainen tulos.

LEMMA 4.7. Olkoon D C R™ avoin ja olkoon indeksi i siten, ettd 1 < i < n.
Oletetaan, ettd funktiolla f: D — R on osittaisderivaatta indeksin i suhteen kaikissa
vilin D piteissi. Olkoon x € D ja a € R siten, ettd jana [z, x + ae;] C D. Tdlloin on
olemassa 0, 0 < 0 < 1, siten, ettd

of
89@-

flz+ae;) — f(x) = (x + Oae;)a.

Tobistus. Koska D C R™ avoin, voidaan valita avoin reaalilukuvéli 7, 0 € [ ja
a € I, siten, ettd kaikilla ¢ € I piste x + te; € D. Méaritelladan funktio ¢: I — R,
o(t) = f(x + te;) kaikilla t € I. Koska funktiolla f on olemassa osittaisderivaatta
indeksin ¢ suhteen kaikilla ¢ € I, niin

of
8932-

Tésté seuraa funktion ¢ derivoituvuus. Néin ollen voidaan soveltaa yhden reaalimuut-
tujan reaaliarvoisen funktion véliarvolausetta funktioon ¢: I — R suljetulla valilla
[0, a], jolloin on olemassa piste 0, 0 < 6 < 1, siten, ettd

¢(a) — ¢(0) = ¢'(fa)a,

mikéd on puolestaan sama asia kuin

O'(t) = = (z + te;).

of

f(x+ae;) — f(z) = oz,

(x + Oae;)a.
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LEMMA 4.8. Olkoon x € R" ja r > 0. Oletetaan, etti funktiolla f: B(z,r) — R
on ensimmdisen kertaluvun osittaisderivaatat. Tdlloin, jos piste v+ h € B(x,r), niin
on olemassa pisteet z1, zo, . .., 2, € B(x, 1) siten, ettd

flz+h) — Zhaxz

ja ||z — z|| < ||h|] kaikilla i, joille 1 <i < n.

TobisTus. Todistetaan lemma tapauksessa n = 3. Kirjoitetaan erotus f(x+h) —
f(x) eri muodossa lisdamaéllé ja vihentdmilla sopivia termeji. Saadaan

fl@+h) = f(z)
=f(x1 + hy, 22 + ho, 23+ h3) — f(21, 22, 73)
=f(x1 + hi, 22 + ho, 3+ hg) — f(x1 + ha, 22 + ho, x3) + f(21 + by, 22 + ho, x3)
— f(z1 + ha, 29, 23) + f(21 + ha, 22, 23) — f(21, 22, T3).
Sovelletaan Lemmaa, jokaiselle vilille ja 16ydetéén 60y, 6,05 € )0, 1] siten, ettd
fl@+h)— [f(x)

0
6f (w1 4 hy, 22 + ho, w3 + O3hs)hs
x3

0
+ —f (LCl + hl, To + 92}12,373)}7,
aZEQ

0
+ a—f(iﬁ + 61hy, z0, 23)hy.
1

Asettamalla 2y = (71 + 017y, 22, 73), 20 = (¥1+ hy, 2+ O2ho, 73) ja z3 = (21 +hy, v+
ha, x3 4+ O3hs3) saadaan haluttu tulos.
O

LAUSE 4.9. Olkoon D C R™ avoin. Oletetaan, ettd funktio f: D — R on jatkuvasti

differentioituva. Tdalloin kaikilla x € D ja p # 0, p € R™, funktiolla f on suunnattu
derivaatta suuntaan p pisteessdi x ja

of "of
o = Ltz (@)

Tobistus. Koska D C R” on avoin, voidaan valita » > 0 siten, ettd avoin pallo
B(z,r) C D. Tallsin Lemman nojalla nahdéén, ettéd jos ¢t on miké tahansa siten,

ettd [t|||p|| < 7, niin on pisteet zy,. .., z, siten, etté
(4.1) f(a+tp) - th@ z)
ja

(4.2) [l2i = || < [¢][pl|
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kaikilla ¢z, 1 <17 < n. Kaava (4.1)) voidaan kirjoittaa muodossa

(4.3) flo + tpt) — /@) = Zpi oF (2i),

t # 0. Koska %: D — R on jatkuva pisteesséd z kaikilla 7, 1 < i < n, niin kaavojen

[@2) ja [@3) nojalla

lim
t—0 t
= lim i Di / (z:)
t—0 i—1 28 i !
- ;p’l axl (x)7
kuten haluttiinkin.
O
Kiyttdmalla gradienttia, Lauseen [4.9] kaava voidaan kirjoittaa muodossa
d af
- )] = =L () =
U+ 0] = S (a) = (V).
kun ¢ = 0. Korvaamalla piste x pisteelld x + tp, saadaan
d
(4.4) 5 [f@+tp)] = (Vf(z +1p),p),

0<t<1

LAUSE 4.10. (VALIARVOLAUSE) Olkoon D C R"™ avoin ja oletetaan, ettd funktio
f: D — R on jatkuvasti differentioituva. Jos jana [x,x 4+ h] C D, niin on olemassa
luku 0, 0 < 0 < 1, siten, ettd

flx+h)— f(x) =(Vf(x+0h),h).

TobpisTus. Koska D C R™ on avoin, voidaan valita reaalilukuvéli I, 0 € [ ja
1 € I, siten, ettd = + th € D kaikilla ¢t € . Mééaritellddn funktio ¢(t) = f(x + th)
kaikilla ¢ € I. Lauseen 4.9 ja (4.4 nojalla nihdéiin, etts

(4.5) ¢'(t) = (Vf(x +th), h)

kaikille ¢ € I. Siispéa voidaan soveltaa véliarvolausetta yhden reaalimuuttujan reaa-
liarvoisen funktion tapauksessa funktioon ¢: I — R suljetulla valilla [0, 1], jolloin
16ydetédn piste 6, jolle 0 < 6 < 1 ja

¢(1) — ¢(0) = ¢'(0).
Yhdistamalla kaava (4.5)) ja tieto, ettd ¢: [0,1] — R, ¢(t) = f(x + th), todistus on
valmis.

[l
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Seuraava lause ja sen todistus on yksi tdrkeimmista viliarvolauseen sovelluksista
ja hyvéa esimerkki siité, ettéd véliarvolausetta tarvitaan. Lause todistetaan tapaukses-
sa n = 2, mutta tapaus n > 2 menee ihan vastaavalla tavalla.

LAUSE 4.11. Olkoon D C R™ avoin joukko ja oletetaan, ettd funktiolla f: D — R
on jatkuvat toisen kertaluvun osittaisderivaatat. Tdlloin kaikille x € D ja kaikille
indekseille 1 ja 7 siten, ettd 1 <i < n jal < j < n pitee

0 f 0 f

Lauseen todistamiseksi tarvitaan seuraava aputulos:

LEMMA 4.12. Olkoon U avoin osajoukko tasossa R?, joka sisdltid pisteen (xo, o)
ja oletetaan, ettd funktiolla f: U — R on toisen kertaluvun osittaisderivaatat. Tdlloin
on olemassa pisteet (x1,y1) € U ja (x2,y2) € U siten, ettd

FI ) = 2 )
8w8y T1,Y1) = 8y8$ T2,Y2).

Tobistus. Koska U on avoin joukko, niin voidaan valita r > 0 siten, ettd jos
médritelladn reaalilukuvilit [ ja J siten, ettd [ = (xg — 21,20 + 2r) ja J = (yo —
27, yo + 2r), niin I x J C U. Todistuksen ideana on esittda

(oo +7r90+7) = f(xo +7,50) — f(T0, 90 + 1) + f(Z0,%0)

kahtena erotuksena:

(4.6) [f(zo+r,y0 +7) — floo +7,90)] — [f(x0, %0 +7) — f(Z0,%0)]
ja
(4.7) [f(zo+ 7,90 +7) — f(20, 0 +7)] = [f (20 + 7, 90) — f(20,%0)] -

Ensin kédydddn lapi tapaus (£.6). Méadritelldtin apufunktio ¢(z): I — R, p(z) =
f(x,yo+1)— f(x, 1) kaikilla = € I. Koska funktiolla f: U — R on osittaisderivaatta
ensimmaéisen komponenttinsa suhteen, niin funktio ¢: I — R on derivoituva. Siten
voidaan soveltaa véliarvolausetta funktioon ¢: I — R suljetulla valilla [zg, zo + 7).
On olemassa piste z1 € |xg, xo + | siten, etté

p(xo + 1) — (o)

¢'(z1) = " :

Talloin
(o +71) —p(r0) Of of

(4.8) " = %($1,y0+7”)—%(xhyo)~
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Kiinnitetdén tdmé piste x; ja médritelldidn uusi apufunktio ¥: J — R, ¢(y) =
%(ml, y) kaikilla y € J. Voidaan soveltaa véiliarvolausetta funktioon ¢: J — R sulje-
tulla valilla [yo, yo + r]. On olemassa piste y; € |yo, yo + 7| siten, etté

V(o +7) —p(y)  O°f

(49) r - ayax('r17y1>

Kaavojen ja nojalla

(4.10) (zo +7) — (x0) = 7 l (x1,41)
: P\ To P(To) = Doz 1, Y1)

Toisaalta ¢(zg + 1) — @(x9) on yhtd suuri kaavan (4.6)) kanssa ja siten saadaan
(4.11)
2 Pf

[f(.fEO + 7Y + 7“) - f(.TO + 7, yO)] - [f(ajanO + T) - f<x07y0)] =r ayax(xhyl)

Tapaus tehdddn vastaavasti, kun méaéritellidn apufunktio ¢: J — R, ¢(y) =
f(zo + 7r,y) — f(xo,y) kaikilla y € J. Talloin voidaan valita piste (zq,y2) € I X J
siten, ettd
(4.12)
, 0
[f(zo+ 790 +7) — (2o, yo +7)] = [f (2o +1,90) — f(z0,90)] =7 8x6y(x2’y2)'

Néin ollen kaavojen (4.11)) ja (4.12)) nojalla lemma on todistettu.
Nyt voidaan todistaa Lause [4.11}

Tobistus. Olkoon (xg,yo) € D. Valitaan r > 0 siten, ettd B,.(xo,y0) C D.
Olkoon k£ € N. Nyt voidaan soveltaa Lemmaa joukkoon U = Bz(xo,yo) ja

valitaan pisteet (xy,yx) € B: (xo,%0) ja (ug,vg) € B: Zo, Yo) siten, ettd

0% f B o0 f
(4-13) ax—ay(l‘k,yk) = m(uk,vk)-

Oletuksen nojalla toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Koska jonot
{(zk,yx)} ja {(ug, vp)} suppenevat kohti pistetta (xq,yo), niin téstd seuraa, etti

lim ﬁ(x ) _ﬁ@ )
k—oo | Ox Oy o U ~ Ox0y 0 %o

ja

lim Of (g, vg) —i(a: )
dyoz kyUk)| = Dy 0,Y0)-

Talloin kaavan (4.13]) nojalla saadaan

0% f

LT
D0y 05 Yo

- ayax(x(]?y())
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Seuraavaksi kasitellddn Rollen lauseen moniulotteista versiota ja sitd varten hie-
man merkintdjd, terminologiaa ja pari aputulosta:

e O(m x n) on nollamatriisi, jossa on m rivia ja n saraketta
e 1 -y on muuttujien z ja y vélinen sisdtulo

o T(xg,r) ={x e R": ||z — x| <1}

e B(xg,r)={x e R": ||z — x| <1}

o S(xg,r) ={z € R": ||z — xo|| = r} = T (xo, 7).

LEMMA 4.13. Olkoon D C R™ avoin joukko, joka sisdiltid pisteen x ja oletetaan,
ettd funktiolla f: D — R on ensimmdisen kertaluvun osittaisderivaatat. Jos piste x
on funktion [ ddriarvopiste, niin talloin

Vf(x)=0.

Tobistus. Koska z on joukon D sisédpiste, voidaan valita » > 0 siten, ettd
B(z,r) C D. Kiinnitetdén indeksi i, 1 < i < n, ja mééritellidn funktio ¢: (—r,r) —
R, ¢(t) = f(z + te;), kun [t| < r. Télloin piste 0 on funktion ¢ ddriarvopiste, joten

$0) = 2@ =0

Tamaé pétee kaikille indekseille 2, 1 < i < n, joten

Vf(x)=0.

U

LEMMA 4.14. Olkoon funktio f: T(xo,7) C R" — R jatkuva. Tdlloin funktion ku-
vajoukko on suljettu ja rajoitettu vali [m, M].

TobisTus. Idea: Jatkuva funktio f saavuttaa kompaktissa joukossa T'(xg, ) pie-
nimmén arvonsa m ja suurimman arvonsa M. Joukko T'(zg, ) on mééritelménsi no-
jalla yhtenéinen, jolloin jatkuvuuden nojalla kuvajoukko f(7'(xq,r)) on véli. Ndiden
kahden ominaisuuden avulla véite voidaan todistaa.

O

"Tavallisen” Rollen lauseen tapauksessa vilin I = [a, b] paétepisteita voidaan aja-
tella joukon I reunana, jolloin Rollen lauseen oletuksena on, ettd f saa saman arvon
kaikissa joukon I reunapisteissd. Talloin valiltd I 16ytyy sellainen piste, missé funk-
tion derivaatta on nolla. Seuraava esimerkki kuitenkin osoittaa, ettd tdmé& ei pade
usean reaalimuuttujan funktioille:

ESIMERKKI 4.15. Olkoon funktio f: R? — R?, f(x,y) = (z(22+y*—1), y(z*+y*—
1)). Télloin funktio f on jatkuva joukossa T'(0, 1), differentioituva joukossa B(0, 1) ja



38 4. ROLLEN LAUSE JA VALIARVOLAUSE

f(z) = 0 kaikille z € S(0,1). Lasketaan funktion f osittaisderivaatat
af

5./ (@y) = (32° +y* — 1,2zy)
ja

0

a—;f(x, y) = (2zy, 2* + 3y* — 1).

Huomataan, ettd derivaatta ei ole missédén pisteessd nolla, koska 2xy = 0, jos ja vain
jos ¢ = 0 tai y = 0. Jos x = 0, niin 322 + y2 — 1 = y?> — 1, joka ei ole nolla mis-
sddn joukon B(0, 1) pisteesséd joukon médritelmén nojalla. Vastaavasti, jos y = 0, niin
2?4+ 3y? — 1 = 2% — 1, joka ei mydskiin ole nolla missééin joukon B(0,1) pisteessé.
Néin ollen joukossa B(0,1) ei ole yhtdédn pistettd, missd derivaattamatriisin kaikki
alkiot olisivat nollia.

LAUSE 4.16. Olkoon funktio f: T(xg,r) C R® — RP jatkuva joukossa T(xq,T)
ja differentioituva joukossa B(xzg,r). Oletetaan, ettd on olemassa vektori v € RP
siten, etti v on kohtisuorassa funktiota f(x) vasten kaikilla x € S(xo,r). Tallin on
olemassa vektori ¢ € B(xo,r) siten, ettd

v- f'(c)u=0
kaikilla v € R™.

Tobistus. Olkoon k: R? — R, k(z) = v - z. Asetetaan g(z) = k(f(z)). Lemman
nojalla funktion g kuvajoukko on suljettu ja rajoitettu véli [m, M]. Lauseen ole-
tuksen nojalla g(x) = 0 joukossa S(zo, 7). Néin ollen voidaan olettaa, ettd g saavuttaa
maksimiarvonsa, M, pisteessd ¢ € B(xg,r). Lemman nojalla ¢'(¢) = O(1 x n),
toisin sanoen v - f’(c)u = 0 kaikilla u € R™.

U

Yhden reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktion tapauksessa Rollen lauseen ole-
tuksessa funktio f on jatkuva ja derivoituva avoimella vililla. Edellisen lauseen ole-
tusten mukaan funktio f on jatkuva ja differentioituva avoimessa pallossa. Liséksi
“tavallisessa” Rollen lauseessa oletetaan, ettd funktio f saa saman arvon ldhtéjoukon
pédtepisteissé ja usean reaalimuuttujan funktion tapauksessa oletetaan, ettd on ole-
massa vektori, joka on kohtisuorassa funktiota vastaan avoimen pallon reunapisteissa.

Tarkastellaan seuraavaksi edelliseen lauseeseen liittyvéa sovellusta:

ESIMERKKI 4.17. Olkoon f: T(0,1) C R*? = R?, f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v))
jatkuva joukossa T'(0,1) ja differentioituva joukossa B(0,1) ja olkoon G = funktion
f kuvajoukko. Oletetaan, ettd on olemassa taso p: ax + by + cz + d = 0 siten, et-
ta (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € p kaikilla (u,v) € S(0,1). Télloin on olemassa piste
(ug,vo) € B(0,1) siten, ettd tangenttitaso pintaan G pisteessd f(ug,vo) on yhden-
suuntainen tason p kanssa.

Perustelu: Tason p normaalivektori w = (a, b, ¢) on oletuksen nojalla kohtisuorassa

funktion f arvoa f(u,v) vastaan kaikilla (u,v) € S(0,1). Lauseen perusteella on
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siis olemassa (ug,vg) € B(0,1) siten, ettd w - f'(ug, vo)(u,v) = 0 kaikille (u,v) € R
Tasté seuraa viite.

LAUSE 4.18. Olkoon funktio f: T(xg,r) C R — RP jatkuva joukossa T(xy,r) ja
differentioituva joukossa B(xg,r). Olkoot v € RP ja 2y € B(xg, 1) siten, ettdv-(f(x)—
f(20)) ei vaihda merkkid joukossa S(xo,r). Tdlloin on olemassa vektori ¢ € B(xg, 1)
siten, ettd

v f(c)u=0
kaikilla v € R™.

TobisTus. Voidaan olettaa, ettd h(x) = v-(f(z)—f(z0)) < 0 kaikilla x € S(zg, 7).
Funktio h saavuttaa suurimman arvonsa suljetussa pallossa T'(xq,r) jossakin pallon
sisépisteessé ja tissd pisteessid funktion h derivaatta on nollamatriisi. Viite saadaan,
kun lasketaan funktion h derivaatta ja asetetaan se nollaksi. On olemassa piste ¢ €
B(zg,r) siten, ettd v - f(¢) = M, missa M = max{v - f(z) : © € T(x,r)}. Siispa
v f'(c)u = 0 kaikilla v € R™.

O

ESIMERKKT 4.19. Olkoon f: T(0,1) C R?* — R3, f(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))
jatkuva joukossa T'(0,1) ja differentioituva joukossa B(0,1). Olkoon G = funktion f
kuvajoukko ja Gy = f(9T(0, 1)). Oletetaan, ettéd on olemassa taso p: az+by+cz+d =
0 siten, ettd Gy on toisella puolella tasoa p ja on olemassa piste joukosta S(0, 1) toi-
sella puolella tasoa p. Talloin tangenttitaso pintaan G jossakin pisteessi P € S(0, 1)
on yhdensuuntainen tason p kanssa.

Perustelu: Olkoon w; = (u;, v;) € B(0, 1) siten, etta f(u;,v;) on toisella puolella tasoa
p suhteessa G:aan. Talloin (a, b, ¢)- (f(w)— f(w;)) el muuta merkkié tasossa 07'(0, 1).
Loppu seuraa Lauseesta |4.18

4.4. Yhden kompleksimuuttujan kompleksiarvoiset funktiot
Téssi kappaleessa on kiytetty ldhdetté [9].

"Tavallinen” Rollen lause ei pidde analyyttisille funktioille kompleksitasossa, silla
esimerkiksi funktio f(z) = e* — 1 saa arvon nolla, kun z = 2k7i kaikilla k& € Z, mutta
f'(z) = €* ei saa arvoa nolla milldén z € C. Rollen lausetta ei ole mahdollista osoit-
taa analyyttisen funktion tapauksessa koskemaan joko reaaliosaa tai imaginaariosaa,
vaan tarvitsemme molempia.

Kaytetdadn jatkossa seuraavia merkintoja:

o z =z + 1y kaikille z € C, missé z = R(2) ja yz%()
e josa#bjaa,beC, niina,b[={a+t(b—a): t€]0,1[}.
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Seuraavaksi olisi tarkoituksena yleistdd Rollen lause kompleksitason analyyttisille
funktioille ja ndyttda, miten téstd saadaan viliarvolause kompleksiarvoisille funktioil-
le. Ideana on tarkastella analyyttisen funktion f ja R(f’) suhdetta nollassa ja ana-
lyyttisen funktion f ja (f’) suhdetta nollassa tietden, ettei Rollen lausetta voida
osoittaa ainoastaan toisessa tapauksessa.

LAUSE 4.20. (KOMPLEKSINEN ROLLEN LAUSE) Olkoon G C C avoin ja kon-
veksi joukko ja olkoon f: G — C analyyttinen funktio. Olkoot a,b € G siten, ettd
fla) = f(b) =0 ja a#b. Tdlloin on olemassa z1, zy € |a,b| siten, ettd R(f'(z1)) =0
ja 3(f'(2)) = 0.

Tobistus. Olkoon a; = R(a), ay = I(a), by = R(b), by = (), u(z) = R(f(2))
jav(z) = ¥(f(2)) kaikille z € G. Olkoon
o(t) = (b —ar)u(a +t(b—a)) + (b — az)v(a + t(b — a))
kaikille ¢ € [0,1]. Talloin f(a) = f(b) = 0 tarkoittaa, ettd u(a) = u(b) = v(a) =
v(b) = 0 ja siten ¢(0) = 0 ja ¢(1) = 0. Télloin Rollen lauseen nojalla on olemassa
t, €]0,1] siten, ettd ¢'(t1) = 0. Olkoon z; = a + t1(b — a). Talloin

0=¢'(t1)
0 0
= (= a0) | G )ty = an) + )b — )
0 0
-+ (bg — CLQ) [8—2(21)031 — CL1> + a—Z(Zl)<b2 — a2>‘| .
Cauchy-Riemann yhtdlsiden ja Lauseen [3.1] nojalla
0=¢'(tr)
0 0
= (= @) 5 (o) + (b — )5 ()
0
= %(21) [(bl — a1)2 + (bg — &2)2] .
Siispé
, ou
R( (1)) = 5o(1) = 0.
Soveltamalla tdméa funktioon g = —if, saadaan, ettd on olemassa z; € Ja,b| siten,
etta
: 0 9 :
0=R(g'(22)) = () = =5 () = S (=)

U

LAUSE 4.21. (KOMPLEKSINEN VALIARVOLAUSE) Olkoon G C C avoin joukko ja
olkoon f: G — C analyyttinen funktio. Olkoot pisteet a ja b kaksi erillisti pistettd
joukossa G. Tdlloin on olemassa z1, z9 € |a, b| siten, etti

() = # (LG =1)
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ja
() = (LH=1).
TobisTus. Olkoon
(4.14) o) = 1)~ fa) - 1O TO o)

kaikilla z € G. Selvésti g(a) = ¢g(b) = 0. Lauseen [4.20|nojalla on olemassa 21, 22 € |a, b]
siten, ettd R(¢'(21)) = 0 ja I(¢’'(22)) = 0. Kuitenkin kaavan (4.14)) nojalla

g(:) = ') - TO =T
kaikilla z € G. Télloin

o=w¢w»=%wum—%(ﬁﬁlﬁ@)

b—a
ja
o:wy@»zﬁmwm—%(ﬂ%5§@>

U

SEURAUS 4.22. Olkoon G C C avoin joukko ja olkoon f: G — C analyyttinen
funktio siten, etti f'(z) =0 kaikilla z € G. Talloin f on vakiofunktio.

TobisTus. Todistus 16ytyy ldhteesta [9]: Corollaryn 2.3. todistus.

U
ESIMERKKI 4.23. (a) Olkoon f(z) = e*—1, jolloin f(z) = 0, kun z = 2k kaikilla
k € Z. Koska f'(2) = ¢ = ¢" cosy + ie” siny, niin R(f'(2)) = 0, jos y = 2T 5

I(f'(2)) = 0, jos y = kx. Télloin funktion f’ reaali- ja imaginaariosat saavat arvon

nolla suorilla, jotka erottavat funktion f nollakohdat toisistaan.

(b) Jos f(z) = (2 —a)(z — b), a # b, niin f(z) = 0, kun z = a tai z = b. Koska
f'(z) =2z —a— b, niin R(f'(2)) =0, jos z = w ja S(f'(2)) =0, jos y = M
Lopputulos on sama kuin (a)-kohdassa.
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