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Opetuskokeilun idea ldhti liikkeelle halusta irrottautua perinteisestd ikésidonnaisesta
koulusysteemistd ja 10ytdd uusia ndkokulmia opetukseen eri ikdisten oppilaiden vilisestd
vuorovaikutuksesta. Tutkimustehtdvéna oli selvittdd, kuinka eri ikdiset oppilaat voivat tukea toistensa
matematiikan oppimista. Tutkimukseen osallistui kahdeksan Iluokkien 4-9 oppilasta, joista
muodostettiin kaksi mahdollisimman ikdsekoitteista ryhméda. Pienryhmét tekivat tehtdvid kahdessa
tyoskentelysessiossa, jotka dénitettiin, ja dénitteistd wvalittiin tutkimustehtdvin kannalta
mielenkiintoisimmat katkelmat analysoitaviksi.

Keskusteluissa nousi vahvasti esiin oppilaiden keskuudessa vallitseva kisitys siité, ettd
matematiikan osaaminen on tiukasti sidoksissa oppilaan ikddn. Tdmén ikéhierarkian seurauksena
ryhmissd muodostui melko selked jako, jossa vanhin oppilas ohjasi muuta ryhméé. Toisaalta toisessa
tutkimusryhmassé esiintyi my0s hyvin selked poikkeama tasta ikdjaottelusta. Ryhmaén toiseksi nuorin
jdsen toimi yhdenvertaisena ohjaajana ryhmén vanhimman jésenen kanssa, ja hdnen osaamiseensa
luotettiin. Oppilaiden vélinen keskustelu ryhmétydskentelyn aikana oli vuorovaikutteista, ja oppilaat
vaativat kohtalaisen rohkeasti lisédperusteluja toistensa vastauksiin. Oppilaat kokivat erityisesti
arkipdivin esimerkit toimivana keinona asioiden selittdmisessd. Uusia kasitteitd l&hestyttiin usein
visuaalisesta ndkokulmasta, joka on konkreettinen reitti ldhestyd uutta asiaa. Haastavammissa
tehtévissd oppilaiden vuorovaikutusta ja ymmaérrystd heikensi se, ettei omia péaédtelmid perusteltu
riittdvasti. Ndissd tilanteissa opettajan ohjaus johdattelevien kysymysten kautta osoittautui tarkedksi.

Opetuskokeilun yhdeksi péddaiheeksi valikoitui yhtdloéiden ratkaiseminen, joka on

matematiikan opetussuunnitelman tirkeimpid osa-alueista. Yhtdldiden ratkomiseen syvennytddn



tassd pro gradussa historiakatsauksen kautta. Yhtdldiden ja kdyrien vélinen yhteys ymmaérrettiin vasta
uuden matematiikan aikana 1600-luvulla. Havainto siitd, ettd kukin yhtdlo méadrittelee kdyrdn toi
matemaatikot uusien kysymysten ddrelle. Yleistd konstruktiota n. asteen yhtildille etsittiin aktiivisesti
1750-luvulle saakka. Yritykset eivdt tuottaneet toivottua lopputulosta, mutta etsintdjen aikana
onnistuttiin ennustamaan, ettd kaksi kdyrdd, jotka ovat m. ja n. astetta, leikkaavat nm pisteessa.
Nykyéén tdmé periaate tunnetaan Bézout'n lauseena. Jotta lause pétee, tdytyy huomioon ottaa myos
yhtildparin kompleksiarvoiset ratkaisut seki #drettdmyyden pisteet. Adrettdmyyden pisteiden
tarkastelussa avuksi tulivat homogeeniset koordinaatit: Projektiotason RP? pisteet voidaan esittdd
kolmiulotteisen avaruuden suorina, jotka kulkevat origon kautta. Kun valitaan mikd tahansa
tavallinen taso T, joka ei kulje origon kautta, tason T suhteen ddrettomyydessd sijaitsevat pisteet

voidaan tulkita homogeenisesti tason T kanssa yhdensuuntaisina origon kautta kulkevina suorina.

Avainsanat:

Bézout’n lause, homogeeniset koordinaatit, ryhmétyoskentely, kielentdminen, matematiikkakuva,

matematisointi, yhteistoiminnallinen oppiminen, yhtilon ratkaiseminen
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1. Johdanto

Oppilaiden matemaattisen ajattelun kehityksen kannalta on tdrkedi, ettd he oppivat ymmartdméién
vastauksiensa perustelemisen merkityksen sekd argumentoimaan matemaattisesti pétevésti ja
yksiselitteisesti. Tédssd tarkoituksessa oppilaiden vélinen ryhmdtyoskentely ja keskustelu ovat
avainasemassa. Yhden oppilaan kielentdessd valitsemaansa ratkaisustrategiaa muut ryhmaén jisenet
voivat vertailla esittdjan ratkaisua omiin padtelmiinsd. Jos esittdjan ja muiden ryhméldisten
ratkaisustrategiat ja péddtelmét eroavat merkittdvisti toisistaan, saavat toisen ratkaisustrategian
valinneet uusia ldhestymistapoja tehtdvan ratkaisemiseen. Toisaalta saman aikaisesti muu ryhmé saa
mahdollisuuden arvioida esittdjin ratkaisun oikeellisuutta ja esittdd tarkentavia kysymyksid, jotka
parhaassa tapauksessa aikaansaavat kriittistd pohdintaa ja syventdvidt tehtdvdn ymmaértdmista.
Joutsenlahden, Silfverbergin ja Risdsen (2018) mukaan kuvatunlainen ryhmin toiminta synnyttda
keskusteluun osallistujissa tarpeen entisté tdsmallisempadin ja perusteellisempaan argumentointiin.

Ryhmissd tyoskentely palvelee tehtévien ratkaisemista myds siind mielessd, ettd
ryhmissi tydskenneltdessd oppilaiden tulee luontevasti kerrottua ajatuksiaan #fineen. Adneen
ajatteleminen on tunnetusti toimiva keino edistdd késittelyssd olevan ongelman ratkaisemista
(Joutsenlahti ym., 2018). Kielentdessdén tehtdvin ratkaisuun vaadittavaa matematiikkaa oppilas
joutuu jdsentdmédn ongelman itselleen ja oivaltaa ndin mahdollisesti jdsennysprosessin kautta
tehtdvén ratkaisun (Joutsenlahti ym., 2018).

Pienryhmétyoskentely oli luonteva valinta tutkimuksen tydskentelymuodoksi, silld se
noudattaa vuoden 2014 opetussuunnitelman suuntausta hyddyntdd opetuksessa monipuolisesti eri
opiskelumuotoja. Opetussuunnitelman matematiikan opetuksen tehtdvistd koostetussa kuvauksessa
todetaan matematiikan opetuksen kehittdvin viestintd-, vuorovaikutus- ja yhteistydtaitoja, mitd
tutkimuksessa  kdytetty oppilasldhtdinen pienryhmétydskentely tukee hyvin. Lisdksi
opetussuunnitelmassa kannustetaan hyodyntdmédn tieto- ja viestintiteknologiaa osana yhdessd
tekemistd tarkoituksena edistdd ryhmadldisten vilistd vuorovaikutusta sekd tydskentelyn
moniaistisuutta ja monikanavaisuutta. (Opetushallitus, 2014) Mydskin tdméd opetussuunnitelman
kohta toteutui tutkimussessioissa, joissa pddasiallisena opiskeluvilineend toimi Geogebra-ohjelma.

Opetuskokeilussa oppilaat perehtyivdt koordinaatiston kéayttoon, suoriin ja niitd
vastaavien ensimmdiisen asteen yhtdloiden ratkaisemiseen ikdsekoitteisissa pienryhmissd
tyoskennellen. Pienryhmien toimintaa ja vuorovaikutusta tutkitaan oppilaiden vilisen dialogin
analyysin kautta, minka lisdksi tehddin pieni katsaus oppilaiden tayttdmiin alku- ja loppukyselyihin.

Tutkimukseen liittyvdn osuuden jélkeen perehdytién vield syvemmin opetuskokeilun takana olevaan



matematiikkaan.  Viimeisessd luvussa tehdddn  historiakatsaus  yhtdldiden ratkomisen
kehitysvaiheisiin muinaisesta Egyptistd matematiikan uuteen aikaan saakka. Erityisesti pysdhdytidén
tutkimaan kéyrien leikkauspisteistd kertovaa Bézout’n lausetta sekd sithen ldheisesti liittyvad

homogeenista koordinaattijarjestelmaa.



2. Matematiikka yhdessa tekemisena

Tutkimussessioiden ryhmadtydskentelyssd tavoitteena oli pédédstdi mahdollisimman ldhelle
Vhteistoiminnallisen —oppimisen (Saloviita, 2014) periaatteita, jotka edistdvit perinteistd
ryhmétydskentelyd paremmin oppilaiden kehittymistd itsendisind oppijoina ja ajattelijoina.
Yhteistoiminnallisessa oppimisessa oppilaat tydskentelevit ryhmadssd, jolla on yhteinen tavoite.
Tavoitteen  saavuttamisessa ~ hyddynnetddn  kaikkien  ryhmdn  jdsenten  tietdmysta.
Yhteistoiminnallinen ryhmaissd tydskentely eroaa perinteisestdi ryhmaétyoskentelystd siind, ettd
jokaisen panos on vilttdméton tyon onnistumisen kannalta, jolloin kukaan ei voi toimia
vapaamatkustajana. Kysymys kuuluu, mitkd ovat edellytykset yhteistoiminnalliselle oppimiselle.
Timo Saloviidan (2014) mukaan yhteistoiminnallisella oppimisella on neljd tuntomerkkia.
Ensimmaéinen niistd on kasvokkain tapahtuva suora vuorovaikutus oppilaiden vililld, joka erottaa
yhteistoiminnallisen oppimisen perinteisestd tuntitydskentelystd siind, ettd kullakin oppilaalla on
mahdollisuus aktiiviseen osallistumiseen. Toinen yhteistoiminnallisen oppimisen kriteeri on ryhmén
jasenten vélinen positiivinen keskindisriippuvuus. Tillainen riippuvuussuhde saa oppilaan
huomaamaan, ettd hinen ty0panoksensa on arvokas ryhmille ja ryhmén tydpanos hinelle. My0s
ansiot koetaan yhteisiksi, mika lisdd ryhmin koherenttisuutta. Kolmas kriteeri on yksilollinen vastuu.
Perinteisen ryhmaityodskentelyn ongelmana on mahdollisuus vapaamatkustajuuteen. Hyvi oppilas
saattaa ottaa vastuun koko projektista, koska hin kokee muut ryhmén jésenet itsedén heikompina.
Heikompi oppilas taas luovuttaa vastuun ryhmin taitavimmalle, koska télld saavutetaan kaikkien
kannalta paras lopputulos ja arvosana. Yhteistoiminnallisessa oppimisessa opettaja arvioi kunkin
oppilaan suorituksen erikseen, eli kullakin oppilaalla on yksilollinen vastuu omasta arvosanastaan.
Niin ollen vapaamatkustaminen ei yhteistoiminnallisessa ryhmétydsséd ole mahdollista. Neljds ja
viimeinen yhteistoiminnallisen oppimisen tuntomerkki on yhtdldinen osallistuminen. Kaikkien
ryhmaéldisten yhtdldinen osallistuminen tydskentelyyn voidaan taata esimerkiksi etukdteen tehdyn
tyonjaon avulla. Kuitenkaan tdmén opetuskokeilun kaltaisessa tutkivassa ryhmitydssd ei valmista
tyonjakoa voi tehdd, silld tyon lopputuloksen kannalta on tdrkedd, ettd oppilaat voivat vaihtaa
ajatuksia ja mielipiteitd vapaasti ilman sitoutumista tiettyyn rooliin tai tydnkuvaan. (Saloviita, 2014)

Térked osa yhteistoiminnallista matematiikan opiskelua on oppilaiden oman
matemaattisen ajattelun kielentdminen. Matematiikan kielentdmiselld tarkoitetaan matemaattisen
ajattelun ilmaisemista luonnollisen kielen, kuviokielen sekd matematiikan symbolikielen keinoin
padasiassa puhuen tai kirjoittaen. Matematiikan kielentdminen on tdrked osa matematiikan opiskelua,

silld se antaa opettajalle mahdollisuuden seurata oppilaan ajattelun rakentumista sekd korjata ja



kehittdd sitd. Oppilaalle taas kielentdiminen on keino osallistua ryhmén yhteiseen pohdintaan, selittda
omia ratkaisujaan, argumentoida sekd rakentaa matemaattisille kisitteille merkityksid etsimdlla
yhteyksid arkieldmén ilmioihin ja tilanteisiin. Kaikki ndmé toiminnot kasvattavat oppilaan omaa
ymmaérrystd matematiikasta. Valmistautuessaan omaan puheenvuoroonsa, on kyseessd sitten
yhteinen pohdinta, oman ratkaisun esittdminen tai argumentointitilanne, oppilas joutuu jasentdméiin
ensin omaa ajatteluaan ja tdmén jdlkeen muotoilemaan ajatuksensa kuulijoille ymmaérrettdvain
muotoon. (Joutsenlahti ym., 2018) Néin oppilas joutuu kdyméén ldpi omaa ymmarrystién syventdvin
ajatteluprosessin ennen kuin on valmis kielentdmién ajatuksensa muulle ryhmaélle.

Matematisointi on toinen oppilaan matemaattisen ajattelun kehityksen kannalta
merkittdva késite. Kaartisen ja Kumpulaisen (2012) médritelmén mukaan matematisoinnin késite
pitdd siséllddn neljd matemaattista toimintoa, jotka ovat oletuksien asettaminen, kokeileminen,
mallintaminen ja analysointi. Kaartisen ja Kumpulaisen tutkimuksessa perehdytddn pdivékoti-
ikdisten lasten asenteisiin matematisointia kohtaan. Tutkimuksessa todetaan, etti jo ndin varhaisessa
vaiheessa tapahtuva matemaattinen toiminta néyttelee merkittdvad roolia oppilaan matemaattisen
ajattelun kehityksessd ja rakentaa lapselle tyokaluja 16ytdd yhteyksid arkipdivdn toimintojen ja
matemaattisten menetelmien vililld. Oppilaiden asenteet matematisointia kohtaan kehittyvit koko
peruskoulun ajan, minké takia késite on keskeinen osa myds tétd eri ikdisille oppilaille teetettya
tutkimusta.

Kielentdmisen ja matematisoinnin ohella kolmas tidrked késite, jota tutkimuksen
tuloksissa tullaan pohtimaan, on oppilaiden matematiikkakuva. Joutsenlahti, Silfverberg ja Rdsdnen
(2018) maddrittelevdt matematiikkakuvan késittdvin kolme osatekijdd: tunnesuhtautuminen,
motivaatio ja uskomukset. Ndmd kolme osa-aluetta muodostavat oppilaan matematiikkakuvan
tiiviissd keskindisessd vuorovaikutuksessa. Matematiikan loogisesta luonteesta huolimatta oppilaan
suhde matematiikkaan ja matematiikan oppimiseen on hyvin tunnepohjainen (Joutsenlahti ym.,
2018). Oppilaiden matematiikan oppitunneilla ja kotildksyjen parissa kokema tunteiden kirjo on laaja.
Eritasoiset tehtdvit, avun pyytdminen ja antaminen sekd omien ratkaisujen esittiminen voivat
aiheuttaa ahdistuksen, ilon, vihan ja tylsistymisen tunteita sekd kaikkea mahdollista ndiden viélilta.
Némad erilaiset tunnetilat ovat kiintedssé yhteydessd oppilaan motivaatioon. Positiiviset tunteet, kuten
hyvén arvosanan aikaansaama ylpeyden tunne tai oivaltamisen ilo, lisddvét oppilaan kiinnostusta ja
opiskelumotivaatiota. Negatiiviset tuntemukset, kuten jénnitys oppitunneilla tai turhautuminen
vaikeaan tehtdvdin, taas vahentivét kiinnostusta matematiikkaa kohtaan. Motivaatio on merkittava
osa oppilaan matematiikkakuvaa, silld siihen sisdltyy mitd oppilas haluaa, mité hin pitéa tirkeéna ja
millaisia valintoja hin tekee (Joutsenlahti ym., 2018). Myos uskomukset ovat tunteille ldheinen osa-

alue. Ndma kaksi eroavat toisistaan kuitenkin siind, ettd uskomukset voivat olla epétosia, joten niitd



voidaan kyseenalaistaa ja niistd voidaan kiistelld toisin kuin tunteista, jotka ovat subjektiivisia
kokemuksia (Joutsenlahti ym., 2018).

Opetuskokeilussa  ryhmien  tydskentelyvilineend  toimi  Geogebra-ohjelma.
Opetussuunnitelmassa (Opetushallitus, 2014) asetetaan, ettd “konkretia ja toiminnallisuus ovat
keskeinen osa matematiikan opetusta ja opiskelua”. Titd tavoitetta ajatellen Geogebra palveli
tehtidvientekovélineend erinomaisesti. Geogebraa kaytetddn suomalaisissa kouluissa kaiken ik&isten
oppilaiden matematiikan opetuksessa koko ajan enenevdssd miédrin. Enimmikseen Geogebraa
hyodynnetddn yldkoulun ja lukion opetuksessa, mutta silld on monia potentiaalisia kdyttosovelluksia
myo0s alakoulussa. Tietotekniset apuvilineet koetaan peruskoululaisten keskuudessa useimmiten
mielekkdind ja innostavina tydskentelyvélineind. Odotuksena oli, ettd ohjelman kdyton harjoittelu ja
toimivimpien piirtotyokalujen etsiminen ty6llistivdt ja innostavat kaikkia ryhmadldisid idsta
riippumatta.

Yldkoulussa kaikilla luokka-asteilla opetussuunnitelman mukaisena oppimistavoitteena
on, ettd “oppilas osaa soveltaa tieto- ja viestintdteknologiaa matematiikan opetuksessa”
(Opetushallitus, 2014). Erilaisten ohjelmien monipuolisen ja soveltavan kdyton oppimisen kannalta
on hyodyllistd, ettd esimerkiksi Geogebran kaltaisten kaiken ikéisille soveltuvien ohjelmien kdyton
jatkumo aloitetaan jo alakoulussa. Lisdksi koodaaminen ja ohjelmointi ovat wuudessa
opetussuunnitelmassa mukana kaikilla vuosiluokilla 1-9. Tdméa merkitsee tietotekniikan kdyton
huomattavaa lisddntymistd ja tietoteknisten taitojen osaamisvaatimusten kohoamista koko
peruskoulussa. Atk-tunneilla tapahtuvan opetuksen liséksi on térkedd, ettd oppilaat saavat varmuutta
tietotekniikan kdytt6on myods muilla oppitunneilla. Matematiikassa tdméd onnistuu luontevasti ja

oppimista tukien Geogebran ja muiden laskenta- ja piirto-ohjelmien avulla.
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3. Tutkimus

3.1 Tutkimustehtava

Tutkimustehtdvind oli selvittdd, kuinka eri ikdiset oppilaat voivat tukea toistensa matematiikan
oppimista. Tutkimustehtdvdd ldhestyttiin ikédsekoitteisissa pienryhmissd tapahtuvan itsendisen
opiskelun kautta. Toiveena ja tavoitteena oli pddstd mahdollisimman ldhelle yhteistoiminnallisen
oppimisen periaatteita.

Oppilaiden vilinen yhteistyd on tutkimisen ja erityisesti hyodyntdmisen arvoinen asia
matematiikan oppitunneilla. Ryhmétyodskentelyé on tutkittu paljon, ja perinteisen ryhmétydskentelyn
rinnalle kehittynyt yhteistoiminnallinen oppiminen hyddyntdd entistdi paremmin kaikkien
ryhmaéldisten vahvuuksia. Yhteistoiminnallisen oppimisen periaatteet toteutuvat sitd paremmin, mita
erilaisemmista oppilaista ryhmd muodostuu (Saloviita, 2014). Niinpad oli mielenkiintoista 14hted
tutkimaan laajan ikdskaalan omaavia ryhmid, joissa heterogeenisuus toteutuu viistimattd, kun
ryhmaldisilld on eri méird opiskeluvuosia takanaan ja he ovat erilaisissa kehitysvaiheissa yleisesti

elamén eri osa-alueilla.

3.2 Tutkimuskysymykset

Edelld asetetun tutkimustehtidvin sekd oppilaille annettujen tehtdvien, jotka esitelldéin hieman
tuonnempana, puitteissa pédasiallisina kiinnostuksen kohteina tutkimuksessa olivat seuraavat

kysymykset:

1. Miten oppilaiden matemaattinen osaaminen ndyttaytyi yhteistoiminnassa?
2. Miten oppilaiden vélinen vuorovaikutus toimi ja rakentui?
3. Millaisia merkitysneuvotteluja koordinaatiston kaytostd, suorista ja yhtélonratkaisusta

kiiytiin?

Tutkimuskysymyksiin tullaan etsimidén vastauksia analysoimalla oppilaiden vilistd dialogia

ryhmaétydskentelyn aikana.
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3.3 Aineiston keruu

Tutkimus suoritettiin suomalaisessa peruskoulussa huhtikuussa 2019. Tutkimukseen osallistui
kahdeksan luokka-asteiden 4-9 oppilasta, jotka jaettiin kahteen mahdollisimman ikdsekoitteiseen
ryhmédin. Ensimmaéisessd ryhméssd piti suunnitelman mukaan olla mukana yhdeksés-, seitsemés-,
kuudes- ja viidesluokkalainen, mutta ryhméin kuudesluokkalainen oli pois koulusta ensimméiisené
tutkimuspdivdand ja viidesluokkalainen jidlkimmadisend péivdnd, joten ryhmd tydskenteli
kolmihenkisend molempina péivind. Toisessa ryhméssd oli yhdekséds-, kuudes-, viides- ja
neljisluokkalainen. Kumpikin ryhmé osallistui kahteen tyOskentelysessioon, jotka jérjestettiin
perdkkdisind aamupdivind. Ryhmaét tyoskentelivdit samanaikaisesti eri luokkatiloissa. Molempien
pdivien tyoskentelysessiot ddnitettiin.

Ensimmadisen tutkimussession aluksi oppilaat tiyttivit ennakkokyselylomakkeen (liite
1), jonka avulla kartoitettiin oppilaiden osaamista ja asenteita tutkimuksen kisitteisiin ja
tyoskentelytapoihin liittyen. Lisdksi ennen tehtdvien teon aloittamista oppilaat tutustuivat
opettajajohtoisesti Geogebraan, jota kiytettiin tutkimuksessa paéasiallisena tydskentely-ymparistona.
Noin kymmenen minuutin mittaisessa opetustuokiossa kdytiin ldpi, kuinka ohjelmalla saadaan
piirrettyd piste, jana ja suora sekid selvitettyd kahden suoran leikkauspisteen koordinaatit. Lisdksi
tuokiossa harjoiteltiin, kuinka suoralla olevan pisteen y-koordinaatti luetaan, kun x-koordinaatti
tunnetaan, ja pdinvastoin. Oppilaat harjoittelivat edelld lueteltuja toimintoja pareittain tietokoneilla
opettajan ohjeen mukaisesti. Opetustuokion jidlkeen tutkimusryhmit siirtyivit erillisiin luokkiin
tekeméén tehtdvid. Tdmédn ensimmadisen tydskentelysession aiheina olivat koordinaatistoon, suoriin
ja (suorien) yhtdl6ihin liittyvat kisitteet sekd koordinaatiston kayttd. Tehtdvimoniste (liite 3) oli
koottu tavoitteena tutustuttaa oppilaat kyseisiin késitteisiin sekd muistutella oppilaiden mieliin,
kuinka koordinaatistoa kéytetddn. Ryhmilld oli aikaa tehtdvien tekemiseen noin tunti.

Toisessa tutkimussessiossa jatkettiin ryhmétyoskentelyd uuden tehtdvimonisteen (liite
4) parissa. Toisena tydskentelypdiviand ryhmat padsivit soveltamaan ensimmadisend pdivind opittuja
késitteitd ja perusasioita kdytdnnonldheisten matemaattisten ongelmien ratkaisemiseen. Tehtdvien
aiheina olivat yhtdlo, yhtélopari ja graafinen ratkaisu. TyOskentelyaikaa oli noin tunti ja
neljikymmentd minuuttia mukaan lukien kymmenen minuutin tauko. Ryhmétyoskentelyosuuden
padtteeksi oppilaat tiyttivdt kukin itsendisesti loppukyselylomakkeen (liite 2), jolla selvitettiin
oppilaiden mielipiteitd tutkimuksen tydskentelymuodoista sekd siitd, mitd he olivat oppineet ja mita

heille oli jdényt mieleen.
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Oppilaat tekivdt tehtdvid ryhmissd keskenddn ilman varsinaista opettajajohtoista
opetusta. Oletuksena oli, ettd aiheet olivat vanhemmille oppilaille entuudestaan tuttuja, joten he
voivat neuvoa ja opettaa nuorempia oppilaita, joille osa asioista oli uusia. Opettaja kierteli jatkuvasti

luokissa tarkkailemassa ryhmien tydskentelyd ja neuvoi tarvittaessa.

3.4 Aineiston analyysi

Tutkimusaineistoksi nauhoiteut ddnitteet litteroitiin, ja litteraateista valittiin tutkimuskysymysten
kannalta mielenkiintoisimmat katkelmat analysoitaviksi. Valitut dialogipétkét sijoitettiin taulukkoon
siten, ettd vasemmanpuolimmaisessa sarakkeessa on puheenvuorossa olevan oppilaan nimi (nimet
muutettu) ja viereisessd sarakkeessa oppilaan tuottama puhesiirtymd. Seuraavaan sarakkeeseen
Kielentdminen on merkitty puhesiirtymén merkitys keskustelun kehittymiselle. Matematisointi-
sarakkeessa on kuvailtu puhesiirtymdn merkitys tehtdvin ratkaisun rakentumiselle ja oppilaiden
matemaattisen ymmarryksen kasvulle. Viimeisessd sarakkeessa Huomioita on kirjattu oppilaiden
puhesiirtymiin liittyvid toimintoja. Keskusteluissa esiintyneet kielentdmisen ja matematisoinnin
keinot on koottu taulukkoon 1. Edelld kuvattu analyysimenetelmi ja sen kategorisointi on luotu
mukaillen tutkimusta Kaartinen ja Latomaa (2012).

Kutakin keskustelua vastaavan taulukon esittimisen jdlkeen seuraa keskustelun
analyysin tulkinta. Analyysin ensimmadisen otsikon Miten ryhmdn vuorovaikutus rakentuu? alla
avataan keskustelua ja puhesiirtymien sisdltod sekd pohditaan, kuinka erilaiset puhesiirtymat
vaikuttavat keskustelun jatkumiseen ja kehittymiseen. Seuraavan otsikon Miti rooleja
vuorovaikutuksessa esiintyy? alla eritelldén rooleja, joita oppilaat keskustelun edetessd omaksuvat.
Viimeisend on kappale Millaisia merkityksid matematiikasta neuvotellaan?, joka jakautuu
alakappaleiksi Matematiikkakuva ja Matematisointi. Néistd ensimmdiisessd analysoidaan oppilaiden
suhtautumista ja asenteita omaa ja toistensa osaamista, kyseistd tehtdvéd ja yleisesti matematiikkaa
kohtaan. Jalkimmaisessd tutkitaan, millaista matemaattista sisdltdod oppilaiden yksittdisissa
puheenvuoroissa ja vuorovaikutuksessa kokonaisuutena on ja miten he matemaattisen pohdinnan

kautta rakentavat tehtdvin ratkaisua.
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Kielentiminen

Matematisointi

Ongelman ratkaisu

arviointi

kysyminen
perusteleminen
tehtdvin ratkaiseminen
tdydentdminen
vastaaminen

vasta-argumentti

Ratkaisun ohjaaminen

hyvéksyminen
lisdohjeistuksen antaminen
ohjaaminen

termiston tarkentaminen
titvistiminen

vastauksen hylkddminen

ddneen lukeminen

Vuorovaikutus

huomion kiinnittiminen
kehuminen

kuuntelemisen osoittaminen
osallistuminen
puheenvuoron siirtiminen
toistaminen

vastuun siirtiminen

vetdytyminen

Ongelman ratkaisu

hypoteesi

hypoteesin toteaminen oikeaksi
johtopadtos

késitteen madrittely
matematisointi

ongelman havaitseminen
ongelman ratkaisu

pohdinta

strategian valinta

tehtidvin ratkaiseminen
tehtivin saattaminen loppuun
tehtivin tiivistiminen

uuden strategian valinta
vastauksen antaminen

vastauksen hylkddminen

Ratkaisun ohjaaminen

esimerkki

tarkentaminen

vastaaminen

vastaaminen kysymyksen kautta
vastauksen hyviksyminen

vastauksen tdydentiminen

Vuorovaikutus
aktivointi
eteneminen
johdattelu
kertaaminen
korjaaminen
kysyminen
ohjaaminen
vahvistaminen

varmistaminen

Matematiikkakuva

Taulukko 1: Dialogeissa esiin nousseet kielentdmisen ja matematisoinnin keinot.
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3.5 Yhteistoiminnallisten aktiviteettien pedagogiset periaatteet

Opetussuunnitelmassa ohjeistetaan seuraavaa: “Matematiikan opetuksen tehtdvind on kehittdd
oppilaiden loogista, tdsméllistd ja luovaa matemaattista ajattelua.” (Opetushallitus, 2014) Téhéin
tavoitteeseen tydskentelysessioissa pyrittiin keskustelevan, kiireettoméan ilmapiirin luomisen kautta,
johon oppilaita ohjeistettiin ndin:

1. Tehkii tehtdvit huolella ja rauhassa. Kaikkia tehtivii ei tarvitse ehtié tehda!

2. Kysykad rohkeasti apua toisiltanne.

3. Pitékad huoli, ettd kaikki ymmartévit, mitd kysytdén ja mitd ollaan tekeméssa.

4. Tyoskennelkid siten, ettd kaikki ryhmaildiset osallistuvat tehtdvien ratkaisemiseen.

5. Jos osaat, koeta saada muutkin ymmaértaméaén!
Keskustelujen tavoitteena oli antaa oppilaille uusia ndkokulmia tehtdviin sekd kehittdd oppilaiden
kriittistd ajattelua heidén vertaillessaan omia ja muiden ryhmaéléisten ratkaisuideoita keskendin.
Odotuksena oli, ettd oppilaista 10ytyisi kriittisyyttd muiden ryhméléisten esittdmié ratkaisuideoita
kohtaan, mikéd heréttdisi tarkentavia kysymyksid ja saisi ndin aikaan entistd tdsmaéllisempid
perusteluja tehtiviin. Erityisesti ensimmaéisen tutkimussession tehtdvipaketti oli koottu tavoitteena
herdttdd ryhmissd keskustelua. Ensimmaéisessd sessiossa perehdyttiin - muun muassa
keskustelutehtéivien ja erilaisten pelien kautta tutkimuksen toisessa, laskennallisemmassa
tyoskentelysessiossa tarvittaviin késitteisiin, joita olivat koordinaatisto, x-koordinaatti ja y-
koordinaatti, piste, suora, suorien leikkauspiste, yhtilo ja yhtdlon ratkaisu.

Lisdksi opetussuunnitelmassa matematiikan opetukselta ja opiskelulta edellytetédn
konkretiaa ja toiminnallisuutta (Opetushallitus, 2014). Konkretiaa tehtivissi haettiin yhdistelemélla
tehtévien aiheita arkiel&imin tilanteisiin. Tehtévissda muun muassa pohdittiin, kuinka paljon Ville voi
ostaa kaupasta paédryndité ja appelsiineja, jos yhteensd hedelmié on kuusi kappaletta, ja kuinka paljon
Samilla ja Riitalla voi olla rahaa, kun tiedetiin, ettd Samilla on rahaa kaksinkertaisesti Riittaan
verrattuna. Tehtdvien matematiikka oli yhdistetty tilanteisiin, jotka ovat oppilaiden eldmésti tuttuja,
jotta tehtdvét tuntuisivat helposti ldhestyttdviltd. Toiminnallisuutta tehtéviin puolestaan toi Geogebra-
ohjelman kaytto.

Tyoskentelysessioiden aiheina olivat kolmannen tutkimuskysymyksen mukaisesti
koordinaatisto, ensimmaéisen asteen yhtdlot ja yhtéloparit sekd niihin liittyvit suorat. Koordinaatiston
kdyttdon tutustuttiin sijoittamalla koordinaatistoon pisteitd erilaisissa tehtavikonteksteissa: Ensin
oppilaiden tehtdvana oli sijoittaa koordinaatistoon valmiiksi koordinaattimuodossa annettuja pisteita.
Tédmin jilkeen he pédsivit soveltamaan oppimaansa laivanupotuspelin kautta, jossa taytyi osata sekd

sijoittaa annettu piste koordinaatistoon ettd itse ilmoittaa koordinaatistossa olevan pisteen
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koordinaatit. Koordinaattipisteharjoitteiden yhteydessd paistiin luontevasti aloittamaan myos suoriin
ja niiden leikkauspisteisiin tutustuminen. Oppilaat harjoittelivat piirtdmédan kahden pisteen
médrittdmid suoria, joiden leikkauspisteet katsottiin ensin silmédméérdisesti kuvasta ja varmistettiin
Geogebran avulla.

Kun pisteet ja suorat olivat tulleet visuaalisesti tutuiksi, siirryttiin yhtélotehtaviin.
Toisessa tydskentelysessiossa oli runsaasti tehtdvid, joissa piirrettiin suora laskemalla suoran pisteiti
sanallisesti mééritellyn suoran yhtédlon kautta. Oppilaiden piti piirtdd esimerkiksi suora yhtilostd x =
2y, joka oli sanallisesti esitettynd “Samilla on kukkarossaan rahaa kaksi kertaa niin paljon kuin
Riitalla.” Tamén jdlkeen tehtdvdnd oli lukea kuvaajasta Riitan rahamidird, kun Samin rahamiéra
tiedettiin, ja pdinvastoin. Tehtdvissd ohjeistus oli annettu vaiheittain ja selitetty selkedsti. Myos
taulukot, joihin pisteet laskettiin, oli annettu valmiina. Vaiheittaisesta ohjeistuksesta huolimatta
tehtévityyppi on alakoululaisille hyvin soveltava. Tehtdvdnantojen sanallisuus on toisaalta eduksi
alakoululaisille, joille pelkilld nimedmittomilld muuttujilla laskeminen jdisi kovin abstraktiksi.
Toisaalta tehtdvien sanallisuus on haaste yldkoululaisille, silld sanallisen tehtdvdnannon ja suoran
yhtdlon vilisen yhteyden hahmottaminen on mekaanista yhtdlon avulla suoran piirtdmistd
haastavampi tehtdvd. Yhtdlopareihin tutustuttiin tdllaista mekaanisempaa reittid, puhtaasti
matemaattisin merkinndin kirjoitettujen yhtdléiden kautta. Oppilaat ratkoivat yhtéloparit, joiden
ratkaisut olivat pienid kokonaislukuja, ensin kokeilemalla, minkd jdlkeen kukin ratkaisu todettiin
graafisesti suorien leikkauspisteesta.

Yhtéloihin ja yhtdlopareihin liitettyjen erilaisten tehtavétyyppien ajatuksena oli
kertauttaa vanhempia oppilaita ja antaa nuorimmille oppilaille ensikosketus yhtdldiden, yhtidloparien
ja niiden ratkaisujen sekd graafisten elementtien eli koordinaatiston, suorien ja suorien
leikkauspisteiden viliseen yhteyteen. Kuitenkin ajan rajallisuudesta johtuen sekd yhtdloihin ettd
yhtdlopareihin tutustuminen jéi pintaraapaisuksi, mutta jitti varmastikin nuoremmillekin oppilaille
jonkinlaisia muistijdlkié, joista on apua tulevilla matematiikan kursseilla.

Tutkimuksen matemaattiset siséllot ovat hyvin keskeisid peruskoulumatematiikassa.
Kuudennen luokan keskeisissd oppimistavoitteissa opetussuunnitelmassa (Opetushallitus, 2014)
ohjeistetaan, ettd luokka-asteella tutustutaan tuntemattoman késitteeseen sekd yhtdloihin ja etsitddn
yhtdlon ratkaisua padttelemalld ja kokeilemalla. Seitseménnelléd luokalla perehdytdén tuntemattoman
kisitteeseen tarkemmin sekd harjoitellaan lausekkeen arvon laskemista muuttujan eri arvoilla.
Yhdeksédnnelld luokalla kerrataan yhtdloitd ja yhtélonratkaisua sekd opetellaan ratkaisemaan
yhtdlopareja sekd graafisesti ettd algebrallisesti.

Vaikka yhtdlopari esiintyy opetussuunnitelmassa vasta yhdeksannen luokan keskeisissi

tavoitteissa, ovat ne tulleet esille jo alakoulun matematiikassa, joskin ilman nimed yhtélopari. Jo
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viidennen luokan Tuhattaituri-oppikirjan soveltavissa tehtévissd on toisen tutkimussession kuudetta
tehtdvdd vastaavia yhtédlopariharjoitteita. Neljdnnelld luokalla taas on harjoiteltu yhden muuttujan
ensimmadisen asteen yhtdlon ratkaisun pdittelemistd, mistd on eriyttdviand harjoituksena mahdollista
vanhempien oppilaiden avustuksella siirtyd yhtéloparipdittelyihin.

Tyoskentelysessioiden pddaiheiden valinnan perusteena oli, ettd kaikki aiheet ja niihin
liittyvat padkasitteet olisivat ainakin jollakin tasolla kaikille ryhmaéldisille entuudestaan tuttuja.
Tehtdvityypit olivat osittain oppilaille tuttuja, osittain uusia. Ndin syntyi asetelma, jossa jokainen
oppilas sai kokea osaavansa ja olla halutessaan asiantuntijana, mutta kohtasi myds uusia haasteita,
joiden edessd ryhmén yhteistyd oli vélttdmétontd. Tehtdvien laadinnan pohjana kéytettiin

tutkimuskoulussa kéytossd olevia oppikirjoja Tuhattaituri-kirjat 4-6 sekd Laskutaito-kirjat 7 ja 9.
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4. Tulokset

Seuraavassa esitelldén tutkimuksen tulokset. Ensimmadiseksi esitellddn ryhmén 1 molempien pdivien
tulokset ja tdmdn jilkeen ryhmdn 2 tulokset. Kummankin ryhmén tulokset esitellddn tehtidva
kerrallaan. Ryhmiltd 1 analysoitaviksi valikoituivat ensimmdiisen tyOskentelysession tehtivd 1 ja
toisen session tehtédvd 1b. Ryhmaltd kaksi valikoituivat toisen tydskentelysession tehtivit 2a, 6d ja
8d. Kunkin tehtdvén alla on ensin annettu kyseinen tehtdvénanto, ja tdimén jélkeen esitellddn tehtavan
tekoon liittyva keskustelu seké keskustelun analyysi edellisessd luvussa kuvatulla tavalla.

Ryhmaéssd yksi olivat ensimmadisend pdiviand paikalla Verneri (9. luokka), Mira (7.
luokka) ja Jenna (5. luokka). Toisena tutkimuspédivdnd Jenna oli poissa, ja ryhméin kolmantena
jdsenend oli mukana Riina (6. luokka). Ryhmén 2 kaikki jdsenet olivat paikalla molempina péivina.

Ryhmassi 2 olivat mukana Lauri (9. luokka), Roosa (6. luokka), Samu (5. luokka) ja Elli (4. luokka).

4.1 Ryhma 1 —paiva 1

Tehtdva 1
Selittdkad sanat. Jokainen ryhmaldinen selittdd jokaisen sanan sen tiedon perusteella, miti
hén on matematiikan tunneilla tihdn mennessd oppinut. Jos et keksi lisdttdvad edellisiin
selityksiin, voit vaikkapa kertoa, mihin kyseistd asiaa matematiikassa kéytetdén.
Aloittakaa ryhmén nuorimmasta jésenestd ja edetkdd ikdjirjestyksessd. Keskustelkaa
lopuksi, mitd uutta opitte, kun kuuntelitte muiden ryhmaéldisten selityksié.

a) koordinaatisto

Oppilas Puhesiirtyma Kielentdminen | Matematisointi | Huomioita
Verneri okei..mitd késitdt | ohjaaminen tehtévin

sanalla tiivistiminen,

koordinaatisto.. kysyminen

Jenna
Jenna en mé tieda vastaaminen vastaus tulee

hyvin ujosti

Opettaja sitten jos toinen ei | lisdohjeistuksen
ymmaérri tai tiedd, | antaminen
niin keskustelkaa

yhdessé ja
auttakaa toisianne
Verneri mitds sd Mira ohjaaminen, kysyminen
luulet, mita puheenvuoron
koordinaatisto siirtdminen
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tarkoittaa tai mika
se on

Mira tarkottaisko se matematisointi,
jotain missi on vastaaminen
kaksi viivaa ja kysymyksen
siind on niitd kautta
numeroita

Verneri joo’o vastauksen

hyvéksyminen

Mira missd on ne y- ja matematisointi,

x-akselit vastauksen
tdydentdminen

Verneri koordinaatisto on matematisointi,
vahén niin kuin. .. matematiikkakuva,
sanottaisiinko... vastauksen
koordinaatit. .. antaminen,
000... esimerkiksi esimerkki,
kartassa on késitteen
koordinaatit.. maédrittely
pohjoinen 63
astetta ja eteld 20
astetta..se kertoo
paikan..
koordinaatisto on
niin kuin
koordinaatit mutta
matematiikassa

Mira okei, eli se kertoo | tiivistiminen matematisointi,
niiden vastauksen
numeroiden hyvéksyminen
paikat

Verneri no, suunnilleen.. matematisointi,
se kertoo x:n ja tarkentaminen
y:n koordinaatit

Miten ryhmén vuorovaikutus rakentuu?

Verneri asettuu luontevasti ohjaajan rooliin huolehtien puheenvuorojen jakamisesta ja tehtdvin
etenemisestd. Tehtdvin ohjeistuksen mukaisesti hédn antaa ensimmdisen puheenvuoron ryhmén
nuorimmaiselle  eli  Jennalle: “okei.mitd  késitdt  sanalla  koordinaatisto..Jenna”.
Ryhmaityoskentelytilanne selvésti jannittdd Jennaa, ja hdn vastaa Vernerin kysymykseen lyhyesti “en
tiedd”. Néin hédn padsee nopeasti ja helposti eroon omasta vuorostaan.

Jennan vastauksen jédlkeen ohjaaja neuvoo ryhmalidisid keskustelemaan yhteisesti ja

auttamaan toisiaan. Verneri siirtdd puheenvuoron toiseksi vanhimmalle ryhmaéldiselle Miralle: “mités
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sd Mira luulet, mitd koordinaatisto tarkoittaa tai mikd se on”. Verneri huomaa, ettei ensimmaéinen
suora kysymys tuottanut tulosta, joten tilld kertaa hin kysyy, minkd Mira luulee oikean vastauksen
olevan. Téll4 tavalla Verneri osoittaa, ettei vastauksen tarvitse olla oikein, mutta kaikki ajatukset
kannattaa sanoa déneen, jotta syntyy keskustelua. Mira esittdd vastauksensa kysymyksen muodossa:
“tarkottaisko se jotain missd on kaksi viivaa ja siind on niitd numeroita”. Talld tavalla hén tarttuu
Vernerin tarjoamaan mahdollisuuteen vastata kysymykseen, vaikkei olekaan varma, ettd vastaus on
oikein. Verneri hyvdksyy Miran vastauksen, jolloin Mira uskaltautuu vield tdydentiméin
vastauksensa loppuun: “missd on ne y- ja x-akselit”.

Lopuksi on Vernerin vuoro kertoa oma ndkemyksensd, mitd koordinaatisto tarkoittaa.
Hin selittdd koordinaatiston késitteen karttakoordinaattien avulla. Vernerin selitys on melko pitka,
joten Mira pyrkii tiivistimién sen ja samalla selvittimdin, onko ymmaértdnyt Vernerin selityksen
oikein: “okei, eli se kertoo niiden numeroiden paikat”. Vernerin mielesti Miralla on jo oikean
suuntainen ajatus mielessdéin, mutta hén tismentdd Miran késitystd tarkentaen, ettd “’se kertoo x:n ja
y:n koordinaatit”.

Vernerin vastauksen jélkeen siirrytddn seuraavaan tehtdvédan ilman loppukeskustelua tai
-tiivistelm&ad. Vernerin selitys ei varmasti ole Jennalle ja Miralle tdysin selvd, koska Verneri ei
itsekddn ole tdysin sisdistanyt karttakoordinaattien toimintaperiaatetta, mikd nédkyy jokseenkin
epamairiisessd selityksessd ”-- esimerkiksi kartassa on koordinaatit..pohjoinen 63 astetta ja eteld 20
astetta --”. Kukaan ei kuitenkaan nie lisdpohdintaa tarpeelliseksi tai esitd tarkentavia kysymyksid,

vaan ryhmad tyytyy siihen, ettd kukin ryhmaéldinen on ilmaissut oman késityksensa.

Miti rooleja vuorovaikutuksessa esiintyy?

Verneri asettuu vilittomésti ja luontevasti ohjaajan ja johtajan rooliin. Hinelld on puheenjohtajan
oikeus jakaa puheenvuoroja tehtdvédn teon edetessd ja hinen vastaukseensa luotetaan. Asetelman
taustalla on paitsi Vernerin tytt6jd korkeampi ikd, myds oppilaiden toistensa tunteminen koulupdivien
aikana tapahtuvan vuorovaikutuksen kautta. Verneri on koulussa nékyva persoona, minki johdosta
my0s nuoremmilla oppilailla on melko hyva késitys hdanen luonteestaan ja persoonastaan. Verneri
tunnetaan koululla sanavalmiina ja itsevarmana oppilaana, joten on luontevaa luovuttaa johtajan rooli
hénelle. Jenna ja Mira toimivat ikddn kuin Vernerin oppilaina. Jenna on hiljainen sivustaseuraaja,
joka pyrkii vilttimadn ddnessd oloa. Mira taas vastailee Vernerille rohkeammin. Hén ei pelkda
védrien vastauksien déneen sanomista, vaan haluaa edistdd keskustelua tuomalla omia ajatuksiaan

esiin, vaikkeivét ne tdysin oikeita olisikaan.
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Millaisia merkityksid matematiikasta neuvotellaan?

Matematiikkakuva

Verneri toteaa koordinaatistoa selittdessddn, ettd “koordinaatisto on niin kuin koordinaatit mutta
matematiikassa”. Selityksessddn han yhdistdé karttakoordinaatiston ja xy-koordinaatiston toisiinsa,
mutta ei kuitenkaan miellé néitd yhteneviksi koordinaattijirjestelmiksi. Hén ajattelee koordinaatiston
olevan yksin matematiikkaan ja matematiikan kieleen kuuluva késite, kun taas koordinaatit ovat osa
arkikieltd ja arkieliméaa, silld sanaa koordinaatti kéytetddn arkisessa yhteydessd, navigoimisessa.
Monien oppilaiden silmin matematiikka on uusi, vieras kieli (Meiers, 2005). Ajattelutapa on varsin
luonteva seuraus késitteiden tulvasta, jonka oppilaat matematiikan tunneilla kohtaavat. Kyseisesti
ajattelumallista seuraa, ettd toisinaan oppilaat kokevat, ettei matematiikan ongelmilla ole suoraa
yhteyttéd arkieldmaan.

Jennan kayttdytymismalli kuitata oma vastausvuoronsa toteamalla lyhyesti “en tiedd”
ilman suurempaa pohdintaa on tuttu tavallisilta oppitunneilta. Ollessaan epdvarmoja omasta
osaamisestaan oppilaat vastaavat kysymyksiin usein “en tiedd” sen sijaan, ettd pohtisivat ddneen,
mika tehtdvissd on ongelmallista ja mitkd ovat mahdolliset ratkaisureitit. Rohkeus vastata tehtaviin
on tiiviissd yhteydessd oppilaan késitykseen omasta mindpystyvyydesti. Mindpystyvyydelld
tarkoitetaan oppilaan tehtdvédkohtaisia odotuksia omasta suoriutumiskyvystdén ja se on tiiviissad
yhteydessd  oppilaan  oppimismotivaatioon,  sitkeyteen, oman toiminnan seurantaan,
tehtdvéorientaatioon ja tavoitteenasetteluun (Aro & Aro, 2013). Oppilaat, joilla on korkea
mindpystyvyyden tunne, vastaavat tehtdviin mielellddn, eika tilldin pohdintaankaan kulu paljon aikaa
(Bandura & Schunk, 1981). Jenna on luonteeltaan ujo ja epdvarma oppilas, mika heijastelee heikkoa
mindpystyvyyden tunnetta. Tdma selittdd hidnen vetdytymistién tehtdvén ratkaisemisesta.

Ryhmai jittdd tehtdvdn lopulta hieman keskenerdiseksi. Kukin oppilas saa oman
puheenvuoron, kuten tehtdvanannossa vaaditaan, mutta ohjeistuksessa annettu vaatimus, etti kaikki
ymmaértdisivéit tehtdvian hyvin, ei toteudu. Oppilaat ovat tyytyviisid, kun kukin on tehnyt oman
osuutensa, mutta varsinaista tehtivdn ymméirtdmistd ei nidhdd tdrkedand. Tédmi kertoo ulkoisen
motivaation ohjailevan ryhmén tydskentelyd. Oppilaan toimintaa ohjailee sisdinen motivaatio, kun
hin kokee tehtdvén kiinnostavaksi, ja ulkoinen motivaatio, kun hén tekee tehtidvin palkkion toivossa
tai rangaistuksen pelossa (Joutsenlahti ym., 2018). Téssi tapauksessa toivottu palkkio on varhainen

ruokailuun paésy.
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Matematisointi

Kisitteen koordinaatisto selittiminen ldhtee ryhmésséd liikkeelle pohtimalla, miltd koordinaatisto
ndyttdd. Miran mukaan koordinaatisto on ”jotain missd on kaksi viivaa ja siind on niitd numeroita”.
Hin vield tarkentaa kyseisten kahden viivan olevan x- ja y-akselit. Tdmén jdlkeen Verneri etenee
kuvailemaan, mihin koordinaatistoa kdytinndssd tarvitaan. Hén kéyttdd hyvin opettajamaisesti
hyo6dyksi arkipdivédn esimerkkid, karttakoordinaatistoa. Esimerkki on hyvéd, mutta sité tiytyisi selittda
ja avata huomattavasti tarkemmin ryhméin nuoremmille jdsenille, jotta se edistdisi heiddn
ymmaértamistidén ja oppimistaan.

Vernerin selitys jdd nuoremmille oppilaille kontekstistaan melko irralliseksi, mika
ndkyy Miran yrityksessé tiivistdd Vernerin selitys. Miran tiivistelmd Vernerin selityksestd on, ettd
koordinaatisto ’kertoo niiden numeroiden paikat”. ”Niilld numeroilla” Mira viittaa Vernerin leveys-
ja pituuspiiriesimerkin astelukuihin. Mira nikee siis numerot (téssé tilanteessa asteluvut) tarkastelun
kohteina, eikd vilineind, mitd ne todellisuudessa ovat ilmoittaessaan halutun sijainnin. Verneri korjaa
tatd harhakésitystd korjaamalla, ettd se (koordinaatisto) kertoo x:n ja y:n koordinaatit”. Tdma
tarkennus on ldhempénd koordinaatiston periaatetta. Kuitenkaan Vernerille itselleenkddn ei vaikuta
olevan aivan selvédd, mitd muuttujat x ja y tarkalleen kertovat. Aiemmassa selityksessddn hin antaa
koordinaatistolle tdysin osuvan médritelmén, “’se kertoo paikan”, puhuessaan karttakoordinaatistosta.
Koska hin nikee xy-koordinaatiston matemaattisena, karttakoordinaateista erillisené kisitteend, hin

pyrkii muotoilemaan mééritelmén matemaattisemmaksi.

4.2 Ryhma 1 — paiva 2

Tehtdva 1b
Ville ostaa kaupasta pddrynditd ja appelsiineja. Hén ostaa yhteensd kuusi hedelmaa.
Villen ostamien hedelmien méairét voidaan esittdé pisteind koordinaatistossa. Valitaan,
etta
padryndiden médrd = x-koordinaatti ja
appelsiinien méiérd = y-koordinaatti.
(Esimerkki: jos Villelld on 3 pdédrynéé ja 5 appelsiinia, saadaan piste (3, 5).)
Téydentdkdd seuraavalla sivulla oleva taulukko ja piirtakda lopuksi pisteet Geogebra-

koordinaatistoon.
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Verneri alkaa tehda tehtivai itsendisesti. Hén ei muista huomioida, ettd hedelmié tulee olla yhteensa

kuusi, joten hén alkaa kirjoittaa taulukkoon sattumanvaraisia lukuja Miran liittyessd mukaan

luettelemaan lukuja. Akkii Verneri hoksaa, etti tehtiiviin saa tehtyd yksinkertaisemminkin. Ei ole

varmaa, vaihtaako hén ratkaisustrategiaa, koska huomaa, ettd tehtdvd on menossa védrin, vai siksi,

ettd toinen tapa on helpompi. Seuraavassa on esitetty uuden ratkaisustrategian mydtd kayty

keskustelu.

Oppilas

Puhesiirtyma

Kielentaminen

Matematisointi

Huomioita

Verneri

ei ku kumi..tda
tehtiin vdhén
tyhmésti..tehdén
néin..tdssd on 0,
niin menndin vaan
1,2,3,4,5ja 6

ohjaaminen

uuden strategian
valinta, pohdinta

Mira

enté sit

kysyminen

Verneri

sit 6, 5,4,3,2, 1,
0..tadaa, siis nda
on nyt ne
pisteet..(1, 5)...

ohjaaminen

tehtdvan
ratkaiseminen

Mira

mink pisteet

kysyminen

Verneri

koordinaatiston
pisteet..muistatko
sd, kun me
pelattiin sitd
laivanupotusta

ohjaaminen,
kysyminen

vastaaminen

tehtévin
yhdistaminen
ailemmin opittuun

Mira

joo’o

vastaaminen

Verneri

(4,2), (5,1),
(6.0)...

tehtdvan
ratkaiseminen

Mira

aa..mitd nia sit on

kysyminen

Verneri

ne on just ne
koordinaatistot..se,
mihin me
piirretddn
tdd..okei, kattokaa.

ohjaaminen

matematisointi,
vastaaminen

Verneri

el sun tartte piirtdd
mitdén..kato
nyt..tossa on
nolla..se on se X,
taalla on x..x on
nolla, sithen
piste..sit y on 6.

ohjaaminen

matematisointi

Verneri

sitten X on Viis...

ohjaaminen

Mira

ja sit Riina aina on
eka se... onkse x

ohjaaminen

matematisointi,
kysyminen

Verneri

joo

vastaaminen

Mira

jasitonsey

ohjaaminen
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Riina tiesin oman osaamisen
ilmaiseminen
Verneri 2,4...siton 3, tehtavén
3... ratkaiseminen
Mira eiks sun pidd tehd | ohjaaminen
ne viivat kysymyksen kautta
Verneri ma teen ne vastaaminen tehtdvin
kohta..4,2..5... ratkaiseminen
Mira jayks vastauksen
antaminen
Verneri ja yks toistaminen
Mira kuus ja nolla vastauksen
antaminen
Verneri kuus ja toistaminen,
nolla..noin, sit ohjaaminen
voidaan piirtia
Mira ai kahden pisteen | kysyminen
vélinen jana
Verneri okei..2, 4;1,5... jéttda huomiotta
Miran kysymyksen,
piirtdd kahden
pisteen vélisen
janan
Mira (luettelee loput
parit)
Mira sulla oli ekaks 0, ohjaaminen
6..niin nyt sun
pitdd tehd vield 6,
0
Verneri no, tee 6, 0 hyviaksyminen,
vastuun
siirtiminen
Verneri tosta tuli hieno arviointi matematiikkakuva
muuten
Mira niin arviointi matematiikkakuva
tuli..tommonen
seittiasia

Miten ryhmén vuorovaikutus rakentuu?

Verneri on oivaltanut uuden strategian tehtdvan ratkaisemiseksi, ja alkaa tehdd tehtdvdd ripedsti
uudestaan. Hén selittdd hyvin lyhyesti idean muulle ryhmaélle: ”tehddn néin..tdssd on 0, niin menniin

vaan 1, 2, 3, 4, 5 ja 6”. Taulukossa on valmiiksi annettuna vaihtoehto 0 pidrynai, 6 appelsiinia, mistad
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Verneri keksii, ettd mahdolliset pdaryndmaérat on helpoin luetella kokonaislukuina nollasta eteenpéin
ja appelsiinien méérdt kuudesta alaspéin.

Mira ei ole ymmartinyt Vernerin uutta ratkaisustrategiaa, joka vaihtui hyvin nopeasti
ja vihdisin perustein. Afineen sanomatta jiaivit kysymykset miksi strategia vaihdettiin ja miksi uusi
strategia toimii. Mira yrittdd paéstd selville Vernerin ratkaisuideasta. Kun Verneri on luetellut
taulukkoon pairyndiden médrit, Mira kysyy, mitd seuraavaksi pitdd tehdd. Vernerin selitys on jdlleen
hyvin lyhyt: 7sit 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0..tadaa, siis ndd on nyt ne pisteet..(1, 5)...” Mira jarruttaa Vernerin
tahtia ja esittdd lisakysymyksen “minka pisteet”. Verneri ottaa edellispdivén laivanupotuspelin avuksi
selitykseen. Hén néyttdd, kuinka kultakin riviltd saadaan luettua samanlainen piste kuin
laivanupotuksessa: (4, 2), (5, 1), (6, 0),...” Mira haluaa edelleen tarkennusta ja esittdd
lisadkysymyksen “mitd néé sit on”. Kysymys on jokseenkin hankala tulkita — mitk& nima? Vernerin
vastauskaan, ’ne on just ne koordinaatistot..se, mihin me piirretdén td4”, ei ole aivan yksiselitteinen
johtuen kisitteen koordinaatisto virheellisesté ja huolimattomasta kdytostd. Todeten “okei, kattokaa”
Verneri tekee ratkaisun, ettd tehtéva selvidd parhaiten konkreettisesti ndyttdmalla.

Téssd vaiheessa Vernerille tapahtuu ajatuskatkos hdnen alkaessaan sijoittaa pisteité
koordinaatistoon. Hén piirtdd kunkin pisteen x-koordinaattia vastaavan arvon x-akselille ja y-
koordinaattia vastaavan arvon y-akselille. Pisteen (x, y) sijaan hdn piirtdd siis kaksi pistettéd (x, 0) ja
(0, y). Nyt Mirakin uskoo ymmartdvénsd, mité tehtdvissa tapahtuu ja haluaa auttaa Riinaa, joka on
ensimmadistd pdivdd mukana. Mira neuvoo — Verneriltd varmuuden vuoksi tarkistaen — ettd
ensimmadinen luku on x ja jdlkimmaiinen y. Riinaa toteaa lyhyesti, ettd asia on hénelle tuttu.

Verneri jatkaa pisteiden piirtdmistd. Mira puuttuu tehtdvan tekemiseen kysymalla, eiko
kukin pistepari pitéisi yhdistdd viivalla (janalla). Verneri kuittaa Miran ohjeen lupaamalla tehda
tdmén myohemmin. Mira siirtyy auttamaan Vernerid luettelemalla piirtdiméttd olevia pisteitd. Kun
pisteet on sijoitettu koordinaatistoon, Verneri toteaa, ettd ”sit voidaan piirtdd”. Vernerille, kuten myds
muille ryhmaéléisille, vaikuttaa olevan itsestdéin selvdi, ettd Vernerilld on oikeus péattdd, mitd ja
milloin tehdddn. Riina seuraa hiljaisena vierestd, mutta Mira pyrkii kasvattamaan omaa
ymmaérrystddn ja olemaan aktiivisesti tehtdvdn teossa mukana. Hinkin antaa johtajan roolin
luontevasti Vernerille, mutta kokee samalla itsellddankin olevan annettavaa ryhmélle. ”Ai kahden
pisteen vilinen jana”, Mira tarkistaa, mitd Verneri piirtdmiselld tarkoittaa. Verneri ei nie
tarpeelliseksi vastata Miran kysymykseen, vaan alkaa tehdd tehtdvdd juuri kuten Mira ehdotti.
Samalla Miran toimintastrategia osoittautuu oikeaksi, joten hén luettelee Vernerille pisteparit, jotka
pitdd yhdistdd. Miran kysymykset ja yritykset ohjata tehtdvin tekemistd vaikuttavat drsyttdvin
Vernerid, silld Verneri kokee Miran uhkaavan hdnen asemaansa ryhmén johtajana. Lopussa Mira

ohjeistaa Vernerid muistuttaen, etti “’sulla oli ekaks 0, 6..niin nyt sun pitié tehd vield 6, 0”. Verneri
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tietdd Miran olevan oikeassa ja tyontéa drtyneend tehtdvan loppuun tekemisen Miran vastuulle. Lieva
turhautuminen laantuu kuitenkin nopeasti, kun tehtéva tulee valmiiksi, ja Verneri ja Mira toteavat

yhdessd, ettd lopputulos on hieno.

Mité rooleja vuorovaikutuksessa esiintyy?

Verneri on hyvinkin yksinvaltaisen johtajan roolissa. Hén tekee tehtdvdn viérin kenenkddn
ryhmaéldisen kyseenalaistamatta hdnen ratkaisumalliaan. Verneri toimii myds ohjaajana, mutta pyrkii
hoitamaan roolin edellyttimin muiden opettamisen mahdollisimman vdhédsanaisesti ja tehokkaasti.
Vernerille tirkeintd on tehtdvdn nopea eteneminen, minkd vuoksi hidn mieluiten toimii itsendisesti.
Tédssd on ndhtdvissd perinteisen ryhmdtydskentelyn ongelma  verrattuna toivottuun
yhteistoiminnalliseen tydskentelyyn (Saloviita, 2014). Ryhmén taitavin ottaa ohjat ja muut
ryhmaéldiset jadvdt osittain tai kokonaan vapaamatkustajan rooliin. Esiin nousee jélleen myds
ulkoinen motivaatio, joka ohjailee tehtdvdn etenemistd. Nopea eteneminen on ymmairtdmistad
tairkedmpédd. Vernerin dominoivasta vuorovaikutuksesta huolimatta Mira pyrkii aktiivisesti
osallistumaan tehtévin ratkaisemiseen. Héntd voi luonnehtia aktiiviseksi oppijaksi, silld hén esittda
ahkerasti tarkentavia kysymyksié ja tarjoaa omia ratkaisuideoitaan, sekd paikoin my0s ohjaajaksi.
Riina jaa tdysin hiljaisen sivustaseuraajan rooliin. Osasyynd tdhin on varmastikin se, ettd timi on
ensimmadinen tehtdvé, jonka teossa Riina on mukana. Ryhmaéin ja sen toimintaan sisélle pddseminen

ottaa oman aikansa.

Millaisia merkityksid matematiikasta neuvotellaan?

Matematiikkakuva

Ryhmién vuorovaikutuksessa on vahvasti nédkyvissd késitys siitd, ettd ryhméin vanhin on
automaattisesti taitavin. Hénen ratkaisujaan ei kyseenalaisteta. Vernerin ja Riinan vililld timi jako
on hyvin selked, mutta Mira pyrkii rikkomaan ik&hierarkiaa. Vernerin ja Miran vélisestd
vuorovaikutuksesta on luettavissa, ettei Verneri nde Miran tydskentelyn hyddyttédvin tehtdvin
etenemistd, minké hén osoittaa jattdméalld osan Miran kommenteista huomiotta.

Matematiikkaan liittyy myds visuaalista kauneutta, minkd Mira ja Verneri huomaavat

tehtdvdn valmistuessa. “Tosta tuli hieno muuten”, Verneri toteaa ja Mira yhtyy hénen
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mielipiteeseensd. Vernerin ja Miran vidlinen pieni kitka hdvidd ja he ovat tyytyviisid tehtdvin

lopputulokseen. Visuaalisesti miellyttdvé lopputulos palkitsee tehtidvin eteen ndhdyn vaivan.

Matematisointi

Tehtdvédn ratkaisussa tapahtuu odottamaton kdidnne, kun Verneri alkaa sijoittaa saatuja pisteitd
koordinaatistoon. Hén neuvoo Miralle aivan oikein, ettd pisteet sijoitetaan koordinaatistoon samalla
tavalla kuin edellisend péivdnd laivanupotuspelissd. Laivanupotuksessa pisteiden sijoittaminen
onnistui ryhmaéltd sujuvasti. Kuitenkin kontekstin muutos aiheuttaa sekaannuksen ja saa opitun idean
katoamaan uuden tehtévin tilanteessa. Verneri sijoittaa kunkin pisteen x-koordinaattia vastaavan
arvon x-akselille ja y-koordinaattia vastaavan arvon y-akselille. Kenties x- ja y-koordinaattien
taulukoiminen erillisiin sarakkeisiin saa aikaan ajattelun, ettd x- ja y-koordinaatit ilmaisisivat kahta
erillistd pistetta.

Mira ja Verneri ymmartivit toistensa ajattelua, vaikka tehtdvd ei menekdin oikein.
Mira osaa ehdottaa pisteiden yhdistdmista janoilla ennen kuin Verneri on sanonut ideaa déneen. Tdma
ajatus on molemmilla selkednd mielessd, vaikkei tehtivdnannossa pyydetd piirtimién mitdan suoraa
tai janaa, ainoastaan sijoittamaan pisteet koordinaatistoon. Janojen kéyton taustalla saattaa olla ajatus
yhdistdd kukin pistepari (x, 0) ja (0, y) yhdeksi kokonaisuudeksi, koska kukin pistepari vastaa yhta

taulukon rivia.

4.3 Ryhma 2 — paivd 2

Tehtdva 2a
Samilla on kukkarossaan rahaa kaksi kertaa niin paljon kuin Riitalla. Luetelkaa
seuraavaan taulukkoon viisi eri vaihtoehtoa, kuinka paljon rahaa Samilla ja Riitalla
voi olla.

Oppilas Puhesiirtyma | Kielentiminen | Matematisointi | Huomioita

Samu eiko téssd pida kysyminen strategian valinta,

periaatteessa ongelman ratkaisu,
vaan kertoo

kahdella se,

minkd pistdd

vaikka...

Roosa Samille tdydentdminen kahdella pitiisi
kertoa Riitan
rahamadri, ei
Samin
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Lauri joo, eli mitd ohjaaminen
Samille..ei
mitién iso0..
sanokaa joku
Roosa 2 vastauksen
antaminen
Elli 3 vastauksen
antaminen
Samu kolme ei pysty vastauksen
hylk&dminen
Lauri ei ku oho
Samu 2jal vastauksen
antaminen
Elli paljonko pitdd kysyminen matematisointi ajattelee, etti
olla yhteensa..5 kyseesséd on
samanlainen
pluslasku kuin
aikaisemmissa
tehtévissa
Elli paljonko pitdd kysyminen el saa
olla yhteensa edelleenkddn
vastausta, jda
ilman huomiota
Lauri 2 euroo..sit ohjaaminen vastauksen
sanokaa joku antaminen
isompi
Roosa 3 vastauksen
antaminen
Elli 7 vastauksen
antaminen
Lauri ei 3..sit se olis ohjaaminen matematiikkakuva, | ivaaminen
1,5 tyhma..sano 4 vastauksen
vaikka. hylk&ddminen
Elli jaRoosa | 4
Roosa miks sd sanot kysyminen
meille, ettd
sanokaa nelja
(nauraa)
(Roosa ja Elli luettelevat parillisia lukuja, Lauri tdyttad taulukon loppuun)
Roosa no niin, hyva kehuminen,
Lauri sé teit kysyminen
sen..Elli
tajusitsd..hyvi
Elli ei ku, mité piti matematisointi, oman
tehda..piti jotakin varmistaminen, ymmaérryksen
tehd, ettd saa kertaaminen epdileminen
jaettua kahdella
Roosa niin vastaaminen vahvistus, ettd Elli

ymmérsi oikein
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Miten ryhmén vuorovaikutus rakentuu?

Samu suorittaa aluksi tehtidvin ratkaisustrategian valinnan kysymyksen kautta: “eikd tissi pidd vaan
kertoo kahdella se, minkd pistdd vaikka...” Vastauksen asettaminen kysymyksen muotoon antaa
Samulle mahdollisuuden vetdytya ja hylétd vastauksensa, jos se osoittautuu vairdksi. Roosa jatkaa
Samun kesken jadvaa virkettd pdattdmalld, ettd ensin valitaan Samin rahaméérit ja vaihtaa samalla
vahingossa Samun ratkaisustrategian piinvastaiseksi: Riitan mahdolliset rahamiérdt saadaan
jakamalla, ei kertomalla, Samille asetetut rahaméiérdt kahdella. Lauri hyvéiksyy Roosan
strategiavaihdoksen sanomalla ’joo, eli mitd Samille”. Lisdksi hin ohjeistaa, ettd arvojen tiytyy olla
pienid, jotta ne on helppo sijoittaa koordinaatistoon, josta on ndkyvissd vain lyhyet
koordinaattiakselit.

Roosa ja Elli alkavat ehdotella satunnaisia arvoja taulukoitaviksi Samin sarakkeeseen.
Samu hylkdd Ellin ehdottaman luvun 3, silld hdnen mielestdéin kahdella jaottomat luvut eivét ole
mahdollisia. Lauri hyvdksyy Samun valitsemat parilliset luvut pyyhkimélld luvun 3 taulukosta ja
todeten “’ei ku oho”. Samu esittdd hyldtyn vastauksen tilalle ratkaisuparin 2 ja 1, miké johtaa Ellin
kysymykseen “paljonko pitdéd olla yhteensd..5”. Elli peilaa tyon alla olevaa tehtdvdd aikaisempiin
tehtéviin, joissa x:n ja y:n summa oli jokin vakio. Hinen ehdottamansa luku viisi kertoo, ettei hdn ole
seurannut tehtdvédn etenemisti tai hinelle tapahtuu paéssilaskuvirhe, silld Samun antamien lukujen
summa on 3.

Elli toistaa kysymyksensd muiden reagoimatta sithen mitenkdén. Héanet jdtetddn
hyvinkin systemaattisesti tehtdvéin ratkaisemiseen liittyvdn vuorovaikutuksen ulkopuolelle. Lauri
jatkaa eteenpdin pyytden muita luettelemaan kakkosta suurempia arvoja. Roosa ja Elli alkavat jélleen
luetella lukuja, jotka ovat edelleen parittomia huolimatta siitd, ettei Samu hetki sitten kelpuuttanut
lukua 3. Esiin nousee omien ajatusten sanoittamisen tdrkeys. Lauri ja Samu tekivdt mielessddn
paidtelmin, ettd parittomat luvut eivét kelpaa, koska jako ei mene tasan. He eivit kuitenkaan
selittédneet Ellille ja Roosalle, miksi luku 3 ei ollut heidédn mielestién kelvollinen. Roosa ei ilmeisesti
ole kuunnellut keskustelua muutenkaan, silld hin ehdottaa vield uudestaan lukua kolme. Elli taas
ehdottaa lukua seitsemidn. Hén ei ymmairrd, mikd luvun kolme ominaisuus johti sen
kelpaamattomuuteen, joten hén osaa sulkea ainoastaan kyseisen luvun pois ratkaisujen listalta, mutta
el muita parittomia lukuja.

Lauri kuitenkin olettaa tyttdjen ymmaértdneen, ettd parittomat luvut eivét kelpaa, joten
kun Roosa ehdottaa lukua 3, hin hylkda vastauksen turhautuneena: “ei 3..sit se olis 1,5 tyhmd..sano
vaikka 4”. Kommentissaan Lauri perustelee, miksi luku 3 ei kelpaa, ja Roosa ja Elli ymmartivat, ettd

heidin tulee luetella parillisia lukuja. Roosa ja Elli innostuvat kilvan luettelemaan parillisia lukuja.
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Molempien tyttdjen aikaisemmat keskittymisvaikeudet katoavat, kun he ymmartivit, mitd pitd tehda
ja pystyvit osallistumaan tehtdvdn tekemiseen. Tdméd osoittaa, ettd ryhmédn vuorovaikutuksen,
kaikkien osallistumisen seka tyorauhan sdilymisen kannalta on tirkedd, ettd kaikki ymmartévit, mité
tehddén.

On tarpeellista kiinnittdd huomiota siithen, ettd Lauri kohdistaa turhautuneen
kommenttinsa ainoastaan Roosalle, vaikka my6s Elli tarjoaa paritonta lukua. Esiin nousee
vanhempien oppilaiden alitajuntainen vietti suojella nuorimpia oppilaita seké alhaisemmat odotukset
heitd kohtaan.

Taulukko tulee valmiiksi, ja Roosa varmistaa Elliltd, onko timd ymmartinyt tehtdvan:
“Elli tajusitsd”. Kysymys vaikuttaa kumpuavan ryhmélle annetusta ohjeesta pitdd huolta muiden
ymmaértamisestd, ei niinkddn oikeasta halusta huolehtia koko ryhmén oppimisesta. Ellin vastaus
Roosan kysymykseen on kovin epdvarma. Téstd huolimatta Roosa ei nde tarpeelliseksi palata

tehtdvadn, koska Elli nyokkéisi myontdvisti hinen kysymykseensa.

Miti rooleja vuorovaikutuksessa esiintyy?

Lauri toimii tehtdvén ratkaisemisessa kirjurina ja antaa muille ohjeita, millaisia lukuja heidén tulee
luetella. Hén ei kuitenkaan asetu varsinaisesti ohjaajan rooliin. Laurin Roosalle osoittamassa
kommentissa “ei 3..sit se olis 1,5 tyhma..sano 4 vaikka” korostuu, ettd hin ei oma-aloitteisesti halua
toimia ohjaajana, mutta ajautuu tdhén rooliin, kun Roosa ja Elli luettelevat hdnen mielestdén
kelpaamattomia lukuja. Samu toimii asiantuntijana. Hén laittaa alulle ratkaisustrategian valinnan seké
tekee ratkaisun parittomien lukujen kelpaamattomuudesta. Tehtdvéd on hénelld tdysin hallinnassa ja
hén ohjailee sen etenemistd, muttei milldén tavalla ohjaa ja neuvo muita. Roosa ja Elli ovat melko
passiivisessa roolissa tehtdvin varsinaisessa ratkaisemisessa. Tehtdvénanto jda heille epdselviksi, ja

he luettelevat hyvin mekaanisesti ratkaisuja Laurin ohjeiden mukaisesti.

Millaisia merkityksid matematiikasta keskustellaan?

Matematiikkakuva
Roosa ja Elli luettelevat ratkaisuja innokkaasti, mutta hyvin mekaanisesti. Heilld on intoa osallistua

tehtévin tekemiseen ja ymmartdd taulukon tdyttdmisen laskennallinen periaate. He eivét kuitenkaan

vaikuta olevan kiinnostuneita tehtdvén syvéllisemmastd ymmartdmisestd. Ilmi6 on hyvin tyypillinen.
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Tavallisillakin oppitunneilla oppilaat laskevat usein innokkaasti kirjan aukeaman mekaaniset laskut,
mutta sanallisten tehtévien lukeminen ja ymmartdminen koetaan tyoldénd. Oppitunneilla ratkaistavat
tehtévit ovat enimmékseen nopeita peruslaskuja, jotka oppilaat ratkovat rutiininomaisesti aiemmin
opituilla menetelmilld. Néin heille syntyy kasitys, ettd kaikki matematiikan tehtdvét voi ratkaista
nopeasti ilman hidasteita, mink4 johdosta sanallisten tehtdvien vaatima ajatustyd ja laskemisen
keskeytyminen aiheuttavat oppilaissa turhautumista (Pongsakdi, 2017, s. 23). Ilmié on
mielenkiintoinen, silld sanallisissa tehtdvissd pyritddn yleisesti ottaen saavuttamaan oppilaiden
arkimaailma ja titd kautta motivoimaan heitd tehtdvén ratkaisemiseen. Kuitenkin mekaaniset laskut
koetaan usein mieluisampina.

Lauri nimittdd Roosaa tyhmaéksi, kun tdmai tarjoaa Samin rahamairéksi paritonta lukua
3. Tama kertoo siitd, ettd pienilld luvuilla tapahtuvat mekaaniset laskut, kuten tehtévissi esiintyvi
kahdella jakaminen, koetaan helpoiksi ja niiden osaamista pidetdén itsestdéin selvyytend. Toisaalta
tassd tilanteessa kyse ei ole Roosan laskutaidottomuudesta, vaan hidn ei ole vield sisdistanyt
periaatetta, jolla luvut taulukkoon valitaan. Laurin kommentti viittaa my6s turhautumiseen siitd, ettei

Roosa ole kuunnellut tai ymmartanyt ratkaisustrategiaa, jonka Lauri ja Samu ovat valinneet.

Matematisointi

Samu ldhtee ensimmaisesséd puheenvuorossaan rakentamaan tehtdvan ratkaisustrategiaa. Han yrittda
ehdottaa, ettd Riitan rahamaiérille valitaan jotkin arvot ja ne kerrotaan kahdella, jolloin saadaan Samin
mahdolliset rahamédrit. Hén ei kuitenkaan muista oliko Samilla rahaa kaksi kertaa niin paljon kuin
Riitalla vai toisin pdin. Hén jdd selvittimién tétd, jolloin Roosa ehtii sanoa véliin Samin nimen.
Niinpé ryhmaé ldhtee valitsemaan ensin Samin rahamiérié eikd Riitan, kuten Samun strategiavalinta
olisi edellyttanyt.

Roosan viliin tulosta aiheutuva strategian vaihdos sujuu yllattdvin helposti, eikd
sekaannusta tapahdu. Roosa ja Elli alkavat luetella taulukkoon Samin rahaméérid ja Samu on heti
tilanteen tasalla ymmartéen, ettd Riitan rahamé&érit saadaan jakamalla ndma luvut kahdella. Samu ei
hyvéksy Ellin ehdottamaa kolmen euron rahasummaa, jolle jako kahdella ei mene tasan. Oppilaat
eivdt huomioi puolikkaita euroja ehkd siksi, ettd koordinaattiakseleilla ovat nédkyvissd vain
kokonaisluvut. Syyni voi olla myds se, ettd peruskoululaiset mieltdvit usein desimaalilukuratkaisun
jollakin tavalla kokonaislukuratkaisua huonommaksi. Mahdollisesti tdmd johtuu siitd, ettéd
kokonaisluvut ovat nuorimmillekin oppilaille tuttuja useiden kouluvuosien ajalta, kun taas
desimaaliluvut ovat huomattavasti uudempi asia. Liséksi alakoulun oppikirjoissa vastaukset ovat

suurelta osin kokonaislukuja niissd kappaleissa, joissa ei erityisesti harjoitella desimaaliluvuilla
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laskemista. Tdémé antaa oppilaille hieman harhaanjohtavan kisityksen, ettd suurin osa tehtdvien
vastauksista olisi kokonaislukuja.

Ellille on jddnyt aikaisemmista tehtdvétyypeistd mieleen, ettd taulukossa samalla rivilla
olevista luvuista pitdd tulla aina sama summa. Hénelle on syntynyt hyvi rutiini muotoa x +y = ¢
olevien tehtdvien ratkaisemiseen. Toisaalta syntynyt rutiini voi olla my0s uusien yhtélotyyppien
oppimisen kannalta hidastava tekijd, jos se ohjaa Ellid ajattelemaan, ettd kaikki kahden muuttujan
yhtdlot olisivat kyseistd muotoa. Esimerkiksi tdssa tehtdvassd yhtdlond on x = 2y, mutta Elli olettaa,
ettd x:n ja y:n summa on tdssédkin tilanteessa aina jokin vakio. Tami kertoo siitd, ettei Elli osaa
yhdistdd taulukkoon lueteltavia arvoja tehtdvdanannossa sanallisesti muotoiltuun yhtdloon, vaan hin
luettelee arvoja muun ryhmén mallin mukaisesti. Hinen osallistumisensa on siis hyvin mekaanista,

eikd vaadi varsinaista tehtdvan ymmartdmista.

Tehtidva 6d

Mitd ovat luvut x ja y?

x+y=2
x+y=5
Oppilas | Puhesiirtyma Kielentdminen | Matematisointi | Huomioita
Lauri héh..nd4 on kysyminen ongelman
molemmat plus havaitseminen,
matematisointi
Lauri el mutta siithen voi matematisointi,
pistdd miinuksen..ei ongelman ratkaisu,
mut sit se... pohdinta
Samu eiks toi x voi olla kysyminen matematisointi
ihan miké vaan
Elli no niin, laitetaan 1 ja | vastauksen
1 antaminen
Roosa mutta sitten tdssd ei | vasta-argumentti
voiollal+1
Lauri voiks ne molemmat | kysyminen ongelman ratkaisu
olla samaa..x jay
Opettaja x:n pitdd olla vastaaminen ohjaaminen
molemmissa sama ja
y:n pitdd olla
molemmissa sama,
mutta X:n ja y:n ei
tarvii olla sama luku
Lauri mit..mut miten me kysyminen ongelman
sit..molemmat on havaitseminen,
plus matematisointi
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Opettaja nii’in vastaaminen

Roosa 2+0 vastauksen
antaminen

Samu el vastauksen
hylk&ddminen

Opettaja voiko silld olla kysyminen johdattelu

ratkaisua

Samu ja el vastaaminen

Lauri

Lauri el voi ratkaista vastaaminen

Miten ryhmén vuorovaikutus rakentuu?

Dialogin aluksi Lauri nostaa esiin yhtidloparin ongelmakohdan: “héh..nd4 on molemmat plus”.
Muutkin ovat saattaneet jo huomata, ettd tehtivdssid on jokin sudenkuoppa, mutta Lauri on
ensimmadinen, joka tunnistaa sen. Lauri ehdottaa, ettd yhtilo ratkeaisi sijoittamalla x:n tai y:n paikalle
negatiivinen luku, ja Samu ehdottaa, ettd x voisi olla miki tahansa luku. Molemmat ratkaisustrategiat
ovat monimutkaisia osoittaa vdiriksi, joten suoraa vasta-argumenttia ei tule. Sen sijaan Ellin ehdotus,
ettd x ja y olisivat molemmat ykkosid, on helppo todeta véardksi suoralla sijoituksella alempaan
yhtdloon. Roosa tekee tdmén vélittomésti.

Téllainen déneen ajatusten ilmaan heittely on hyddyllistd. Vaikka osa ideoista lausutaan
epavarmasti ja adnestd kuuluu, ettei lausuja itsekdén oikein usko ideaansa, on niiden &dneen
kertominen merkittavaa yhteisen pohdinnan ja vuorovaikutuksen kannalta. Idea voi olla lennokaskin,
mutta antaa silti jollekin toiselle virikkeen jalostaa ajatusta kohti tehtdvén ratkaisua.

Seuraavaksi Lauri ehdottaa, ettd x ja y olisivat sama luku. Opettaja ymmaértad Laurin
kysymyksen hieman viirin ja vastaa, ettd x:n ja y:n ei tarvitse olla sama luku. Lauri hammentyy
vastauksesta ja paityy jdlleen ihmettelemién, miten yhtidloparin voi ratkaista, kun molemmissa
yhtdloissd on pluslasku.

Roosa ehdottaa vield ratkaisua x = 0 ja y = 2. Samu suorittaa pddssddn nopean
sijoituksen alempaan yhtdloon ja hylkdd Roosan vastauksen ilman ddneen lausuttuja perusteluja.
Tédmid on Samulle tyypillistd. Hin ratkoo suuren osan tehtévistd pddssddn ja kertoo déneen pelkén
vastauksen. Niin yksinkertaisessa tilanteessa menettelystd ei ole haittaa, mutta monimutkaisemmissa
tapauksissa se aiheuttaa sekaannuksia tehtdvén ratkaisemiseen. Muut luottavat Samun laskutaitoon,
mutta ilman perusteluja he saattavat tulkita tdmédn tuottaman vastauksen tai vilivaiheen véirin.
Esimerkiksi tehtdvédssd kolme tapahtui téllainen sekaannus, kun Samu ei perustellut luvun kolme
kelpaamattomuutta sen parittomuudella. Lisdksi toisaalta Samu saattaa péddssd laskiessaan tehda

virheen, joka ei tule ilmi, jos muut eivét tarkista vastausta.
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Lopulta oppilailta loppuvat ideat, ja ohjaaja esittdd johdattelevan kysymyksen “’voiko

silld olla ratkaisua”. Samu ja Lauri vastaavat varmoina, ettei voi.

Miti rooleja vuorovaikutuksessa esiintyy?

Kaikki oppilaat ovat tdssd dialogissa niin yhdenvartaisessa asemassa kuin heiddn yhteisen taustansa
ja toistensa tuntemuksen sekéd ryhmén ikdrakenteen puitteissa on mahdollista. Lauri on pohdinnassa
selked johtohahmo, mutta my6s muilla on yhtédldinen vapaus esittdd ideansa, ja kaikkia kuunnellaan.
Elli on jélleen melko hiljaisena tarkkailijana, mutta myds hdn uskaltautuu tekemédn yhden
ratkaisuehdotuksen.

Tehtdvén loppuun saattamisessa ohjaajalla on merkittéva rooli. Oikea vastaus on kdynyt
ainakin Laurin ja Samun mielessd, mutta vasta ohjaajan johdattelu antaa heille varmuuden, ettd

vastaus on oikein.

Millaisia merkityksid matematiikasta keskustellaan?

Matematiikkakuva

Tédmin dialogin merkittdvin huomio oppilaiden matemaatiikkaan liittyvissa kasityksissd on, ettd ei
ratkaisua vaikuttaa olevan oppilaiden mielesti riittdméton vastaus. Toisin sanoen tyhjdd joukkoa ei
ndhdd pitevdnd vastauksena tehtdvdan. Jopa yhdeksdsluokkalainen Lauri hylkdd tdmén
vastausvaihtoehdon. Identtisesti todet ja epidtodet yhtdlot ovat kevddn viimeisen jakson
yhdeksisluokkalaiselle jo vanha asia (Laskutaito 9), ja sitd kautta Laurin tulisi tietdd, etté ei ratkaisua
on yhtélolle yhtd hyvd vastaus kuin mikd tahansa reaalilukukin. Hén ei kuitenkaan yhdistd
oppimaansa tdhdn yhtiloparitilanteeseen tai opittu asia on padssyt unohtumaan.

Téssd tehtdvédssd kaikki oppilaat ovat samalla viivalla, silld ratkaisutekniikka on
edellisissé tehtdvissa tullut kaikille tutuksi, mutta kukaan ei kuitenkaan osaa ratkaista tehtévié. Niinpa
kukin voi nostaa esiin ideoita, vaikkeivét ne olisi edes kovin hyvin perusteltuja, eikd kukaan véhéttele
toisen ehdotusta. Kun kisilld on tehtévi, joka on kaikille haastava, ei ketddn leimata tyhmaéksi, kuten
esimerkiksi tehtdvéssd kolme, jonka ratkaisu oli yksinkertaisempi. Vanhemmille oppilaille saattaa
jopa muodostua paineita siitd, etteivét he keksi ratkaisua, silld tehtdva vaikuttaa ulkonéollisesti yhta

yksinkertaiselta ja nopealta ratkaista kuin kohtien a—c yhtéloparitkin.
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Matematisointi

Lauri havaitsee ensimmaéisend, mikd ongelma yhtdloparin x +y =2 ja x + y = 5 ratkaisemisessa on:
“hdh..nd8 on molemmat plus”. Laurin kommentista ndkyy suuri hdmmennys. Hdn ei luota
intuitioonsa, ettd yhtilopari on mahdoton ratkaista, koska hédn ei koe tyhjdd joukkoa kelvolliseksi
vastaukseksi. Sen sijaan hén yrittdd ongelmakohdasta huolimatta 16ytdé ratkaisun: “ei mutta sithen
voi pistdd miinuksen..ei mut sit se...”

Oppilaat ymmairtavit, ettd tehtdvdssd on jokin kompa, joten he alkavat pohtia
poikkeuksellisia ratkaisureittejd ja -mahdollisuuksia. Samu ehdottaa, ettd x:n paikalle kelpaisi mika
tahansa luku, mikd on hyvin epétyypillinen vastaus ndin nuorille oppilaille. Ratkaisuidea karkaa
hakuammunnan puolelle, ja Samu hylkdd sen nopeasti. Kuitenkin tima ilmaan heitetty idea osoittaa,
ettd Samu pyrkii irti tutuista ja kaavamaisista ratkaisumalleista ja olemaan avoin uudenlaiselle
matemaattiselle ajattelulle. Samaan tapaan kuin Samu, my6s Lauri ja Roosa pyrkivit irrottautumaan
tutuista ratkaisustrategioista. Vaikka a—c-kohtien ratkaisuina on ollut ainoastaan positiivisia lukuja,
Lauri keksii ehdottaa negatiivisten lukujen hyddyntémistd ja Roosa nollan sijoittamista.

Lopulta ohjaaja esittdé johdattelevan kysymyksen “voiko silld olla ratkaisua”, jolla hin
osoittaa, ettd my0s vastaus, ettei ratkaisua ole, on kelvollinen. Lauri ja Samu tarttuvat
ettel ratkaisua ole,

johdattelukysymykseen vilittomaisti todeten varmoina, silld kyseinen

vastausvaihtoehto on ollut molemmilla mielessa.

Tehtdva 8d
Miti havaitsette, kun piirrétte tehtidvin 6d yhtéloitd vastaavat suorat?
Oppilas | Puhesiirtymd | Kielentiminen | Matematsiointi | Huomioita
Lauri (lukee ddneen lukeminen
tehtdvidnannon
ddneen)
Samu sitd ei pystyny teha ongelman
havaitseminen
Roosa sitd ei voi tehd johtopditds
Opettaja mité luulette, ettd kysyminen johdattelu
tapahtuu, kun te
piirrétte sen
Samu kokeillaan aktivointi
Lauri se ei leikkaa vastaaminen hypoteesi
Roosa néé oli helpompia arviointi matematiikkakuva | piirtdd suorat
kuin eilen
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Roosa ei ndd voi..kato ratkaisun
antaminen

Lauri ei leikkaa hypoteesin
toteaminen
oikeaksi, ratkaisun
antaminen, tehtdvin
saattaminen
paitokseen

Miten ryhmén vuorovaikutus rakentuu?

Tehtdvdssd palataan tarkastelemaan aikaisemman tehtidvan 6d yhtéloparia. Samu toteaa, ettd tehtavai
6d ei pystynyt tekemédn, eli tehtdvélld ei ollut ratkaisua. Roosa jatkaa Samun kommentista
johtopaitokseen, ettd mydskddn tatd tehtdvad ei voi tehdd. Ohjaaja kuitenkin johdattelee ryhméa
jatkamaan tehtdvén tekemistd pyytdmalld ryhméd muodostamaan hypoteesin, mitd tapahtuu, kun
suorien yhtdlot syottdd Geogebraan. Samun vastaus on innokas “kokeillaan”. Lauri taas vastaa
kysymykseen hypoteesilla, ettd suorat eivdt leikkaa. Lauri ei anna hypoteesilleen mitdin
lisdperusteluja, mutta hén oletettavasti mielesséén pohjaa sen edellisten tehtévien ratkaisuihin.
Roosa syo6ttdd yhtdlot Geogebraan. Roosa ja Lauri toteavat yhteistuumin Laurin
hypoteesin oikeaksi. Tehtdvdn ratkaisu on a—c-kohtien perusteella kolmelle vanhimmalle oppilaalle
selvd, minka takia keskustelua ei juuri synny. Elli ei pitkén laskusession jdlkeen endd varsinaisesti
keskity tehtdvien tekoon, vaan jdttaytyy keskustelun ulkopuolelle. Lisdksi viimeinen tehtéva tehdidén

hieman kiireessd, eikd kukaan ehdi selittdd hanelle tehtivan ideaa.

Mité rooleja vuorovaikutuksessa esiintyy?

Ryhmin kolme vanhinta jdsentd osallistuvat hyvin tasavertaisesti tehtdvén ratkaisemiseen. Samu ja
Roosa arvioivat, kuinka tehtévi voidaan tehdi, ja Lauri muodostaa hypoteesin lopputuloksesta. Elli
on hiljaisena sivustaseuraajana. Lauri sdilyttdd edelleen lievdn johtajuuden toistamalla lopuksi
Roosan tekemin havainnon, ettd suorat eivit leikkaa keskendén. Johtajan rooli sdilyy Laurilla
luontevasti, kun Roosa pyytdd jotakuta toista katsomaan ja varmistamaan hdnen johtopéddtoksensi

oikeaksi ja luovuttaa ndin samalla vastuun tehtivin ratkaisemisesta eteenpdin.
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Millaisia merkityksid matematiikasta keskustellaan?

Matematiikkakuva

Oppilaiden vilinen keskustelu on melko véhésanaista ja koostuu ldhinnd faktoina esitetyistd
toteamuksista, joita ei juurikaan perustella, ei niinkdén yhteisestd pohdinnasta. Esimerkiksi Lauri
toteaa hyvin itsevarmasti, mutta ilman minkéaénlaisia perusteluja hypoteesinsa ’se ei leikkaa”.
Oppilaiden on toisinaan vaikea ymmartda, miksi vélivaiheita tdytyy tehda ja ratkaisua perustella, eika
pelkkd oikea vastaus riitd. Tétd selittdd ainakin se, ettd peruskoulussa ja jopa lukion oppikirjoissa
todistusajattelua opetetaan kovin vdhdn. Oppilaat oppivat mekaanisia laskuja rutiinien kautta, mutta
tehtévien perustelemiseen ei useinkaan ole olemassa tiettyd kaavaa ja rutiinia, vaan kunkin tehtévin
perustelu on hyvin tilannekohtainen.

Tédysin algoritmisien ongelmanratkaisutilanteiden osuus koulumatematiikassa on
vihdinen.  Tehtdvien ratkaiseminen tapahtuu  pdfosassa  heuristiselta  pohjalta, ja
ongelmanratkaisutilanteisiin sisdltyy ennustamattomia vaiheita, joiden vuoksi ongelmanratkaisua ei
ole mahdollista suorittaa minkdén tietyn suunnitelman tai kaavan mukaisesti. Matemaattisten
ongelmien tdsmillisen ratkaisemisen ohella todistamisajattelun kehittdmisen kautta oppilaita voidaan
kasvattaa itsendiseen ja kriittiseen ajatteluun seki tiedon kéyttokelpoisuuden arviointiin, jotka ovat
tarkeitd pddmaérid kaiken opiskelun ja yleisesti eldmin taitojen kehittymisen kannalta. (Résénen,
Kupari, Ahonen & Malinen, 1997)

Roosa toteaa tehtdvien teon lopuksi koko laskusession kokoavana mielipiteend, ettd
“ndd oli helpompia kuin eilen”. Mielipide on yllattdvé, kun vertaa ensimmadisen ja toisen pdivin
aiheita ja tehtdvityyppeji. Ensimmdiisen péivén tehtivissd oli muun muassa keskustelutehtdvad seki
erilaisia pelejd. Toisena pdivanad taas keskityttiin tutkimaan yhtéloitd, yhtélopareja ja niihin liittyviad
suoria, jotka ovat alakoululaisille vield melko uusia aiheita (Tuhattaiturit 4—6). Toisaalta toisen pdivin
tehtévissd, erityisesti taulukkojen tayttdmisessd, oli myds paljon puhtaita laskuja, jotka usein koetaan

helppoina ja mieluisina.

Matematisointi

Samun tehtdvéddn 6d viittaavasta kommentista “sitd ei pystyny tehd” niakyy jilleen oppilaiden késitys
siitd, ettd tehtdvidd, jolla ei ole ratkaisua ei nidhdé ratkaistuksi. Tehtdvdid ei siis voi tehdd. Tastd
tulkinnasta seuraava Roosan johtopédtos, ettei mydskddn tehtdvad 8d voi ndin ollen ratkaista, on

peruskoululaiselle varsin luonteva ja intuition mukainen.
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Tehtdvén ratkaisemisessa yhdistyvit sekd tutkiva etté teoreettinen matematiikka. Samu
on sitd mieltd, ettd leikkauspiste selvitetdin Geogebralla piirtden. Lauri taas muodostaa edellisten

tehtévien pohjalta hypoteesin, ettd suorat eivit leikkaa.

4.4 Otteita alku- ja loppukyselyista

Seuraavilla sivuilla on esitettynd Roosan (6. luokka), Samun (5. luokka) ja Riinan (6. luokka)
alkukyselyn tehtdvien 4 ja 5 sekd loppukyselyn tehtdvien 5 ja 6 vastaukset (kuvat 1-6). Alku- ja
loppukyselyn tehtdvit 4 ja 5 olivat samat. Kyseisissd tehtévissa oppilaita pyydettiin selittdméén termit
koordinaatisto, yhtilo ja suorien leikkauspiste sekd kertomaan, mihin niitd kdytetdan. Vastaavasti
alku- ja loppukyselyn tehtdvét 5 ja 6 olivat samat, ja niissé oppilaita pyydettiin keksimédén itse yhtélo
ja ratkaisemaan se. Kaikilla oppilailla vastauksissa oli havaittavissa saman suuntaisia muutoksia ja
kehitystd kuin ndilla kolmella tarkastelussa olevalla oppilaalla. Kahdella vanhimmalla oppilaalla, eli
yhdeksisluokkalaisilla Vernerilld ja Laurilla, kehitys oli toki pienempid, koska termit olivat heille jo
ldhtotilanteessa tutumpia kuin nuoremmille oppilaille. Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka kolmen
esimerkkioppilaan ennen tutkimussessioita ja -sessioiden jdlkeen kirjoittamat tehtévien ratkaisut
eroavat toisistaan.

Roosa on selittdnyt késitteen koordinaatisto molemmissa kyselyissd samalla tavalla.
Samu ei ole vastannut alkukyselyssi tdhdn kysymykseen ollenkaan, ja loppukyselysséd hin on osannut
antaa kartanluvun esimerkkind koordinaatiston kéytostd. Riina on alkukyselyssd kuvaillut
koordinaatistoa puhtaasti visuaalisesti, ja loppukyselyssd hidn osoittaa, mitd on oppinut kertomalla
osaavansa kayttdd koordinaatistoa tietokoneella. Kyseisten kolmen oppilaan vastauksia yhdistaa, ettd
he ovat kaikki kuvailleet koordinaatistoa jollakin tavalla my0s visuaalisesti kdyttden muun muassa
sanoja ruudukko, kaksi viivaa ja numerot.

Kisitteen yhtilo selityksissd suurin kehitys on tapahtunut Roosalla. Alkukyselysséd hin
kuvailee yhtdlod “numerojutuksi’, mutta loppukyselyssd hdn osaa antaa esimerkkind yhden
muuttujan ensimmaéisen asteen yhtdlon, jonka hdn myos ratkaisee. Samu kuvailee yhtdloa
molemmissa kyselyissd laskuksi. Riina muistaa jo alkukyselyssd, ettd kirjaimet liittyvit jotenkin
yhtdloihin. Loppukyselyssd hén antaa esimerkkind yhtdlostd kahden muuttuja ensimmaéisen asteen
yhtdlon. Han on my6s merkinnyt ndkyviin erddt muuttujien x ja y arvot, jotka toteuttavat kyseisen
yhtdlon.

Viimeinen selitettdvd termi oli suorien leikkauspiste. Roosa ei ole vastannut tdhdn
kohtaan alkukyselyssé lainkaan. Loppukyselyssd hdn osaa kertoa, ettd suorien leikkauspisteessd suora

leikkaa — mitd? Kyseessd saattaa olla pelkkd didinkielellinen huolimattomuus, ja oppilas kuitenkin
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ymmaértdd, ettd suorien leikkauspisteelld tarkoitetaan kahden suoran leikkauskohtaa. Vastaus antaa
kuitenkin myds mahdollisuuden tulkita, ettd oppilas on ymmértinyt suorien leikkauspisteen
tarkoittavan suoran leikkauskohtaa minkd tahansa elementin, kuten jonkin korkeamman asteen
kdyrdn, kanssa. Myoskddn Samu ei anna alkukyselyssd mitddn selitystd suorien leikkauspisteelle.
Loppukyselyssd hdn osaa kertoa, ettd suorien leikkauspisteessd suorat leikkaavat toisensa. Riinan
vastaus on molemmissa kyselyissd hieman hankalasti tulkittava. Han pyrkii antamaan vastauksen
kuvailemalla suorien leikkauspistettd visuaalisesti. Han kutsuu suoria viivoiksi, miké jo aikaisemmin
on todettu oppilaille tyypilliseksi tavaksi nimittdd suoria arkikielen termein. Suorat ovat toki viivoja,
mutta hankaluus tulee vastaan siind, ettd sana viiva kasittdd my0s epélineaariset kdyrat. Ei voida siis
olla tdysin varmoja ymmartddko oppilas suoran késitteen ja kyseessd on vain tietiméattomyys termien
tarkoista maéritelmistd, vai mieltddko hdn myds epélineaariset kayrat suoriksi.

Viimeisend tehtdvini oppilailla oli keksid itse yhtdlo ja ratkaista se. Roosa ja Riina eivit
ole kumpikaan vastanneet tdhdn tehtdvddn alkukyselyssd. Samu on antanut vastaukseksi
esimerkkilaskutoimituksen 5 -5 + 6 = 31, eli ikdén kuin yhtéloén, johon muuttujan oikea arvo on
sijoitettu paikalleen. Loppukyselyssd Roosa on antanut vastaukseksi sekd yhden muuttujan yhtilon
ettd kahden muuttujan yhtiloparin ja myds ratkaissut nima oikein. Samu on antanut vastaukseksi
kahden muuttujan yhtdlon, mutta hén ei ole antanut yhtilolle yhtddn ratkaisua. Myos Riina on
kirjoittanut kahden muuttuja yhtdlon — saman, jonka hin antoi esimerkiksi myds loppukyselyn

tehtdvén 5 b-kohtaan — sekd antanut tille yhden mahdollisen ratkaisuparin x =5, y = 4.
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4. Selitd, mita seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niiti tarvitaan.
a) koordinaatisto =
Snd on o) Ja Yiiyen
Q4 _Nomehodton,

b) yhtals = :
n umér @ Ju b

c) suorien leikkauspiste =

5. Keksi itse yhtalo ja ratkaise se.

Kuva 1: Roosan alkukyselyn tehtévit 4 ja 5.

5. Selitd, mitd seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niité tarvitaan.
a) koordinaatisto =

[

SO ) IR e W TR L S
V](AVHOI/C)H;OL

"
2
Gtac
-3

b) yhtalé = L

tédwma o L {Alp x-5=5
=lo

)

c) suorien leikkauspiste = .
<SP "on kQCW i//@ \)OC}Z e
cuarer o kA A

6. Keksi itse yhtalo ja ratkaise se.

=t X +8H =10

:7 P
X =5

Kuva 2: Roosan loppukyselyn tehtdvit 5 ja 6.

P
\/]"‘\é N
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4. Selitd, mitd seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niité tarvitaan.

a) koordinaatisto =

DL

b) yhtél6 =
LU\S I\

c) suorien leikkauspiste =

5. Keksi itse yhtilo ja ratkaise se.

R 6 =24

Kuva 3: Samun alkukyselyn tehtdvit 4 ja 5.

5. Selitd, mitd seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niita tarvitaan.
a) koordinaatisto =

\““T“10¥\>0\QQ O v Wotp £ VO

0\ Y THod Pi\mm O N LA D w

c) suorien leikkauspiste =
e

TR AVE C AL A AeteN

6. Keksiitse yhtal6 ja ratkaise se.

Kuva 4: Samun loppukyselyn tehtdvit 5 ja 6
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4. Selits, mita seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niitd tarvitaan.

a) koordinaatisto =

Sp NAdllas Vik l\)éd/ﬁa,

b) yhtalo=
I

<
24

I ho oM /(lMOL )‘110\ /CLJ/L(&-(S;&,

c) suorien leikkauspiste = : : ‘ S
Suwha . oft  Vuslieyes o /PI/C/CC(U
Pisle

5. Keksi itse yhtil6 ja ratkaise se.

Kuva 5: Riinan alkukyselyn tehtdvét 4 ja 5.

5. Selitd, mita seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niité tarvitaan.
a) koordinaatisto =

PN o holip  pulen Se
_tehrph {Ielolwheej&&n

b) yhtilo = 92

»~

\f:—
\f
I

c) suorlen leik auspiste =

[Sledow h Vi \/O/@

6. Keksiitse yhtalo ja ratkaise se.

\h

X} q
Kuva 6: Riinan loppukyselyn tehtévit 5 ja 6.
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5. Johtopaatokset

5.1 Miten oppilaiden matemaattinen osaaminen nayttiytyi yhteistoiminnassa?

Edellisessé kappaleessa esitetyissd kolmen oppilaan alku- ja loppukyselyvastauksissa nikyy selkeda
kehitystd, kun vertaillaan oppilaiden vastauksia samoihin kysymyksiin ennen ja jilkeen
tyoskentelysessioiden. Késitteiden hallinta on vahvistunut. Esimerkiksi koordinaatiston kisitteeseen
ja sen kiyttoon liittyen oppilailla syntyi tyOskentelysessioiden aikana soveltaviakin ajatuksia.
Alkukyselyssd Samu ei selittdnyt kasitettd koordinaatisto ollenkaan, kun taas loppukyselyssd hin
antoi esimerkiksi koordinaatiston kéyttokohteista kartan. Sama esimerkki nousi esiin my0s toisen
ryhmén keskusteluissa Vernerin esittimind. Riina taas ilmoittaa osaavansa kiyttdd nyt tietokoneella
(Geogebralla) koordinaatistoa toisin kuin ennen tydskentelysessioita, silld kukaan oppilaista ei ollut
kokeillut Geogebraa aikaisemmin. Myos yhtdlon késite selkeytyi kaikilla kolmella oppilaalla
huomattavasti tydskentelysessioiden aikana. Kukaan heistd ei osannut alkukyselyssd muodostaa itse
yhtdlod, mutta loppukyselysséd jokainen osasi kirjoittaa jonkin yhden tai kahden muuttujan yhtédlon
tai yhtdloparin virheettomésti. My0Os suorien leikkauspisteen kisitteen ymmaérryksessd tapahtui
positiivista kehitysté.

Kehitystd termien kdytdssd ndkyi myods suoraan oppilaiden vilisessd dialogissa.
Geogebran nimettyjen tyokalujen kautta oppilaat omaksuivat omaan puheeseensa useita késitteiti,
kuten kahden pisteen vélinen jana ja leikkauspiste, jotka eivit kaikille oppilaille olleet ennestidén
tuttuja termejd. Ryhmatydskentelyn edetessd oppilaiden puheessa myos sanan suora kéytto lisddntyi
verrattuna siihen, ettd ryhmityoskentelyn alussa oppilaat kéyttivdt poikkeuksetta suoran paikalla
sanaa viiva.

Tyoskentelysessioiden aikana kdytiin paljon hyvéda keskustelua, jolle ei voi osoittaa
tiettyjd matemaattisia aiheita, joiden osalta oppilaiden osaaminen olisi kehittynyt. Sen sijaan voidaan
todeta, ettd oppilaat joutuivat kielentdméén omia ideoitaan ja toisaalta myos asioita, jotka heréttivat
heissd kysymyksid, miké edisti oppilaiden matemaattisen ymmarryksen kehitystd (Joutsenlahti ym.,
2018). Edellytyksend tdlle oli, ettdi molemmissa ryhmissd joku oppilaista asettui vuoron perdin
kysyjdn rooliin vaatimaan lisdperusteluja muiden ryhmdldisten esittdmiin ratkaisuihin. Taméa
havainto nousi esiin tarkasteltaecssa laajemmin koko kahden tydskentelysession aikana kaytyja
keskusteluja, ei ainoastaan Tulokset-osiossa esitettyjd lyhyitd katkelmia. Ensimmdiisessd ryhmaéssa
Mira kyseli kaikkein eniten. Toisessa ryhméssd kysymyksid esittivit tasaisemmin kaikki ryhmén

jésenet tilanteesta riippuen.
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5.2 Miten oppilaiden vilinen vuorovaikutus toimi ja rakentui?

Tutkimuksessa nousi esiin ristiriitaisia havaintoja siitd, kuinka oppilaat arvottavat toistensa osaamista
ja tyOpanosta riippuen henkilon idstd. Ryhmissd 2 nuorin oppilas, neljdsluokkalainen Elli, jitettiin
lahes jarjestelmaillisesti yhteisen pohdinnan ulkopuolelle, ja hénen esittdménsd kysymykset
sivuutettiin osittain. Toisaalta ryhmén toiseksi nuorimmaisen oppilaan, viidesluokkalaisen Samun,
osaamiseen muut ryhméléiset luottivat tdysin, ja hidn asettui ja hdnet myds sanattomasti asetettiin
usein asiantuntijan rooliin. Molemmissa ryhmissd vanhimmat oppilaat, yhdeksisluokkalaiset Verneri
ja Lauri, olivat usein johtajan ja ohjaajan roolissa. Erityisesti ensimmadisessd ryhméssd vanhimman
oppilaan osaamiseen luotettiin tdysin, eikd hénen ratkaisujaan kyseenalaistettu lainkaan.
Ensimmaéisessd ryhmadssd idn méérittdmé hierarkia oli hyvinkin selked, kun taas toisessa ryhméssa
keskustelu oli tasa-arvoisempaa. Erityisesti tehtdvassa 6d, jossa piti ratkaista yhtdlopari, jolla ei ole
ratkaisua, kaikki ryhmén jédsenet olivat yhdenvertaisessa asemassa yhteisessd pohdinnassa.

Vanhempien oppilaiden suhtautumisessa nuorempiin oppilaisiin oli havaittavissa kaksi
eri puolta. Toisaalta nuorempien oppilaiden ymmairtdmittomyys ja kysymykset turhauttivat
vanhempia oppilaita. Esimerkiksi Verneri oli vililld hyvinkin turhautunut Miran kysymyksiin, ja
Roosa tarkisti Elliltd, onko tdmd ymmirtinyt tehtivén, ldhinnd siksi, ettd tehtdvien teon alussa
ohjeeksi annettiin huolehtia kaikkien ryhmaildisten ymmaértdmisesti. Toisaalta nuorempiin oppilaisiin
kohdistui myds suojelun halua ja aitoa valittamisté siitd, ettd hekin pysyvit mukana. Mira huolehti
ystivillisesti, ettd ensimmaéisend pédivdna poissa ollut Riina pddsi mukaan tehtavientekorutiiniin, ja
Lauri ei huomautellut Ellille timén tekemisté virheistd — toisin kuin Roosaa hén kutsui saman virheen
takia tyhméksi.

Ensimmadisen ryhmén keskustelutaulukoita tarkasteltaessa ndkee selkedsti, ettd
keskustelu on piddasiassa Vernerin ja Miran vilistd kaksinpuhelua. Toisen ryhmén taulukoissa
kaikkien oppilaiden nimet esiintyvét tasaisemmin. On luonnollista, ettd oppilaat asettuvat
keskustelussa erilaisiin rooleihin ja toiset osallistuvat keskusteluun enemmaén, toiset vihemmaén. Sité,
ettd joku oppilas nikyy taulukossa muita vihemmén, ei voi pitié ainoastaan negatiivisena havaintona.
Kaikille oppilaille ei yksinkertaisesti ole luontevaa osallistua aktiivisesti ratkaisustrategian valintaan
ja kehittdmiseen, mutta he voivat osallistua ryhmén toimintaan kuunnellen ja suorittaen esimerkiksi
mekaanisia laskuja. Molemmissa ryhmisséd keskustelu eteni luontevasti, ja opettajan apua tarvittiin
kohtalaisen vdhdn. Kumpikaan ryhmai ei joutunut tuhlaamaan aikaa opettajan avun odottamiseen,
vaan eteenpdin pidistiin ryhmdn omin voimin tai opettaja ehti auttamaan heti tarvittaessa, koska

kysymyksié nousi esiin hyvin harvoin.
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Keskusteluissa esiintyi toivotunlaista spontaania ideoiden ilmaan heittelemisté, joka vei
keskustelua luontevasti eteenpdin. Ensimmadisen tyOskentelysession tehtdvédssd 1 Mira ja Verneri
keskustelivat hyvin vuorovaikutteisesti, mitd késite koordinaatisto tarkoittaa. Mira toimi oppilaana ja
Verneri opettajana, ja kumpikin toi oman roolinsa nikdkulmasta lisdé ideoita keskusteluun. Ryhmalla
kaksi erityisen innovatiivista keskustelua kiytiin toisen tydskentelysession tehtdvissd 6d, jossa

oppilaat selvésti pyrkivit irrottautumaan tutuista ratkaisumalleista.

5.3 Millaisia merkitysneuvotteluja koordinaatiston kaytostd, suorista ja

yhtélonratkaisusta kaytiin?

Arkipidivan esimerkkien merkitys matematiikan oppimisessa vaikuttaa painuneen oppilaiden mieliin
hyvin. Verneri neuvoi muille ryhmaéldisille koordinaatiston kéyttod ottaen esimerkiksi kartan. Myds
Samu nosti karttaesimerkin esiin omissa loppukyselyvastauksissaan. Toisessa tydskentelysessiossa
Verneri hyddynsi ensimmaéisend pdivédnd pelattua laivanupotuspelid selittdessdadn ryhmaélleen, kuinka
pisteitd sijoitetaan koordinaatistoon.

Oppilaat ldhestyivit uusia késitteitd usein visuaalisesta nikokulmasta. Koordinaatistoa
kuvailtiin kahden viivan, ruutujen ja numeroiden avulla, ja suoraa kutsuttiin viivaksi. Visuaalinen
lahestymisreitti on hyvé ratkaisu, kun mukana on eri ikédisid ja tasoisia oppilaita. Visuaalinen
lahestymistapa on yksinkertainen reitti 1&hestyd ongelmaa, silld kukin ryhmaéldinen voi omin silmin
todeta, ettd koordinaatisto tosiaan késittda kaksi viivaa, ruutuja ja numeroita, ja suora ndyttia viivalta.
Kun tehtdviin tartutaan kiinni riittdvdn konkreetista ndkokulmasta, jokainen oppilas saa lisdd
luottamusta omaan ymmairrykseensé ja osaamiseensa. Syntyy turvallinen tunne siitd, ettd d4neen voi
sanoa my0s yksinkertaisia ideoita, ei ainoastaan pitkdlle mietittyjd ratkaisustrategioita. Témén
jédlkeen pohdintaa voidaan vihitellen viedd abstraktimpaan suuntaan.

Haastavammissa pddtelmissd oppilaiden vilistd vuorovaikutusta heikensi monin
paikoin se, ettd idean keksiji ei perustellut ajatustaan riittdvésti. Esimerkiksi toisen
tyoskentelysession tehtdvdssd 2a Samu ja Lauri olivat yhtd mieltd siitd, ettd Samin rahamairiksi
voidaan luetella ainoastaan parillisia arvoja, jotta myds Riitan rahamairét olisivat kokonaislukuja. He
eivdt kuitenkaan selittdneet ajatustaan ddneen, minkd vuoksi Roosalla ja Ellilla meni pitkddn
ymmaértad, millaisia lukuja heidédn odotettiin taulukkoon luettelevan. Lopulta he yrityksen ja
erehdyksen kautta keksivit, ettd lukujen tiytyy olla parillisia — ymmartdmatta kuitenkaan miksi.

Mielenkiintoisimmat havainnot oppilaiden matemaattisiin késityksiin liittyen nousivat

esiin loppuosan tehtédvissd 6d ja 8d, joissa késiteltiin yhtédloparia, jolla ei ole ratkaisua. Laurin, Samun

45



ja Roosan pohdinnoissa nousi esiin késitys, ettd ei ratkaisua ei olisi patevéd vastaus matemaattiseen
tehtévian.

Ryhmaityoskentelyyn toi monipuolisuutta se, ettd oppilaat kannattivat erilaisia
ratkaisustrategioita. Esimerkiksi tehtdvdssd 8d Samu halusi selvittdd ratkaisun Geogebralla

kokeilemalla, ja Lauri puolestaan piddtyi muodostamaan oman hypoteesinsa nojaten edellisten

tehtdvien ratkaisuihin sekd omaan intuitioonsa.
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6. Pohdinta

Kaartinen ja Latomaa (2012) toteavat tutkimuksensa johtopddtoksissd, ettd opettajan ohjaus
ryhmétydskentelyn aikana on hyvin tédrkedd, jottei oppilaiden innokas osallistuminen johda
konfliktitilanteisiin. Kyseisessd tutkimuksessa opettajalla oli myds aktiivinen rooli ohjaamassa
oppilaita tehtdvénratkaisua eteenpéin vievddn keskusteluun. Téssd pro gradu -tutkimuksessa nousi
esiin samankaltaisia havaintoja. Oppilaiden vilisten keskustelujen litteraateissa esiintyi
vuorovaikutustilanteita, joissa opettajan ldsndolo olisi ollut tarpeellista. Muutamaan otteeseen
vanhemmat oppilaat kommentoivat ilkedin sdvyyn nuorempien oppilaiden kysymyksié ja osaamista,
mihin opettajan pitdisi aina puuttua. Liséksi joissakin tehtdvissd opettaja olisi voinut olla mukana
ohjaamassa keskustelua syvempidin pohdintaan. Tdysin oppilaiden keskindisessd tydskentelyssd
monin paikoin riped eteneminen néhtiin tehtdvien syvillistd ymmartdmistd tdrkeimpénd asiana, ja
perustelut jdivdt puutteellisiksi. Téllaisissa tilanteissa opettaja olisi voinut auttaa keskustelun
kehittymisté esittdmélld sopivasti ohjailevia kysymyksid. Esimerkiksi tehtévissd 8d opettaja puuttui
talla tavalla keskustelun kulkuun. Kysymyksellddan “mitd luulette, ettd tapahtuu, kun te piirrédtte sen
(yhtdloparia vastaavat suorat)” hin sai paitsi Samun innostumaan kokeilemaan, mité tapahtuu, myos
Laurin luottamaan intuitioonsa, ettd suorat eivit leikkaa.

Monissa tehtdvissd oppilaat kuitenkin ottivat my0s itse vastuuta omasta
ymmaértamisestién ja esittivit tarkentavia kysymyksid asioista, joita eivit ymmaértaneet. [lmapiiri oli
ryhmaétydskentelylle ominaiseen tapaan keskusteleva, jolloin oppilaiden oli helppo kysydé, jos jotakin
jéi epéselviksi. Ryhmaityoskentelyn keskusteleva ilmapiiri on suuri etu verrattuna koko luokan
yhteiseen tuntityoskentelyyn, jossa ldhinnd opettaja yksin on ddnesséd jakaen oppilaille yksittdisia
puheenvuoroja.

Hieman runsaampi opettajan ohjaus olisi voinut olla edistivd tekija my0s
yhteistoiminnallisen oppimisen periaatteiden (Saloviita, 2014) toteutumisen kannalta. Ensimmaéinen
kriteeri, oppilaiden vilinen suora vuorovaikutus, toteutui luontevasti. Yhtdildisen osallistumisen ja
Vksilollisen vastuun toteutumista haittasi se, ettei oppilailla ollut etukdteen méarittyd tyonjakoa, mika
oli kuitenkin ryhmaétydskentelyn luonteen kannalta vilttimatontd. Toisaalta keskustelussa oli
havaittavissa yksilollistd vastuuta osoittavia piirteitd, silli kukin oppilas pyrki seuraamaan
keskustelua, esitti tarkentavia kysymyksid ja toi keskusteluun omia ajatuksiaan ainakin joitakin
kertoja. Positiivista keskindisriippuvuutta oli havaittavissa tehtivissi, joissa nuoremmatkin péésivét
osallistumaan mekaaniseen taulukkoarvojen luettelemiseen ja saivat ndin kokea olevansa osa

tehtévin ratkaisemista. Sen sijaan vanhempien ja nuorempien oppilaiden vilille helposti syntyva
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opettaja-oppilasasetelma ei palvellut tétd tavoitetta. Vaikkei opettaja-oppilasasetelma edistidnyt
yhteistoiminnalliselle oppimiselle asetettuja kriteerejd, sen avulla saavutettiin muita reitteja
matemaattisen ajattelun kehitystd. Opettajana toimiva ryhmélédinen joutui kielentdméén ajatuksiaan
nuoremmalle ja ndin prosessoimaan aihetta. Oppilaan roolissa oleva taas sai uusia nidkokulmia
aiheeseen ja joutui harjoittelemaan matematiikan kielentdmisti ongelmakohtia pohtivien kysymysten
kautta.

Edelld johtopéatoksissd tarkasteltiin oppilaiden luottamusta toistensa osaamiseen.
Havainto oli, ettd vanhimpien oppilaiden vastauksiin luotettiin molemmissa ryhmissi vahvasti. lasta
riippuvaista hierarkiaa rikkoi viidesluokkalainen Samu. On tarkedd huomioida, ettd tutkimukseen
osallistujat olivat toisilleen ennestédn tuttuja, joten heidén arvioonsa toistensa osaamisesta vaikutti
moni muukin tekijd kuin pelkkd ikd. He ovat tydskennelleet eri oppiaineisiin liittyvien aiheiden
parissa ikdsekoitteisissa ryhmissd aikaisemminkin ja ndin oppineet tuntemaan toistensa heikkouksia
ja vahvuuksia. Jos sama tutkimus toteutettaisiin ryhmissi, joissa oppilaat ovat toisilleen entuudestaan
tuntemattomia, olisi asetelma aivan erilainen. Oppilaiden tdytyisi muodostaa kisitys muista
ryhmadldisistd ainoastaan niiden oletusten varaan, millaisia tietoja ja taitoja he uskovat minkékin
ikéisilld oppilailla olevan.

Johtopaitoksissd pohdittiln  myds oppilaiden erilaista osallistumista yhteiseen
keskusteluun. Itsensd esiin tuominen ja ddnessd oleminen on joillekin oppilaille hyvin luonteen
vastaista. Onko oikeudenmukaista vaatia ndiltd oppilailta sellaista osallistumista, joka saa heidit
tuntemaan olonsa hyvin epdmukavaksi ja ehki jopa pelottaa? Kaikkia oppilaita toki pitdd kannustaa
sosiaaliseen vuorovaikutukseen ja omien ajatuksien esiin tuomiseen. On kuitenkin vaikea kysymys,
voiko silld, ettei oppilas halua esittdd ajatuksiaan suullisesti, olla alentava vaikutus hinen
arvosanaansa. Tdmaén takia on tirkedd, ettd arvioinnissa oppilaan suullinen esiintyminen on vain yksi
vaikuttava tekijd monien muiden joukossa, ja hdnelle annetaan muita mahdollisuuksia nédyttdd omaa

osaamistaan.
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7. Yhtaloiden ratkomisen historiaa

Tutkielman pedagoginen osuus on nyt saatettu padtdkseen, ja on aika siirtyd tutkimaan matemaattisia
sisdltdjd hieman syvemmin. Tutkimussessioissa yhtend pidaiheena oli yhtdldiden ratkaiseminen, joka
valikoitui tdmédn matematiikkaosuuden punaiseksi langaksi. Yhtédloiden ratkaisemiseen tutustutaan
historiakatsauksena, joka painottuu yhtdlonratkaisun kehityksen alkuvaiheisiin muinaisessa
Egyptissd ja Mesopotamiassa seké kehityksen erddseen huipennukseen uuden matematiikan aikana,
1600-1800-luvuilla, jolloin keksittiin ja todistettiin kdyrien leikkauspisteistd kertova Bézout’n lause.

Suurista muinaiskulttuureista Egyptistd, Mesopotamiasta, Intiasta ja Kiinasta
puhuttaessa voidaan sanaa matematiikka kayttdd ensimmadistd kertaa ainakin jossakin médrin sanan
nykyisessd merkityksessd. Namd kulttuurit puhkesivat kukoistukseensa noin 2000-3000 eKr.
Kyseisissd kulttuureissa kehittyneet maanviljelys, keinokastelu sekd eriytynyt yhteiskunta ja
keskitetty hallinto edellyttivit luonnollisesti laskutaitoa monissa eri muodoissaan ja loivat ndin hyvin
ponnistuslaudan matematiikan kehitykselle. Historian tutkimuksissa on saatu luotua melko selked
kuva Egyptin ja Mesopotamian kulttuurien matematiikasta, joista jdlkimméisen vaikutus

lansimaiseen matematiikkaan on muinaiskulttuureista kaikkein merkittavin. (Lehtinen, 2014)

7.1 Egypti

Egyptin vanhin numerojirjestelmid muodostuu hieroglyfinumeroista, jotka ovat perdisin vahintdin
ajalta 3000 eKr. Jarjestelmdssd on omat merkkinsé luvuille 1, 10, 100, 1000, 10 000, 100 000 ja 1000
000, joita toistetaan muodostettaessa muita lukuja. Hieroglyfit voitiin kirjoittaa sekd oikealta
vasemmalle ettd vasemmalta oikealle, joista ensimmaistd kaytettiin yleisimmin. Toinen merkittdva
ero omaan lukujdrjestelmddamme ndhden on, ettei lukua nolla tarvittu. (Flegg, 1989) Esimerkiksi

lukuja 48 ja 408 merkittiin
ja

ilman mitddn sekaantumisen riskid.

Noin 2000 eKr. hieroglyfien rinnalle kehittyi hieraattinen lukujirjestelmai, jossa oli
omat merkkinsi luvuille 1, 2, 3,..., 9, 10, 20, 30,..., 90, 100, 200, 300,... ja 1000. Uusi jérjestelma
vdhensi toistoa, mutta samalla ulkoa opeteltavien merkkien maiéra lisdéntyi. Esimerkiksi erds

historian tutkimuksen kannalta merkittdvimmistd sdilyneistd papyruksista, Rhindin eli Ahmeksen
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papyrus, on kirjoitettu hieraattisin merkinnéin (Flegg, 1989). Rhindin papyrus on 30 senttimetrié
korkea ja 540 senttimetrid pitkd kéaro, joka on alun perin kirjoitettu hieman vuoden 1800 eKr. jilkeen
(Flegg, 1989). Nykypdivéni tietomme egyptildisten yhtidlonratkaisuperiaatteista pohjautuvat suurelta
osin Rhindin papyrukseen. Kairo siséltdd 85 enimmaikseen aritmeettista tehtdvad vastauksineen seki

laskemista helpottavia taulukoita. (Lehtinen, 2014)

Egyptiléiset ilmaisivat kaikki murtoluvut yksikkdmurtolukujen % ,n € N, summana —

poikkeuksena luku 2 , jolle oli oma merkkinsé. Rhindin papyruksen alussa esitetdéin muotoa % olevien

murtolukujen yksikkomurtolukuesitykset. (Lehtinen, 2014) Kyseinen taulukko oli hyddyllinen muun
muassa kerto- ja jakolaskuissa, jotka muinaiset egyptildiset laskivat niin kutsutulla perdkkéisten
kahdentamisten menetelmaéllé (Flegg, 1989). Lasketaan esimerkkinid menetelmin kéytosti kertolasku
37 - 58 mukaillen esimerkkid verkkoteoksesta MacTutor History of Mathematics archive (O’Connor
& Robertson, 2019). Listataan aluksi lukuja siten, ettd 1dhdetddn liikkeelle luvusta 58. Kerrotaan tima
kahdella, jolloin saadaan 116, kerrotaan tdma jilleen kahdella, jolloin saadaan 232 ja niin edelleen.

Kukin tulos siis kerrotaan aina kahdella eli “kahdennetaan”. Saadaan seuraava lista kertolaskuja:

1 58

2 116
4 232
8 464
16 928
32 1856

Seuraava kertoja 64 on suurempi kuin alkuperdinen kertoja 37, joten lista voidaan lopettaa téhén.
Seuraavaksi todetaan, ettd erotuksien 37 —32=5,5—-4 =1 ja 1 — 1 = 0 vdhennettdvien summaksi
saadaan 32 + 4 + 1 = 37. Lopuksi summataan lukuja 32, 4 ja 1 vastaavat arvot taulukon oikeasta
sarakkeesta, jolloin vastaukseksi saadaan

37-58 =1856 + 232 + 58 = 2146.

Nyt kun muinaisten egyptildisten lukumerkinnit ja laskutoimitukset ovat tulleet jonkin
verran tutuiksi, on oikea hetki siirtyd tarkastelemaan, millaista yhtélonratkaisua Egyptissa
harrastettiin. Kéytetddn kuitenkin tdssd vaiheessa moderneja merkintdja lukemisen helpottamiseksi.
Egyptildiset ratkoivat ensimmaéisen asteen yhtiloitd niin kutsutulla védrin sijoituksen menetelmalla
(Lehtinen, 2014). Yhtdlon muuttujaa kutsuttiin nimelld aha eli kasa (Lehtinen, 2014). Otetaan
esimerkiksi Rhindin papyruksen tehtdvd numero 26: Kasa ja neljdnnes kasasta on 15 (O’Connor &
Robertson, 2019). Kun muuttujaa kasa merkitddn kirjaimella x, ongelma voidaan modernein

merkinndin kirjoittaa yhtéloksi
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+1 =15
x+7x =15

Lehtisen esimerkkid mukaillen ensimmaéiseksi tehddédn arvaus, ettd kasa on 4, jotta pddstdan eroon
murtoluvuista. Yhtélon vasemmalle puolelle saadaan 4 + i -4 =5, joka on viird vastaus. Saatu

védrd vastaus 5 tiytyy kertoa luvulla 3, jotta saadaan haluttu vastaus 15. Nyt voidaan péételld, ettd

véard arvaus 4 tulee kertoa luvulla 3, jolloin vastaukseksi saadaan x = 3 -4 = 12. Rhindin
papyruksen mukaisesti ratkaisu voidaan vield tarkistaa sijoittamalla: 12 + i 12 = 15. (Lehtinen,

2014)

Erilaiset yhtdlonratkaisumenetelmét ovat yrityksen ja erehdyksen kautta kehittyneet
vuosisatojen kuluessa eri aikakausina ja eri kansojen toimesta. Muinaiset yhtilonratkaisut perustuivat
varmasti paljon kokeilulle, kuten edelld esitellyssd védrdn sijoituksen menetelméssd. Vihitellen
lukuisten kokeilujen kautta I0ydettiin tiettyjd periaatteita, joiden voitiin todeta pétevin
yleisemminkin. Yleisten periaatteiden l6ytyminen ei kuitenkaan ole véhentdnyt kokeilevan ja
tutkivan matematiikan merkitystd. Tdssd pro gradu -tutkimuksessa useampi tuhat vuotta muinaisen
Egyptin kukoistuskauden jdlkeen eri ikdiset peruskoululaiset pureutuivat yhtilotehtaviin
ennakkoluulottoman kokeilemisen kautta. Tehtivissd, jossa Villelld oli pddrynditd ja appelsiineja
yhteensd kuusi kappaletta, oppilaat 1dhtivét ensin sattumanvaraisesti kokeilemaan, minka lukujen
summasta tulee vastaukseksi kuusi. Pian he kuitenkin huomasivat, ettd tehtdva ratkeaa helpoimmin,
kun asettaa pddryndiden méérdt juoksemaan nollasta kuuteen ja appelsiinien mairdt vastaavasti
kuudesta nollaan. He kehittivit kokeilun kautta oman toimivan menetelméinsd tehtdvin

helpottamiseksi.

7.2 Mesopotamia

Mesopotamian, joka sijaitsi aikanaan nykyisen Irakin alueella, matemaattista kulttuuria kutsutaan
yleisesti babylonialaiseksi huolimatta siitd, ettd aluetta hallitsivat monet muutkin kansat.
Babylonialaiset kidyttivdit nuolenpédd- eli kiilakirjoitusta, jossa kiilamaiset merkit saatiin aikaan
painelemalla poikkileikkaukseltaan kolmiomaista kirjoituspuikkoa savitauluihin. Tauluja on 16ytynyt
tuhansia, joista sisélloltdin matemaattisia on noin kolmesataa. Ndmad taulut asettuvat kolmeen
ajanjaksoon, vuosiin 1800—1600 eKr., vuoden 1200 eKr. ympéristoon seké vuosiin 600 eKr.—300 jKr.
(Lehtinen, 2014)

Babylonialaisilla oli kdytdssd seksagesimaalinen eli 60-kantainen paikkajérjestelma.

Kullekin luvulle 1-59 oli oma symbolinsa, jotka muodostettiin toistamalla ykkdsen merkkid Y ja
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kymmenen merkkid < . Lukuja 60, 60% = 3600, 60° = 216 000,... merkittiin jalleen samalla
merkilld kuin lukua yksi. (Lehtinen, 2014) Toisin kuin hieroglyfikirjoituksessa, babylonialaiset
kirjoittivat luvuissa numeromerkit merkitsevyysjdrjestyksessd siten, ettd vidhiten merkitsevd oli
vasemmalla kuten nykyéankin (Flegg, 1989). Niilld ohjeilla esimerkiksi laittamalla perdkkéin merkit
AW &
12 5 51
saadaan luku 12 - 602 4+ 5-60 + 51 = 43 551.
Herédd kysymys, miten babylonialaiset tiesivit, onko kyseesséd luku 1 vai 60. Ero kévi
selville kiilan paikasta tai asiayhteydestd. Esimerkiksi, jos kirjoitettuna on luku Y« , eli 70,
lukija ymmairtdd ilman sekaannuksen riskid, ettd ensimmdinen kiila esittdd lukua 60, koska
suuremmat yksikot kirjoitetaan aina ennen pienempid. (Flegg, 1989) Toinen erikoisuus nykyiseen
lukujirjestelméén verrattuna oli, ettei nollalle ollut omaa merkkii. Siispd esimerkiksi luvut 61 =1 -
60+ 1-1ja3601=1-60%+0-60+ 1-1 kirjoitettiin samalla tavalla. (Lehtinen, 2014)

Samoja kokonaislukujen merkint6jd kiytettiin my6s murtoluvuille. Niinpéd jélleen

.. (Flegg, 1989) Nykyajan teksteissd

ykkdsen symboli Y tarkoittaa myds murtolukuja % , ﬁ )
60:n eri potenssien kertoimet erotetaan toisistaan pilkuilla, samoin 60:n eri potensseilla muodostetut
murtoluvut. Lisdksi ykkosten ja kuudeskymmenesosien véliin merkitiddn puolipiste. (Lehtinen, 2014)

Siispd esimerkiksi

12 72
4,56,13;12,72 =2-3600+ 56 - 60 + 13 +% +m = 10573,22.

Babylonialaiset laskivat yhteen-, kerto- ja jakolaskuja sujuvasti omassa
seksagesimaalijdrjestelmdssddn samoin periaattein kuin me nykypdivdnd kymmenkantaisessa
lukujérjestelméssid (Lehtinen, 2014). Laskemisen avuksi babylonialaisilla oli erilaisia taulukoita:
kertotauluja, kdédnteislukuja, neliditd, nelidjuuria ja niin edelleen. Sujuvan laskutekniikan myoté

ensimmadisen asteen yhtdlot eivit tuottaneet babylonialaisille ongelmia. Esimerkiksi Egypti-
kappaleessa esitelty yhtdlo x + ix = 15 (Rhindin papyruksen tehtdva 26) olisi babylonialaisittain
ratkennut suoraviivaisesti yhdistden ensin yhtdlon vasemman puolen termit ja kertomalla yhtdlo
tamén jilkeen puolittain luvun 1 +i = 1;15 kéénteisluvulla 0;48, joka katsottiin esimerkiksi

kaanteislukutaulukosta. (Flegg, 1989)

Babylonialaiset ratkoivat myos paljon mutkikkaampia tehtévid kuin yksinkertaisia
ensimmadisen asteen yhtdloitd. Kahden tai kolmen muuttujan ensimmdisen asteen yhtdléryhmét
ratkesivat tavallisesti ratkaisemalla ensin yksi muuttuja yhdesti yhtildstd ja sijoittamalla tdimd muihin

yhtdloihin, ja niin edes pdin — kuin konsanaan nykylukion matematiikan tunnilla. Téma ei kuitenkaan
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ollut ainoa menetelmé, jolla babylonialaiset ratkaisivat ensimmadisen asteen yhtdloryhmia.
Tapauksissa, joissa kahden muuttujan summa on annettu, hyddynnettiin monesti niin sanottua plus ja
miinus -menetelmad. (Flegg, 1989) Tutustutaan menetelméén esimerkin kautta. Kaytetdén lukemisen

helpottamiseksi kymmenkantaisia lukuja ja valitaan yhtilopari

3 1 .
¥ 7277
x +y =40.

Babylonialaiset paéttelivdt ensimmaiseksi alemman yhtdlon perusteella, ettd muuttujien x ja y tiytyy

ollax =20 + s jay = 20 — s jollakin luvulla s. Sijoitetaan ndma ylempidén yhtdloon, jolloin saadaan
3 20 + ! 20 =7
7 20+s)—5(20-s) =

ja edelleen

Niéin yhtéloparin ratkaisu on

8
x=20+§=21,6

8
y=20-c=184

Muistetaan, ettd vastaus on annettu kymmenjérjestelmin desimaalilukuina. Esimerkki on kirjoitettu
Fleggin teoksessa (1989) esitettyyn esimerkkiin perustuen. On hyvéd huomata, ettd babylonialaiset
kirjoittivat tehtdvdnannot ja ratkaisut sanallisesti, eivdt matemaattisena tekstind, kuten edelld on
esitetty.

Babylonialaiset tunsivat my0s toisen asteen yhtdlon ratkaisumenetelmdn — eivit tosin
nykyisenlaisena yleisend ratkaisukaavana, vaan numeerisina esimerkkeind eri tilanteista (Lehtinen,
2014). Flegg (1989) esittelee erdén toisen asteen yhtdlod hyddyntdvén tehtidvin, joka savitauluista on
tulkittu: Olen vihentdnyt nelion sivun sen pinta-alasta, ja tulos on 14,30 (= 870). Ratkaistaan tehtdva
kymmenkantaisen jérjestelmén avulla, mutta babylonialaisin keinoin. Ratkaisu menee ndin: Otetaan
lineaarisen termin kerroin 1. Otetaan puolet yhdestd, joka on 0,5. Kerrotaan tdma itselldén, jolloin
saadaan 0,25. Lisitiddn tdma lukuun 870, ja saadaan 870,25. Tdméan nelidjuuri on 29,5. Otetaan 0,5,
joka on kerrottu itselldén, ja lisdtddan siithen 29,5. Tulokseksi saadaan 30, joka on haluttu nelion sivu.

Kyseessid on selvisti toisen asteen yhtild x? — x = 14,30 tai kymmenkantaisesti
ilmaistuna x? —x = 870. Tarkastellaan edellisti tehtdvdnratkaisua ottaen avuksi modernit
matemaattiset merkinnit. Merkitdén lisdksi yhtélon kertoimia toisen asteen yhtélon ratkaisukaavasta

tutuilla symboleilla a, bjac, elia=1,b =1 ja c = 870, joskin huomioimatta b:n ja c:n negatiivista
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etumerkkid. Nyt yhtdld on muotoa ax? — bx — ¢ = 0. Ratkaisussa ensimmiiseni puolitetaan kerroin

b ja timin jdlkeen korotetaan se toiseen, jolloin saadaan termi i b?. Timi lisitdin vakiotermiin c, eli

saadaan ibz + c¢. Téstd otetaan nelijuuri ja nelidjuureen lisdtddn ;b, jolloin saadaan ;b +

Ebz + ¢. Tamé muistuttaa jo hyvin ldheisesti tuttua ratkaisukaavaa. Muokataan lauseketta vield

hieman. Otetaan ensin nelidjuuren sisdlld yhteiseksi tekijéksi i ja tuodaan se ulos juuresta, jolloin

lauseke saa muodon

1 1 b+ Vb2 + 4c
b+ -yb?+4c=—77——
2 2 2
Toisen asteen termin kerroin on a = 1, joten a voidaan sijoittaa kaavaan “omille paikoilleen”:
b +Vb? + 4ac
2a '

Alussa b ja c valittiin siten, ettd kummankin etumerkki valittiin positiiviseksi. Tdimdn huomioiden
ylld oleva kaava on samaa muotoa kuin nykyinen toisen asteen yhtélon ratkaisukaava. Babylonialaiset
siis tekivdt omassa toisen asteen yhtédldiden ratkaisussaan tismalleen samat operaatiot kuin me
nykypéivind, mutta ratkaisu tehtiin useammassa vaiheessa ja sanallisesti selittden. Lisdksi on hyva
muistaa, ettd babylonialaiset hyviksyivét ainoastaan positiiviset nelidjuuret, joten heilld toisen asteen
yhtdlot tuottivat ainoastaan yhden vastauksen (Flegg, 1989).

Babylonialaiset ratkaisivat my0s yhtdloryhmid, joissa oli sekd ensimmaéisen etti toisen

asteen yhtiloitd. Esimerkiksi yhtélopareja muotoa

x+y=a
xy=>
ja
x+y=a
x2+y2=b

esiintyy savitauluissa usein. Néissd molemmissa tapauksissa on annettuna tuntemattomien x ja y

summa, joten kummankin yhtél6parin ratkaisu ldhtee liikkeelle aikaisemmin esitetylld plus ja miinus

-menetelmélld. Kummassakin tapauksessa, kun alempaan yhtdloon sijoitetaan x = % +sjay= % —

s, paddytddn muotoa cs? = d olevaan yhtiloon,
a a a’ a’ 2
= — —_— = — — g2 = 2 = — —_— = = — —_—
xy—b©(2+s)(2 s) b<:>4 S b&s s b+4 (c 1,d b+ >

ja
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a 2 a 2 a? a? a?
2 2 — — —_— = —_— 2: 2: —_— = = —_—
x“+y —b©(2+s) +(2 s) be > + 2s b < 2s > (c 2,d=0>b 2),

joista s saadaan ratkaistua neli6juurena. (Flegg, 1989) Esimerkiksi opetuskokeilun toisen

tutkimussession tehtidvin 6b yhtéloparille

x+y=28
x-y=15
2
saadaan s? = —15 + 8: = 1. Téstd babylonialaisittain ratkaisuksi saadaan s = 1, koska ainoastaan

positiiviset nelidjuuret kelpaavat. Néin yhtédloparille saadaan yksi ratkaisu

S i=sjay=0-1=3
FET T RYERT TS

mutta me kelpuutamme myos vastauksen x = 3 ja y = 5. Tutkimukseen osallistuneet oppilaat eivit
kuitenkaan ratkaisseet yhtdloparia ndin monimutkaisesti. Koska nuorimmilla oppilailla ei ole vield
varsinaisia tyokaluja yhtilonratkaisuun, he selvittivit ratkaisun nopeasti kokeilemalla eri sijoituksia.
Heidén ratkaisutapansa oli 1dhempénd egyptildistd vadrad sijoitusta. Kuten egyptildiset, he joutuivat
jokaisen arvauksen kohdalla pohtimaan, miten arvausta pitdd korjata, jotta pdddytddn oikeaan
ratkaisuun.

Babylonialaiset osasivat ratkaista myos toisen asteen yhtédloiden ryhmié. Savitauluissa
on esitetty esimerkiksi yhtdlopari

0;20(x+y)—0;1(x—y)? =15
xy = 10,0,

mutta ei ole varmaa tietoa, miten babylonialaiset ratkaisivat timén tehtavén. (Flegg, 1989)

Kolmannen asteen yhtéldistd savitauluissa esiintyy yhtilotyyppeja

x3

=a,
x*(x+1)=aja
x(10 —x)(x+1) = a.
Ensimmadisen kaltaiset yhtdlot ratkottiin kuutiojuuritaulukon avulla. Myos keskimmaéisen tyyppiset
yhtdlot ratkaistiin taulukoiden avulla. Kolmannesta yhtdlotyypistd meilld ei ole tietoa, miten
babylonialaiset sen ratkaisivat, mutta ainakin tapauksessa a = 2,48 he 10ysivit oikean ratkaisun x =
6. (Flegg, 1989)

Edelld esitetyt esimerkit osoittavat, kuinka pitkdlle kehittynyttd polynomiyhtildiden
ratkaiseminen oli muinaisessa Mesopotamiassa. On mielenkiintoista, kuinka eri tavoilla kahdessa
likimain samana ajanjaksona vaikuttaneessa kulttuurissa, Egyptissd ja Mesopotamiassa, lukuja
kirjoitettiin ja kisiteltiin ja yhtédloitd ratkaistiin, sekd kuinka paljon pidemmélle yhtdlonratkaisu

Mesopotamiassa kehittyi verrattuna Egyptiin.
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7.3 Muinaiskulttuureista kohti uutta aikaa

Matematiikan voidaan katsoa kehittyneen omaksi tieteenalakseen antiikin Kreikassa noin 500 eKr.
Kreikkalaisen matematiikan kehitys oli kiivasta. Ero esikreikkalaisesta antiikista kreikkalaiseen
matematiikkaan oli himmentavén suuri, eikd titd matematiikan kehityksen jattildisen askelta osata
nykypéivini tdysin uskottavasti selittdd. (Lehtinen, 2014)

Matematiikka koki ensimmaéisen “’suuren kriisin” ilmeisesti vuoden 430 eKr. tienoilla,
kun huomattiin, ettei kaikkia geometrisia suhteita voida ilmaista kokonaislukujen avulla. Esimerkiksi
nelion sivulle ja lavistéjélle ei 16ydy kokonaislukuja a ja b siten, ettd sivun ja lavistdjidn suhde olisi
a:b. Nelion sivu ja lavistdjd ovat siis yhteismitattomat. Kokonaislukuihin perustuvan matemaattisen
jérjestelmédn seurauksena geometriassa oltiin tdhdn asti toteutettu yhteismitallisuuteen perustuvaa
suhdeoppia. Yhteismitattomuuden havaitsemisen myo6td kaikkia tehtdvii ei voinutkaan endi ratkaista
laskemalla, minkd seurauksena tehtdvien ratkaisumenetelmét siirtyivdt geometrian suuntaan.
Esimerkiksi toisen asteen yhtdloitd ei voitu ratkaista laskualgoritmeilla, kuten babylonialaiset
aikanaan, vaan laskualgoritmeille kehitettiin vastaavat geometriset konstruktiot. Tatd kutsutaan pinta-
alan sovittamiseksi. (Lehtinen, 2014)

Kreikkalainen matematiikka alkoi taantua ajanlaskun ensimmaisilla vuosisadoilla. 600-
luvun lopulla ja 700-luvun alussa elettiin matematiikan kehityksen suvantokautta, ja ilmassa oli vaara,
ettd suuri osa antiikin ajan kehittyneestd matematiikasta olisi kadonnut tdysin. Avuksi tulivat arabit,
jotka sotaisien vuosien jdlkeen ryhtyivit tallettamaan antiikin Kreikan matematiikkaa. Merkittévin
arabien matemaatikoista oli Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi tarkeimpdnd teoksenaan Al-jabr

wa’l mugabalah. Kyseinen oppikirja siséltdd kaikkien tuona aikana hyvéksyttyjen toisen asteen

S
.
N

Kuva 7: Yhtilon x? + 10x = 39 geometrinen ratkaisu.
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yhtdldiden ratkaisut. Yhtdlot ratkaistiin edelleen sanallisesti, eli yleisid ratkaisukaavoja ei kirjassa
esitetd. Kaikille yhtélotyypeille annetaan esimerkkien kautta “ratkaisureseptit” samaan tapaan kuin
jo babylonialaiset ratkaisivat toisen asteen yhtdloitd. Lisdksi kaikille ratkaisuille esitetddn myds
geometriset tulkinnat kreikkalaisten geometrisen algebran tyyliin. Esimerkiksi yhtdlo
x?+10x = 39
ratkaistiin seuraavalla tavalla: Piirretdén nelid, jonka sivu on X, ja jokaiselle nelion sivulle suorakaide,
jonka toisen sivun pituus on 2,5 (kuva 7). Tdydennetddn syntynyt ristikuvio nelioksi. Nyt ison nelion
pinta-ala on
39+4-25-2,5=64.
Ison nelién sivu on siis 8, jolloin saadaan
x=8-2-25=3.

(Lehtinen, 2014)

Muutama sata vuotta myShemmin renessanssin aikana yhtdlonratkaisun kehityksessi
tapahtui suurin kehitysaskel sitten antiikin aikojen. Geronimo Cardano julkaisi vuonna 1545
algebralliset ratkaisukaavat kolmannen ja neljannen asteen yhtdloille kirjassaan Ars Magna. Cardano
ei kuitenkaan kehittdnyt ratkaisukaavoja itse, eikd néin viittdnytkain, vaan kolmannen asteen yhtdlon
hén oppi Nicolo Fontanalta ja neljdnnen asteen yhtdlon entiseltd oppilaaltaan Lodovico Ferrarilta.
Kaikki kolmannen asteen yhtdlot on mahdollista muuntaa muotoon

x3+px+q=0,
jonka ratkaisu Cardanon kaavoin on
xX=u+v,

missi

Kolmannen ja neljinnen asteen yhtdldiden ratkaisukaavoilla ei ollut juurikaan
kdytannon merkitystd, silld yhtdloiden likiarvoiset ratkaisut 10ydetdéin mutkikkaita kaavoja
helpommin approksimaatioiden avulla. Ratkaisukaavojen 16ytymisen tarkein merkitys matematiikan
kehitykselle oli antaa aikansa matemaatikoille luottamusta siithen, ettd 19ydettidvaéd on vield jéljella.
Kaavat veivit matematiikan kehitystd eteenpdin my0s siind mielessd, ettd se toi matemaatikot uusien
ratkaistavien ongelmien direlle. Kaavojen myd6td torméttiin nimittdin kompleksilukuihin — tai

oikeammin niiden puutteeseen. Esimerkiksi yhtilon x3 = 15x + 4 ratkaisuksi saadaan Cardanon

kaavoilla x = i/Z ++vV—-121+ i/Z —+/—121. Toisaalta yhtdlon ainoaksi positiiviseksi ratkaisuksi
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saadaan suoralla sijoituksella x = 4. Cardano ei osannut selittdd titd ilmiotd. Kirjassaan hin ratkaisi
ongelman kisittelemdlld esimerkeissddn ainoastaan tilanteita, joissa tdmé casus irreducibilis ei

esiinny. (Lehtinen, 2014)

7.4 Uuden matematiikan aika

Seuraavaksi siirrytdén uuden matematiikan aikaan 1600—-1800-luvuille. Tdssd kappaleessa tutkitaan
algebran, tarkemmin sanottuna yhtdloratkaisun, analyyttisen geometrian sekd projektiivisen
geometrian kehitystd ja vihittdistd linkittymistd toisiinsa. Liikkeelle ldhdetddan kahdesta
ensimmadisestd, ja projektiiviseen geometriaan paddytdin hieman myohemmin. Kaikki tdmén luvun
tietopohja on perdisin John Stillwellin kirjasta Mathematics and its history (2010). Samoin esimerkit
on tehty kirjan esimerkkejd mukaillen.

Analyyttisen geometrian perusidea on esittdd kadyrdt yhtdloiden avulla. Tama
médritelmé ei kuitenkaan riitd analyyttisen geometrian koko siséllon kuvaamiseen, silld muutoin
kunnia analyyttisen geometrian kehittdmisestd voitaisiin luovuttaa jo antiikin kreikkalaisille.
Esimerkiksi Menaikhmos esitti tuolloin pituuden ¥/2 paraabelin ja hyperbelin leikkauspisteen avulla,
miké algebrallisesti ilmaistuna tarkoittaa, etti kolmannen asteen yhtild x> = 2 ratkaistaan toisen
asteen yhtiloitd vastaavien kdyrien avulla. Kuitenkin analyyttisen geometrian térkeistd tyokaluista
kreikkalaisilta puuttuivat kaltevuuskulman késite sekd tekniikka manipuloida yhtdloitd sopivaan
muotoon lisdinformaation hankkimiseksi. Enimmédkseen kreikkalaiset tutkivat kdyrid oppiakseen
algebraa, eivit niinkddn pdinvastoin hyddynténeet algebraa kdyrien esittdmisessi.

Lihes kaksi vuosituhatta antiikin Kreikan kukoistuskauden jilkeen, vuoden 1630
aikoihin, René Descartes ja Pierre de Fermat tekivdt saman havainnon, johon tdménkin
opetuskokeilun tydskentelysessioissa keskityttiin: yhtdlot ja kéyrdt (opetuskokeilussa suorat)
vastaavat toisiaan. Descartes ja Fermat keksivét, ettd geometrisia ongelmia on mahdollista muuntaa
algebrallisiksi koordinaattien avulla ja ettd useat ongelmat ratkeavat rutiininomaisesti algebrallisen
manipulaation avulla. Descartes’n ja Fermat'n aikana ymmarrettiin, ettd kukin yhtdlo maéirittelee
kdyrdn ja ettd polynomiyhtdlon kdsite oli edellytys algebrallisen kdyrdn késitteen luomiselle.
Descartes julkaisi vuonna 1637 kirjan La Géomeétrie, joka Kkisittelee suurelta osin 1500-luvun

9.

yhtdloteoriaa sekd “yhtédldiden konstruktiota”, joka on nykyisin jo ldhes unohduksiin painunut
matematiikan osa-alue. Kirja ei siis nykyiseen muotoonsa kehittyneen analyyttisen geometrian
nikokulmasta sisdlld kovinkaan tarkeité tuloksia, mutta sen siséllot ovat tirked vélivaihe analyyttisen

geometrian kehityksessa.
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Tyypillinen esimerkki yhtdlon konstruoimisesta on jo edelld mainittu Menaikhmoksen
konstruktio pituudelle 3/2 paraabelin ja hyperbelin leikkauspisteen avulla. 1620-luvulla Descartes
teki Menaikhmoksen konstruktiota yleisemmén havainnon: miké tahansa kolmannen tai neljannen
asteen yhtdlo ratkeaa toisen asteen kidyrien, paraabelin ja ympyrdn, leikkauspisteiden avulla.
Descartes piti 10ydostdin mullistavana ja sithen asti suurimpana saavutuksenaan. Hén ei kuitenkaan
ollut kyseisen havainnon tekijand ainoa laatuaan, silld myos Fermat teki saman l0yddoksen
Descartes’sta tietimattd erddssd julkaisemattomassa tydssdén 1629.

Descartes paittdd La Géométrien seuraavalla tavalla (vapaasti kddnnettynd): ”On
vélttimitontd seurata samaa menetelmdd (kuin kolmannen ja neljinnen asteen yhtéldiden
tapauksissa) kaikkien ongelmien konstruktioissa, aina vain monimutkaisemmissa tapauksissa. Kuten
matemaattisen sarjan tapauksessa, kun ensimmadiset kaksi tai kolme termid on annettu, on helppo
16ytad loput.” Todellisuudessa yleisen konstruktion 16ytdminen n. asteen yhtéldille ei ollut lainkaan
ndin helppoa kuin Descartes kevyessd loppukaneetissaan antaa ymmairtdd. Yritykset l0ytda
tyydyttavd, yleinen konstruktio n. asteen yhtdldille sammuivat 1750-luvulla. Kuitenkin, vaikka
etsinndt eivdt haluttua lopputulosta tuottaneetkaan, matemaatikot onnistuivat etsintdjen aikana
ennustamaan, ettd kaksi kdyrdd, jotka ovat m. ja n. astetta, leikkaavat nm pisteessd. Ensimmadisen
kerran tdmidn periaatteen muotoili ilmeisesti Isaac Newton vuonna 1665. Nimekseen periaate sai
myShemmin Bézout'n lause ranskalaisen matemaatikon Etienne Bézout'n mukaan. Ennen kuin
Bézout’n lause voidaan esittdd ja perustella tdsmaillisesti, on kuitenkin tarpeellista tutustua sen takana

olevaan teoriapohjaan.

7.4.1 Gaussin eliminointimenetelma

Bézout’n lauseen mukaan kaksi kdyrédd, jotka ovat m. ja n. astetta, leikkaavat nm pisteessd. Tama
johtaa kddnteiseen paidtelmidn, ettd yhtdlon r(x) = 0, joka on astetta k = m - n, ratkaisut olisivat
16ydettdvissd sopivien m. ja n. asteen kdyrien leikkauspisteistd. Polynomiyhtédldin ilmaistuna etsitdén

siis yhtdloitd

p(xy) = 0 (M
ja

qx,y) = 0, )
jotka ovat m. ja n. astetta ja joista eliminoimalla muuttuja y saadaan annettu yhtélo

r(x) = 0. 3)
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Télld tavalla ldnsimaiset matemaatikot kohtasivat ensimmadistd kertaa eliminoinnin ongelman, eli
kuinka muuttuja y saadaan “kadotettua” yhtdlGistd. Kiinalaiset olivat ratkaisseet ongelman jo
muutama  vuosisata  aikaisemmin, ja  nykyisin  menetelmdi  kutsutaan = Gaussin
eliminointimenetelmiksi Carl Friedrich Gaussin mukaan. Katsotaan lyhyesti ldpi, kuinka kyseinen
menetelma toimii. Valitaan polynomiyhtilot

ag(y™ +a;(y" T+ +ap(x) = 0, 4

by ()y" + by ()y" ' + -+ bp(x) = 0, (5)
joissa a;(x) ja b;(x) ovat muuttujasta x riippuvia polynomeja, ja oletetaan, etti m > n . Korkeimman
asteen termi a,(x)y™ saadaan hévitettyd, kun ylempi yhtélo kerrotaan polynomilla by (x) ja alempi
yhtild polynomilla ay(x)y™™", ja yhtdl6t vahennetién allekkain. Saadaan yhtélo

co(Yy™ ™ + e (Y™ + -+ epor (%) = 0. (6)
Kerrotaan yhtédlo (6) polynomilla ay(x)y ja yhtdlo (4) polynomilla cy(x), ja vdhennetddn yhtalot
jélleen allekkain, jolloin pdadytdén yhtdloon

doy™ ™ +d;(Xy™ 2 + -+ dpy_1(x) = 0. (7)
Nyt on pdadytty yhtdlopariin (6) ja (7), jossa molemmat yhtdl6t ovat astetta m — 1, eli alempaa astetta
kuin alkuperdinen yhtélo (4). Yhtiloparista (6) ja (7) eliminoidaan korkeimman asteen termi, kuten
tehtiin yhtéloparille (4) ja (5). Nédin jatketaan, kunnes jdljelld on etsitty, pelkk&d muuttujaa x sisdltdva
yhtdlo

r(x) = 0.

Eliminaatiomenetelmdd kéytettdessd on tirkedd huomata kaksi asiaa: ensiksi
eliminaatio m. ja n. asteen yhtdloiden vililld antaa yleensd tulokseksi mn. asteen yhtélon, ja toiseksi
mn. asteen yhtélolld on mn juurta. Jilkimmadinen viite pitee ainoastaan, kun kompleksiluvut otetaan
mukaan. Entd mitd ensimmaéinen viite vaatii toteutuakseen? Jos esimerkiksi edelld esitetyt yhtélot (1)
ja (2) esittdvat yhdensuuntaisia suoria, yhtdlo (3) on 0. astetta, eiké silld ole ratkaisuja. Ratkaisu tdhdn
ongelmaan 16ytyy projektiivisesta geometriasta, jonka periaatteiden mukaisesti yhdensuuntaisten
suorien voidaan ajatella leikkaavan ddrettomyydessa.

Projektiviinen ja analyyttinen geometria alkoivat kehittyd suurin piirtein
samanaikaisesti 1600-luvulla, mutta valitettavasti vasta 1800-luvulla ymmarrettiin, ettd kyseiset
matematiikan osa-alueet ovat toisilleen tarpeellisia. Téhdn asti projektiivinen geometria kehittyi
ilman koordinaatteja, ja kaikki yritykset todistaa Bézout’n lause kaatuivat tarpeeseen 16ytda toimiva
menetelmd ddrettdmyyden pisteilld laskemiseen. Tédmin tuloksena Bézout’'n lause, joka lopulta
osoittautui yhtéldiden konstruktioteorian padtulokseksi, todistettiin pitdvésti vasta kauan sen jélkeen,

kun matemaatikoiden kiinnostus kyseistd teoriaa kohtaan oli jo pitkalti hiipunut.
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7.4.2 Homogeeniset koordinaatit

Esittimilli reaalisen projektiotason, jota merkitiéin RP?, pisteet origon O kautta kulkevien suorien
avulla saadaan kyseisten pisteiden koordinaatit kolmiulotteisen avaruuden koordinaateilla (x, y, z)
lausuttuna. Kuvassa 8 on esitetty kolmiulotteisen avaruuden pisteet A = (1,2, 3),B=(1,1,1)jaC=
(4, 1, 1), jotka RP?:n alkioina esitettyini vastaavat suoria u(1, 2, 3), v(1, 1, 1) ja w(4, 1, 1), joissa
u, v, w € R. Projektiotaso RP? siis muodostuu origon kautta kulkevista suorista. Tdmin
koordinaattisysteemin keksivit August Ferdinand Mobius (1827) ja Julius Pliicker (1830), ja
nimekseen systeemi sai homogeeniset koordinaatit, koska jokainen algebrallinen kiyri tasossa RP?
voidaan esittdd homogeenisena polynomiyhtdléond p(x, y, z) = 0. Yksinkertaisin tapaus on
projektiosuora, joka voidaan esittdd origon kautta kulkevana tasona. Néin ollen suoran yhtild on
muotoa
ax +by+cz=0

joillakin reaaliluvuilla a, b, c # 0. Yhtdlod kutsutaan ensimmaéistd astetta homogeeniseksi, koska
yhtélon kaikki nollasta eroavat termit ovat ensimmdistd astetta.

Tason RP? pisteen P homogeeniset koordinaatit eivit siis ole yksikdsitteiset, vaan
pisteen P antavat kaikki karteesiset pisteet (x,y,z) # (0,0,0), jotka ovat suoralla OP. Tésté seuraa,
ettd jos karteesinen piste (a, b, ¢) antaa projektiotason RP? pisteen P, eli piste sijaitsee suoralla OP,
my0s karteesinen piste (ta, tb, tc), t # 0, antaa saman pisteen P, silld (ta, tb, tc) sijaitsee suoralla OP
milld tahansa reaaliluvulla t. Tutkitaan tdmdn ajatuksen pohjalta, kuinka tavallista tasoa voidaan

tarkastella homogeenisten koordinaattien avulla. Otetaan mika tahansa avaruuden taso T, joka ei kulje

Kuva 8: Keskusprojektio
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origon kautta, ja valitaan tasosta T satunnainen piste. Olkoon valittu piste nimeltdén a ja pisteen
homogeenista esitystd vastaava origon kautta kulkeva suora nimeltéin 1. Pistetti a vastaava RP?:n
alkio, eli karteesinen suora 1, on yksikisitteinen, mutta homogeeninen koordinaattiesitys ei, silld
kaikki suoran | pisteet vastaavat homogeenisesti pistettd a. Lisiksi RPZ:ssa on alkioita, jotka
vastaavat tason T kanssa yhdensuuntaisia suoria. Namé alkiot voidaan tulkita tason T suhteen
ddrettdmyydessd sijaitsevina pisteind.

Siirrytdéin seuraavaksi yksittdisistd pisteistd tarkastelemaan kéyrid tasossa RPZ. Jos
yhtélo p(x, y, z) = 0 esittdd kiyrdd tasossa RP?, tidytyy polynomin p toteuttaa yhtilo

p(tx, ty,tz) = 0
kaikilla reaaliluvuilla t. Tastd edelleen seuraa, ettd
p(tx ty, tz) = t'p(x,y,2)
jollakin n, jota kutsutaan polynomin p asteeksi. Téalldin sanotaan, ettd p on homogeeninen astetta n.
Tyypillinen esimerkki on yhtdlo
x?—yz=0,

joka on homogeeninen toista astetta. Valitaan z = 1, jotta kdyrdd voidaan tarkastella tavallisessa
tasossa. Saadaan y = x?, joka esittdd paraabelia tasossa z = 1. Niin ollen x? — yz = 0 on paraabelin
projektiivinen tdydentymid &dérettdmyyden pisteelld, joka xy-tason suuntaisen projektiotason
tapauksessa on y-akseli. Lisiksi x? —yz = 0 on myds hyperbelin projektiivinen tiydentymd, kun

projektiotasoksi valitaan yz-tason suuntainen taso. Esimerkiksi, kun valitaan x = 1, saadaan hyperbeli

yz =1.
Nostetaan toisena esimerkkind esiin tutkimuksen tehtdvd 6d, jossa oppilaiden piti
ratkaista yhtilopari
x+y=2 (8)
x+y=>5. 9

Oppilaat ratkaisivat tehtdvian piirtdmélld suorat Geogebra-koordinaatistoon. Huomatessaan, ettd
suorat ovat yhdensuuntaiset, eli suorat eivét leikkaa, he tekivét aivan oikean johtopdatoksen, ettei
yhtdloparilla ole ratkaisua. Tdma pitee reaalilukujen muodostamassa tasossa. Projektiivisesti voidaan
kuitenkin ajatella suorien leikkaavan direttomyydessd, eli yhtéloparilla on yksi ratkaisu. Osoitetaan
tamé tdydentdmélld yhtdlot ensin projektiiviseen muotoon. Lisdtdéin muuttuja z siten, ettd kukin
yhtdldiden termi on ensimmadistd astetta. Saadaan

xX+y=2z (10)

x+y=>5z (11)
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Alkuperiisissd yhtdloissd, joissa z = 1, yhtdlot esittdvit suoria tasossa z = 1. Yhtilot (10) ja (11)
esittdvdt suorien projektiivisia tdydentymid addrettomyyden pisteilld. Tapauksessa z = 1 suorat
taydentyvat ddrettomyyden pisteelld, jonka médardad suoray = —x, mikd ndhdéaén, kun asetetaan z =0
yhtdloissd (10) ja (11). Tdmi on suorille yhteinen piste, eli yhtidloparin (8) ja (9) projektiivinen
ratkaisu on piste t(1, -1, 0), teR.

Bézout’n lauseen viite, ettd m. ja n. asteen kdyrdt leikkaavat toisensa nm pisteessi,
vaatii tdsméllisen madrén ddrettdomyyden pisteitd. Homogeeniset koordinaatit yksinkertaistavat tdta
ongelmaa muuttaen tarkastelun homogeenisiin polynomeihin. Olkoot Cr, kéyrd, jota vastaa m. asteen

homogeeninen yhtdlod

Pm(x,y,2) =0,
ja Cn kdyra, jota vastaa n. asteen homogeeninen yhtdlo

pn(x,y,2) = 0.
Télloin yhtélo

Tmn (X, ) = 0,

joka saadaan eliminoimalla muuttuja z ylemmisti yhtdloistd, on homogeeninen astetta mn. Ilmeisesti
Bézout’n lauseen homogeeninen muotoilu kera tdsmillisen todistuksen esitettiin vasta 1800-luvun
lopulla — vaikkeivat lauseen muotoilu ja todistus ole mitenkdén monimutkaisia.

Bézout’n lauseeseen tdytyy lisdtd ilmeinen oletus, ettd kayrilld Cy ja C, ei saa olla
yhteisid osia. Algebrallisesti ilmaistuna tdma tarkoittaa, ettd polynomeilla pm ja pn €i ole yhteisid,
vakiosta poikkeavia tekijoitd. Ndin Bézout’n lause, joka voidaan todistaa homogeenisten

koordinaattien avulla, saa seuraavan muodon:

Olkoot Cyja C, kiyrid, joilla ei ole yhteisid osia, ja joita vastaavat m. ja n. asteen homogeeniyhtdlot
Pm(x,v,2) =0 ja p,(x,y,z) = 0. Tdlloin kdyrien Cyn ja C, leikkauspisteet saadaan yhtdilosti

Tmn (X, ¥) = 0, joka on astetta mn.

Tarkastellaan ~ homogeenisia  koordinaatteja  hyodyntden  esimerkkid, joka
havainnollistaa kaikkia kolmea kédyrien leikkauspisteiden tyyppid: reaalinen, kompleksinen ja
ddrettomyyden piste. Otetaan tarkasteluun yhtélopari

y =x2 (12)
xy = 1. (13)
Bézout’n lauseen mukaisesti yhtdloparin mukaisilla kdyrilld on kaikkiaan neljd leikkauspistett.

Muokataan yhtilo projektiiviseen muotoon lisddmélld muuttuja z. Yhtédlopari saa muodon
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2
Yy=x

Kuva 9: Kéyrilld y = x2 ja xy = 1 on yksi reaalinen leikkauspiste, kaksi kompleksista
leikkauspistetti seké yksi leikkauspiste ddrettomyydessd. Kéyrilld y = x2 —4xjax =y? —1 on

neljé reaalista leikkauspistetta.

yz = x? (14)

xy = z2. (15)
Valinnalla z =1 (alkuperdinen yhtildpari) ylempi yhtilo esittdd paraabelia ja alempi yhtdlo hyperbelid
tasossa z = 1. Siispd yhtilot (14) ja (15) esittévit paraabelin ja hyperbelin projektiivisia tdydentymia
ddrettomyyden pisteilld, jotka xy-suuntaisen tason tapauksessa ovat y-akseli yhtilolle (14) sekéd x- ja
y-akselit yhtélolle (15). Tdma néhdédédn asettamalla z nollaksi yhtiloissd (14) ja (15). Yhtdloilld on
siis yhteinen dérettomyyden piste, y-akseli. Projektiivisesti yhtdloparin yksi ratkaisu on siis suora t(0,
1, 0), teR.

Sijoittamalla ylempi yhtél6 (12) alempaan (13) saadaan

x3 =1, (16)
jonka reaalinen ratkaisu on x = 1. Sijoittamalla tdmd kumpaan tahansa yhtdl66n saadaan
leikkauspisteen toiseksi koordinaatiksi y = 1. Esimerkiksi jakokulman sekd l6ydetyn juuren avulla

yhtélo (16) voidaan kirjoittaa muotoon
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(x—1Dx*+x+1)=0.

Selvitetadn jalkimmaisen tekijan juuret:
-1+v1-4-1-1
2-1 B

Néami ovat kompleksisten leikkauspisteiden x-koordinaatit. Selvitetdéin vastaavat y-koordinaatit

x’+x+1=0< x=

sijoittamalla x:n arvot yhtélo6n (12). Saadaan
2

1 1. 1 1.
y=(-3+313) =5-303-
ja

1 1 \* 1 1 3 1 1
y=(-3-30¥3) =3+5i¥3-3=—3+503
Nyt kéyrille on 10ydetty nelja leikkauspistettd, eli yhtéloparilla on neljé ratkaisua:

1—1

(1, 1), (=5 £3iV3,—> F2iV3) sekd ddrettomyyden piste t(0, 1, 0), teR.

Kuvassa 9 on esitetty vertailun vuoksi toisen asteen kdyrity = x? — 4xjax = y? — 1.
Molemmat kidyrédt ovat toista astetta, joten Bézout’n lauseen mukaisesti leikkauspisteitd on nelja,
kuten edellisen esimerkin tilanteessakin. Kaikki neljd leikkauspistettd ovat tdssd tapauksessa

reaalisia.
7.4.3 Algebran peruslause — kohti Bézout’n lauseen tasmallista todistusta
Algebrallisten kéyrien leikkauspisteiden ja polynomiyhtéldiden ratkaisujen vililld on ldheinen

yhteys, miki huomattiin jo Menaikhmoksen 3/2-konstruktion yhteydess, jossa paraabeli ja hyperbeli

leikkaavat, eli maritettiessd yhtilon x3 = 2 juurta. Suorin yhteys nikyy polynomikdyréin

y =px) (17)
tapauksessa, jonka leikkauspisteet x-akselin kanssa ovat tismélleen samat kuin yhtélon
p(x) =0 (18)

reaalijuuret. Jos yhtdlolld (18) on k reaalijuurta, kdyrdlld (17) on k leikkauspistettd x-akselin kanssa.
Leikkauspisteet tiytyy laskea samalla tavalla kuin juuret, eli monikerrat huomioiden. Yhtélon (18)
juuri on p-kertainen, jos tekija (x —r) esiintyy p kertaa polynomissa p(x), ja juuri r lasketaan talloin

u kertaa.
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Kuva 10: Kaksinkertainen leikkauspiste.

Téma tapa laskea juuria on my0ds geometrisesti luonteva, sillé jos esimerkiksi kdyrd y = p(x) koskettaa
x-akselia kaksinkertaisesti nollassa, suora y = ex, joka on ldhelld akselia y = 0, koskettaa kédyraa
kahdesti — kerran léhelld akselin leikkauspistettd ja kerran tasmélleen leikkauspisteessd. Paraabelin
y = x? ja akselin y = 0 leikkauspiste (kuva 10) voidaan ndin ollen tulkita kahtena pédllekkaisend
pisteend, johon myo0s leikkauspisteet suoran y = ex kanssa pédtyvit, kun epsilonin annetaan menna
nollaan. Vastaavalla tavalla kolmas moninkerta voidaan hahmottaa kolmen erillisen leikkauspisteen
raja-arvona, esimerkiksi suoran y = ex ja kdyrin y = x3 leikkauspisteiden avulla (kuva 11).

Idea néyttdd kuitenkin rikkoutuvan neljdnnen kertaluvun tapauksessa, silliy =exjay =
x* leikkaavat ainoastaan kahdessa pisteessd, x = 0 ja x = 3/¢ . Selitys on se, etti tissi tilanteessa
reaalijuurien liséksi 16ytyy my0s kaksi kompleksijuurta, joita ei voi jattdd huomiotta, jos juuria

nollakohtien x = 0 ja x = /¢ avulla, saadaan

x* — axz(x—O)(X—i/E)(X2+x§/E—3\/§).

Kuva 11: Kolminkertainen leikkauspiste.
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Ratkaistaan viimeisen tulon tekijén nollakohdat:

x? + xie — e? = 0,

josta
3 3 3 3 3
e+ JVeZ -4z —¥e + —3¥e2 1 1 1 1
X = \/_ 2 = \/_ 2 :—E%izl 33\182:—§%i§i\/3%

1
= 5%(—1 + iV3).
Etsityt kompleksijuuret ovat siis
1
x = 5%(—1 + iV3).

Nyt juuria on asteluvun mukainen mééri, neljd kappaletta, kuten haluttiinkin.

Algebran peruslauseen mukaan n. asteen positiiviasteisella kompleksilukukertoimisella
polynomilla on kertaluvut huomioiden n juurta, ja siksi polynomikéyré leikkaa x-akselin n kohdassa.
Jotta juuria olisi n kappaletta, tiytyy tarkasteluun ottaa mukaan myds kayrdt, joille x ja y ovat
kompleksisia. Bézout’n lause, joka kertoo, ettd m. ja n. asteen kdyrit Cn ja Cy leikkaavat toisensa mn
pisteessd, on yksi algebran peruslauseen seurauksista, jotka houkuttelivat 1700-luvun
matemaatikkoja ottamaan kompleksiluvut mukaan kéyrien teoriaan ennen kuin kompleksilukuja
oikeastaan edes ymmarrettiin — ja jopa ennen kuin algebran peruslause edes oli todistettu. Algebran
peruslauseelle ensimmaéisen kunnollisen todistusyrityksen esitti ranskalainen Jean Le Rond
d’Alembert, jonka nimelld lause tunnetaan ranskalaisella kielialueella. Menestyksellisemmin lauseen
todisti Carl Friedrich Gauss. Hin esitti ensimmdisen hyviksyttdvin todistuksen lauseelle
véitdskirjassaan vuonna 1799 seki palasi myohemmin aiheeseen esittden lauseelle vield kolme muuta
todistusta.

Kuten aikaisemmin todettiin, jos avuksi otetaan homogeeniset koordinaatit
ddrettdomyyden pisteiden huomioimiseen, kdyrien Cnm ja C. leikkauspisteet vastaavat kyseisistd
yhtéloistd eliminaatiomenetelmélld saadun yhtilon 7, (x, y) = 0 ratkaisuja, joka on homogeeninen
astetta mn. Nyt algebran peruslausetta voidaan kdyttda osoittamaan, ettd 7;,,(x,¥) = 0 on mn
lineaarisen tekijén tulo.

Kahden muuttujan polynomin 7;,,,, (x, y) homogeenisuudesta seuraa, etti 7;,,(x,y) =
Y™ (i, 1). Polynomi 7, (i, 1) on yhden muuttujan w := i polynomi, joten algebran

peruslauseen mukaan yhtésuuruus

14
Y (501) =y | |5 an
y LMy

67



pitee, silld polynomin 7y, (i, 1) aste p < mn muuttujallei . Toisaalta

14 mn
n(,9) =y P | e — ) = | [bix— e,
i=1 i=1

koska jokainen tekija y on muotoa b;x — a;y, missd b; = 0jaa; = 1. Néin ollen yhtdlolla
Tmn (%, ¥) = 0 on mn ratkaisua, ja kdyrilld Cr, ja Cnon mn leikkauspistettd mukaan lukien mahdolliset

moninkerrat. Ndin olemme pédpiirteissddn kdyneet lapi Bézout’n lauseen todistuksen.
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ALKUKYSELY Nimi:

1. Millé luokalla olet?
a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8 f) 9

2. Oletko kéyttidnyt aikaisemmin Geogebraa?
a) Kylla. b) En.

3. Piditko ryhmétoista?
a) Pidén. b) En pida.

Perustelu:

4. Selitd, mitd seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niitd tarvitaan.

a) koordinaatisto =

b) yhtilo =

c) suorien leikkauspiste =

5. Keksi itse yhtdlo ja ratkaise se.
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LOPPUKYSELY Nimi:

1. Valitse kaikki vaihtoehdot, jotka kuvaavat ajatuksiasi ryhmaétydskentelykertojen jilkeen.
Eri ikdisten oppilaiden kanssa tyoskentely oli
a) helppoa
b) haastavaa
C) opettavaista
d) minulle uusi juttu
¢) minulle ennestdédn tuttua
f) tylsdd
g) kivaa

h) minua vdhén jénnitti

2. Miké oli mukavaa ryhmityoskentelyssa eri ikdisten kanssa?

3. Mistd et pitdnyt ryhmétyoskentelyssa eri ikéisten kanssa?

4. Mitd uutta opit tutkimuksen aikana

a) itsedsi nuoremmilta oppilailta?

b) itsedsi vanhemmilta oppilailta?
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5. Selitd, mitéd seuraavat asiat tarkoittavat ja kerro mihin niitd tarvitaan.

a) koordinaatisto =

b) yhtilo =

c) suorien leikkauspiste =

6. Keksi itse yhtdlo ja ratkaise se.
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Tutkimussessio 1 Ryhmildisten nimet:

Tehtdva 1

Selittdkad sanat. Jokainen ryhmaéldinen selittdd jokaisen sanan sen tiedon perusteella, mitd hin on
matematiikan tunneilla tdhdn mennessd oppinut. Jos et keksi lisdttavdd edellisiin selityksiin, voit
vaikkapa kertoa, mihin kyseistd asiaa matematiikassa kdytetddn. Aloittakaa ryhmén nuorimmasta
jasenestd ja edetkid ikdjarjestyksessd. Keskustelkaa lopuksi, mité uutta opitte, kun kuuntelitte muiden

ryhmaldisten selityksié.

a) koordinaatisto

b) x-koordinaatti ja y-koordinaatti
c) suora

d) suorien leikkauspiste

e) yhtdlo

f) yhtdlon ratkaisu

Tehtdva 2
Piirtakaa pisteet Geogebra-koordinaatistoon:

(1,0) (-2,4) (1, 3) 3.1 (0,0) (-5,-3) 4, -4)

Tehtdva 3
Piirtdkd4 Geogebralla suora, joka kulkee pisteiden (-5, 4) ja (3, -2) kautta.
Piirtdkd4 Geogebralla suora, joka kulkee pisteiden (-4, -2) ja (0, 2) kautta.

Missa pisteessd suorat leikkaavat?

Tehtdvd 4

Peli: laivanupotus

Ohjeet:
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Muodostakaa kaksi paria siten, ettd ryhmén vanhin ja nuorin jdsen muodostavat yhden joukkueen ja
keskimmadiset  jdsenet  toisen. = Kummallekin  joukkueelle jaetaan  yksi  paperinen
laivanupotuskoordinaatisto. Toisena koordinaatistona kéytetddn Geogebra-koordinaatistoa.
Kumpikin joukkue asettaa Geogebra- koordinaatistoon omat laivansa (omien laivojen sijaintia ei saa
ndyttdd vastustajille!). Paperikoordinaatistoon merkitddn ammutut ammukset (merkitkdd osumia

rasteilla ja ohi menneitd ympyroilld).

Laivat asetetaan [-4,4] x [-4,4] -koordinaatiston pisteisiin, ei ruutuihin. Yhdistdkdd laivan pisteet
janoilla, jolloin laivan hahmottaminen on helpompaa. Laivat eivit saa koskettaa toisiaan. Laivat

voivat olla vinottain, pystysuunnassa tai vaakasuunnassa.

Asettakaa koordinaatistoon seuraavat laivat: Esimerkki:
1 kpl 5 pisteen mittainen i /
1 kpl 4 pisteen mittainen I

2 kpl 3 pisteen mittainen L 7 } \

2 kpl 2 pisteen mittainen

Peli alkaa, kun molemmat joukkueet ovat asettaneet laivansa koordinaatistoon. Kumpikin joukkue
ilmoittaa vuorotellen koordinaatin, esimerkiksi (1, -4), johon haluaa ampua. Vastustajajoukkue

kertoo, osuiko ammus. Jos ammus osuu vastustajan laivaan, osuman ampunut joukkue saa lisdvuoron.

Kun jokaiseen laivan pisteeseen on osunut ammus, laiva uppoaa. Silloin laivan menettdnyt joukkue
ilmoittaa laivan uponneen. Pelin voittaja on se joukkue, joka on ensimmdisend saanut upotettua

vastustajan koko laivaston.

Tehtdva 5

Viivin koti sijaitsee koordinaatiston pisteessd (-2, -2). Konstan koti sijaitsee koordinaatiston pisteessa
(4, 2). Viivi kdvelee Konstan luo kyldileméién suorinta mahdollista reittid. Puolivélissd matkaa hén
ohittaa Siirin talon. Missd Siiri asuu? Kayttdkdd Geogebran koordinaatistoa apuna tehtdvan

ratkaisemisessa. Ratkaisu:
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Tehtédva 6

Muodostakaa kaksi paria siten, ettd ryhmédn vanhin ja nuorin jdsen muodostavat parin 1 ja

keskimmadiset jdsenet

Pari 1 piirtdd Geogebran koordinaatistoon haluamansa kuvion (esimerkiksi téhti, ympyréd, mokki, ...).
Kuvaa ei saa ndyttda . Pari | selittdd piirtdiménsd kuvan , joka piirtdd ohjeiden
mukaisesti kuvan omaan Geogebra-koordinaatistoonsa. Tarkistakaa lopuksi tuliko kuvioista

samanlaiset.

Tehkad tehtdvd myos toisin pdin, eli keksii kuvion, ja pari 1 piirtdd sen ohjeiden mukaan.
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Tutkimussessio 2 Ryhmildisten nimet:

Tehtdva 1
Ville ostaa kaupasta pddrynditd ja appelsiineja. Hin ostaa yhteensd kuusi hedelmaa.

a) Kuinka monta péddryndd ja appelsiinia Ville voi ostaa? Luetelkaa kaikki vaihtoehdot

taulukkoon.

padryndiden médra appelsiinien maéra

b) Villen ostamien hedelmien méirét voidaan esittdd pisteind koordinaatistossa. Valitaan, ettd
padryndiden médrd = x-koordinaatti ja
appelsiinien miérd = y-koordinaatti.

(Esimerkki: jos Villelld on 3 pddrynéé ja 5 appelsiinia, saadaan piste (3, 5).)

Téydentdkdd alla oleva taulukko ja piirtdkad lopuksi pisteet Geogebra-koordinaatistoon.
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X = pddryndiden méddrd | y = appelsiinien méérd | (X, y)
0 6 (0, 6)
Tehtdva 2

Samilla on kukkarossaan rahaa kaksi kertaa niin paljon kuin Riitalla.

a) Luetelkaa seuraavaan taulukkoon viisi eri vaihtoehtoa, kuinka paljon rahaa Samilla ja Riitalla

voi olla.

Sami Riitta

b) Valitaan, ettd
Samin rahamiéra = x-koordinaatti ja
Riitan rahamiérd = y-koordinaatti.

Téaydentdkdd taulukko ja piirtdkdd lopuksi pisteet Geogebra-koordinaatistoon.
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x = Samin rahamaira y = Riitan rahaméédrd | (x, y)

c) Piirtdkaa suora pisteiden kautta.

d) Samilla on 24,60 euroa rahaa. Kuinka paljon rahaa Riitalla on? Lukekaa vastaus

koordinaatistoon piirtimaltanne suoralta. Tarkistakaa laskemalla.

Vastaus:

e) Riitalla on rahaa 5,40 euroa. Kuinka paljon rahaa Samilla on? Lukekaa vastaus

koordinaatistoon piirtimaltanne suoralta. Tarkistakaa laskemalla.

Vastaus:

Tehtdva 3
Kirsi tekee limonadisekoitusta, johon tulee Coca-Colaa ja Jaffaa. Hin tekee juomaa yhteensi 3 litraa.

a) Luetelkaa seuraavaan taulukkoon viisi eri vaihtoehtoa, kuinka paljon Coca-Colaa ja Jaffaa
limonadisekoitukseen voi tulla.

Coca-Cola Jaffa

1,75 litraa 1,25 litraa
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b) Valitaan, ettd
Coca-Colan méaird = x-koordinaatti ja
Jaffan madrd = y-koordinaatti.

Téaydentdkdd taulukko ja piirtdkdd lopuksi pisteet Geogebra-koordinaatistoon.

x = Coca-Colan médrd |y = Jaffan médra (x,y)

c) Piirtdkad suora pisteiden kautta.

d) Jos Kirsi laittaa Coca-Colaa 0,35 litraa, kuinka paljon Jaffaa tarvitaan? Lukekaa vastaus

piirtimailtdnne suoralta.

Vastaus:

e) Jos Kirsi laittaa Jaffaa 1,15 litraa, kuinka paljon Coca-Colaa tarvitaan? Lukekaa vastaus

piirtimailtdnne suoralta.

Vastaus:

Tehtdvd 4

Yhtélopalapeli
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Tehtdva 5

a) Lukujen summa on 12 ja osaméérd 2. Mitkd luvut ovat?

Vastaus:

b) Lukujen erotus on 2 ja tulo 15. Mitké luvut ovat?

Vastaus:

Tehtéiva 6

Mitd ovat luvut x ja y?

a) x+y=7
x—y=1
b) x+y=28
x-y=15
c) x—y=>5
xX:y=2
d) x+y=2
x+y=5
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Tehtédva 7

a) Tarkastellaan tehtdvin 6a yhtdlod x +y = 7. Tédydentdkdd taulukko. Valitkaa ensin

haluamanne arvot tuntemattomalle x, ja laskekaa tdmén jélkeen tuntemattoman y arvot.

X y (Xa Y)

2 5 2,5)

Piirtakda Geogebra-koordinaatistoon taulukkoon luettelemanne pisteet (x, y). Piirtdkda suora

pisteiden kautta.

b) Tarkastellaan tehtdvin 6a yhtdlod x —y = 1. Tédydentdkdd taulukko. Valitkaa ensin

haluamanne arvot tuntemattomalle x, ja laskekaa tdmén jélkeen tuntemattoman y arvot.

X y (%)

Piirtakda Geogebra-koordinaatistoon taulukkoon luettelemanne pisteet (x, y). Piirtdkda suora

pisteiden kautta.
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c) Lukekaa a- ja b-kohdassa piirtdmienne suorien leikkauspisteen koordinaatit. Mitd huomaatte,

kun vertaatte leikkauspisteen koordinaatteja tehtdvén 6a ratkaisuun?

Vastaus:

Tehtiva 8

a) Tehtdvissd 7 piirsitte koordinaatistoon yhtédlditd x + y = 7 ja x —y = | vastaavat suorat
piirtdmalld pisteitd koordinaatistoon. Suoran saa piirrettyd myos syottamélld suoran yhtidlon
suoraan Geogebran alalaidan tekstikenttdén. Kokeilkaa piirtdd samat suoratx +y=7jax—y

= 1 my0s tilld tavalla.

b) Piirtdkdd tehtdvdn 6b yhtdlGitd vastaavat suorat koordinaatistoon. Lukekaa suorien

leikkauspisteen koordinaatit. Saitteko saman vastauksen kuin tehtdvéssi 6b?

Vastaus:

c) Piirtdkdd tehtdvin 6c¢ yhtdloitd vastaavat suorat koordinaatistoon. Lukekaa suorien

leikkauspisteen koordinaatit. Saitteko saman vastauksen kuin tehtdvéssi 6¢?

Vastaus:

d) Mitd havaitsette, kun piirrétte tehtdvin 6d yhtéloitd vastaavat suorat?

Vastaus:
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Osallistumislupa pro gradu -tutkimukseen

Hei!

Olen neljannen vuoden matematiikan, fysiikan ja kemian aineenopettajaopiskelija Jyvéskyldn
yliopistosta. Suoritan tutkintoni lopputyotd (pro gradu) varten tutkimuksen 4.-9. luokkalaisille.
Tutkimuksessani pyrin selvittiméén, kuinka eri ikdiset oppilaat voivat tukea toistensa matematiikan
oppimista. Tutkimus koostuu alku- ja loppukyselyisti, joihin kukin oppilas vastaa itsendisesti, sekd
kahdesta ryhmétyoskentelysessiosta. Alku- ja loppukyselylomakkeissa kysytdan myds oppilaan nimi.
Nimed kysytddn ainoastaan tulosten analysoinnin helpottamiseksi, eikd sitd julkaista missddn
vaiheessa. LopputyOssdni en siis mainitse oppilaiden nimié, enkd kirjoita heistd mitddn sellaisia
tietoja, joista heiddt on mahdollista tunnistaa. Ryhmétyoskentelysessiot ddnitetddn, mutta dénitteitd
kuuntelen ainoastaan mind sekd mahdollisesti ohjaajani yliopistolta. Havitdn &énitteet tyoni

valmistuttua.

Toivon, ettd palautatte paperin alareunassa olevan lupakyselyn maanantaihin 1.4.2019 mennessé. Jos

teilld on mitd tahansa kysyttivad tutkimukseen liittyen, vastaan enemmén kuin mielellédni.

Ystavillisin terveisin

Riikka Koukka

p. +358 440 165 267
ritkka.koukka@hotmail.com

Huoltajan suostumus

Oppilaan nimi:

Oppilas saa osallistua pro gradu -tutkimukseen (ympyroi): kylla el

Huoltajan allekirjoitus:
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