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Tutkielmassa etsitiin ratkaisuja Pellin yhtélolle eli muotoa 22 — Dy? = 1
olevalle yhtélolle, jossa luku D ei saa olla minkdéan luvun nelio. Aluksi tu-
tustutaan kolmiolukuihin ja neliGlukuihin. Naistd kdydadn lapi tarkeimpié
laskukaavoja. Kolmioneliclukuja ovat luvut, jotka ovat seké kolmio-, etté ne-
liolukuja. Kolmioneliclukujen tutkiminen liittyy olennaisesti Pellin yhtalon
erikoistapaukseen, jossa D = 2. Tutkielmassa joitain lauseita todistetaan
ensin téssé erikoistapauksessa ja yleistetddn myohemmin kaikkiin Pellin yh-
taloihin. Lisédksi osoitetaan, ettd Pellin yhtdlon ratkaisut saadaan helposti
ratkaistua luvun D ollessa jonkin luvun nelio ja siksi kyseinen tilanne ei ole
kiinnostava. Samoin Pellin yhtélon reaalilukuratkaisut 16ydetaéan helposti, jo-
ten tutkielmassa keskitytadn padasiassa Pellin yhtélon kokonaislukuratkaisu-
jen loytamiseen.

Erikoistapausten jalkeen tutkielmassa aletaan keskittyé Pellin yhtalon yleisen
ratkaisun 16ytdmiseen. Kullakin Pellin yhtéalolla on ddreton méaara ratkaisuja
ja tutkielman alkupuolella kiydé&éan 1dpi apulauseita nédiden selvittdmisté sil-
maélléd pitden. Tutkielman alkupuolen merkittavin tulos on se, ettd loytamallé
Pellin yhtélolle yhden ratkaisun, saadaan loput kyseisen yhtalon ratkaisut en-
simmaisesté ratkaisusta potenssiin korottamisen avulla.

Tutkielman jélkipuoliskolla keskitytéén ketjumurtolukuihin, koska Pellin yh-
talon pienin ratkaisu 16ydetédén niiden avulla. Tuon ratkaisun 16ytamisté var-
ten tarvitaan konvergentin ja jaksollisen ketjumurtoluvun késitteet. Lahes
jokainen luku voidaan esittda ketjumurtolukuna ja pienimmén ratkaisun 16y-
tamistd varten taytyy luvun D neligjuuri esittdd ketjumurtolukuna, jossa
alkaa toistua tietty jakso. Tutkielman lopulla kdydasdn lapi tarkeédt kaavat,
joiden avulla saadaan laskettua jaksoa ja konvergentteja hyodyntéen Pellin
yhtélon pienin ratkaisu. Ratkaisu lasketaan eri kaavoilla riippuen siitd onko
luku D parillinen vai pariton. Tdmén ratkaisun avulla sitten saadaan lasket-
tua kaikki loput Pellin yhtélon ratkaisut.
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1 Johdanto

Téssé pro gradu-tutkielmassa etsitdéan Pellin yhtdlon ratkaisuja. Pellin yh-
tialo on muotoa 22 — Dy? = 1, missd D € N ei ole minké#in kokonaisluvun
nelio. Yhtalolle 16ydetdén helposti reaalilukuratkaisut, joissa muuttuja y il-
moitetaan muuttujan z avulla. Tésséd tutkielmassa keskitytddnkin suurelta
osin Pellin yhtélon kokonaislukuratkaisujen 16ytéamiseen.

Yhtilolle 22 — Dy? = 1 voidaan helposti 16yt#d ratkaisu, jossa z = 1 ja y = 0.
Vastaavasti luvut x = —1 ja y = 0 toteuttavat Pellin yhtdlon. Néista rat-
kaisuista puhutaan tassé tutkielmassa Pellin yhtélon triviaaleina ratkaisuina.
N&ita ratkaisuja ei huomioida silloin, kun téssé tutkielmassa puhutaan Pellin
yhtéalon pienimmésté ratkaisusta, vaan téalld tarkoitetaan pienintd mahdollis-
ta positiivista kokonaislukua x > 1, jolla lI6ydetdan kokonaisluku y siten, etté
yht#ls 22 — Dy? = 1 toteutuu. Luonnolliset luvut N ovat tiissi tutkielmassa
luvut 1,2,3,4,.... Luonnollisten lukujen lukualuetta laajennettuna nollalla
merkitdan Ny.

Tutkielma jakaantuu kédytannossé kahteen osaan. Ensimmaéisessé osassa téih-
datasdn koko ajan siihen, ettd saadaan todistettua tarked tulos, jonka mukaan
selvittdmélld yhden yhtélon 2* — Dy* = 1 ratkaisun (x,y), saadaan kaikki lo-
put yhtélon kokonaislukuratkaisut tdmén ratkaisun avulla potenssiin korotta-
malla. Se on merkittdvimpid huomioita Pellin yhtélon ratkaisujen selvittdmi-
sessé ja téatd varten kaytetddn aputuloksia. Tutkielman jalkipuoliskossa taas
kiydédn lipi lukujen ketjumurtolukuesityksié. Pellin yhtélon 22 — Dy? = 1
luvun D ketjumurtolukuesityksen avulla saadaan selville Pellin yhtélon pie-
nin ratkaisu. Pellin yhtalolla on dédreton méara ratkaisuja ja kaikki ratkaisut
saadaan pienimmésté ratkaisusta potenssiin korottamalla. Pellin yhtéalon pie-
nimmaétkin ratkaisut ovat usein suuria lukuja, joten esimerkeisséikéén ei kovin
montaa ratkaisua yhdelle Pellin yhtélolle ole mielekésté ldhted etsiméaén.

Ensimmaisend tutkielmassa etsitéddn ratkaisuja Pellin yhtélon erikoistapauk-
selle, jossa D = 2. Kaikissa muissa tapauksissa ratkaisut saadaan kaytannos-
sé samalla tavalla, mutta téssé erikoistapauksessa todistukset ovat hieman
yksinkertaisempia ja yhtalon ratkaisut pysyvét pienempiné. Onkin hyvé tu-
tustua laskutapoihin ja todistusten periaatteisiin ensin hieman yksinkertais-
tetussa muodossa. Tamén jéilkeen todistukset on helppo laajentaa yleiseen
tapaukseen. Erikoistapauksen 22 — 2y? = 1 ratkaisuihin saadaan liitettyi
myo6s kolmioluvut ja neliluvut. Namé ovat saaneet nimensé tasoon aseteltu-
jen pisteiden lukuméaran mukaan. Tutkielmassa selvitetdin mitd nadmaéa lu-
vut ovat ja kdydéaan lapi joitakin kolmio- ja neliolukujen yleisié laskusaantoja.



Jotkin luvut ovat sekéd kolmiolukuja, ettd nelidlukuja. Téllaiset kolmionelio-
luvut saadaan selville Pellin yhtdlosté 22 — 2y? = 1 eli erikoistapaus D = 2
liittyy tiiviisti ndihin lukuihin. Luvun lopuksi todistetaan, etté selvittamalla
yvhden yhtédlén 2% — 2y = 1 ratkaisun (x,y), saadaan kaikki loput yhtilon
kokonaislukuratkaisut tdméan ratkaisun avulla potenssiin korottamalla. To-
distuksessa kdytdaan Fermat'n dérellisen laskeutumisen menetelméé.

Luvussa 3 kisitellddn Pellin yhtélon historiaa antiikin ajoista viime vuosi-
tuhannen jalkipuoliskolle asti. Tuolloin nykyinen Pellin yhtélon ratkaisuta-
pa sai lopullisen muotonsa. Selvitdmme my6s miksi yhtédlon luku D ei saa
olla minkdéan luvun nelio. Téllaisessa tilanteessa huomataan helposti, etté
Pellin yhtélon ainoat kokonaislukuratkaisut ovat sen triviaaliratkaisut. Tut-
kielman merkittdvimpia tuloksia on Pellin yhtalon yleisen ratkaisun olemas-
saolon todistaminen lauseessa 3.6. Tata varten tutustumme kyyhkyslakka-
periaatteen toimintaan ja térkednd apulauseena todistuksessa toimii Diofan-
toksen approksimaatio. Lopulta saamme selville, ettd kaikki Pellin yht&lon
r? — Dy? = 1 kokonaislukuratkaisut saadaan yhden ratkaisun (z,y) avulla
korottamalla lukua x + yv/D eri potensseihin. Tamé merkittivi tieto, kun
Pellin yhtélolle etsitdin useampia ratkaisuja.

Selvittiiksemme Pellin yhtdlon 22 — Dy? = 1 pienimmiin ratkaisun, tarvit-
semme avuksemme ketjumurtolukuja. Tutustumme ensin johdantona dérel-
lisiin ketjumurtolukuihin, jollaisena jokainen rationaaliluku voidaan esittaa.
Ketjumurtolukuesitys 16ydetain Eukleideen algoritmin avulla. Irrationaalilu-
vut voidaan esittdd ddrettoméana ketjumurtolukuna ja oikean esityksen 16yté-
miseen voidaan kayttad samankaltaista tapaa kuin &arellisessé tapauksessa.
Jossain ketjumurtolukuesityksisséd alkavat samat luvut toistua kerta toisensa
jéilkeen. Téllaiset ketjumurtoluvut ovat jaksollisia. Jaksollisia ovat erityisesti
luonnollisten lukujen neliGjuuret ja juuri luvun D nelidjuuren ketjumurtolu-
kuesitysta tarvitsemmekin. Luku D ei saa olla minkdéan luvun nelio, joten
sen neliojuuri on irrationaaliluku.

Adreton ketjumurtoluku voidaan katkaista jostain kohdasta. Katkaistua osaa
kutsutaan ketjumurtoluvun konvergentiksi. Pidentamalld luvun konvergent-
tia, saadaan koko ajan tarkempia tuloksia ja luvun ketjumurtolukuesityksen
konvergentit ldhestyvét kyseistd lukua. Konvergentit saadaan laskettua sel-
vittamalla ratkaistavan Pellin yhtalon jakson pituus ja jaksossa olevat luvut.
Lopulta tutkielman loppupuolella huomataan, ettd konvergenttien avulla saa-
daan Pellin yhtdlén pienin ratkaisu eli lukupari (x,y). Siten Pellin yht&lon
kaikki ratkaisut osataan selvittdd, kun tdhén tietoon yhdistetdén tieto, et-
t4 loput ratkaisut saadaan korottamalla kaavaa x + yv/D eri potensseihin.



Kaavan voi korottaa aina vain suurempaan ja suurempaan potenssiin, joten
ratkaisuja on darettomasti.

Tutkielman keskeinen ldhde on Joseph Hillel Silvermanin teos A Friendly
Introduction to Number Theory, jota on hyodynnetty tutkielmassa alusta lop-
puun. Taté tdydentéavit useat muut lukuteorian teokset ja muutamat muut
léhteet.



2 Erikoistapaus D=2

Tutkitaan ensin Pellin yhtélon erikoistapausta, jossa D = 2 eli yhtdlo on
muotoa x? — 2y? = 1. Niiden ratkaisujen etsimistd varten tutustutaan seu-
raavaksi kolmionelidlukuihin, joiden méérittelyd varten tarvitsemme tiedon
kolmio- ja nelidluvuista.

2.1 Kolmio- ja nelioluvut

n(n+1)

Maaritelmi 2.1. Olkoon n € N. Téalloin luku 7T,, = 5

sessaan n. kolmioluku.

on jérjestyk-

Kolmioluku on luonnollinen luku, jota voidaan kuvata tasaisin vélein tasoon
aseteltuna pistemadrdna. Talloin pisteet muodostavat tasasivuisen kolmion,
kuten kuvassa 1. Lisddmallé edelliseen kolmioon seuraavan luonnollisen luvun
verran pisteité, saadaan niistd kolmioon uusi rivi. Jokaiselle kolmion sivulle
tulee yksi piste enemmaén kuin edellisesséd kolmioluvussa.

Esimerkki 2.2. Ensimmaéinen kolmioluku on luku 1. Seuraavat kolmioluvut
saadaan lisddmallé edelliseen kolmiolukuun seuraava luonnollinen luku, joten
toinen kolmioluku on 142 = 3, kolmas kolmioluku on 1+ 2+ 3 = 6 ja neljés
14+2+3+4 = 10. Kuva 1 havainnollistaa, miten seuraavan luonnollisen luvun
lisidminen edelliseen kolmiolukuun taydentédd edellisen tasasivuisen kolmion
uudeksi tasasivuiseksi kolmioksi.

@
] ] ]
® ® ® ® ® ®
® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
1 3 6 10

Kuva 1: Nelja ensimmaéisté kolmiolukua.

Luku n kertoo monesko kolmioluku on kyseessé ja tasasivuisen kolmion kan-
nan pisteiden lukuméérén, kuten esimerkistd 2.2 huomataan. Kannan pis-
teiden lukumaééara on edelliseen kolmiolukuun liséttyjen pisteiden lukumééra.
Kolmioluvut ovat siis muotoa

~n(n+1)

To=142+3+ - 4n=—"—,



joten jokainen kolmioluku saadaan summaamalla aritmeettisen jonon terme-
ja.

Maiaritelmé 2.3. Tdaydellinen luku m = ) 4, d on luku, joka saadaan
1<d<m
kaikkien luvun itsedén pienempien tekijoiden summana.

Esimerkki 2.4. Luvun 28 positiiviset tekijat ovat 1, 2, 4, 7, 14 ja 28. Naista
kaikki ovat lukua 28 lukuunottamatta pienempié kuin luku itse. Summaa-
malla 1+ 2 +4 + 7+ 14 = 28 saadaan luku itse, joten 28 on tdydellinen
luku.[1, s. 136]

Lause 2.5. Olkoon j € N parillinen ja tiydellinen luku. Télloin 5 on kol-
maoluku.

Todistus. Fuler todisti, ettd jokainen positiivinen parillinen ja téydellinen
luku on muotoa j = 2P~1(2P — 1), missd p > 1 ja 2P — 1 ovat alkulukuja.
Talloin

1
%F1@P—1)::<§>2%2P—1)
mikd on jérjestyksessddn 2P — 1. kolmioluku, kun n = 27 — 1. O

Katso [2, Thm 6.94].

Lause 2.6. Olkoon T, jdrjestyksessddin n. kolmioluku ja T, tdtd edeltdvd
kolmioluku. Talloin kolmiolukujen nelidille pdtee laskusddannot

W T~ T2, =
b) T2+ T2, = T2

Todistus. Kirjoitetaan kolmioluvut aritmeettisen summan avulla, jolloin
nn+1) . (n—1)n
Tn = T Ja Tn—l = T
a) Sijoitetaan aritmeettiset summat kaavaan ja sievennetdin lauseketta, jol-
loin saadaan

por = (M) (5 () - ()
. n(n+1) (n—1)n n? 41 n?—n

n*+2n®+n?  n*—2n*+n? 204 2n°

4 4 4




b) Tehd&dédn samoin kuin a-kohdassa, jolloin sieventamaélld saadaan

o () (552 - (5 (5

n*4+2n3+n?  n*—2n34+n? B 2nt + 2n?

- A + 1 1
_ n* + n? _ n?(n®+1) 0
2 2 n-

O

Maisritelma 2.7. Luku S,, = m?, missi m € N on jirjestyksessidin m.
nelioluku.

Nelioluku on luonnollista lukua vastaava pistemééré, joka tasaisin vélein ta-
soon aseteltuna muodostaa nelion. Luonnollinen luku m kertoo monesko ne-
lioluku on kyseessd. Samalla se kertoo nelién yhden sivun pisteiden lukumé&a-
rian, kuten kuvasta 2 huomataan.

@ @ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @ @ @ @ @
1 4 9 12

Kuva 2: Nelja ensimmaéisté neliolukua.

Lause 2.8. Kolmioluvuille pitee Ty, + T,, = n? = (T}, — T,_1)?, missi n?
on jdrjestyksessdadin n. nelidluku.

Todistus.
nin+1 n—1)n
r o _nnEl) | (=)
2 2
_nP4n+nt-n
N 2
22
2



Vastaavasti

Né&in molemmat lauseen yhtasuuruudet on osoitettu todeksi, joten
Tn—l -+ Tn = nQ = (Tn — Tn_l)Q.

Liséksi T,, — T,,_1 = n. Ottamalla néistd kolmioluvuista jarjestyksessa vuo-
rollaan neliot, saadaan myo6s neliluvut jarjestyksessa. Siispé jokaisessa tilan-
teessa pitee S, = n’. O

Esimerkki 2.9. Kuudes kolmioluku on 21 ja seitsemés kolmioluku on 28.
Néiden lukujen summa on 21 4 28 = 49. Vastaavasti kyseisten kolmiolukujen
erotusten nelié on (28 — 21)? = 49. Lisiksi 72 = 49, joten 49 on jirjestykses-
sdan seitsemés nelioluku.

2.2 Kolmionelioluvut

Tutkitaan seuraavaksi lukuja, jotka ovat sekéd kolmio-, ettéd neliolukuja. Té&l-
n(n+1)
2

= m?. Kerrotaan yhtilo puolittain luvulla kahdeksan,

16in lukujen tulee olla sekd muotoa T, = , ettd muotoa S,, = m?.

1
Siispé talloin " D)
jolloin 4n? + 4n = 8m?. Ottamalla yhteinen tekiji, saadaan yht#lé muotoon
(2n+1)? — 1 = 8m?. Tehdién sitten muuttujan vaihto siten, ettd r = 2n+ 1
ja y = 2m. Téllsin yhtdld saadaan muotoon 22 — 1 = 2y% eli 22 — 2y% = 1.
T&amé on erikoistapaus Pellin yhtélosta tilanteessa, jossa D = 2.

Maiaritelma 2.10. Kolmionelioluku on luonnollinen luku, joka on seké kol-
mioluku, ettd nelicluku. Kolmionelitlukujen jarjestyslukuja merkitaan (n, m),
missé n on kolmiluvun jarjestysluku ja m on nelidluvun jarjestysluku.

Kuten ylli todettiin, kolmionelisluvut saadaan muotoa z2 — 1 = 2y? olevan

yhtélon kokonaislukuratkaisuista. Aiemman muuttujan vaihdon nojalla ky-
z—1

seisesséd yhtalossd © = 2n + 1 ja y = 2m. Siispd n = jam = %, missé

n kertoo kolmioluvun jarjestysluvun ja m kertoo neliéluvun jérjestysluvun.
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Esimerkki 2.11. Luku 1 on seké kolmio-, ettd neliluku. Se on siis kolmio-
nelidluku ja sitd merkitdén (n,m) = (1,1), koska se on ensimméinen kol-
mioluku ja samalla ensimméiinen nelidluku. Huomataan, ettd luvut x = 3 ja

y = 2 toteuttavat yhtdlon 22 — 2y? = 1. Juuri tdmé lukupari tuottaa ensim-
r—1 3-1 _ y 2

= —tam=t=C 1
Toinen kolmionelisluku on 36. Tété vastaavat lukuparit ovat (n,m) = (8,6)

17 -1 12
ja (z,y) = (17.12), sillin = —— =8 ja3 = - =6.

Kolmionelioluvut saadaan siis selville ratkaisemalla Pellin yhtéalo erikoista-
pauksessa z? — 2y? = 1. Lihdetééin titd varten tutkimaan miten yhtilon
ratkaisut saataisiin selvitettyé. Kirjoitetaan yhtalo muodossa

1=2% =2 = (z+yvV2)(x — yV2).

maisen kolmionelidluvun, silla n =

Esimerkisséd 2.11 mainittu yhtélon ratkaisu z = 3 ja y = 2 voidaan sijoittaa
yhtéloon, jolloin yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

1=232-2.22 = (3+2V2)(3-2V?2).
Koitetaan korottaa kyseinen yht&lé puolittain toiseen, jolloin saadaan
1=12=((3+2v2)(3 - 2v2))? = (3 +2v2)%(3 — 2v2)?

—(94+2-3-2V2+44-2)(9—2-3-2V2+4-2)
(17 + 12v/2)(17 — 12v2) = 17* — 2 122,

Siisp# yhtilon 22 — 2y? = 1 ensimmiiisen ratkaisun sijoitus ja nelitén koro-
tus antoi yhtdlon seuraavan ratkaisun. Sijoitetaan jélleen ratkaisu x = 3 ja
y = 2 yhtdloon 1 = (z + yv/2)(z — yv/2), mutta korotetaan yht&lo tilld ker-
taa puolittain potenssiin kolme. TAll6in ratkaisuksi saadaan 992 —2-70% = 1
eli yhtélolle saatiin jélleen uusi ratkaisu, jonka avulla saadaan selville kolmas

kolmionelioluku. Siis kolmas kolmionelicluku on 35. neliéluku, koska ? = 35.

Niinpé vastaava kolmionelicluku on 35% = 1225.

Edellisestd huomataan, ettd esimerkiksi laskusta
(3+2v2)2(3 — 2v2)? = (17 + 12V2)(17 — 12/2) = 172 — 2. 122

selvidvin lukuparin (z,y) = (17, 12) selvittamiseen riittis jo luvun (34-2v/2)
korottaminen potenssiin. Tadma pétee tietenkin jokaisessa tilanteessa, jossa
kyseisté lukua korotetaan potenssiin, silli muotoa 2% — 2y% = 1 olevassa yh-
talossd 22 — 2y% = (x4 yv/2)(z — yv/2) ja siten muuttujat 2 ja y saadaan
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selville jo tulon ensimméisestd tekijastd. Nayttéisi siis siltd, ettd vastaavan
kaltaisilla luvun 3 + 2v/2 potenssiin korotuksilla saadaan selville kaikki yhté-
I6n 22 — 2y? = 1 positiiviset ratkaisut. Seuraavassa lauseessa 2.12 osoitetaan
néin todella olevan.

Lauseen todistuksessa tarvitsemme Fermat'n &irellisen laskeutumisen me-
netelméis. Pierre de Fermat todisti ettei yhtdlolla a* + y* = 2* ole rat-
kaisuja. Héan oletti, ettd on ratkaisu * = X,y = Y] ja z = Z;. Fermat
kuitenkin osoitti, ettd tdlléin on olemassa my6s edellistd pienempi ratkaisu
r = X9,y =Y, 2= Z,. Tamén jilkeen 16ytyy jalleen tata pienempi ratkaisu
ja koko ajan pienenevié ratkaisuja l0ytyy teoriassa ddrettomésti. Kuitenkin
x,1y,z € N, joten on oltava pienin mahdollinen ratkaisu, jolloin kyseessa on
ristiriita.[9, s. 109]

Lause 2.12. Kaikki yhtilon x* — 2y* = 1 positiiviset kokonaislukuratkaisut
saadaan korottamalla lukua 3 + 2v/2 potenssiin siten, ettd

zr + yV2 = (3+ 2v2)F, k € N.

Todistus. Kaikki yhtélon x? — 2y? = 1 positiiviset ratkaisut (x,y), missi
ja y saadaan lausekkeen z + yv/2 kertoimista, silld

1= —2¢" = (+yV2)(x —yv2).

Jotta kaikki yhtélon 22 — 2y? = 1 ratkaisut saataisiin selville korottamal-
la lukua 3 + 2v/2 eri luonnollisten lukujen potensseihin, tdytyy jokaisella
eksponentilla & € N muodostua yhtdlon ratkaisu (zy,yx) eli tdytyy péted
(3 4+ 2v2)* = 24, + ypV/2. Lisiksi yhtaloll ei saa lukuparien (zy,y) lisdksi
olla muita ratkaisuja.

i) Todistetaan ensin induktiolla, ettd jokaisella & € N muodostuu yhtélon
ratkaisu (v, yx). Kun k = 1, niin (3 4+ 2v/2)! = 3 + 24/2. Siispid muodostuu
ratkaisu (z1,y1) = (3,2), joten yhtélo pétee ainakin tilanteessa k = 1. Olete-
taan sitten, ettd yhtélo on totta myds tilanteessa k = s. Siispé Pellin yhtélon
2% — 2y? = 1 ratkaisu on (3 + 2v/2)° = z, + y,/2. Osoitetaan, etti vastaava
tulos pétee myos tilanteessa kK = s + 1. Nyt
(3+ 2\/§)S+1 — (3 + 2\/§)s+1

= (3+2v2) (3 +2v2)

= (24 4 ysV2)(3 + 2V2)
32, + 22,V2 + 3y, V2 + 4y,

Ty + dys + (225 + 3ys)V/2.
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Vastaavasti
(3 —2v2)"* = 3, + dy, — (21, + 3ys) V2.
Siispé
3z, + 4y — 2(2z, + 3y,)?
= (31 + 4y, + (27 + 3y.)V2) (B, + 4y, — (274 + 3y.)V2)

= (3+2v2)"" (3 —2v2)*!
((342v2)(3 — 2v2))**!
1

Siis yhtélo saadaan haluttuun muotoon myos tilanteessa k = s + 1. Télloin
yhtélon ratkaisu on (zs11,ys+1) = (3zs + 4ys, 225 + 3y,). Niinpa induktion
nojalla yhtélélle 22 — 2y? = 1 saadaan ratkaisu (zy, yx) jokaisella eksponen-
tilla k € N siten, etti (3 + 2v/2)* = 23, + ypV/2.

ii) Seuraavaksi pitdi vield osoittaa, etti kaikki yhtilon x? — 2y* = 1 ratkai-

sut ovat muotoa (3 + 2v/2)*, missi k € N. Oletetaan, ettd (a,b) on yhtilon
jokin ratkaisu. Nyt on osoitettava, etté pétee

a+bv2 = (3+2V2)"

jollain k£ € N. Pienin mahdollinen luku muuttujan a paikalle on luku 3, jo-
ten aloitetaan tutkimalla tata. Osoitetaan, ettéd télloin b = 2 jollain k. Tadméa
on selvad silloin, kun valitaan k& = 1. Siten voidaankin suoraan olettaa, etté
muuttuja a on suurempaa kuin kolme. Néytetéddn, ettéd talloin on 16ydyttava
jokin toinen yht#lon ratkaisu (c, d) siten, ettd a+bv/2 = (34 2v/2)(c+dv/2),
missd a > c. Jos (¢,d) = (3,2), viite on todistettu. Muulloin kiytetdin
Fermat'n &arellisen laskeutumisen menetelméd. Talloin tdytyy luvun c olla
suurempaa kuin kolme, ja yhtélolle on jilleen 16ydyttavé uusi ratkaisu (e, f)
siten, ettd ¢ + dv2 = (3+ 2\/5)(6 + f\/i), missd ¢ > e. Talloin sijoittamal-
la saadaan a + bv/2 = (3 + 2v/2)%(e + f+/2). Viite on jilleen todistettu, jos
(e, f) = (3,2). Muussa tapauksessa jatketaan samalla tavalla. Talla tavoin
saadaan yhtélolle koko ajan uusia ratkaisuja ja muuttujan z arvo on aina
edellistd pienempi, mutta luonnollinen luku. Siten lopulta on 16ydyttava uu-
deksi ratkaisuksi lukupari (3,2) ja télloin kdy siten, ettd alkuperédinen luku
a + by/2 saadaan esitettys luvun (3 + 21/2)F potenssina.

Niytetddn, ettd yhtilon a + bv/2 = (3 + 2v/2)(c + dv/2) mukainen ratkaisu
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(¢,d) 16ytyy, kun a > c. Fermat’n dérellisen laskeutumisen menetelméallé osoi-
tetaan, ettd kaikki ratkaisut saadaan luvun 3 + /2 potensseista kuten edelli
on tehty. Liséksi on osoitettava, ettéd d ja ¢ ovat molemmat positiivisia ja etté
¢ on pienempi kuin a. Sieventamalld yht#lod a + bv/2 = (3 + 2v/2)(c + dv/2)
saadaan

a+bvV2 =3c+4d + (2c + 3d)V2.

Téstéd saadaan kertoimia vertaamalla yhtéalopari

a=3c+4d

b=2c+3d
Ratkaistaan yhtéloistd muuttuja ¢, jolloin ensimmaéisen yhtalon perusteella

a—4d . . b—3d .. a—4d b—3d
c= ja toisen yhtélon perusteella ¢ = . Siis = )
mistd saadaan d = —2a + 3b. Sijoitetaan tdmé aiempaan yhtéaloon, jolloin
saadaan b—3d b+6a—9 Ga—8b
c 5 5 5 3a — 4b

Nyt

& —2d* = (3a — 4b)* — 2(—2a + 3b)?
= (9a® — 24ab + 16b%) — 2(4a® — 12ab + 9b*)
= 9a® — 24ab + 16b*> — 8a* + 24ab — 18b?)
=a® - 2V°.
Lisiksi tiedetéifin, ettd a? — 20 = 1, joten myds ¢ — 2d* = 1. Siispé (c, d)

todella on yhtdlon ratkaisu. Yhtilostd a? — 2b* = 1 saadaan
a® =1—2b* > 2b?, joten a > v/2b*. Siten

¢=3a—4b> 3v2b—4b = (3v2 — 4)b > 0,

koska b > 0 ja 3v/2 > 4. Siis ¢ on positiivinen. Tiedetddn myds, ettd a > 3,
joten a? > 9 eli a® —9 > 0. Lis#tidn tdmin epiyhtilon kummallekin puolelle
luku 8a? ja jaetaan epiyhtilon molemmat puolet timén jilkeen luvulla yh-
deksén, jolloin saadaan epayhtilé muotoon

a’?—1> §a2. Tiedetidn, etté 26> = —1 +a?. Sijoittamalla timéi tieto epiyh-
8
tiloon saadaan 20 > —a®. Jaetaan epiyhtild puolittain ja otetaan nelidjuuri

jolloin saadaan b > ga. Talloin

2
d:—2a+3b>—2a+3~§a20
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eli my0s d on positiivinen. Siis ¢ ja d ovat positiviisia. Siten patee myos ¢ < a,

a J—
koska ¢ = ————. Kaikki tarvittava on siis osoitettu ja véite on todistettu.
O

Esimerkki 2.13. Lauseen 2.12 mukaan pétee (3 + 2\/5)’C = x5 + yk\/§ jo-
kaisella k£ € N. Vastaavasti (3 — 2\/§)k = x1, — ypV/2 pitee jokaisella k € N.

Yhdistamalla nama kaksi kaavaa saadaan
Th + V2 oy — V2 = 3+ 2\/§)k +(3 - 2\/§)k

2 = (34+2V2)" + (3 — 2v2)F

(3+2v2)F + (3 — 2v/2)F
5 )
Sijoittamalla tdmé kaavaan (3 + 2\/5)’“ = x5, + yk\/§ saadaan

Ty =

YV2 = (3+ 2\/§)k _ (34 2v2)F + (3 —2/2)F

2
2(3 +2v/2)F — (3 +2v2)F — (3 — 2V/2)*
o = 232/ = (20 = (32
234+ 2v2)F — (3+2v2)F — (3 —2V2)*
C(B42v2)F — (3—2V2)F
Lasketaan esimerkiksi kahdeksas kolmionelioluku, joka saadaan arvolla k = 8.
Télloin . .
3+2v2 3— 22
Ty = (3+2v2) —;( v2) = 665857
ja
21/2)% — (3 —2v/2)8
(3+2v2)° - (3-2v2) = 470832.

Ys = 2\/§

Téamé vastaa kolmiolukua, jonka jérjestysnumero on

r—1 665857 — 1
2 2

(332928 - 332929)

= 332928.

n =

Siispé kahdeksas kolmionelicluku on = 55420693056, joten

erittain harva luku on kolmionelioluku.
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3 Pellin yhtiloista

3.1 Pellin yhtdlén historiaa

Pellin yhtélo on erikoistapaus Diofantoksen yhtélosté, jossa kahden muuttu-
jan polynomiyhtélolle etsitdan kokonaislukuratkaisuja x,y € Z. Pellin yhtélo
on nimetty englantilaisen matemaatikon John Pellin (1611-1685) mukaan.
Nimeédmisessd tapahtui véarinkésitys, silla Pell ainoastaan auttoi William
Brounckerin keksimén yleisen ratkaisun kadntdmisessd englannin kieliseen
kirjaan vuonna 1658. Leonhard Euler kuitenkin luuli ratkaisua Pellin omaksi
ja nimesi yhtalon tdméan mukaan.

Ensimmaéisen kerran Pellin yhtélon kaltaista yhtéalod ovat yrittédneet ratkais-
ta intialaiset ja kreikkalaiset jo monta sataa vuotta ennen ajanlaskun alkua.
Intiassa matemaatikko Brahmagupta yritti selvittaéd Pellin yhtalon ratkaisua
600-luvulla. Ensimmaéisen yleisen ratkaisun Pellin yhtélolle antoi Brahma-
guptan aiempaa tyota hyodyntéen intialainen Bhaskara vuonna 1150. Hénen
kehittamaélladn cakravala-algoritmilla voitiin 16ytéaé Pellin yhtélolle yksittais-
ratkaisu. Brahmagupta selvitti ratkaisun Pellin yhtélélle 22 — Dy? = 1 tilan-
teissa, joissa D = 1,11,32,61 ja 67.[4, s. 45]

Euroopassa ei kuitenkaan tiedetty intialaismatemaatikkojen toisté, vaan 1600-
luvulla useat eurooppalaiset matemaatikot yrittivét ratkaista Pellin yhtaloa.
Vuonna 1657 Pierre de Fermat haastoi eurooppalaiset matemaatikot ratkai-
semaan Pellin yhtdlon. Monet tarttuivat haasteeseen ja yhtaloa ratkaisi mui-
den muassa Brouncker, jonka menetelmélld yleinen ratkaisu saatiin selville.
[5, s. 182]

3.2 Arkhimedeen karjaongelma

Pellin yht&lo esiintyy antiikin Kreikassa Arkhimedeen karjaongelmassa. Ark-
himedeen ennen ajanlaskua luoma ongelma 16ydettiin Wolffenbiittelin kirjas-
tosta ja julkaistiin vuonna 1773. Tehtédvéna siiné on selvittad paljonko kunkin
tyyppista karjaa auringon jumalalla on. Karjaa on kahdeksaa erilaista véri-
tykseltdén toisistaan eroavaa tyyppid. Neljd ensimmaéistéd karjatyyppid ovat
a, b, c ja d, joiden médrat saadaan lineaarialgebran keinoin ratkaisemalla yh-

1 1 1 1 1 1
talot a = (§+§>b+d,b: <1+g)c+djac: (E—F?)a%—d. Tassa

a + b on nelicluku ja ¢+ d on kolmioluku. Loput karjat o', ¥, ¢’ ja d’ saadaan

1 1 1 1 1 1
yhtétlb'istéia’:<§+Z)b+b’,b:(Z—l—g)c—l—c’,c:(g—Fé)d—l—d’ja
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1 1
d: (6_’_?)&_’_@/
Ensimmaéisten yhtdlojen ratkaisut ovat a = 2226n,b = 1602n,c = 1580n

ja d = 891n, missd n € N. Loput neljd muuttujaa ovat ratkaistavissa vain,
jos luku n on jaollinen luvulla 4657. Ratkaisuja ovat

a’ = 7206360m, b = 4893246m, ¢ = 3515820m ja d' = 5439213m,

kun n = 4657m. Vaikeimmaksi osuudeksi muodostuu ratkaista luku m si-
ten, ettd a + b = 4657 - 3828m on nelidluku ja ettd ¢ + d = 4657 - 2471m on
kolmioluku. Karjaongelmassa paddytddan lopulta laskemaan Pellin yhtaloa
2% — 47294949% = 1. Ratkaisuja on useita, mutta niiden ratkaisuissa kisitel-
ladn valtavia lukuja. On epidtodennékoisté, ettd Arkhimedes itse olisi kyennyt
ongelmaa ratkaisemaan.[5, s. 182-192]

3.3 Reaalilukuratkaisut

Téassé tyossd keskitytddn etsimédn Pellin yhtélolle kokonaislukuratkaisuja,
silla reaalilukuratkaisut on helppo 16ytéd. Reaalilukuratkaisut saadaan rat-
kaisemalla muuttuja y muuttujan = suhteen, jolloin

2 A% =1

A2 =1 g2
AP =221
y2: sz_Ql

Va2 -1 tai vz —1
= -—-—— l S —
Y v A2 Y v/ A?

VST P
y:Ttaly:—T

Juurrettava ei voi olla negatiivinen, joten on oltava 22 —1 > 0 eli z < —1 tai
x > 1. Siis Pellin yhtélon reaalilukuratkaisuja ovat lukuparit

r?—1Y . r?—1 .
x,T ja x,—T , missd x < —1 tai x > 1.
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3.4 Tapaus D = A?

Yleiseni tapauksena kisittelemme Pellin yhtdlod 22 — Dy? = 1, missi D € N
ei ole minkdén kokonaisluvun nelié. Selvitetddn mitd tapahtuu, kun luku D
on kokonaisluvun nelié. T#llsin D = A2 jollain A € N eli yhtéls on muodossa
x? — A%y? = 1. Nyt

1 =2 — A%® = (v + Ay)(z — Ay).

Etsitdén tdmén tapauksen kokonaislukuratkaisuja. Kaikkien muuttujien ol-
lessa kokonaislukuja pétee (x + Ay) € Z ja (z — Ay) € Z. Téllsin taytyy olla
(x+Ay) =1ja(x—Ay) =1 tai (z+ Ay) = —1 ja (x — Ay) = —1, jotta pétee
(x + Ay)(x — Ay) = 1. Télloin on oltava y = 0, silld muussa tapauksessa ei
voi olla (x + Ay) = (v — Ay). Siispd vz =1l jay=0seki z = —1jay =0
ovat yhtalon ainoat kokonaislukuratkaisut.

3.5 Diofantoksen approksimaatio

Pellin yht&lo voidaan ratkaista Diofantoksen approksimaation ja kyyhkyslak-
kaperiaatteen avulla.

3.5.1 Kyyhkyslakkaperiaate

Kyyhkyslakkaperiaatteessa kyyhkysié on tietty médra ja kyyhkyslakassa on
tietty madra pesikoloja, joihin kyyhkyset menevit. Oletetaan, etta kyyhky-
sid on enemmén kuin koloja kyyhkyslakassa ja etté kaikki kyyhkyset menevit
koloon. Kyyhkyslakkaperiaatteen mukaan talloin vahintédéan yhteen koloon on
mentéava vahintddn kaksi kyyhkysta.

3.5.2 Diophantoksen approksimaatio

Kirjoitetaan Pellin yht&lon yleinen muoto tulona muodossa

1 =2~ Dy’ = (x +yVD)(x —yVD)

1
<:>:c—y\/_:—.
x+y\/5

Mitd suurempi tulossa on toinen tekiji = + yv/D, sitd pienempi on oltava
toinen tekiji x — yv/D, jotta niiden tulo olisi yksi. Mietitdin kuinka pieni
tekiji = — yv/D voi olla vilittdmitti saadaanko tulosta vastaukseksi tasan
yksi. Valitaan positiivinen kokonaislukumuuttuja y. Valitaan nyt positiivi-
nen kokonaislukumuuttuja z siten, etti se on lihimpéini lukua yv/D oleva
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1
kokonaisluku. T#lloin saadaan aito epayhtils | z — yv/D |< 2 koska /D on

irrationaaliluku. T&td parempaan arvioon pédstédn seuraavassa.

Lause 3.1. (Dirichlet’n approksimaatiolause) Oletetaan, ettd o« on mikd
tahansa irrationaaliluku. Tdalloin on olemassa ddarettomdan monta lukuparia
(x,y), missd x,y € N siten, ettd

1
| 2 —ya |< —.
)

Todistus. Tarkastellaan irrationaalilukuja ko, missd £k =0,1,...,q ja g € N.
Jokainen téllainen luku voidaan kirjoittaa luonnollisen luvun Ny ja reaalilu-
vun K < 1 summana ka = Ni + Kj, misséd k < q. Téssa N, on suurin lukua
ka pienempi luonnollinen luku ja 0 < K < 1.
Siis

0V D = Ny + Ko, jolloin Ny = 0 ja Ky =0

1VD = N, + K,
WD = N, + K,
qV'D = N, + K,,.

Kaytetdan nyt kyyhkyslakkaperiaatetta. Kyyhkyset ovat téssd tapauksessa
luvut 0 < K}, < 1, joita on g+ 1 kappaletta. Jaetaan vali [0, 1[ ¢ yht& suureen
osaviliin siten, ettd saamme seuraavat kyyhkyslakan kolot

1 [ 1
fremio=S<ictblo-22
q q L 94
1 2 [1 2
frerii<ic2l |12
q q Lq g
2 3 (2 3
frem:2<il_ 22
q q g g

1 1
{teR:q—§t<g:1}:{q—,g:1{.
q

Koloja on nyt ¢ kappaletta ja kyyhkysié siis ¢ + 1 kappaletta, joten johonkin
kyyhkyslakan koloon téytyy mennd véhintdén kaksi kyyhkystd. Nimetadn
ndmé kyyhkyset nimilla K, ja K}, missd positiivisille kokonaisluvuille a ja
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b piatee a < b. Koska kyyhkyset ovat samassa kolossa, niiden etéisyys on
pienempi kuin 1/¢. Siispa

1
(3.1) | Ka= Ky l<

Lisdksi patee ka = Ny + K, joten

ac = N, + K, ja bao = Ny + Ky,
mistéa saadaan

K, =aa — N, ja Ky = ba — N,

Sijoittamalla ndmé kaavaan 3.1 saadaan
1
| (aa — N, — (bar — Ny) |< —
q

ja edelleen

1
| (Np— N,) — (b—a)a |< "

Téssa luvut Ny, — N, ja b — a ovat luonnollisia lukuja. Siten voimme tehd&
muuttujan vaihdon siten, ettd N, — N, = x ja b — a = y. Saamme

1

|z —ya |< —.

q

Olemme siis osoittaneet, ettd mille tahansa luonnolliselle luvulle ¢ 16ytyy
1

luonnolliset luvut x ja y siten, ettd | + — ya |< —. Luonnollisia lukuja on
dareton madré, joten kasvattamalla lukua g saadaan koko ajan uusia kaavan
toteuttavia lukupareja (z,y).
Tutkitaan seuraavaksi muuttujaa y = b — a. Koska kyyhkyset K, ja K ovat
jotkin kyyhkysistd Ko, K1, Ks,..., K4, niin 0 < a < g ja 0 < b < q. Lisdksi

11
valitsimme a < b. Niinpd a < b < ¢, joten 0 < y < ¢. Télloin péatee — > —,

. Yy q
joten
1 1
|z —ya |< - < —.
qa Y
Né&in on osoitettu, ettd tarkasteltavalla epayhtalollda on ddrettoméan monta
ratkaisua. O

x 1
Lause 3.2. Olkoon z,y € N. Tdlloin |~ — a| < — on ddrettdmdn monta

ratkaisua milld tahansa irrationaaliluvulla o.
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Todistus. Seuraa suoraan Dirichlet’'n approksimaatiolauseesta 3.1, kun yhtalo

1
|z —ya|< —
Y

jaetaan puolittain luvulla y. O

Seuraus 3.3. Oletetaan, etti D € N ei ole minkddn kokonaisluvun nelio.
Tdllgin on olemassa ddrettomdn monta lukuparia (x,y), missd x,y € N siten,
etta

1
|z —yVD|< =
Yy
Todistus. Seuraa lauseesta 3.1, koska /D on irrationaaliluku. O

3.6 Pellin yhtilon yleinen ratkaisu

Pellin yht#lé on muotoa 22 — Dy? = 1, missd D ei ole minkiiiin kokonaislu-
vun nelio. Helposti huomataan, ettd milla tahansa luvun D arvolla saadaan
ratkaisut x = 1 jay = 0 sekéd x = —1 ja y = 0. Liséksi voidaan yht&lostéa
ratkaista luku y lukua = kdyttéien:

22— Dy? =1

—Dy?*=1—2?

Dy?* =2% -1
xz—lt. 2?2 -1

= aly = —
y D y _D Y

jolloin luku z voi olla mitd tahansa eikd Pellin yhtdlo saa vélttamétta ko-
konaislukuratkaisua. Néiden helposti havaittavien tapausten lisdksi aiemmin
tutkittiin erikoistapausta D = 2, mutta samalla tavoin ratkaisut 16ydetaén
myo6s muille Pellin yhtéloille riippumatta siitd mikéd on luvun D arvo. Kéyte-
tadn siis titd samaa periaatetta. Olkoon (z1,y;) yhtélon ratkaisu, kun muut-
tuja x > 2 on pienin mahdollinen. T&lloin saadaan

1= ﬁ - y%D = (1 +3/1\/5)(1'1 — yl\/ﬁ)
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ja korottamalla tdmé& puolittain toiseen saadaan

(21 + yl\/ﬁ)(xl - 3/1\/5))2 = (21 + 3/1\/5)2(351 — y1\/5)2
= (2% + 22151V D + yiD)(z? — 22,9,V D + yiD)

(2} + y1D) + 22151V D)((af + yi D) — 22191V D)
= (21 +yiD)* — (22111)*D,

1=12

joten my6s (z2+y3D, 2x1y;) on yhtilon ratkaisu. Vastaavalla tavalla saadaan
uusia ratkaisuja korottamalla lukua (x; 4 y;v/D)(z, — y1v/D) eri potenssei-
hin. Myohemmin muotoilemme lauseen Pellin yhtélon ratkaisulle yleisessé
tilanteessa.

Maéritelmé 3.4. Olkoot luvut a,b € Z ja c € N. Luvut a ja b ovat keskenéén
kongruentteja modulo c eli a = b (mod c¢), jos on k € Z siten, ettd a—b = kc.

Lause 3.5. Olkoot luvut a,b,c,d € Z ja e € N. Olkoon a = b (mod e) ja
c=d (mod e). Tallin ac = bd (mod e).

Todistus. Koska a = b (mod e) ja ac = bd (mod e), niin mééritelmén 3.4
nojalla a —b = ke jac—d = se, missi k, s € Z. Siten a = b+ ke ja ¢ = d+ se.
Nyt sijoituksella saadaan

ac —bd = (b+ ke)(d + se) — bd = bd + bse + dke — bd = (bs + dk)e.

Siispé ac— bd saadaan kertomalla luonnollisella luvulla lukua e, joten ac = bd
(mod e). O

Lause 3.6. Olkoon D € N siten, ettd D ei ole minkddn kokonaisluvun ne-
lio. Télldin Pellin yhtildlle x* — Dy? = 1 loydetddn ratkaisu (xy,yy), missd
Ty, yp € N. Kaikki ratkaisut saadaan yhtilosti (z1 + y1vV/D)* = x + ypv/'D,
missd (x1,y1) on yhtdlon pienin mahdollinen ratkaisu, kun muuttuja , > 2
ja k € N.

Todistus. Seuraava todistus on tehty kuten ldhteessé [8, Thm. 32.1]. Osoi-
tetaan ensin, ettd Pellin yhtélolla on ainakin yksi ratkaisu, jossa muuttujat
ovat luonnollisia lukuja. Tehdédén kuten aiemmin erikoistapauksessa D = 2
lauseessa 2.12 ja merkitddn Pellin yhtélo tulona

1=2%— Dy* = (z +yVD)(x — yVD).
Kaytetdaan tastéa tulosta kuitenkin muotoa
| 1|=|2* =Dy’ |=|x+yVD |- |z —yVD|.
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Lauseen 3.1 nojalla on dédrettomén monta luonnollisista luvuista muodostu-
vaa lukuparia (x,y), joille patee

1
|z —yVD|< =
)
Olkoon (z,y) tdllainen pari ja kyseiselld kaavalla saadaan yldraja tulon te-

1

kijélle | x — yvD |. Lisdksi tdstd seuraa, ettd x < yv'D + —. Lisdamalld
Y

puolittain luku yv/D, saadaan myos tekijille | x + yvD | ylaraja

1 1
x+y\/5<y\/5+§+y\/5:2y\/5+§.
Liséaksi .
—<y\/5,
Yy

koska y ja D ovat luonnollisia lukuja. Niinpa
1
2y\/5 +-< 3y\/5.
)

Lisdksi pétee | z+yvVD |= z+yv/D, koska kaikki muuttujat ovat positiivisia.
Niinpéa

1
| ¥* — Dy? \:(:L’—l—y\/ﬁ)-\x—y\/ﬁ\<3y\/5-§:3\/5.

Niinpéa jokainen lauseen 3.1 toteuttava lukupari toteuttaa myos ehdon

(3.2) | 22 — Dy? |< 3V/D.

Kéytetddn sitten kyyhkyslakkaperiaatetta. Olkoot lauseen 3.1 toteuttavat lu-
kuparit (x,y) € Z x Z kyyhkysid. Kyseisen lauseen todistuksen nojalla néita
on Adrettomén monta. Valitaan kyyhkyslakan koloiksi kokonaisluvut vililla
[—L, L], missi L € N on suurin kokonaisluku siten, ettd L < 3v/D. Luvut
ja y ovat luonnollisia lukuja, joten luku 22 — Dy? on kokonaisluku, jota vas-
taa jokin kyyhkyslakan kolo. Kyyhkyslakan kolojen lukumééara on dérellinen,
kun taas kyyhkysind toimivia epayhtdlon (3.2) toteuttavia lukupareja on &&-
reton méaari. Talloin johonkin koloon on mentéva ddreton méara kyyhkysia.
Olkoon tamé kolo r € Z siten, ettd —L < r < L. Siis pétee

(3.3) v? — Dy* =r.
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Talloin kyseiselld yhtalolla on ddrettomin monta ratkaisua, koska koloon r
menee ddrettoméan monta kyyhkystd. Olkoot ndmé yhtélon toteuttavat rat-
kaisut (x,,y,), missd n € N.

Etsitdén néistd keskendén kongruentit ratkaisut (2., ym) ja (21, y;) siten, et-
ta pétee x,, = x; (mod 1) ja y,, =y (mod r). Lisdksi taytyy olla y,, ye > 0
ja Ym # ye . Téllaiset luvut ,,, 27, Ym ja ¥, ovat olemassa, koska dérettoméan
monella lukuparilla on vain ddrellinen méird jakojaannospareja (mod r).
Néiden ratkaisujen loytamiseksi kédytetddan jélleen kyyhkyslakkaperiaatetta,
jossa kyyhkysiné toimivat lukuparit (z,,y,), joita on déreton méaara. Kyyh-
kyslakan koloja ovat lukuparit (a,b), missd 0 < a,b < r ja a ja b ovat jAannos-
luokkia. Talloin samaan kyyhkyslakan koloon menevét siis ne luvut, joissa
lukuparin molemmat luvut ovat kongruentteja toisen lukuparin vastaavien
lukujen kanssa. Siis jokainen luku z, on samassa jadnnosluokassa jonkin lu-
vun a kanssa ja jokainen luku 1, on samassa jadnnosluokassa jonkin luvun
b kanssa. Niinpa luvuille z; ja y; pitee z; = a (mod r) ja y, = b (mod r)
joillain a ja b. Samassa kyyhkyslakan kolossa oleville lukupareille (z,,, y,,) ja
(21, 1) pitee
Ty, =z (mod7r)jay, =y (modr)

ja

22 — Dy =rjaxl — Dyl =r, missd y2, # yi.
Nyt lauseen 3.5 nojalla z,,y; = zy,, (mod r), joten x,,y; — 21y, = sr jollain
kokonaisluvulla s. Nyt

r? = (x5, — Dyy,)(x{ — Dyy)
= xp,2; — 23, Dy} — x} Dy, + Dy, Dy;
= apa; + D?ypyf — D(xp.yf + 27yy,)
=22 27 + D*yy? — D2 yi — Daiy?, + (2Dxm@ymyi — 2D 2 1ymit)
= (m@1 = Dymtn)? = D(@myr — T1Ym)’
= (2pmx; — Dymy))? — D(sr)?.

Tastd saadaan
r? + D(sr)* = r*(1 + Ds*) = (w1 — Dymui)?,

joten (2,27 — Dymy;)? on jaollinen luvulla r2. Siis kokonaisluku .,z — Dy,
on jaollinen luvulla r ja se voidaan kirjoittaa muodossa x,,z; — Dy,,y; = qr,
missé q € Z. Tasta saadaan

% = (w21 — Dymyt)? — D(zmys — T1ym)? = (qr)? — D(sr)?.
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Siis 1 = ¢*> — Ds?. Siis 16ysimme Pellin yhtélélle 22 — Dy? = 1 ratkaisun

luonnollisina lukuina. Tulee vield osoittaa, ettd s # 0. Yhtdlostd z7 — Dy? = r
>

xy—r
saadaan D = -4 5—. Sijoitetaan tdmé yhtaloon z2 — Dy? = r, jolloin
!
saadaan )
2 Ly~ T o9
Lo — 912 Y =T
Siis

2 2 2 9 2 2
mmyl - xl ym + Tym = Tyl ;
mistéd saadaan
2 9 2 92 2 2 2 2
TV = T Y =Y, = T = 7Y — Upn)-

Jos nyt s = 0 yhtélossi y? — y2, = sr, niin y? — y2, = 0 eli y? = y2, = 0.
T&amé on vastoin aiemmin tehtyé valintaa.

Tulee vield osoittaa, ettéd kaikki ratkaisut saadaan yhtélosta
(z1 + 31 VD)¥ = + y DVD,

missé (x1, ;) on yhtélon pienin mahdollinen ratkaisu, kun muuttuja z; > 2.
Todistuksen alun perusteella téllainen ratkaisu 1oytyy. Oletetaan, etté (z2, y2)
on yhtélon jokin ratkaisu. Nyt on osoitettava, etta pétee

(21 + yl\/ﬁ)k =T+ yk\/5

jollain k € N.

Olkoon lukupari (u,v) erds Pellin yhtélon ratkaisu. Tutkitaan reaalilukuja
z = xl—i—yl\/ﬁja w=u+vvD. Tissd z = x; +y1\/ﬁ > 1, koska luvut z; ja
y1 ovat luonnollisia lukuja. Tallsin zF < w < 28! pitee jollain luonnollisella
luvulla k& |, joten

N

Zk+1

IA
IN NF| g

|
o
Nwlg A

ok

—_

=

A\

z

k= 25, + ypV/D lukujen zy, ja y, médritelmén perusteella. Liséksi

22 F =1ja (v + Y VD) (v — VD) = 27 — Dyl =1,

1

joten — = 2% = 2, — y/D. Niinpé
z

Talloin 2

w 1
FTW = (u—l—v\/ﬁ)(azk—yk@)

= U — yk\/ﬁu + xkv\/ﬁ —yrDv
= zpu — ypDv + (210 — yku)\/ﬁ
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Osoitetaan, ettd xru — ypDv > 0 ja xpv — ypu > 0 sulkemalla pois kaikki

muut vaihtoehdot. Jos zyu — ypDv < 0 ja 2xv — yru < 0, niin myos ndiden
w

summa on negatiivinen. Kuitenkin zyu — y,Dv + (xpv — ypu)v D = — Ja

z

w/2* > 1, joten kyseessi on ristiriita. Siispd zpu — ¥, Dv ja 20 — ypu eiviit
voi molemmat olla negatiivisia. Oletetaan sitten, ettd xpu — ypDv > 0 ja
v — ypu < 0. Tieddmme, etté

zpu — ypDv + (20 — yku)\/ﬁ > 1.
Hyodynnetédan téassé tietoja
(zpu — ypDv)? — (230 — ypu)®D = 1
ja
zru — ypDv — (z0 — yku)\/ﬁ > xpu — yp Dv + (xpv — yku)\/ﬁ > 1.
Talloin
1 = (zpu — ypDv)? — (20 — ypu)?D
= (xpu — ypDv + (230 — yeu) VD) (zpu — yp Do — (230 — yu) VD) > 1,

miké on mahdotonta, koska yhtasuuruus pétee. Oletetaan sitten, ettd s < 0
jat > 0. Koska

—(zpu — yp Dv) + (x50 — yku)\/ﬁ > zpu — ypDv + VD > 1,
niin
—1 = —(2pu — ypDv)* + (240 — yru)’D
= —(zpu — yp Dv + (230 — ypu) VD) (zpu — Y Dv + (250 — ypu) VD) > 1.

Tamé on mahdotonta, koska tieddmme yhtdsuuruuden péatevén. Siis on ol-
tava zpu — yprDv > 0 ja xpv — yru > 0.

Tieddmme, ettd lukupari (zpu — ypDv, zpv — yru) on Pellin yhtdlon ko-
konaislukuratkaisu. Koska x; > 0 on Pellin yhtédlén pienin ratkaisu, niin
T —yrvD > xo, kun xpu—yr Dv > 0 ja xpv —ypu > 0. Lisdksi tésté seuraa,
etta

(vpu — ypDv)? — 1 S 2 -1

joten xpv — ypu > yp. Niinpéa

Tu — yp Do + (SEkU - yku)\/ﬁ > a1+ yl\/ﬁ = 2.

26



T&ama on ristiriidassa sen tiedon kanssa, etta xku—yva—l—(xkv—yku)\/E < z.
Niinpi tiytyy olla zpu — ypDv = 1 ja 2,v — ypu = 0. Niinpéd r = 2*, joten
lukuparin (u, v) ollessa Pellin yhtélon ratkaisu, on olemassa luku k& > 0 siten,
ettd r = u + vvV/D = 2F = (x1 + yl\/ﬁ)’lC = 25, + ypvV'D. Tamé osoittaa, etti
lauseke u + vv/D on saatu korottamalla lauseketta x; + y1v/D potenssiin,
miké pitikin osoittaa.

m
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4 Ratkaisu ketjumurtoluvuilla

Pellin yhtélon 22 — Dy? = 1 ratkaisun voi 16ytidi myos ketjumurtolukuja
kayttden. Madritelladn tatd varten ketjumurtoluvut ja niistd erikoistapauk-
sena ddarettomat ketjumurtoluvut.

4.1 Adrellinen ketjumurtoluku

Misritelma 4.1. i) Adrellinen ketjumurtoluku tarkoittaa luvun esittémis-
té lausekkeena muodossa

(l()+ 1 3
ay +

o+ ——
Qn,
missé ag € Ny jaay,as,as,...,a, € N. Kyseinen ketjumurtoluku voidaan

ilmoittaa lyhyemmin merkinnall& [ag; a1, ag, a3 . .., a,].
ii) Luku n € Ny on ketjumurtoluvun aste.
Esimerkki 4.2. Jokainen rationaaliluku voidaan esittdd &dérellisend ketju-
murtolukuna. Luku 16ydetdin Eukleideen algoritmin avulla. Ilmoitetaan lu-

ku o aarellisené ketjumurtolukuna.
Ensinndkin — = 2—. Aletaan sitten kayttda Eukleideen algoritmia, jonka

avulla saadaan 64 = 13 - 4 4+ 12. Jatketaan tétéa, jolloin 13 = 121+ 1 ja
edelleen 12 =1 - 12.
Siten saadaan #arellinen ketjumurtoluku

13, 1, L 1 _, 1
61 61 ettt 1 Tt 1 TeAt 1
— 44 — 4+ 4+
13 1 4 14
12 12 12
1

Sama voidaan ilmoittaa muodossa [2;4, 1,12].

4.2 Adretén ketjumurtoluku

Suuri osa luvuista ei kuulu rationaalilukujen joukkoon, vaan on irrationaali-
lukuina paattyméattomia desimaalilukuja. Téllaisia ovat esimerkiksi Neperin
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luku e = 2, 718281828459 . .. ja pii m = 3, 14159265358979 . . .. Niité ei saada
ilmoitettua aarellisten ketjumurtolukujen avulla, joten mééritellaédn seuraa-
vaksi ddrettoméat ketjumurtoluvut.

Midritelmi 4.3. Adreton ketjumurtoluku tarkoittaa luvun esittdmisté lausek-
keena muodossa

1
Qo + 1 )
az + ———
as+ ...
missd ag € Ny ja ap,as,as, ... € N. Kyseinen ketjumurtoluku voidaan ilmoit-

taa lyhyemmin merkinndlld = = [ag; a1, az, as . . ..

Adrettomén ketjumurtoluvun kaavassa voi osoittajien lukujen yksi ja luku-
jen a,, missi n € Ny, paikalla olla myd6s reaalilukuja. Pitdydymme kuitenkin
edelld esitetysséd erikoistapauksessa, jossa néin ei ole. Kyseisestéd erikoista-
pauksesta kaytetddn nimitysta yksinkertainen ketjumurtoluku. Lisdksi, kun
n — 00, niin ketjumurtoluku [ag; ay, as, as, . . . a,| lahestyy oikeaa arvoa x.

Maéritelma 4.4. Ketjumurtoluvun x = [ag; a1, as, as, . . .| n. konvergentti on

Ty = [ag; ay, az,as, . . ., an] = ag + I )
a; + 1

missd n € Ng.

Konvergentti saadaan siis katkaisemalla ketjumurtoluku jostain kohdasta.
Konvergentti x, = [ag;aq,az,as,...,a,] vastaa tiettyd rationaalilukua jo-
kaisella n € Ny. Namé& konvergentit 1dhestyvit lukua x, kun n — oo ja luvun
x adrettomén ketjumurtolukuesityksen konvergenttien jono suppenee lukuun
x. Siis x = [ag; a1, ag, as, . . ).

Lause 4.5. Olkoon x = |ag; a1, a9, as, ...] direton ketjumurtoluku. Tdlloin
ketjumurtoluvun konvergentti x,, = [aog; a1, as,as, . .., ay,] ldhestyy raja-arvoa
x, kun n — oo.

Todistus. Katso [3, Thm 165-166]. O

Esimerkki 4.6. a) Esitetdén luku e = 2, 718281828459 . . . dérettoméana ket-
jumurtolukuna. Tehd&én se samoin kuin &érellisten ketjumurtolukujen ta-
pauksessa.
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e =2,718281828459 ... = 2 + 0, 718281828459 . ..
1
T
0, 718281828459 . ..
1
T 13922111011 .
1
1+0,3922111911 . ..
1
1
1
0,3922111911. ..
1
T
2, 549646778 .. .
2+ !
1+ 0,549646778 . ..
1
T
2+ 0, 549646778 . ..
1
1
T
I
0, 549646778 . . .
1
1
1
1,8193502435 . . .
1

-2

=2

-2

=2+

1+

-2

1+

=2+

1+

=2+
1+

2+

—24

1+

2+

=2+
1
1+

1
2+

14 0,8193502435. ..

1
=2+

1

1+ 1

2+

1

1+
0,8193502435 . ..
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Jatkamalla téata padstddn koko ajan tarkempaan likiarvoon. Joka tapauk-
sessa e = [2;1,2,1...], mutta ketjumurtoluku ei jatku lukuja yksi ja kaksi
toistaen, vaan vield tarkempi esitys olisie = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8.. ]

b) Luku V2 = 1,41421356237 . .. on padttyméiton desimaaliluku. Esitetéidn
se ddrettomand ketjumurtolukuna.

V2 =1,41421356237. .. = 1+ 0, 41421356237 . . .

1
+ 1 +2,41421356237...
0,41421356237 . ..
=1+ ! =1+ 1
N 2+0,41421356237... 5 1
T i
0,41421356237 . ..
=1+ 1 =1+ 1
N 94 1 - 2+ 2,41421356237 . ...
2,41421356237 . ...
1 1
=1+ 1 =1+ 1
2 2
+ 24 0,41421356237 . .. +‘2 1
- i
0,41421356237 . ..
1
:1+2 1
+ i
2+
2,41421356237 . ...
1
=1+ 1
2+2+ 1
2+ 0,41421356237 . ...
1
=1+ 1
2+2+ 1
1
2+

0,41421356237 . ..

Siispi v2 = [1;2,2,2,.. ].

31



Luvun /2 tapauksessa néyttéisi siltd, ettd ketjumurtoluku jatkuisi sd&nnol-
lisesti samankaltaisena eli

(4.1) V2=1+ !

5 1
+ ) 1
' 24 !
24 ...
Téllaista ketjumurtolukua kutsutaan jaksolliseksi.
4.3 Jaksollinen ketjumurtoluku
Misritelma 4.7. i) Adreton ketjumurtoluku [ag, ay, as, . . .] on jaksollinen,
jos on luonnolliset luvut L ja k siten, ettd kaikille [ patee a;., = a;. Tél-
16in sen ketjumurtolukuesityksessa [ag, a1, ..., a1, a5, G541, -« -, Q4 k—1]
ddarettoméan monta kertaa toistuva osa ar,ar1,...,ar1x—1 on sen jakso.

ii) Jaksollista ketjumurtolukua voidaan merkata
[ag; ai,ag,as ..., ay,by,be, bs, ... by, missé by, by, bs, ..., b, on ketjumur-
toluvun jakso, kun a,,, b,, m,n € N.

Esimerkki 4.8. Tutkitaan onko luvun v/2 ketjumurtolukuesitys jaksollinen.
Muokkaamalla luvun v/2 lauseketta saadaan

(4.2) V2=1+V2-1=1+ 1

V2 -1

Téastd taas nimittdjas
V2 — 1, jolloin

11 V2l V2+1
V21 V2-1 vV2+1 (V2-1)(V2+1)

saadaan sievennettyd laventamalla luvulla

1
V2 -1

4.3
4 __ﬂ+1_ﬂ+{y@ﬂ_ﬁ+l
Rz 2-1 1 '
Koska 1 < V2 < 2, niin 2 < V2 + 1 < 3. Tehdiin sitten vastaavasti kuin
1
kaavassa (4.2) ja yhdistetdan tdhén kaavan (4.3) tieto = V2 +1,

V2-1
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jolloin

1 1
4.4 V2+1=2+v2-1=2+ =2+
Y 1 V2+1
V21
Siten yhdistamalld kaavat (4.2), (4.3) ja (4.4) saadaan
1 1
V2=1+-——=1+ —T
V2+1 94
V2+1

Kayttamalla tdhén toistuvasti kaavan (4.4) tietoa, paddytadn tulokseen (4.1)
eli luvun v/2 ketjumurtolukuesitys on [1,2], joten se on jaksollinen.

Esimerkki 4.9. Nimetdan jaksollinen ketjumurtoluku A = [4;2,1,3,1, 2, §]

- 1 1
‘a SENn .akSO B = 27 1,3, 1,278 . TauOln A =4 + = = 4 + — .a
Ja e : ] 2.1.3,1,2,8 B’
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laventamalla useasti saadaan

1
1
1
1
1
1

[27 17 37 17 27 8]

B=2+

1+

3+
1+

2+
8+

=2+

1+
3+

3t ——<p 1 3t 95513
176 12 7B +2

1 1
I =27

i
L+ —37513 It o511
34

25B +3 25B + 3
1 9. 1 B +9QB+11 3268 + 39
N 25B+3 117B + 14 — 117B+14 117B + 14’
92B + 11 92B + 11
3268 + 39

Siis B = 7B+ 14’ mistd saadaan nimittéjalla kertomalla ja termejd vé-

hentdmélld 11782 — 312B — 39 = 0. Sijoitetaan tisti luvut toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavaan, jolloin saadaan

=2+

—(—312) + /(-312)> — 4117 - (—=39) _ 312+ /115596
2117 - 234 '
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Sijoitetaan tdméa ketjumurtoluvun A kaavaan jakson B paikalle, jolloin

1 1
A=d4+ = =4+
B 312 + /115596

234
234

+

312 + /115596
1482 + 44/115596
312 + /115596

Lavennetaan tatéd luvulla 312 — /115596, jolloin saadaan

1482 + 44/115596 312 — /115596

312 + /115506 312 — /115506
462384 — 1482y/115596 + 1248v/115596 — /213798963456
B 97344 — 115596
462384 — 462384 — 2341/115596

B —18252

0 — 2344/115596
—234- 78

~ 0-—78V19

T8

—V19.

Lopputuloksesta huomataan, ettéd késittelimme luvun /19 jaksollista ketju-
murtolukuesitysta eli /19 = [4;2,1,3,1,2,8|.

Itse asiassa ketjumurtolukuesitys voidaan muodostaa riippumatta juurretta-
vasta luvusta, kuten seuraava osoittaa.

Lause 4.10. Oletetaan, ettd D € N ei ole minkddn kokonaisluvun nelid,
a,b,,n €N jac,d,e € Z.

i) Tdlloin ddareton jaksollinen ketjumurtoluku [a; by, bo,bs, ..., b,| voidaan

dv'D
esittid yksikdsitteisesti reaalililukuna c+—
e

dv'D
ii) Talloin reaaliluku ﬂ votdaan esittdd yksikdsitteisests darettomd-

e
nd jaksollisena ketjumurtolukuna.

ii) Talloin luku /D voidaan esittid muodossa [a;by, by, bs, . . ., by).
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Todistus. Katso [8, Thm 48.2]. O

Esimerkki 4.11. Laajennetaan esimerkin 4.8 tilanne kasittdméan kaikki re-
aaliluvut, joiden ketjumurtolukuesitys on jaksollinen. Minké& tahansa téllaisen
reaaliluvun jakso voidaan siis 16yti& menetelmilld, jolla 16ydettiin luvun /2
jakso. Olkoot € kyseinen reaaliluku, jolle etsitdin ketjumurtolukuesitysté ja
reaaliluku €, = [ag; a1, a9,as, ..., ay,,...] osa sen ketjumurtolukuesityksesté.
Liséksi n € Ny. Talloin

€0 = ap + (g — ag), missd 0 < x — ag < 1.
Siis

. .
€0 — Qg = p jollain €, < 1.
1

Niinpa on kokonaisluku aq, jolle pétee
€1 =a;+ (6 —ay), missd 0 < ¢; —ay < 1.

Jatketaan samalla tavalla, kunnes havaitaan saman luvun ¢, = €; esiinty-
neen ketjussa jo aiemmin. Sama jakso ldhtee télldin toistumaan, joten luvun
ketjumurtolukuesitys on € = [ag; @, - - -, an_1)./6, Ch 7.9] Kaikkien irrationaa-
lilukujen ketjumurtolukuesitys ei kuitenkaan ole jaksollinen vaan irrationaa-
liluku on jaksollinen tdsmaélleen silloin, kun se on kokonaislukukertoimisen
toisen asteen yhtélon ratkaisu[3, Thm 176-177].

4.4 Konvergenttien selvittiminen

Mairitelmi 4.12. Olkoon ketjumurtoluku x = [ag;ay,as,as,...ay,...|.
T&lloin méaritellaan luvut p,, ¢,, n € Ny siten, etta

Do = Go,P1 = Gpa1 + 1 ja pp = apPp—1 + Pn_2, jos n > 2

Liséksi
g =1,¢1 = a1 ja ¢u = apgn—_1 + g2, jos n > 2.
Lause 4.13. Ketjumurtoluvun x = [ag; a1, a9,a3, ... ay,...| n. konvergentti
voidaan esittdd rationaalilukuna
n 1
'In:p_:[ao;a17a27a3a"'7an]:a0+ 1 )
st —
Qp,

missd p, ja q, ovat kuten madritelmdssd 4.12.
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Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Méa&ritelméan 4.12 nojalla luvut p, ja
¢» saadaan kaavoilla pg = ag, p1 = agay + 1 ja p, = apnpn_1 + Pn_2, jos n > 2
sekd kaavoilla ¢ = 1,1 = a1 ja ¢, = @nGn_1 + @n_2, jos n > 2. Siispd kun
n = 0, niin

Do Qg
Top = — = — = Q.
qo 1
Kun n =1, niin
agQ 1 apa 1 1
xlzﬁ— ot Ol—i——:ao—i-—.
q1 Qo a1 a1 a

Niinpé lause pétee ainakin tilanteissa n = 0 ja n = 1. Tehd&dén induktio-
oletus, jonka mukaan lause patee myo0s tilanteessa n = k, jolloin

. Pk QgPr—1 t Pr—2
Tk = [a07a17a2>a37---aak] = — ="

QG OpQe—1 + Q-2
Osoitetaan, ettéd lause pétee téalloin myos tilanteessa n = k + 1. Selvésti

1

Qp+1

]

[ag; ay, ag, as, . .., ag_1, ax, apy1] = [ao; ar, az,as, . . ., ag-1, ap +
ketjumurtoluvun méaéritelmén perusteella. Nyt induktio-oletuksen nojalla

(ax +
] — Ag41

ag41 (ak +

)Pk—1 + Pr—2

lag; a1, as, as, . .., ag_1,ar + .
V-1 + Qr—2

Ar+1

Tata lauseketta muokkaamalla saadaan

(ar + )Pk—1 + Pr—2

Q41  apg1(arpr—1 + Pr—2) + Pr—1
a1 (akpr—1 + Qe—2) + qr—1

(ar + VQr—1 + Qr—2

A+1
k+1Pk + Dk—1

Ok+19k + Qr—1
pm+1

qm+1,

joten lause patee myos tilanteessa ny + 1. Siis lause on todistettu induktiolla,
kuten l&hteessd [3, Thm 149].
]
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Esimerkki 4.14. Aiemmin havaittiin, ettd /19 = [4;2,1,3,1,2,8]. Siispa

luvun /19 ketjumurtolukuesityksen

a
0. konvergentti zp = 4 = 0 _ @7

1 do
1 1 1 9 1
1.konvergenttixlzao—i——:4+—:4—:—:M:]ﬂ,
aq 2 2 2 ay q1
1 1 13
2. konvergentti o = ag+ 1 :4—1——1:AL§:§:CLQPI—+M]:}2
ag + — 24 = a1 +qo G2
a9 1
ja 3. konvergentti
1 1 4 48
2—1——1 2+4_l
14 =
+3
_ WP PL_ D5y 363636,
asqz +q1 g3

Konvergentti tulee koko ajan tarkemmaksi, kun luku n suurenee. Néin tu-
lee tietenkin ollakin, kun konvergentin pituus kasvaa. Niinpd neljas kon-

vergentti on edellisidkin tarkempi, silld x4 = 4ﬁ = 4,35714.... Oikeasti
V19 = 4,3588989. . ., jota konvergentit lahestyvit. Siis koko ajan tarkemmin
pitee x,, = v/19, kun n — oc.

Lause 4.15. Olkoon p,, q,,n € Ny. Tdlloin pdtee

n—1

Pndn—-1 — Pn—14n = (_1)
Todistus. Katso [8, Thm 39.2]. O
Seuraavan lauseen 4.16 nojalla alkaa nayttad, ettd lukupari (p, q) olisi avain

Pellin yhtdlon ratkaisuun. Lukupari (p, ¢) on nimittdin Pellin yhtdlon kaltai-
sen yhtélon ratkaisu.

Lause 4.16. Oletetaan, etti D € N ei ole minkddn kokonaisluvun nelio.

Olkoon /D = [a; by, by, bs, . .., by_1, by] ja g = [a; by, by, bs, ..., by_y]. Tillsin

rationaaliluku b antaa yhtdlon
q

p’— Dg® = (—1)"
pienimmdn ratkaisun (p,q).
Todistus. Katso [7,Ch. 4.8]. O
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4.5 Pellin yhtidlon pienimmén ratkaisun 16ytdminen

Edellisen osion lauseessa 4.16 suhteen P asteen tulee olla yhté pienempi kuin

jaksollisen ketjumurtoluvun aste. Lausqeen avulla saadaan ratkaisu yhtélolle
p? — Dg? = 1, kun ketjumurtoluvun jakson aste on parillinen ja yhtélslle
p? — Dg? = —1, kun ketjumurtoluvun jakson aste on pariton. Tésti saadaan
siis ratkaisu (21, ;) Pellin yhtilolle 22 — Dy? = 1 tilanteessa, jossa luvun v/D
ketjumurtolukuesityksen jakso on parillinen. Parittomassa tapauksessa 16y-
detddn erilainen ratkaisu. Pellin yhtdlon pienimmén epétriviaalin ratkaisun
loytyminen on tamén jalkeen selvééd kaikissa tapauksissa.

Lause 4.17. Oletetaan, etta D € N ei ole minkddn kokonaisluvun nelid.

Olkoon /D = [a; by, by, bs, . .., by_1,by) ja b_ [a; D1, ba, bs, . .., by_y]. Téllgin
q

yksi Pellin yhtdilon x®> — Dy? = 1 epdtriviaali ratkaisu on

a) (x1,11) = (p,q), jos n on parillinen.
b) (21, 31) = (5 + ¢*D, 2pq), jos . on pariton.
Todistus. a) Todistettu lauseessa 4.16.

b) Mééritelmén mukaan (x; + yl\/ﬁ)k = 2), + ypV'D, missi xx, Y, k € N.
Oletetaan, etti 22 — Dy? = —1 ja kiytetddn lauseen 4.16 kaavaa. Talloin

Siis parillisilla luvuilla £ saadaan Pellin yhtélon ratkaisu. Téstd muodos-
tuu Pellin yhtélo, jos k on parillinen. Kun lauseen 4.16 tilanteessa luvun
n ollessa pariton, lukupari (p,q) toteuttaa yhtdlén p? — Dg? = —1. Siten
toiseen korottamalla saadaan (p + ¢v/D)? = (p* + ¢°D) + 2pgD), misti
saadaan Pellin yht#lolle lopullinen ratkaisu (p® + ¢>D, 2pq).

m
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5 Esimerkkeji Pellin yhtidlon ratkaisuista

Lopulta on padsty tilanteeseen, jossa osataan ketjumurtolukujen avulla sel-
vittdd minké tahansa Pellin yhtélon pienin positiivinen ratkaisu (z1,y;) pois
lukien kaikille Pellin yhtéaloille toteutuvat triviaalit ratkaisut (z = 1,y = 0)
ja (x = —1,y = 0) eli on oltava x; > 2. Ratkaisu saadaan hyodyntdmalla
ketjumurtoluvun jaksoa. Tamén jédlkeen muut ratkaisut saadaan korottamal-
la ensimmiisesté ratkaisusta saatua kaavaa x1 + 1/ D luonnollisten lukujen
potensseihin.

51 22192 =1

Esimerkki 5.1. Etsitéifin Pellin yhtilolle 22 — 19y? = 1 kokonaislukuratkai-
sut. Selvitetddn tatd varten ensin luvun € = /19 ketjumurtolukuesitys ja sen
jakso (vrt. esimerkki 4.10). Kdytetdén tdhén samaa keinoa kuin esimerkissé
4.8.

1
€ =V19=4+ — sillda 4 < V19 < 5.
€1

Talloin ketjumurtolukuesityksen luku a = 4. Saadaan

1
VIO —4 = —

€1

Sea(V19—4)=1

€ = ;

V19 — 4
Laventamalla luvulla /19 + 4 saadaan

V1944

T 7916
V19 +4
= € = 3

Jatketaan kerta toisensa jilkeen samalla tavalla kunnes 16ydetdén luku e,

V19 +4
3

joka on esiintynyt jo aiemmin. Koska 2 < < 3, niin by = 2 ja

V1944 1
—+:2_|__
3 €9

3
T /10— 2
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31946

e 15
Téasta saadaan luvulla kolme supistamalla
V19 +2
€g = ——.
5
V19 +2 V1942

1< —5 < 2, joten by = 1. Myoskaan luku —5 ei ole esiintynyt

alemmin, joten jatketaan jdlleen.

1 2 1
VIg+2 o1
5 €3
v19+3 .
VI9+3 1
2 N €4
V1943
(:)64:T+ (Jab4:1)
1 1
VI3 1
5 €5
V1942
@65:%0&()5:2)
VIS+2 1
3 €

o e =V19+4 (ja bg = 8)

1
VIO +4=8+—

€7
V1944
e =— =¢€.
3
V19 +4
Niinpa luvun vote €, = €7 esiintyessd uudelleen, alkaa jakso tésté

kohdasta toistumaan. Siispa haluttu jakso on

V19 = [a; by, by, bs, by, by, bg) = [4;2,1,3,1,2,3].

Jakson aste on parillinen, joten lauseen 4.17 nojalla Pellin yhtélon xq +y,v/19
pienin ratkaisu on (x1, 1) = (p, ¢), missd z; > 2. Nyt b_ [4;2,1,3,1,2], silla
q
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ketjumurtolukuesityksen jakson viimeinen luku saadaan jattda pois. Jakson
L : P Ds : 1
viimeinen luku on b5, joten — = —. Luvut p, ja ¢, saadaan mééaritelmén
q 5
4.12 mukaisesti kaavoilla pg = a,p; = aby + 1, p, = bppn_1 + P2, jos n > 2,

g =1,¢1 = b1 ja ¢, = buGn—1 + gn—2, jos n > 2. Namaé tulokset on laskettu
seuraavassa taulukossa.

po=4 q =1
pp=4-24+1=9 q =2
p3=3-134+9 =48 gs=3-3+2=11
ps=1-48413=61 |@u=1-114+3=14
Py =2-61448=170 | g5 =2-14+ 11 =39

Taulukosta nihddin, ettd Pellin yhtdlon 22 — 19y? = 1 pienin epétriviaali
ratkaisu on lukupari (z1,11) = (p,q) = (ps,q5) = (170,39). Tarkistettaessa
yhtils 1702 — 19 - 392 = 1 néyttid todellakin pétevin.

Lauseen 3.6 mukaan loput ratkaisut saadaan lausekkeesta (21 + y1v/ D),
missd k& € N. Niinpi kaikki Pellin yht#lon 22—19y? = 1 kokonaislukuratkaisut
saadaan lausekkeen (170 + 39v/19)* kertoimista. Esimerkiksi toiseksi pienin
yht#lon toteuttava lukupari saadaan laskun 170 + 39+/19 neliosté.

(170 + 39v/19)% = 170% + 2 - 170 - 39v/19 + (39v/19)% = 57799 + 13260119,

joten yhtélon toiseksi pienin ratkaisu on lukupari (z2,y2) = (57799, 13260).
Kolmanneksi pienin kokonaislukuratkaisu saataisiin lausekkeen 170 + 3919
kuutiosta ja niin edelleen. Ratkaistaan vield kolmanneksi pienin ratkaisu.

(170 + 39v/19)® = (57799 4 13260v/19)(170 + 39v/19)
= 19651490 + 4508361119,

joten ratkaisuksi saadaan (z3,ys) = (19651490,4508361). Pienimmésté rat-
kaisusta muodostettua kaavaa 170 + 394/19 voi korottaa aina vain suurem-
paan potenssiin, joten uusia ratkaisuja saataisiin samaa menetelméé toistaen
aarettomasti.

5.2 22132 =1

Esimerkki 5.2. Selvitetdin Pellin yht#lon 22 — 13y? = 1 kokonaislukurat-
kaisut. Selvitetddn téta varten ensin luvun e = /13 ketjumurtolukuesitys ja
sen jakso aivan samalla tavalla kuin esimerkissa 5.1.

1
60:\/13:3+—(jaa:3)
€1
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€1 = 1 (Ja b1 = 1)
Jﬁ+3:1+l
4 €9
VI3 +1
€2 = 3 (ja by =1)
VIZ+1 1
3 n €3
VI3 +2
€3 = 3 (Ja bg = 1)
Vid+2 1
3 n €4
VI3 41
€4 = 1 (Ja b4 = 1)
Jﬁ+1:1+l
4 €5

<:>e5:v13—|—3(jab5:6)
1
VI3+3=6+ —
€6

V1343
e

= € €1.

V1343

Niinpa luvun = €; = ¢g esiintyessd uudelleen, alkaa jakso téasta

kohdasta toistumaan. Siispa haluttu jakso on

\/1_ = [CL, blv b?a b37 b47 b5a bﬁ] = [Ba 17 17 1a 17 6]

Erona esimerkkiin 5.1 jakson aste on pariton. Niinpa lauseen 4.17 nojalla
Pellin yhtélon x; 4+ y11/13 pienin epétriviaali ratkaisu on

(z1,51) = (0" + ¢°D, 2pq).
Nyt b_ [3; 1,1, 1], sillda ketjumurtolukuesityksen jakson viimeinen luku saa-
q

daan jattaa pois. Jakson viimeinen luku on by, joten b_ ]&. Luvut p, ja
44
qn saadaan kaavoilla py = a,p; = aby + 1,p, = byppn_1 + Pp_2, jos n > 2,

g =1,q1 = b1 ja ¢ = bnqn_1 + gn_2, jos n > 2. Namé tulokset on laskettu
seuraavassa taulukossa.
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Po =3 g =1
pp=3-1+1=4 g =1
pp=1-44+3=7 G=1-14+1=2
ps=1-7+4=11 |qgs=1-24+1=3
pp=1-114+7=18 | qu=1-34+2=5

Taulukon avulla saadaan laskettua Pellin yhtélon 22 — 13y? = 1 pienin rat-
kaisu eli lukupari

(z1,91) = (0* + ¢*D, 2pq) = (p5 + ¢; D, 2p4qu)
= (182 +52- 13,218 - 5) = (649, 180).

Tarkistettaessa yhtdlo 6492 — 13 - 180% = 1 niiyttiid todellakin pitevin.
Loput kokonaislukuratkaisut saadaan lausekkeesta, (21 +y;v/D)*, missi k € N
aivan samoin kuin esimerkissi 5.1. Niinp4 kaavasta (6494 1804/13)* saadaan
kaikki Pellin yhtdlén 22 — 13y? = 1 kokonaislukuratkaisut. Toiseksi pienin
yhtélon toteuttava ratkaisu on lukupari (x2,y2) = (842401, 233640), koska

(649+180v/13)? = 649%42-649-180v/13+(180v/13)? = 842401+233640+/193.
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6 Yhteenveto

Pellin yhtélolle 22 — Dy? = 1 siis 16ydetddn helposti triviaaliratkaisut ja
reaalilukuratkaisuja, mutta kokonaislukuratkaisujen 16ytdminen on huomat-
tavasti tyolaampad. Tata varten joudutaan yhtéalon erdstéd ratkaisua varten
etsimédn ketjumurtolukuesitys luvun D nelijuurelle ja selvittdméan tdmén
ketjumurtolukuesityksen jakso ja samalla jakson pituus. Taméa tapahtuu esi-
merkin 4.11 laskutapaa noudattaen. Menetelméaa kéayttaessa luku D voi muu-
ten olla mikd tahansa luonnollinen luku, mutta se ei saa olla minkédéan luvun
nelié. Ratkaisumenetelmé on siten yleispateva ldhes jokaisessa tilanteessa ja
erikoistapauksesta kerrottiin kappaleessa 3.4.

Luvun vD ketjumurtolukuesityksen jakson avulla saadaan selville esityk-
sen konvergentit. Tamén jédlkeen konvergenteissi esiintyville luvuille p,, ja ¢,
kéytetdadn méadritelméssa 4.12 esitettyja laskukaavoja. Néin saadaan selville
téssd tutkielmassa pienimméksi ratkaisuksi kutsuttu lukupari (z;, z5), joka
toteuttaa Pellin yht#lon 22 — Dy? = 1. Siten Pellin yht#lolle on 16ytynyt yksi
ratkaisu.

Pellin yhtilolli 22 — Dy? = 1 on kuitenkin useampia kokonaislukuratkaisuja.
Ne saadaan ensimmaéisen ratkaisun avulla korottamalla lauseketta x; —|—y1\/5
eri potensseihin. Lauseke téaytyy potenssiin korotuksen jalkeen muokata muo-
toon x4 yxv/ D, missi lukupari (z + 3,/ D) on Pellin yhtélon ratkaisu. Po-
tenssina voi olla miké tahansa luonnollinen luku, joten uusia Pellin yhtalon
toteuttavia ratkaisuja loydetdan adrettomaésti.
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