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Tutkielmassa tutustutaan Steinerin sisäellipsiin. Steinerin sisäellipsiksi kutsutaan
kolmion sisällä olevaa ellipsiä, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessä.
Steinerin sisäellipsi on ympyrä jos ja vain jos kolmio on tasasivuinen.

Tutkielman päätulokset ovat Steinerin lause ja Mardenin lause. Steinerin lauseen
mukaan jokaisella kolmiolla on yksikäsitteinen Steinerin sisäellipsi. Mardenin lausees-
sa saadaan Steinerin sisäellipsin polttopisteet kompleksitason kolmannen asteen po-
lynomin, jonka juuria ovat kolmion kärkipisteet, kriittisistä pisteistä. Tästä myös
huomataan, että Steinerin sisäellipsi on ympyrä jos ja vain jos polynomin derivaatal-
la on kaksoisjuuri. Tällöin kolmio on tasasivuinen. Lisäksi tutkielmassa osoitetaan,
että Steinerin sisäellipsi on pinta-alaltaan suurin mahdollinen ellipsi, joka voidaan
konstruoida kolmion sisälle.

Tutkielmassa myös tutustutaan Steinerin yksikkösisäellipsiin, joka on Steinerin si-
säellipsin erikoistilanne. Tällöin kolmion kärkipisteet ovat yksikköympyrällä. Lopuksi
käydään läpi yllättäviäkin tuloksia, kun huomataan geometriasta tuttujen Fermat’n
pisteiden yhteys Steinerin sisäellipsien akseleihin. Lisäksi Fermat’n pisteiden avulla
pystytään konstruoimaan Steinerin sisäellipsin polttopisteet.

Steinerin ja Mardenin lauseiden todistamista varten käytetään kompleksiaffiine-
ja kuvauksia. Kompleksiaffiinit kuvaukset kuvaavat kolmiot kolmioiksi ja säilyttävät
janojen keskipisteet. Kompleksiaffiineilla kuvauksilla Steinerin sisäellipsi kuvautuu
kuvautuneen kolmion Steinerin sisäellipsiksi. Näin ollen kompleksiaffiineilla kuvauk-
silla pystytään siirtämään, skaalaamaan ja kiertämään kolmiota haluttuun paikkaan,
jolloin Mardenin lauseen todistaminen helpottuu alkuperäisen polynomin yksinker-
taistuessa.
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Johdanto

Tässä tutkielmassa tutustutaan Steinerin sisäellipsiin. Steinerin sisäellipsiksi kut-
sutaan kolmion sisällä olevaa ellipsiä, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sivun kes-
kipisteessä. Steinerin sisäellipsi on saanut nimensä sveitsiläisen matemaatikon Ja-
kob Steinerin (1796–1863) mukaan. Steinerin sisäellipsiin voi tutustua seuraavassa
GeoGebra-appletissa: https://ggbm.at/evufeqfb.

Lukion pitkän matematiikan geometrian MAA03-kurssilla todistetaan, että jokai-
sen kolmion sisälle voidaan konstruoida ympyrä, joka sivuaa kolmion jokaista sivua
[1, s. 196]. Tasasivuisen kolmion sisään piirretty ympyrä sivuaa kolmion jokaista sivua
sivun keskipisteessä. Kuten myöhemmin tullaan huomaamaan tasasivuisen kolmion
sisään piirretty ympyrä on Steinerin sisäellipsin erikoistilanne, jossa Steinerin sisäel-
lipsi on ympyrä. Steinerin sisäellipsi on ympyrä jos ja vain jos kolmio on tasasivuinen.

Kuva 0.1. Steinerin sisäellipsi sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessä.

Tutkielman tärkeimpinä tuloksena voidaan pitää Steinerin lausetta ja Mardenin
lausetta. Tutkielmassa osoitetaan, että kolmion 4z1z2z3 Steinerin sisäellipsin poltto-
pisteet ovat kompleksitason polynomin p(z) = (z−z1)(z−z2)(z−z3) kriittiset pisteet.
Tämä on erikoistilanne Gaussin ja Lucasin lauseesta, joka sanoo polynomin kriittisten
pisteiden kuuluvan polynomin juurien konveksiin verhoon. Tästä myös saadaan, että
Steinerin sisäellipsi on ympyrä jos ja vain jos polynomin derivaatalla on kaksoisjuuri.
Tällöin kolmio on tasasivuinen. Lisäksi Steinerin sisäellipsi on pinta-alaltaan suurin
mahdollinen ellipsi, joka voidaan konstruoida kolmion sisälle.

Steinerin ja Mardenin lauseiden todistamista varten kerrataan ensimmäisessä lu-
vussa kompleksiluvut ja niiden perusominaisuudet, koska tutkielmassa käsitellään
kompleksitason polynomeja. Luvussa kerrataan myös affiinit kuvaukset, joiden avul-
la voidaan kompleksitason kuvioita siirtää, kiertää tai venyttää. Affiini kuvaus kuvaa
kolmiot kolmioksi ja säilyttää janojen keskipisteet. Myöhemmin myös osoitetaan, että
affiini kuvaus kuvaa kolmion Steinerin sisäellipsin polttopisteet kuvautuneen kolmion
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2 JOHDANTO

Steinerin sisäellipsin polttopisteiksi. Affiinit kuvaukset ovat hyödyllisiä etenkin Mar-
denin lauseen todistamisessa, koska affiineilla kuvauksilla voidaan yksinkertaistaa al-
kuperäistä polynomia siirtämällä kolmiota haluttuun paikkaan. Lisäksi luvun lopussa
kerrataan ellipsin muutama ominaisuus, joita tarvitaan päätulosten todistamisessa.

Toisessa luvussa keskitytään polynomin juurien ja kriittisten pisteiden väliseen
yhteyteen. Luvussa todistetaan aluksi Gaussin ja Lucasin lause, jonka avulla tutki-
taan kolmannen asteen kompleksipolynomin juuria ja sen kriittisiä pisteitä. Tästä
päästään Steinerin lauseeseen, joka on luvun päätulos. Luvun päälähteenä on käy-
tetty Mindan ja Phelpsin artikkelia [2]. Kolmannessa luvussa todistetaan Mardenin
lause käyttämällä kompleksiaffiineja kuvauksia. Mardenin lause todistetaan luvussa
kahdella eri tavalla, jotka perustuvat Kalmanin ja Badertscherin artikkeleihin [3] ja
[4].

Neljännessä luvussa tutustutaan Steinerin yksikkösisäellipsiin, joka on Steinerin
sisäellipsin erikoistilanne. Tällöin kolmion kärkipisteet ovat yksikköympyrällä. Vastaa-
vasti Steinerin yksikkösisäellipsiä rajaavaa kolmiota kutsutaan Steinerin yksikkökol-
mioksi. Luvun tärkeimpänä tuloksena osoitetaan, että jos Steinerin yksikkösisäellipsi
ei ole ympyrä, niin sillä on yksikäsitteinen Steinerin yksikkökolmio. Luvun tulokset
perustuvat Gorkinin ja Skubakin artikkeliin [5].

Viidennessä luvussa tutustutaan yllättäviinkin tuloksiin, kun osoitetaan Steinerin
sisäellipsin yhteys geometriasta tuttuihin Fermat’n pisteisiin. Fermat’n pisteiden ja
kolmion painopisteen avulla pystytään konstruoimaan Steinerin sisäellipsin isoakseli.
Lisäksi Fermat’n pisteiden avulla pystytään konstruoimaan Steinerin sisäellipsin polt-
topisteet. Luvun tulosten osoittamista varten käytetään Kiepertin kooordinaatistoa.
Luvun päälähteenä on käytetty Scimemin artikkelia [6].

Tutkielmassa on myös linkkeinä GeoGebra-appletteja, jotka havainnollistavat tut-
kielman tuloksia. GeoGebra-applettien koodi pohjautuu tutkielmassa esiteltäviin tu-
loksiin. Tutkielman kaikki kuvat on myös tehty GeoGebralla.



LUKU 1

Esitietoa

1.1. Kompleksiluvut ja niiden ominaisuuksia

Kompleksiluku z = (x, y) on muotoa z = x+ yi, missä x, y ∈ R ja i on imaginaa-
riyksikkö. Reaaliluku x = Re(z) on kompleksiluvun z = x + yi reaaliosa. Reaaliluku
y = Im(z) on kompleksiluvun imaginaariosa.

Eulerin kaavalla eiθ = cos(θ) + isin(θ) jokainen kompleksiluku z = x+ yi voidaan
myös esittää muodossa

z = reiθ = r(cos(θ) + isin(θ)),(1.1)

missä r = |z| ja kulma θ on positiivisen x-akselin ja vektorin Oz välinen kulma.

Kuva 1.1. Kompleksiluku z = x + yi voidaan esittää napakoordinaa-
teilla z = r(cos(θ) + isin(θ)).

Määritelmä 1.1. (Kompleksilukujen summa ja tulo) Olkoot z1 = (x1, y1) ja
z2 = (x2, y2) kompleksilukuja. Kompleksilukujen summa on z1+z2 = (x1+x2, y1+y2)
ja kompleksilukujen tulo on z1z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Kompleksiluvun z = x + yi kompleksikonjugaatti on z = x − yi. Kompleksilu-
vun konjugaatti voidaan tulkita geometrisesti kompleksiluvun peilauksena x-akselin
suhteen. Kompleksiluvulle z pätee

z = z.(1.2)
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4 1. ESITIETOA

Yhtälössä (1.1) esiintyvä r on kompleksiluvun z itseisarvo eli moduli. Kompleksi-
luvun z moduli on reaaliluku

|z| =
√
x2 + y2.

Moduli |z| on pisteen z etäisyys origosta. Kompleksilukujen z1 = x1 + y1i ja
z2 = x2 + y2i erotuksen moduli voidaan tulkita pisteiden (x1, y1) ja (x2, y2) välisenä
etäisyytenä. Seuraavat modulin ominaisuudet saadaan suoraan kompleksikonjugaatin
ja modulin määritelmistä

|z| = |z|(1.3)

|z|2 = zz = |z|2.(1.4)

1.2. Affiini kuvaus ja sen ominaisuudet

Affiini kuvaus kompleksiavaruudessa on funktio

(1.5) f(z) = Az +Bz + C,

missä z ∈ C ja A,B ja C ovat kompleksisia vakioita. Kun C = 0, niin kuvaus on
lineaarinen. Kompleksiluvuille lineaarikuvaus f on muotoa

f(z) = Az +Bz,

missä A = a1 + a2i ja B = b1 + b2i. Lineaarikuvauksen f matriisi on

f

(
x
y

)
= M

(
x
y

)
, missä

M =

(
a1 + b1 −a2 + b2
a2 + b2 a1 − b1

)
.

Lineaarikuvaus f on bijektio jos ja vain jos sen matriisi M on kääntyvä matriisi eli
sen determinantti on erisuuri kuin nolla. Koska detM = |A|2−|B|2, niin f on bijektio
jos ja vain jos |A| 6= |B|.

Merkitään yksikköympyrää kirjaimella T, jolloin r-säteinen origokeskinen ympyrä
on rT. Jos lineaarikuvaus f on bijektio, niin tällöin f kuvaa ympyrän rT ellipsiksi,
jonka keskipiste on origo. Jos E on ellipsi, jonka keskipiste on origo, niin on olemassa
bijektiivinen lineaarikuvaus f , joka kuvaa ympyrän rT ellipsiksi E.

Affiinien kuvausten (1.5) määrittelevä ominaisuus on, että kaikille kompleksilu-
vuille z ja w sekä mielivaltaiselle reaaliluvulle t pätee

(1.6) f
(
(1− t)z + tw

)
= (1− t)f(z) + tf(w).

Affiinit kuvaukset eivät välttämättä säilytä pituutta eivätkä kulmaa. Affiini kuvaus
kuitenkin kuvaa suorat suoriksi, keskipisteet keskipisteiksi, painopisteet painopisteik-
si sekä yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi suoriksi. Keskipisteiden säilyminen
tulee suoraan yhtälöstä (1.6), kun t = 1/2. Lisäksi affiini kuvaus säilyttää tangentin
sivuamispisteet.
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1.3. Ellipsi

Ellipsi määritellään tason pisteiden joukkona, joiden etäisyyksien summa kahdesta
annetusta pisteestä A1 ja A2 on vakio. Pisteitä A1 ja A2 kutsutaan ellipsin polttopis-
teiksi. Ellipsin keskipiste on polttopisteiden yhdysjanan A1A2 keskipiste. Ellipsi on
symmetrinen sekä polttopisteiden kautta kulkevan suoran että polttopisteiden välisen
janan keskinormaalin suhteen.

Tarkastellaan seuraavaksi ellipsiä, joka ei ole ympyrä. Ellipsin isoakseliksi kut-
sutaan ellipsin pisintä halkaisijaa, joka kulkee polttopisteiden kautta. Pikkuakseliksi
kutsutaan ellipsin lyhintä halkaisijaa. Tällöin pikkuakseli on kohtisuorassa isoakselia
vasten.

Kuva 1.2. Ellipsi, jonka keskipiste on origo ja polttopisteet ovat A1 ja A2.

Merkitään isoakselin puolikkaan pituutta kirjaimella a ja pikkuakselin puolikkaan
pituutta kirjaimella b ja olkoon c ellipsin keskipisteen etäisyys polttopisteistä. Selvi-
tetään seuraavaksi, miten nämä luvut liittyvät toisiinsa.

Lasketaan seuraavaksi etäisyyksien summa mielivaltaisesta ellipsin pisteestä polt-
topisteisiin. Siirretään ja kierretään affiinilla kuvauksella ellipsiä siten, että ellipsin
keskipiste on origossa ja isoakseli on x-akseli. Tätä on havainnollistettu kuvassa 1.2.
Valitaan ellipsin pisteeksi P , jonka koordinaatit ovat (0, a), jolloin etäisyyksien sum-
maksi saadaan

|A1P |+ |A2P | = |A1O|+ |OP |+ |A2P | = c+ a+ (a− c) = 2a.

Lasketaan seuraavaksi etäisyyksien summa polttopisteistä ellipsin pisteeseen Q,
jonka koordinaatit ovat (0, b). Pythagoraan lauseen avulla saadaan molempien janojen
A1Q ja A2Q pituudeksi

√
b2 + c2. Näin ollen

|A1Q|+ |A2Q| =
√
b2 + c2 +

√
b2 + c2 = 2

√
b2 + c2.

Koska ellipsin määritelmän nojalla etäisyyksien summa pottopisteistä mielivaltai-
seen ellipsin pisteeseen on vakio, saadaan

2
√
b2 + c2 = 2a,
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Kuva 1.3. Kulmat ∠A1G1C ja ∠A2G1B ovat yhtä suuret.

josta

c2 = a2 − b2.(1.7)

Ellipsin tangenteilla on myös erityinen ominaisuus: ellipsin polttopisteistä tan-
gentin sivuamispisteeseen piirretyt janat kohtaavat tangentin yhtä suuressa kulmas-
sa. Tätä on havainnollistettu kuvassa 1.3. Tämän ominaisuuden todistus löytyy ar-
tikkelista [7]. Tähän ominaisuuteen voi tutustua seuraavassa GeoGebra-appletissa:
https://www.geogebra.org/m/nfrzkpsz.

https://www.geogebra.org/m/nfrzkpsz


LUKU 2

Steinerin lause

Tässä luvussa tutkitaan kompleksisen polynomin p(z) juurien ja sen kriittisten
pisteiden yhteyttä. Polynomin derivaatan juuria kutsutaan kriittisiksi pisteiksi eli
piste z′ on kriittinen piste, jos p′(z′) = 0. Tärkein yhteys saadaan Gaussin ja Lucasin
lauseen avulla, jonka mukaan polynomin kriittiset pisteet kuuluvat polynomin juurien
konveksiin verhoon. Lisäksi luvussa keskitytään tarkastelemaan kompleksitason kol-
mannen asteen polynomia, jonka juuria ovat kolmion kärkipisteet. Gaussin ja Lucasin
lauseen nojalla kriittiset pisteet kuuluvat kolmion sisälle. Kuitenkin huomataan, että
polynomin kriittiset pisteet ovat Steinerin sisäellipsin polttopisteet. Jos taas polyno-
min derivaatalla on kaksoisjuuri, niin Steinerin sisäellipsi on ympyrä. Tällöin kolmio
on tasasivuinen.

Määritelmä 2.1. Pistejoukon Z = {z1, z2, ..., zn} konveksi verho H on pienin
mahdollinen konveksi monikulmio, joka sisältää pistejoukon Z kaikki pisteet.

Kuva 2.1. Pistejoukon Z = {z1, z2, ..., z9} konveksi verho on konveksi monikulmio.

Lause 2.2. (Gaussin ja Lucasin lause) Polynomin p(z) derivaatan p′(z) juuret
sisältyvät polynomin juurien konveksiin verhoon.

7



8 2. STEINERIN LAUSE

Todistus. Olkoon polynomi P n-asteen polynomi, joka voidaan ilmaista sen juu-
rien a1, ..., an avulla muodossa

P (z) = α

n∏
i=1

(z − ai),

missä α on polynomin korkeimman asteen termin kerroin. Olkoon z kompleksiluku,
jolle pätee P (z) 6= 0. Ottamalla polynomista logaritmi ja derivoimalla tätä muuttujan
z suhteen saadaan

d

dz
log(P (z)) =

P ′(z)

P (z)
=

n∑
i=1

1

z − ai
.

Jos kompleksiluku z on polynomin derivaatan P ′ juuri, niin tällöin saadaan
n∑
i=1

1

z − ai
= 0.

Laventamalla kukin summattavista luvuista luvun z − ai konjugaatilla saadaan mo-
dulin ominaisuuden (1.4) nojalla

n∑
i=1

z − ai
|z − ai|2

= 0.

Tätä muokkaamalla saadaan

z
n∑
i=1

1

|z − ai|2
=

n∑
i=1

1

|z − ai|2
ai.

Ottamalla konjugaatti molemmilta puolilta saadaan konjugaatin ominaisuuden (1.2)
nojalla

z =

n∑
i=1

1

|z − ai|2
ai

n∑
i=1

1

|z − ai|2
.

Merkitään αi =
|z − ai|−2
n∑
i=1

|z − ai|−2
, jolloin z = α1a1 + α2a2 + ...+ αnan. Huomataan, että

αi > 0 kaikilla i ja α1 +α2 + ...+αn = 1. Tästä nähdään, että z on polynomin p juu-
rien ai konveksi kombinaatio, jolloin z kuuluu polynomin juurien konveksiin verhoon.

Jos sekä polynomilla että sen derivaatalla on sama juuri eli P (z) = P ′(z) = 0, niin
tällöin saadaan

z = 1 · ai +
( n∑
j=1,j 6=i

0 · aj
)
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jollakin i. Näin ollen z on polynomin P juurien konveksi kombinaatio, jolloin z kuuluu
polynomin P juurien konveksiin verhoon.

�

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksitason kolmannen asteen polynomin juurien ja
polynomin kriittisten pisteiden yhteyttä. Oletetaan, että kolmannen asteen polynomin
juuret z1, z2 ja z3 ovat erillisiä ja että nämä pisteet eivät kuulu samalle suoralle.
Oletetaan kolmannen asteen polynomin korkeimman asteen termin kertoimen olevan
yksi eli a3 = 1. Näin voidaan tehdä, sillä nollasta eroavalla vakiolla jakaminen ei muuta
polynomin juuria tai sen kriittisiä pisteitä. Näin ollen polynomi voidaan kirjoittaa
muotoon p(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3). Kun avataan sulut ja yhdistellään termejä,
saadaan

(2.1) p(z) = z3 − (z1 + z2 + z3)z
2 + (z1z2 + z2z3 + z1z3)z − z1z2z3.

Polynomin derivaataksi saadaan

p′(z) = 3z2 − 2(z1 + z2 + z3)z + (z1z2 + z2z3 + z1z3).

Merkitään kolmion 4z1z2z3 painopistettä kirjaimella g eli g =
1

3
(z1 + z2 + z3). Sijoit-

tamalla tämä polynomiin (2.1) saadaan

(2.2) p(z) = z3 − 3gz2 + (z1z2 + z2z3 + z1z3)z − z1z2z2,
jolloin polynomin derivaatta on muotoa p′(z) = 3z2 − 6gz + (z1z2 + z2z3 + z1z3).
Derivaatan juuret lasketaan toisen asteen yhtälön ratkaisukaavan avulla ja juuriksi
saadaan

(2.3) g ±
√
g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3).

Yllä olevasta lausekkeesta huomataan, että juuret ovat symmetrisiä kolmion paino-
pisteen g suhteen. Lisäksi Gaussin ja Lucasin lauseen nojalla polynomin derivaatan
p′(z) juuret ovat joko kolmion 4z1z2z3 sivuilla tai kolmion 4z1z2z3 sisällä.

Todistetaan, että polynomin derivaatan p′(z) juuret ovat kolmion 4z1z2z3 sisällä.
Olkoon z′ yksi polynomin kriittisistä pisteistä. Jos zj olisi sekä polynomin p ja sen
derivaatan kriittinen piste, niin tällöin polynomin juuren zj kertaluku olisi vähintään
kaksi. Näin ollen z′ 6= zj, koska polynomin p(z) juurien oletettiin olevan erillisiä.
Gaussin ja Lucasin lauseen todistuksesta huomataan, että z′ = α1z1 + α2z2 + α3z3,
missä

αi =
|z′ − zi|−2
3∑
i=1

|z′ − zi|−2
.

Kaavasta huomataan erityisesti, että αi on positiivinen eli αi > 0. Lisäksi huoma-
taan, että α1 + α2 + α3 = 1. Kriittinen piste z′ on siis polynomin juurien z1,z2 ja z3
konveksi kombinaatio. Huomataan kuitenkin, että z′ ei ole kolmion 4z1z2z3 kärkipis-
te eikä myöskään kolmion sivulla sijaitseva piste, koska tällöin jonkin kertoimen αi
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tulisi olla nolla. Näin ollen kriittisen pisteen z′ täytyy olla kolmion 4z1z2z3 sisällä.

Todistetaan seuraavaksi, että derivaatalla p′(z) on kaksoisjuuri jos ja vain jos kol-
mio on tasasivuinen. Tällöin polynomin derivaatan p′(z) juuri on kolmion painopis-
te. Yhtälöstä (2.3) huomataan, että derivaatalla p′(z) on kaksoisjuuri jos ja vain jos
diskriminantti on nolla. Diskriminantti on nolla jos ja vain jos

(2.4) 3g2 = z1z2 + z2z3 + z1z3.

Sijoittamalla tämä polynomiin (2.2) saadaan

p(z) = z3 − 3gz2 + 3g2z − z1z2z3 = (z − g)3 − z1z2z3 + g3.

Olkoon ζ = 3
√
z1z2z3 − g3, jolloin polynomin p(z) juuret ovat muotoa g + ζ,

g + ωζ ja g + ω2ζ, missä ω = e2πi/3. Polynomin juurista huomataan, että juuret
ovat tasasivuisen kolmion kärkipisteet. Näin ollen derivaatalla p′(z) on kaksoisjuuri
jos ja vain jos kolmio on tasasivuinen.

Kuten aiemmin huomattiin, niin bijektiivinen affiini kuvaus kuvaa ympyrän rT el-
lipsiksi. Lasketaan seuraavaksi kyseisen ellipsin polttopisteet ja puoliakseleiden pituu-
det affiinin kuvauksen kertoimien avulla. Seuraavaa lausetta tarvitaan myös Steinerin
lauseen todistamisessa.

Lause 2.3. Jos f(z) = Az + Bz + C on bijektiivinen affiini kuvaus, niin tällöin

ympyrä rT kuvautuu ellipsiksi, jonka polttopisteet ovat C ± 2r
√
AB. Lisäksi tämän

ellipsin isoakselin puolikkaan pituus on (|A|+ |B|)r ja pikkuakselin puolikkaan pituus
on ||A| − |B||r.

Todistus. Voidaan olettaa, että C = 0, koska vakio C ei vaikuta kuvajoukon
muotoon, vaan ainoastaan sen sijaintiin. Lineaarisuuden nojalla f(rz) = rf(z), jol-
loin voidaan olettaa kuvattavan ympyrän säteen r olevan 1. Näin ollen kun tunnetaan
yksikköympyrän kuvajoukko, niin muiden ympyröiden kuvajoukot saadaan skaalamal-
la säteellä r.

Käydään aluksi läpi tapaukset, joissa joko A = 0 tai B = 0. Jos A = 0, niin
tällöin f(z) = Bz ja siksi lineaarisuuden ja modulin ominaisuuden (1.3) nojalla
|f(z)| = |Bz| = |B||z| = |B||z| = |B| kaikilla z ∈ T. Jos taas B = 0, niin täl-
löin f(z) = Az, jolloin lineaarisuuden nojalla |f(z)| = |A||z| = |A| kaikilla z ∈ T.
Näin ollen jos A = 0 tai B = 0, niin yksikköympyrä kuvautuu origokeskiseksi ympy-
räksi, jonka säde r on joko |B| tai |A|.

Oletetaan, että A ja B ovat molemmat nollasta eroavia. Tällöin affiini kuvaus
f kuvaa yksikköympyrän T ellipsiksi. Osoitetaan, että kyseisen ellipsin polttopisteet
ovat C± 2

√
AB, isoakselin puolikkaan pituus on |A|+ |B| ja pikkuakselin puolikkaan

pituus on
∣∣|A| − |B|∣∣.

Yksikköympyrän parametrisaatio on t 7−→ eit, jolloin yksikköympyrän kuvaus on
muotoa f(eit) = Aeit+Be−it = |A|ei(θ+t) + |B|ei(ϕ−t), missä A = |A|eiθ ja B = |B|eiϕ.
Kolmioepäyhtälön ([10, s. 8]) avulla saadaan

(2.5)
∣∣|A| − |B|∣∣ ≤ ∣∣|A|ei(θ+t) + |B|ei(ϕ−t)

∣∣ ≤ |A|+ |B|.
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Tästä epäyhtälöstä huomataan, että ellipsi sisältää ympyrän |z| =
∣∣|A| − |B|∣∣ ja

ellipsi on ympyrän |z| = |A|+ |B| sisällä. Epäyhtälöstä huomataan, että yhtäsuuruus
ylöspäin pätee jos ja vain jos ei(θ+t) = ei(ϕ−t). Tämä pätee, jos θ + t = ϕ − t + 2nπ

jollekin kokonaisluvulle n. Yhtälöä muokkaamalla saadaan t =
1

2
(ϕ − θ) + nπ. Näin

ollen pätee |f(eit)| = |A|+|B|, kun t =
1

2
(ϕ−θ) tai t =

1

2
(ϕ−θ)+π. Näinpä isoakselin

puolikkaan pituus on a = |A| + |B|. Koska eiϕ/2 =
√
B/|B|1/2 ja eiθ/2 =

√
A/|A|1/2,

saadaan

f(ei(ϕ−θ)/2) =
|A|+ |B|
|AB|1/2

√
AB.

Yhtälöstä huomataan, että isoakselin suuntavektori on
√
AB.

Vastaavanlaisesti epäyhtälöstä (2.5) huomataan, että yhtäsuuruus pätee alarajal-
la, kun ei(θ+t) = −ei(ϕ−t). Tämä pätee, kun θ+ t = ϕ− t+ π+ 2nπ jollekin kokonais-

luvulle n eli kun t =
1

2
(ϕ − θ) +

π

2
+ nπ. Näin ollen pikkuakselin puolikkaan pituus

on b =
∣∣|A| − |B|∣∣. Ellipsin keskipisteen ja ellipsin polttopisteen välinen etäisyys c

voidaan laskea isoakselin puolikkaan ja pikkuakselin puolikkaan pituuksien avulla kaa-
vasta (1.7), jolloin c = 2|A|1/2|B|1/2. Näin ollen polttopisteet ovat ±2

√
AB.

�

Aiemmin tutkielmassa ei ole vielä osoitettu, että muilla kolmioilla kuin tasasivui-
sella kolmiolla on Steinerin sisäellipsi. Seuraava Steinerin lause on luvun päätulos.
Sen mukaan jokaisella kolmiolla on olemassa yksikäsitteinen Steinerin sisäellipsi.

Lause 2.4. (Steinerin lause) Mielivaltaiseen kolmioon pystytään konstruoimaan
yksikäsitteinen ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sen keskipisteessä. Tällöin
kolmion sivut ovat ellipsin tangentteja. Olkoot z1, z2 ja z3 kolmion kärkipisteet, jolloin
ellipsin polttopisteet ovat

g ±
√
g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3),

missä g =
1

3
(z1 + z2 + z3) on kolmion painopiste.

Todistus. Olkoon 4 tasasivuinen kolmio, jonka kärkipisteet ovat 1, ω = e(2πi/3)

ja ω2. Olkoon kolmio 4z1z2z3 mielivaltainen kolmio kompleksisessa avaruudessa, jol-
loin on olemassa aina yksikäsitteinen affiini kuvaus f(z) = Az + Bz + C, jolle pätee
f(1) = z1, f(ω) = z2 ja f(ω2) = z3. Kertoimet A, B ja C saadaan ratkaistua line-
aarisesta yhtälöryhmästä, jonka yhtälöt ovat f(1) = z1, f(ω) = z2 ja f(ω2) = z3.
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Kertoimiksi saadaan

A =
1

3
(z1 + ω2z2 + ωz3)

B =
1

3
(z1 + ωz2 + ω2z3)

C =
1

3
(z1 + z2 + z3) = g.

Kuvaus f on bijektio kompleksisessa avaruudessa, koska pisteet z1, z2 ja z3 eivät
kuulu samalle suoralle. Tasasivuisen kolmion 4 sisäympyrä on 1

2
T, joka sivuaa ta-

sasivuisen kolmion sivuja niiden keskipisteissä. Affiinien kuvausten ominaisuuksien
nojalla kuvaus f kuvaa ympyrän 1

2
T ellipsiksi, joka sivuaa kolmion 4z1z2z3 sivujen

keskipisteitä. Seuraavaksi havaitaan, että

AB =
1

9

(
z21 + z22 + z23 + (ω + ω2)(z1z2 + z2z3 + z1z3)

)
=

1

9

(
z21 + z22 + z23 − (z1z2 + z2z3 + z1z3)

)
=

1

9

(
(z1 + z2 + z3)

2 − 3(z1z2 + z2z3 + z1z3)
)

= g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3),

koska 1+ω+ω2 = 0. Lauseen 2.3 nojalla kuvaellipsin polttopisteet saadaan yhtälöstä
(2.3).

Osoitetaan seuraavaksi, että kolmiolla ei ole muita Steinerin sisäellipsejä. Olkoon
E kolmion 4z1z2z3 sisälle konstruoitu ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista sivua si-
vun keskipisteessä. Olkoon h bijektiivinen affiini kuvaus, joka kuvaa ympyrän 1

2
T

ellipsiksi E. Merkitään kolmion 4z1z2z3 alkukuvaa 4Z1Z2Z3, jonka sisäympyrän 1
2
T

tangentteja ovat kolmion sivut ja ympyrä sivuaa kolmion jokaista sivua sen keskipis-
teessä. Lisäksi tiedetään, että ympyrän ulkopuolisen pisteen etäisyydet pisteen kautta
piirrettyjen tangenttien sivuamispisteisiin ovat yhtä suuret. Valitsemalla vuorotellen
jokainen kolmion kärkipiste ympyrän ulkopuoliseksi pisteeksi saadaan, että kolmio
4Z1Z2Z3 on tasasivuinen. Koska tasasivuisen kolmion kärkipisteiden kautta piirre-
tyn ympyrän säde on kaksinkertainen verrattuna kolmion sisään piirretyn ympyrän
säteeseen, niin kolmion 4Z1Z2Z3 kärkipisteet sijaitsevat yksikköympyrällä T. Tästä
seuraa, että affiinit kuvaukset ovat samat eli h = f , jolloin E on yksikäsitteinen Stei-
nerin sisäellipsi.

�

Steinerin lauseessa määritettyä ellipsiä kutsutaan Steinerin sisäellipsiksi. Steinerin
sisäellipsin keskipiste on kolmion painopiste g. Lisäksi Steinerin sisäellipsi on ympyrä
jos ja vain jos kolmio4z1z2z3 on tasasivuinen. Huomataan myös, että jos derivoidaan
toisen kerran polynomia p(z), saadaan p′′(z) = 6z − 6g. Näin ollen toisen derivaatan
juureksi saadaan kolmion painopiste g.
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Kuva 2.2. Tasasivuisen kolmion tapauksessa Steinerin sisäellipsi on ympyrä.

Huomautus 2.5. Steinerin sisäellipsin lisäksi olisi mahdollista tarkastella Steine-
rin ulkoellipsiä, joka on kolmion 4z1z2z3 kärkipisteiden kautta kulkeva ellipsi, jonka
keskipiste on kolmion 4z1z2z3 painopiste. Edellisen todistuksen merkinnöin Steinerin
ulkoellipsi saadaan yksikköympyrän T kuvajoukkona affiinissa kuvauksessa f .

Kuva 2.3. Steinerin ulkoellipsi kulkee kolmion kärkipisteiden kautta.

Huomautus 2.6. Steinerin lauseen todistuksen sivutuotteena saadaan kaava kol-
mion pinta-alalle kolmion kärkipisteiden avulla. Aluksi havaitaan, että Steinerin lausees-
sa esiintyneille kertoimille A ja B pätee

(2.6)
∣∣|A|2 − |B|2∣∣ =

2

3
√

3
|Im(z1z2 + z2z3 + z3z1)|.

Pinta-alojen suhde saadaan determinantin geometrisena tulkintana

(2.7)
∣∣|A|2 − |B|2∣∣ = |det(f)| = A(4z1z2z3)

A(4)
,

missä det(f) on kuvauksen f lineaariosan Az + Bz determinantti ja 4 on Steinerin
lauseen todistuksessa esiintynyt tasasivuinen kolmio. Tasasivuisen kolmion pinta-ala
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on A(4) = 3
√

3/4, jolloin yhtälöiden (2.6) ja (2.7) avulla kolmion 4z1z2z3 pinta-
alaksi saadaan

A(4z1z2z3) =
1

2
|Im(z1z2 + z2z3 + z3z1)|.

Kolmion sisälle konstruoiduista ympyröistä kolmion sivuja niiden keskipisteissä si-
vuavalla ympyrällä on suurin säde, jolloin sillä on myös suurin pinta-ala. Tämä omi-
naisuus pätee myös kolmion sisällä oleville ellipseille siten, että Steinerin sisäellipsillä
on suurin mahdollinen pinta-ala. Todistetaan seuraavaksi aputulos, jossa tarkastellaan
kolmion ja sen sisään piirrettyjen ympyröiden pinta-alojen suhdetta. Tämän jälkeen
aputulosta käyttämällä pystytään todistamaan vastaavanlainen lause kolmiolle ja sen
sisällä olevien ellipsien pinta-alojen suhteelle.

Lause 2.7. Olkoon C mielivaltainen ympyrä, joka on kolmion 4z1z2z3 sisällä.
Tällöin

A(ympyrä C)

A(4z1z2z3)
≤ π

3
√

3
,

ja että yhtäsuuruus pätee jos ja vain jos kolmio 4z1z2z3 on tasasivuinen ja C on
kolmion sivuja niiden keskipisteissä sivuava ympyrä.

Todistus. Olkoon r kolmion 4z1z2z3 sisään piirretyn ja sen kaikkia sivuja si-
vuavan ympyrän säde. Ympyrän C pinta-alalle pätee epäyhtälö A(C) ≤ πr2, ja yh-
täsuuruus pätee jos ja vain jos ympyrä C sivuaa kolmion jokaista sivua. Riittää siis
todistaa, että

πr2

A(4z1z2z3)
≤ π

3
√

3
,

missä yhtäsuuruus pätee jos ja vain jos kolmio 4z1z2z3 on tasasivuinen. Merkitään
kolmion 4z1z2z3 sivuja kirjaimilla a, b ja c, jolloin kolmion puolipiiriksi s saadaan

s =
1

2
(a+b+c). Heronin kaavalla [8, s. 37] saadaan kolmion4z1z2z3 pinta-ala sivujen

ja puolipiirin avulla

(2.8) A =
√
s(s− a)(s− b)(s− c).

Kun piirretään janat kolmion 4z1z2z3 kärkipisteistä kolmion painopisteeseen g,
saadaan kolme kolmiota 4z1z2g, 4z2z3g ja 4z1z3g, joiden kunkin korkeus on r. Ti-
lannetta on havainnollistettu kuvassa 2.4. Näin ollen kolmion 4z1z2z3 pinta-alaksi
saadaan

A(4z1z2z3) = A(4z1z2g) + A(4z2z3g) + A(4z1z3g)

=
ar

2
+
br

2
+
cr

2

=
a+ b+ c

2
r.
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Kuva 2.4. Kolmion pinta-ala saadaan kolmion puolipiirin ja kolmion
sisään piirretyn ympyrän säteen avulla.

Yllä olevasta laskusta huomataan, että kolmion pinta-ala voidaan ilmoittaa sen sisään
piirretyn ympyrän säteen r ja kolmion puolipiirin s avulla

(2.9) A = rs.

Näin ollen yhtälöiden (2.8) ja (2.9) avulla saadaan

r2s =
A2(4z1z2z3)

s
= (s− a)(s− b)(s− c).

Koska a, b, c, s > 0, aritmeettis-geometrisen epäyhtälön [9, s. 2] nojalla saadaan

(
(s− a)(s− b)(s− c)

)1

3 ≤ (s− a) + (s− b) + (s− c)
3

=
s

3
,

missä yhtäsuuruus pätee jos ja vain jos a = b = c eli kolmio on tasasivuinen. Tästä
seuraa, että r2 ≤ s2/27, josta ottamalla neliöjuuri saadaan r ≤ s/(3

√
3). Näin ollen

πr2

A(4z1z2z3)
=
πr

s
≤ π

3
√

3
,

missä yhtäsuuruus pätee jos ja vain jos kolmio 4z1z2z3 on tasasivuinen.
�

Seuraus 2.8. Kolmion 4z1z2z3 sisällä olevalle ellipsille pätee

A(ellipsi E)

A(kolmio 4z1z2z3)
≤ π

3
√

3
,

missä yhtäsuuruus pätee jos ja vain jos ellipsi E sivuaa kolmion jokaista sivua sivun
keskipisteessä eli ellipsi E on Steinerin sisäellipsi.
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Todistus. Olkoon f affiini kuvaus siten, että f(1) = z1, f(ω) = z2 ja f(ω2) = z3.
Tällöin affiini kuvaus ympyrästä 1

2
T on Steinerin sisäellipsi E0 eli f(1

2
T) = E0. Af-

fiinien kuvausten ominaisuuden nojalla kaikki pinta-alat skaalautuvat samalla kertoi-
mella, jolloin

A(E0)

A(4z1z2z3)
=
A
(
1
2
T
)

A(4)
=

π

3
√

3
,

missä 4 on Steinerin lauseen todistuksessa esiintynyt tasasivuinen kolmio.
Olkoon nyt E mielivaltainen ellipsi kolmion 4z1z2z3 sisällä. Tällöin on olemassa

affiini kuvaus h, joka kuvaa ympyrän 1
2
T ellipsiksi E. Olkoon kolmion 4z1z2z3 alku-

kuva kuvauksessa h kolmio 4Z1Z2Z3, joka sisältää ympyrän 1
2
T. Näin ollen lauseen

2.7 nojalla

A(E)

A(4z1z2z3)
=

A
(
1
2
T
)

A(4Z1Z2Z3)
≤ π

3
√

3
,

missä yhtäsuuruus pätee jos ja vain jos kolmio 4Z1Z2Z3 on tasasivuinen ja 1
2
T on

kolmion sisäympyrä. Steinerin lauseen todistuksesta siis saadaan, että ellipsin E täy-
tyy olla Steinerin sisäellipsi, jotta yhtäsuuruus epäyhtälössä toteutuu.

�

Seuraavaksi käsiteltävä Coolidgen lause antaa yhteyden Steinerin sisäellipsin polt-
topisteiden ja kolmion kärkipisteiden joukkoon parhaiten sopivan suoran välillä. Mää-
ritellään aluksi kompleksitason joukkoon parhaiten sopiva suora.

Määritelmä 2.9. Olkoot l suora ja d(zj, l) pisteen zj ja suoran l välinen etäisyys.
Pistejoukkoon {z1, ..., zn} parhaiten sopiva suora on suora l, joka minimoi summan

D =
n∑
j=1

d2(zj, l),

missä 1 ≤ j ≤ n.

Todistetaan seuraavaksi aputulos, jota tarvitaan Coolidgen lauseen todistamises-
sa.

Lause 2.10. Olkoot z1, .., zn kompleksitason pisteitä ja g =
1

n

n∑
j=1

zj pistejoukon

painopiste. Merkitään painopisteen ja pisteiden zj etäisyyksien neliöiden summaa kir-

jaimella U eli U =
n∑
j=1

(zj − g)2 =
n∑
j=1

z2j − ng2.

a) Jos U = 0, niin tällöin jokainen suora, joka kulkee painopisteen g kautta, on
parhaiten sopiva suora pistejoukolle {z1, ..., zn}.

b) Jos U 6= 0, niin parhaiten sopiva suora pistejoukolle {z1, ..., zn} on pisteen g

kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen origosta pisteeseen
√
U kul-

kevan vektorin kanssa.
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Todistus. Olkoon suora l yksikkövektorin e−iθ normaali, jolloin sen yhtälö on
muotoa

xcosθ + ysinθ = Re(e−iθz) = c

jollekin reaaliluvulle c. Koska d(zj, l) = |Re(e−iθzj)− c|, niin

(2.10) D =
n∑
j=1

(Re(e−iθzj)− c)2.

Määritetään c ja θ minimoimalla summa D, jolloin saadaan

0 =
∂D

∂c
= −

n∑
j=1

2(Re(e−iθzj)− c).

Muokkaamalla yhtälöä saadaan

Re e−iθ(z1 + z2 + ...+ zn)− nc = 0,

josta saadaan ratkaistua c

c = Re e−iθ
( 1

n

n∑
j=1

zj

)
.(2.11)

Suoran l yhtälö on muotoa Re(e−iθz) = c, jolloin kaikki ne luvut z, jotka toteuttavat
tämän ehdon, kuuluvat suoralle l. Kaavasta (2.11) huomataan, että painopiste g to-
teuttaa ehdon, joten g kuuluu pistejoukkoon parhaiten sopivalle suoralle l riippumatta
summasta U . Jos wj = zj − g, niin tällöin yhtälöistä (2.10) ja (2.11) saadaan

D =
n∑
j=1

Re2(e−iθwj).

Käyttämällä kompleksilukujen ominaisuuksia Re(−iz) = Im z ja Im(z2) = 2(Re z)(Im z)
saadaan

0 =
∂D

∂θ
= 2

n∑
j=1

Re(e−iθwj)Re(−ie−iθwj)

= 2
n∑
j=1

Re(e−iθwj)Im(e−iθwj)

=
n∑
j=1

Im(e−2iθw2
j )

= Im
(
e−iθ

√√√√ n∑
j=1

w2
j

)2
.

Edellisestä yhtälöstä huomataan, että summanD kriittisessä pisteessä luvun
(
e−iθ

√
n∑
j=1

w2
j

)2
imaginaariosa on nolla. Merkitään luvun reaaliosaa kirjaimella t, jolloin saadaan
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e−iθ

√√√√ n∑
j=1

w2
j =

{√
t , jos t ≥ 0

i
√
|t|, jos t < 0.

Summa D on muuttujan θ suhteen vakio, jos t = 0 eli
n∑
j=1

w2
j = U = 0. Tällöin

jokainen suora, joka kulkee painopisteen g kautta, on parhaiten sopiva suora. Näin
ollen lauseen a)-kohta on todistettu.

Todistetaan nyt lauseen b)-kohta, kun U 6= 0 eli
n∑
j=1

w2
j 6= 0. Toisen kertaluvun

derivaatan testillä pystytään osoittamaan, että t > 0 antaa suurimman arvon, kun
taas t < 0 antaa minimiarvon. Kun t < 0, niin saadaan

ieiθ =

√√√√√√√
n∑
j=1

w2
j∣∣∣ n∑

j=1

w2
j

∣∣∣ .

Minimipisteessä siis vektori ieiθ on yksikkövektori vektorista, joka kulkee origon kaut-

ta pisteeseen

√
n∑
j=1

w2
j . Huomataan, että vektori ieiθ on kohtisuorassa vektoria e−iθ

vasten, koska ristituloksi saadaan ieiθ × e−iθ = 1 = |ieiθ||e−iθ|sinθ, jolloin vektorien
välinen kulma θ on 90◦. Alussa oletettiin, että parhaiten sopiva suora l on yksikkö-
vektorin e−iθ normaali, joten suora l on yhdensuuntainen origon kautta pisteeseen√

n∑
j=1

w2
j kulkevan vektorin kanssa. Lisäksi aiemmin saatiin, että pistejoukon paino-

piste g kuuluu suoralle l.

Kun siis
n∑
j=1

w2
j 6= 0, niin tällöin summan D minimoi suora l, joka kulkee pai-

nopisteen g kautta ja on yhdensuuntainen origon kautta pisteeseen

√
n∑
j=1

w2
j =
√
U

kulkevan vektorin kanssa.
�

Tarkastellaan nyt lausetta 2.10, kun oletetaan, että pisteet z1, z2 ja z3 eivät ole
samalla suoralla. Tällöin pisteet z1, z2 ja z3 ovat kolmion kärkipisteitä, jolloin summa
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U on muotoa

U =
3∑
j=1

z2j − 3g2

= 9
(1

3

3∑
j=1

zj

)2
− 2z1z2 − 2z2z3 − 2z1z3 − 3g2

= 6
(
g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3)

)
.

Yhtälöstä (2.4) saadaan, että U = 0 jos ja vain jos pisteet z1, z2 ja z3 ovat tasasivuisen
kolmion kärkipisteitä. Lauseen 2.10 a)-kohdasta saadaan, että tasasivuisen kolmion
kärkipisteiden zj, 1 ≤ j ≤ 3 joukkoon parhaiten sopiva suora on jokainen suora, joka
kulkee kolmion painopisteen g kautta. Toisaalta jos kolmio 4z1z2z3 ei ole tasasivui-
nen, niin lauseen 2.10 b)-kohdan nojalla parhaiten sopiva suora kulkee painopisteen

g kautta ja on yhdensuuntainen vektorin

√
g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3) kanssa.

Seuraavaksi todistetaan Coolidgen lause, joka saadaan lauseen 2.10 seurauksena.

Seuraus 2.11. (Coolidge) Oletetaan, että kolmio 4z1z2z3 ei ole tasasivuinen.
Tällöin pistejoukkoon {z1, z2, z3} parhaiten sopiva suora kulkee Steinerin sisäellipsin
polttopisteiden kautta. Toisin sanoen jos p(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3), niin tällöin
parhaiten sopiva suora kulkee polynomin derivaatan p′(z) juurien kautta.

Todistus. Aiemmin todistettiin, että jos kolmio ei ole tasasivuinen, niin U 6= 0.
Näin ollen lauseen 2.10 b)-kohdan nojalla parhaiten sopiva suora on yhdensuuntainen

vektorin

√
g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3) kanssa. Lisäksi parhaiten sopiva suora kulkee

kolmion painopisteen g kautta.

Yhtälöstä (2.3) nähdään, että vektori

√
g2 − 1

3
(z1z2 + z2z3 + z1z3) on yhdensuun-

tainen vektorin kanssa, joka kulkee polynomin kriittisten pisteiden kautta. Näin ollen
parhaiten sopiva suora kulkee polynomin derivaatan p′(z) juurien kautta.

�

Huomautus 2.12. Olkoon p(z) kolmannen asteen polynomi, jolla on erilliset juu-
ret z1, z2 ja z3, jotka eivät ole samalla suoralla. Olkoon λ mielivaltainen kompleksiluku
ja olkoon pλ(z) = p(z) +λ. Oletetaan, että polynomilla pλ(z) on erilliset juuret z1(λ),
z2(λ) ja z3(λ) ja juuret eivät kuulu samalle suoralle. Koska p′λ(z) = p′(z), niin tällöin
kolmioiden 4z1(λ)z2(λ)z3(λ) sisällä olevilla Steinerin sisäellipseillä on yhteiset polt-
topisteet ja kolmioiden kärkipisteillä on sama parhaiten sopiva suora muuttujasta λ
riippumatta. Lisäksi kaikilla kolmioilla 4z1(λ)z2(λ)z3(λ) on sama painopiste.
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Kuva 2.5. Kolmion, joka ei ole tasasivuinen, kärkipisteille z1, z2, z3
parhaiten sopiva suora l kulkee kolmion 4z1z2z3 Steinerin sisäellipsin
polttopisteiden kautta.



LUKU 3

Mardenin lause

Lause 3.1. (Mardenin lause) Olkoon T kolmio 4z1z2z2 ja olkoon p(z) kolmannen
asteen polynomi, jonka juuret z1, z2 ja z3 eivät ole samalla kompleksitason suoralla.
Tällöin kolmion T Steinerin sisäellipsin polttopisteet ovat derivaatan p′(z) juuret.

Dan Kalman on nimennyt kyseisen lauseen matemaatikko Morris Mardenin mu-
kaan, koska hän tutustui ensimmäisen kerran lauseeseen Mardenin kirjassa Geometry
of Polynomimals. Lauseen on kuitenkin ensimmäisenä todistanut Jörg Siebeck vuon-
na 1864, joten lause tunnetaan myös Siebeckin lauseena. Todistetaan Mardenin lause
käyttämällä affiinien kuvausten ominaisuuksia ja geometriaa. Mardenin lauseen todis-
tamiseen tarvitaan kolme lemmaa, jotka todistetaan luvun alussa. Lemmat ja lauseen
todistukset perustuvat Kalmanin artikkeliin [3].

Olkoon affiini kuvaus M : C −→ C muotoa M(z) = αz + β, missä α ja β ovat
kompleksilukuja ja α 6= 0. Kerroin α voidaan esittää polaarisessa muodossa reiθ. Näin
ollen affiini kuvaus M venyttää vakion r verran pistettä z, kiertää pistettä kulman θ
verran sekä siirtää pistettä vakion β verran. Affiinilla kuvauksella M voidaan siirtää,
skaalata ja kiertää kolmiota mielivaltaiseen paikkaan.

Osoitetaan seuraavaksi, että Mardenin lause pätee pistejoukolle {z1, z2, z3} jos ja
vain jos se pätee myös kuvapisteiden joukolle {M(z1),M(z2),M(z3)}. Olkoot kol-
mion kärkipisteet zj ja ellipsin polttopisteet polynomin derivaatan p′ juuret. Kun
kolmiota kuvataan funktiolla M , niin kolmion kuvajoukko on kolmio. Vastaavasti
Steinerin sisäellipsi kuvautuu Steinerin sisäellipsiksi sekä alkuperäisen ellipsin polt-
topisteet kuvautuvat kuvautuneen ellipsin polttopisteiksi. Tarkastellaan polynomia
pM(z) = (z −M(z1))(z −M(z2))(z −M(z3)), jonka juuret ovat polynomin p juurien
kuvapisteet. Merkitään tämän polynomin derivaattaa p′M . Osoitetaan, että kuvaus M
kuvaa derivaatan p′ juuret derivaatan p′M juuriksi. Korvataan z affiinilla kuvauksella
M(z) alkuperäisessä polynomissa pM . Tällöin saadaan

(3.1) pM(M(z)) = (M(z)−M(z1))(M(z)−M(z2))(M(z)−M(z3)).

Koska M(z)−M(zj) = αz + β − (αzj + β) = α(z − zj), niin yhtälö (3.1) voidaan
kirjoittaa muotoon

pM(M(z)) = α3p(z).

Kun tätä derivoidaan muuttujan z suhteen molemmin puolin ja koska M ′(z) = α,
saadaan

αp′M(M(z)) = α3p′(z).

21
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Jakamalla molemmat puolet nollasta eroavalla vakiolla α saadaan yhtälö sievennettyä
muotoon

p′M(M(z)) = α2p′(z).

Yllä olevasta yhtälöstä huomataan, että jos polynomin p kriittinen piste on z′, niin
tällöin M(z′) on kriittinen piste polynomille pM . Näin ollen kolmiota voidaan kier-
tää, siirtää tai skaalata siten että Steinerin sisäellipsin polttopisteet kuvautuvat ku-
vautuneen kolmion Steinerin sisäellipsin polttopisteiksi. Kompleksiaffineja kuvauksia
käytetäänkin hyväksi seuraavien lemmojen ja Mardenin lauseen todistuksissa. Lisäksi
huomataan, että derivaatalla p′ on kaksoisjuuri jos ja vain jos p′M on kaksoisjuuri.

Toisen asteen polynomin kertoimilla ja polynomin juurilla on yhteys, jota käyte-
tään lemmojen todistuksissa. Olkoon toiseen asteen polynomi muotoa
q(z) = z2 + bz + c ja olkoot polynomin juuret z1 ja z2. Polynomi voidaan esittää
myös sen juurien avulla q(z) = (z − z1)(z − z2) = z2 − (z1 + z2)z + z1z2, jolloin
polynomin kertoimet b ja c voidaan ilmaista juurien avulla

(3.2) b = −(z1 + z2) ja c = z1z2.

Lemma 3.2. Olkoot ellipsin polttopisteet A1 ja A2 sekä olkoon P ellipsin ulko-
puolella oleva mielivaltainen piste. Ellipsille pystytään asettamaan kaksi tangenttia,
jotka kulkevat pisteen P kautta. Olkoot G1 ja G2 tangentin ja ellipsin leikkauspisteitä.
Tällöin ∠A1PG1 = ∠A2PG2.

Kuva 3.1. Ellipsi, jonka polttopisteet ovat A1 ja A2 sekä P on mieli-
valtainen piste ellipsin ulkopuolella.
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Todistus. Valitaan mielivaltainen piste P , jonka kautta voidaan piirtää kaksi
tangenttia ellipsille. Merkitään tangentin sivuamispisteitä G1 ja G2. Tätä on havain-
nollistettu kuvassa 3.1. Peilataan piste A1 pisteen G1 kautta kulkevan tangentin suh-
teen ja merkitään tätä pistettä H1. Merkitään janan A1H1 keskipistettä K1. Kol-
miot ∆A1K1P ja ∆H1K1P ovat yhteneviä SKS-säännön nojalla. Tästä saadaan, että
PA1 = PH1 ja ∠A1PK1 = ∠H1PK1. Vastaavanlainen päättely voidaan tehdä tan-
gentin pisteelle G2. Tätä on havainnollistettu kuvassa 3.2.

Kuva 3.2. Tasakylkiset kolmiot 4A1H1P ja 4A2H2P , joiden molem-
pien kärkipiste on P .

Todistetaan seuraavaksi, että pisteet A2, G1 ja H1 kuuluvat samalle suoralle. Piir-
retään janat A1G1 ja A2H1. Ellipsin sivuamispisteeseen piirretyt janat polttopisteistä
kohtaavat tangentin samassa kulmassa, jolloin saadaan ∠A1G1K1 = ∠A2G1P . Huo-
mataan myös, että ∠A1G1K1 = ∠H1G1K1, koska jana PK1 on kohtisuorassa janaa
A1H1 vasten. Tästä seuraa, että ∠A2G1P = ∠H1G1K1. Näin ollen pisteet A2, G1 ja
H1 ovat samalla suoralla. Saman päätelmän voi tehdä vastaavanlaisesti pisteille F1,
G2 ja H2.

Osoitetaan, että kolmio 4H1PA2 on yhtenevä kolmion 4A1PH2 kanssa näyttä-
mällä, että sivut vastaavat toisiaan. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 3.3. Ai-
emmin on jo todistettu, että PH1 = PA1 ja PH2 = PA2. Nyt H1A2 = A1G1+G1A2 =
A1G2 + G2A2 = A1H2, missä on käytetty tietoa, että etäisyyksien summa ellip-
sin mielivaltaisesta pisteestä polttopisteisiin on vakio. Näin ollen kolmiot 4H1PA2

ja 4A1PH2 ovat yhteneviä SSS-säännön nojalla. Kolmioiden yhtenevyydestä seu-
raa, että ∠H1PA2 = ∠A1PH2. Lisäksi molemmat kulmat ∠H1PA2 ja ∠A1PH2

sisältävät kulman ∠A1PA2, jolloin saadaan ∠H1PA1 = ∠A2PH2. Haluttu tulos
∠G1PA1 = ∠A2PG2 saadaan, koska tangentit puolittavat kulmat ∠H1PA1 ja
∠A2PH2.

�
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Kuva 3.3. 4H1PA2 on yhtenevä kolmion 4A1PH2 kanssa.

Lemma 3.3. Olkoot polynomi p(z) ja kolmio T kuten Mardenin lauseen oletuksissa.
Olkoon E ellipsi, jonka polttopisteet ovat polynomin p(z) derivaatan juuret ja joka
kulkee kolmion T sivun keskipisteen kautta. Tällöin tämä sivu on ellipsin tangentti.

Todistus. Siirretään kolmiota ensiksi siten, että kolmion yksi sivuista on x-
akselilla ja tämän sivun keskipiste asetetaan origoon. Olkoon tämän sivun pituus
2. Näin ollen kolmion kärkipisteet ja polynomien juuret ovat 1, −1 ja ω = a+ bi, mis-
sä b > 0. Tällöin kompleksiluku ω on x-akselin yläpuolella. Juurien avulla polynomi
voidaan kirjoittaa muotoon

p(z) = (z − 1)(z + 1)(z − ω) = z3 − ωz2 − z + ω.

Polynomin derivaataksi saadaan

p′(z) = 3z3 − 2ωz − 1 = 3(z2 − 2ω

3
z − 1

3
).

Olkoot polynomin derivaatan p′(z) juuret z4 = r4e
iθ4 ja z5 = r5e

iθ5 , missä
0 ≤ θ4, θ5 < 2π. Tällöin polynomin derivaatasta p′(z) voidaan päätellä yhtälön (3.2)

avulla, että z4 + z5 =
2ω

3
, joten vähintään yhden polynomin derivaatan p′(z) juurista

tulee olla x-akselin yläpuolella. Lisäksi huomataan samasta yhtälöstä, että z4z5 = −1

3
.

Koska kahden kompleksiluvun tulo on reaalinen, tästä saadaan θ4+θ5 = π. Tästä voi-
daan päätellä, että molempien derivaatan juurien tulee olla x-akselin yläpuolella. Jos
piirretään vektorit origon kautta näihin juuriin, huomataan vektorien ja x-akselien
kulmien olevan toistensa suplementtikulmia. Näin ollen joko molemmat polynomin
derivaatan juuret ovat y-akselilla tai toisen juuren ja positiivisen x-akselin välinen
kulma on terävä kulma, jolloin toinen juurista tekee yhtä suuren kulman negatiivisen
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Kuva 3.4. Kulmat θ4 ja θ5 ovat toistensa suplementtikulmia.

x-akselin kanssa. Molemmissa tapauksissa polttopisteiden ja origon väliset janat te-
kevät x-akselin kanssa yhtä suuret kulmat. Ellipsin perusominaisuus on, että ellipsin
polttopisteistä mihin tahansa ellipsin pisteeseen piirretyt janat kohtaavat tangentin
samassa kulmassa. Näin ollen x-akseli on ellipsin tangentti.

�

Lemma 3.4. Olkoon polynomi p(z), jonka juuret ovat z1,z2 ja z3, ja olkoon T
vastaavanlainen kolmio kuin Mardenin lauseessa. Olkoon ellipsin polttopisteet poly-
nomin derivaatan p′(z) juuret sekä oletetaan, että ellipsi sivuaa yhtä kolmion T sivun
keskipistettä. Tällöin kaksi muuta sivua ovat ellipsin tangentteja.

Todistus. Olkoot polynomin juuret 0,1 ja ω, missä ω = a+ bi. Lisäksi oletetaan,
että x-akseli on ellipsin tangentti. Polynomi p(z) voidaan kirjoittaa juurien avulla
seuraavasti

p(z) = z(z − 1)(z − ω).

Avaamalla sulut saadaan

p(z) = z3 − (1 + ω)z2 + ω.

Derivoimalla polynomia saadaan polynomin derivaataksi

p′(z) = 3z2 − 2(1 + ω)z.
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Huomataan yhtälön (3.2) avulla, että polynomin derivaatan juurille z4 ja z5 pätee

z4 + z5 =
2

3
(1 + ω). Tästä seuraa, että vähintään yksi polynomin derivaatan p′(z)

juurista on x-akselin yläpuolella. Lisäksi tiedetään, että nämä juuret ovat ellipsin
polttopisteitä ja x-akseli on ellipsin tangentti. Näin ollen Gaussin ja Lucasin lauseen
nojalla molemmat polynomin derivaatan p′(z) juuret ovat x-akselin yläpuolella, jolloin
polynomin derivaatan juuret voidaan ilmaista kompleksisissa muodoissa z4 = r4e

iθ4

ja z5 = r5e
iθ5 , missä 0 < θ4 ≤ θ5 < π.

Yhtälöstä (3.2) huomataan, että z4z5 = ω/3. Merkitään ω = reiγ, missä γ on
x-akselin ja kolmion sivun Oω muodostama kulma, jolloin saadaan yhtälö

3r4r5e
i(θ4+θ5) = reiγ.

Yhtälöstä huomataan, että kulma θ4+θ5 on yhtä suuri positiivisen x-akselin ja kolmion
sivun Oω muodostaman kulman γ kanssa. Vastaavanlaisesti kolmion sivun Oω ja
janan Oz5 muodostama kulma on yhtä suuri kuin kulma θ4. Tätä on havainnollistettu
kuvassa 3.5.

Kuva 3.5. Kulmien θ4 ja θ5 summa on samankokoinen kuin kulma
x-akselin ja kolmion sivun Oω välillä.

Osoitetaan, että origo ei kuulu ellipsille. Ellipsi sivuaa pistettä (
1

2
, 0), joka on

kolmion sivun O1 keskipiste ja lisäksi x-akseli on ellipsin tangentti. Näin ollen origo ei
kuulu ellipsille, joten x-akseli on yksi kahdesta origosta lähtevästä ellipsin tangentista.
Merkitään toista tangenttia kirjaimella L ja osoitetaan, että tangentti L on kolmion
sivu Oω. Lemman 3.2 nojalla kulma β janan Oz5 ja tangentin L välillä on yhtä suuri
kuin x-akselin ja janan Oz4 välillä oleva kulma, joka on yhtä suuri kuin kulma θ4.
Aiemmin todistettiin, että θ4 on lisäksi yhtä suuri kulma kuin janan Oz5 ja kolmion
sivun Oω muodostama kulma. Näin ollen tangentti L on siis kolmion sivu Oω. Tätä
on havainnollistettu kuvassa 3.6. Vastaavanlaisesti voidaan osoittaa, että kolmion sivu
1ω on ellipsin tangentti, kun kolmiota siirretään horisontaalisesti, niin että kolmion
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kärkipisteet ovat -1 ja 0.
�

Kuva 3.6. Kolmion sivu Oω sivuaa ellipsiä, koska kulmat β ja θ4 ovat
yhtä suuret.

Todistus. (Mardenin lause) Oletetaan, että polynomi p, sen juuret zj ja kolmio
T täyttävät Mardenin lauseen oletukset. Ellipsi voidaan konstruoida, kun tunnetaan
ellipsin yksi piste sekä ellipsin polttopisteet. Konstruoidaan ellipsi E siten, että polt-
topisteinä ovat polynomin derivaatan p′ juuret sekä ellipsi kulkee yhden kolmion sivun
keskipisteen kautta. Lemmasta 3.3 seuraa, että kyseinen kolmion sivu on ellipsin E
tangentti. Lemman 3.4 nojalla myös kaksi muuta sivua ovat ellipsin tangentteja. To-
distetaan seuraavaksi, että näiden kahden sivun keskipisteet ovat ellipsin ja tangentin
leikkauspisteitä. Konstruoidaan seuraavaksi ellipsi E ′ toisen sivun avulla kuin ellip-
si E. Kun ellipsin polttopisteet ja tangentti tunnetaan, niin tangentin sivuamispiste
määräytyy yksikäsitteisesti, koska janat polttopisteistä kohtaavat tangentin samassa
kulmassa. Ellipseillä E ja E ′ on samat polttopisteet ja yksi kolmion sivu on niiden
yhteinen tangentti, jolloin ellipseillä täytyy olla yhteinen piste tangentin sivuamispis-
teessä. Näin ollen ellipsit E ja E ′ vastaavat toisiaan. Tästä seuraa, että ellipseillä E
ja E ′ on yhteinen piste myös kolmion toisen sivun keskipisteessä. Symmetrian nojalla
kolmannen sivun keskipiste kuuluu myös molemmille ellipseille E ja E ′. Alkuperäi-
nen ellipsi E sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessä, jolloin ellipsi E on
kolmion yksikäsitteinen Steinerin sisäellipsi.

�

Todistetaan Mardenin lause myös toisella tavalla. Todistus on esitetty Badertsche-
rin kirjoittamassa artikkelissa [4].

Todistus. Siirretään kolmiota siten, että origo on kolmion painopiste g. Tällöin
kolmion kärkipisteiden ja polttopisteiden summiksi saadaan

(3.3) z1 + z2 + z3 = 0 ja a1 + a2 = 0.
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Polttopisteet ovat toistensa vastalukuja, jolloin voidaan merkitä a2 = −a1. Tässä
tapauksessa polynomin p derivaatta on

p′(z) = (z − z1)(z − z2) + (z − z1)(z − z3) + (z − z2)(z − z3)
= (z − z1)(z − z2) +

(
2z − (z1 + z2)

)
(z − z3).(3.4)

Toisaalta polynomin derivaatta voidaan kirjoittaa polynomin derivaatan juurien avul-
la

(3.5) p′(z) = 3(z + a1)(z − a1)
Olkoon z0 kärkipisteitä z1 ja z2 yhdistävän janan keskipiste, jolloin siis

z0 =
z1 + z2

2
. Sijoittamalla z0 muuttujan z paikalle yhtälöihin (3.4) ja (3.5) saadaan

(3.6) 3(z1 + a1)(z1 − a1) = −
(z1 − z2

2

)2
Etäisyyksien summaa kärkipisteestä z1 polttopisteisiin a1 ja −a1 voidaan tarkas-

tella käyttämällä suunnikassääntöä ja yhtälöä (3.3) (z1 + z2 = −z3). Tästä saadaan
yhtälö

2(|z0 + a1|+ |z0 − a1|)2 = 2|z0 + a1|2 + 2|z0 − a1|2 + 4|(z0 + a1)(z0 − a1)|

= 4|z0|2 + 4|a1|2 +
1

3
|z1 − z2|2

= |z1 + z2|2 + 4|a1|2 +
1

3
|z1 − z2|2

=
1

3

(
|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2

)
+

2

3
|z1 + z2|2 + 4|a1|2

=
2

3

(
|z1|2 + |z2|2 + |z3|2

)
+ 4|a1|2.

Huomataan, että viimeinen summa on riippumaton kolmion sivun keskipisteen valin-
nasta. Näin ollen on olemassa ellipsi E, jonka polttopisteet ovat a1 ja −a1 eli a2 ja
joka kulkee jokaisen sivun keskipisteen kautta. Näin ollen voidaan konstruoida ellipsi
E, kun tiedetään polttopisteet ja yksi ellipsin pisteistä. Valitaan z0 ellipsin pisteeksi,
jolloin lemman 3.3 nojalla kolmion sivu z1z2 on ellipsin tangentti. Lemmasta 3.4 saa-
daan, että kaksi muuta sivua ovat myös ellipsin tangentteja. Lisäksi saatiin, että kol-
mion sivujen keskipisteet ovat ellipsin pisteitä, jolloin ellipsi E on Steinerin sisäellipsi.

�



LUKU 4

Steinerin yksikkösisäellipsi

Luvussa tutustutaan tarkemmin Steinerin yksikkösisäellipsiin, joka on Steinerin si-
säellipsin erikoistapaus. Steinerin yksikkösisäellipsiksi kutsutaan Steinerin sisäellipsiä,
jota rajoittaa kolmio, jonka kärkipisteet ovat yksikköympyrällä. Luvussa määritellään
äärellinen Blaschken tulo, jonka avulla pystytään perehtymään tarkemmin Steinerin
yksikkösisäellipsiin. Luvussa merkitään avointa yksikkökiekkoa D = {z ∈ C | |z| < 1}
ja yksikköympyrää kirjaimella T. Steinerin yksikkösisäellipsiin pystyy tutustumaan
seuraavalla GeoGebra-appletilla: https://ggbm.at/jyvnd4bm.

Määritelmä 4.1. Olkoot kolmion kärkipisteet yksikköympyrällä T. Kolmion si-
sälle voidaan konstruoida ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipis-
teessä. Tällaista Steinerin sisäellipsiä kutsutaan Steinerin yksikkösisäellipsiksi.

Vastaavanlaisesti jos Steinerin sisäellipsiä E rajoittaa kolmio, jonka kärkipisteet
ovat yksikköympyrällä T, niin kyseistä kolmiota kutsutaan Steinerin yksikkökolmiok-
si. Seuraavasta lemmasta saadaan ominaisuus Steinerin yksikkösisäellipsin polttopis-
teille.

Lemma 4.2. Olkoot kolmion 4z1z2z3 kärkipisteet yksikköympyrällä T. Tällöin kol-
mion Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteille a1 ja a2 pätee 2|a1a2| = |a1 + a2|.

Todistus. Olkoon p polynomi, jonka juuret ovat z1,z2 ja z3 ja olkoot polynomin
derivaatan juuret a1 ja a2. Tällöin polynomin p(z) = (z−z1)(z−z2)(z−z3) derivaatta
on p′(z) = 3z2 − 2(z1 + z2 + z3)z + (z1z2 + z2z3 + z1z3). Lisäksi tiedetään polynomin
derivaatan juurien olevan a1 ja a2, jolloin saadaan polynomin derivaatta muotoon
p′(z) = 3(z − a1)(z − a2). Vertailemalla derivaattojen kertoimia saadaan

z1z2 + z1z3 + z2z3 = 3a1a2.

Kerrotaan seuraavaksi molemmat puolet termillä z1z2z3, jolloin voidaan supistaa ter-
mejä, koska yksikköympyrällä oleville kompleksiluvuille zj ja sen konjugaatille pätee
zjzj = |zj|2 = 1. Näin yhtälö saadaan muokattua muotoon

(4.1) z1 + z2 + z3 = 3a1a2z1z2z3.

Kolmion kärkipisteiden keskiarvo on kolmion painopiste ja polttopisteet ovat sym-
metrisiä kolmion painopisteen g suhteen. Näin ollen kolmion kärkipisteiden keskiarvo
on yhtä suuri kuin polttopisteiden keskiarvo eli

(4.2)
z1 + z2 + z3

3
=
a1 + a2

2
.
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Yhtälöistä (4.1) ja (4.2) saadaan, että z1z2z3a1a2 =
a1 + a2

2
. Tällöin

|z1z2z3|2|a1a2|2 =
|a1 + a2|2

4
,

jolloin käyttämällä kompleksilukujen modulin ominaisuuksia (1.3) ja (1.4) saadaan
yhtälö muotoon

4|a1a2|2 = |a1 + a2|2.

Ottamalla neliöjuuri molemmilta puolilta saadaan haluttu tulos eli

2|a1a2| = |a1 + a2|.

�

Esimerkki 4.3. Olkoot kolmion 4z1z2z3 kärkipisteet z1 = (−1, 0), z2 = (1, 0) ja
z3 = (0, 1), jolloin kärkipisteet ovat yksikköympyrällä. Tällöin kolmion painopiste on

g = (0,
1

3
). Lasketaan kolmion Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteet, jotka saa-

daan sijoittamalla kolmion painopiste g ja kärkipisteet kaavaan (2.3). Tällöin saadaan

(
0,

1

3

)
±
√(

0,
1

3

)2
− 1

3

(
(−1, 0)(1, 0) + (1, 0)(0, 1) + (−1, 0)(0, 1)

)
=
(

0,
1

3

)
±
√(
− 1

9
, 0
)

+
(1

3
, 0
)

=
(
±
√

2

3
,
1

3

)
.

Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteiksi siis saatiin a1 = −
√

2

3
+

1

3
i ja

a2 =

√
2

3
+

1

3
i. Steinerin yksikkösisäellipsiä on havainnollistettu kuvassa 4.1.

Lasketaan ensiksi 2|a1a2| polttopisteillä a1 = −
√

2

3
+

1

3
i ja a2 =

√
2

3
+

1

3
i, jolloin

saadaan

2|a1a2| = 2
∣∣(− √2

3
+

1

3
i
)
·
(√2

3
+

1

3
i
)∣∣

= 2
∣∣− 1

3

∣∣
=

2

3
.

Lasketaan seuraavaksi polttopisteiden summan moduli eli |a1+a2|, jolloin saadaan
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|a1 + a2| =
∣∣(− √2

3
+

1

3
i
)

+
(√2

3
+

1

3
i
)∣∣

=
∣∣2
3
i
∣∣.

=
2

3
.

Huomataan, että 2|a1a2| = |a1 + a2|, mikä olikin odotettavaa lemman 4.2 nojalla.

Kuva 4.1. Steinerin yksikkösisäellipsi, jonka polttopisteet ovat a1 =

−
√

2

3
+

1

3
i ja a2 =

√
2

3
+

1

3
i.

4.1. Blaschken ellipsi ja Steinerin yksikkösisäellipsi

Tässä alaluvussa tarkoituksena on tutustua Blaschken ellipsiin ja vertailla sitä
Steinerin yksikkösisäellipsin kanssa. Lisäksi selvitetään, mitkä Blaschken ellipseistä
ovat Steinerin yksikkösisäellipsejä. Määritellään aluksi äärellinen Blaschken tulo ja
kerrataan Blaschken tulon muutama ominaisuus.

Määritelmä 4.4. Äärellinen Blaschken tulo on funktio

b(z) = β
n∏
j=1

z − aj
1− ajz

,

missä |β| = 1, aj ∈ D ja j = 1, ..., n. Lukua n sanotaan Blaschken tulon b asteeksi.
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Äärellinen Blaschken tulo kuvaa sekä yksikkökiekon D että yksikköympyrän T
itsekseen. Lisäksi Blaschken tulo kuvaa avoimen yksikkökiekon ulkopisteet edelleen
avoimen yksikkökiekon ulkopisteiksi. Blaschken tulon b ominaisuutena on, että n-
asteen Blaschken tulo kuvaa n kappaletta erillisiä yksikköympyrän pisteitä samaksi
yksikköympyrän pisteeksi λ.

Jatkossa tarkastellaan pelkästään kolmannen asteen Blaschken tuloa, jossa mää-
ritelmässä 4.4 mainitut pisteet aj ovat 0, a1 ja a2. Tällöin Blaschken tulo b on muotoa

(4.3) b(z) = z
( z − a1

1− a1z

)( z − a2
1− a2z

)
.

Määritellään seuraavaksi Blaschken tuloon b liittyvä ellipsi.

Määritelmä 4.5. Muotoa (4.3) olevaan kolmannen asteen Blaschken tuloon liit-
tyvä Blaschken ellipsi on yhtälön

|z − a1|+ |z − a2| = |1− a1a2|(4.4)

toteuttavien pisteiden z muodostama ellipsi.

Ellipsiä (4.4) kutsutaan Blaschken ellipsiksi. Blaschken ellipsiä on havainnollistet-
tu kuvassa 4.2.

Kuva 4.2. Blaschken ellipsi, jonka polttopisteet ovat a1 ja a2.

Lause 4.6. Olkoon b muotoa (4.3) oleva Blaschken tulo ja E siihen liittyvä Blasch-
ken ellipsi. Olkoot λ ∈ T mikä tahansa ja z1,z2,z3 ∈ T erillisiä pisteitä, jotka b ku-
vaa luvuksi λ. Tällöin jana z1z2 on tangentti Blaschken ellipsille E pisteessä ζ1 =



4.1. BLASCHKEN ELLIPSI JA STEINERIN YKSIKKÖSISÄELLIPSI 33

(m1z2 + m2z1)/(m1 + m2), missä luvut mi saadaan funktion F (z) =
b(z)/z

b(z)− λ
osa-

murtoesityksestä

F (z) =
m1

z − z1
+

m2

z − z2
+

m3

z − z3
.

Vastaavasti kaksi muuta kolmion 4z1z2z3 sivua ovat ellipsin tangentteja, joiden si-
vuamispisteitä ovat ζ2 ja ζ3.

Kääntäen, jokainen ellipsin piste on sivuamispiste ellipsin tangentille, joka kulkee
erillisten yksikköympyrän pisteiden z1 ja z2 kautta, joille pätee b(z1) = b(z2).

Sivuutetaan lauseen todistus, joka löytyy Daeppin, Gorkinin ja Mortinin artikke-
lista [11].

Olkoon E Blaschken tuloon b liittyvä ellipsi ja valitaan yksikköympyrältä mikä
tahansa piste z. Merkitään λ = b(z), jolloin lauseen 4.6 mukaan löytyy kolmio, jonka
yksi kärkipiste on z ja jonka kukin sivu on ellipsin E tangentti. Koska z on mielivaltai-
nen yksikköympyrän piste, niin tällaisia ellipsin rajaavia kolmioita löytyy äärettömän
monta. Tätä kutsutaan Poncelet’n lauseeksi. Huomataan kuitenkin, että tällöin ellip-
sien ei tarvitse sivuta kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessä. Tämän pystyy myös
havaitsemaan kuvasta 4.2.

Lemma 4.7. Jokainen Steinerin yksikkösisäellipsi on Blaschken ellipsi.

Sivuutetaan lemman todistus, joka löytyy Frantzin artikkelista [12]. Seuraavat
kaksi lausetta antavat ehdot, milloin Blaschken tuloon b liittyvä ellipsi on Steinerin
yksikkösisäellipsi.

Lause 4.8. Olkoot a1 ja a2 yksikkökiekon sisäpisteitä, ja olkoon b kolmannen as-
teen Blaschken tulo, joka on muotoa (4.3).

Tällöin seuraavat ovat ekvivalentteja keskenään:

(1) On olemassa kolmannen asteen polynomi p, jonka juuret ovat yksikköympy-
rällä ja jonka derivaatan juuret ovat pisteet a1 ja a2.

(2) Blaschken tuloon b liittyvä ellipsi on Steinerin yksikkösisäellipsi.

(3) Pisteille a1 ja a2 pätee 2|a1a2| = |a1 + a2|.

Todistus. Oletetaan ensin, että (1) pätee, jolloin Mardenin lauseen nojalla po-
lynomin p derivaatan juuret ovat kolmion 4z1z2z3 Steinerin sisäellipsin polttopis-
teet. Koska polynomin juuret ovat yksikköympyrällä, niin lemman 4.2 nojalla yhtälö
2|a1a2| = |a1 + a2| pätee. Näin ollen (3) toteutuu.

Oletetaan, että (3) pätee ja todistetaan, että tällöin (1) pätee. Tarkastellaan
aluksi erikoistapausta, jossa pisteistä a1 = 0 tai a2 = 0. Tällöin (3) ehdon nojalla
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a1 = a2 = 0, jolloin esimerkiksi polynomi z3 − 1 täyttää (1) ehdot. Jos taas sekä a1
että a2 ovat nollasta eroavia, niin valitaan λ = (a1 + a2)/(2a1a2). Tällöin (3) nojalla
|λ| = 1. Koska b on kolmannen asteen Blaschken tulo, on olemassa erilliset pisteet z1,
z2, z3 ∈ T, jotka b kuvaa pisteeksi λ.

Tarkastellaan seuraavaksi funktiota Q(z) = b(z) − λ. Huomataan, että funktion
Q juuria täytyy olla z1,z2 ja z3. Nyt saadaan

Q(z) = z
( z − a1

1− a1z

)( z − a2
1− a2z

)
− λ.

Koska Q(z) on rationaalifunktio ja koska nimittäjän juuret ovat suljetun yksikkökie-
kon ulkopuolella, niin riittää osoittajan juurien tarkastelu. Merkitään funktion Q(z)
nimittäjää q(z), jolloin saadaan

q(z) = z(z − a1)(z − a2)− λ(1− a1z)(1− a2z).

Huomataan, että polynomi q on kolmannen asteen polynomi, jonka kolmannen asteen
termin kerroin on 1 ja jonka juuret ovat rationaalifunktion Q(z) juuret z1, z2 ja z3.
Modulin ominaisuudesta 1.4 seuraa, että |λ| = λλ, jolloin λ = 1/λ = 2a1a2/(a1 + a2).
Avaamalla sulut ja käyttämällä tätä tietoa saadaan

q(z) = z3 − (a1 + a2 + λa1a2)z
2 +

(
a1a2 + λ(a1 + a2

))
z − λ

= z3 − 3

2
(a1 + a2)z

2 + 3a1a2z − λ.

Tällöin derivaataksi saadaan q′(z) = 3(z2 − (a1 + a2)z + a1a2) = 3(z − a1)(z − a2),
jolloin q täyttää (1) ehdot. Näin ollen (1) ja (3) ovat ekvivalentteja keskenään.

Riittää enää osoittaa, että (1) ja (2) ovat ekvivalentteja keskenään, mistä seuraa
että myös (2) ja (3) ovat ekvivalentteja keskenään. Oletetaan, että (1) pätee, jolloin
Mardenin lauseen nojalla polynomin p kriittiset pisteet a1 ja a2 ovat Steinerin yk-
sikkösisäellipsin E1 polttopisteet. Lemmasta 4.7 seuraa, että ellipsi E1 on Blaschken
ellipsi. Koska alussa määriteltiin Blaschken tulo b siten, että sen juuret ovat 0, a1 ja
a2, E1 on Blaschken tuloon b liittyvä ellipsi. Näin ollen Blaschken tuloon b liittyvä
ellipsi on Steinerin yksikkösisäellipsi, jolloin (2) pätee. Jos taas oletetaan, että (2)
pätee, niin Mardenin lauseesta seuraa, että myös (1) pätee. Tällöin (1) ja (2) ovat
ekvivalentteja keskenään.

�

Lause 4.9. Olkoon E Blaschken tuloon b liittyvä ellipsi. Tällöin E on Steinerin
yksikkösisäellipsi jos ja vain jos on olemassa λ ∈ T ja erilliset pisteet z1, z2, z3 ∈ T,
joille b(z1) = b(z2) = b(z3) = λ siten, että

b(z)/z

b(z)− λ
=

1/3

z − z1
+

1/3

z − z2
+

1/3

z − z3
.

Todistus. Oletetaan, ensiksi että E on kolmion 4z1z2z3 Steinerin yksikkösisäel-
lipsi, missä z1, z2, z2 ∈ T. Lemman 4.7 nojalla on olemassa kolmannen asteen Blasch-
ken tulo b, joka määrittää ellipsin E. Blaschken ominaisuuden nojalla on olemassa
λ ∈ T siten, että b(z1) = b(z2) = b(z3) = λ. Ellipsi E sivuaa janoja zizj niiden kes-
kipisteissä, jolloin lauseessa 4.6 esiintyvän kaavan nojalla tangentin sivuamispisteeksi
ζ1 saadaan
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ζ1 =
m2z1

m1 +m2

+
m1z2

m1 +m2

=
z1
2

+
z2
2
.

Pisteet, jotka ovat muotoa az1 + (1 − a)z2, missä 0 ≤ a ≤ 1, ovat janalla z1z2.
Muuttujan a muuttuessa myös pisteen paikka muuttuu janalla. Näin ollen täytyy olla,
että m1/(m1+m2) = m2/(m1+m2) = 1/2. Tästä seuraa, että m1 = m2 ja symmetrian
nojalla saadaan m1 = m2 = m3. Lisäksi määritelmän nojalla m1+m2+m3 = 1, jolloin
saadaan mj = 1/3 kaikilla j = 1, 2, 3.

Todistetaan nyt väitteen toinen suunta eli oletetaan, että Blaschken tulo b on
määritelty siten, että m1 = m2 = m3 = 1/3. Lauseen 4.8 nojalla Blaschken ellipsin E
ja kolmion4z1z2z3 eräs yhteinen piste on ζ1 = (m1z2+m2z1)/(m1+m2). Sijoittamalla
lukujen m1 ja m2 paikalle 1/3 huomataan, että ζ1 = (z1 + z2)/2, mikä on janan z1z2
keskipiste. Vastaavanlaisesti ζ2 ja ζ3 ovat janojen z2z3 ja z1z3 keskipisteitä. Näin ollen
ellipsi E on Steinerin yksikkösisäellipsi.

�

Tarkastellaan seuraavaksi kolmannen asteen polynomia p, jonka juuret ovat eril-
liset yksikköympyrän pisteet z1, z2 ja z3. Olkoot polynomin kriittiset pisteet a1 ja a2,
joita käytetään Blaschken tulon b määrittelyssä kaavassa (4.3). Lauseen 4.8 nojalla
Blaschken tuloon b liittyvä Blaschken ellipsi on kolmion 4z1z2z3 Steinerin yksikkösi-
säellipsi. Lauseesta 4.9 saadaan seuraus, jossa nähdään polynomin p logaritmin deri-
vaatan yhteys Blaschken tuloon b.

Seuraus 4.10. Olkoon polynomi muotoa p(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3), jossa
z1, z2 ja z3 ovat erillisiä yksikköympyrän pisteitä. Olkoot polynomin p derivaatan
kriittiset pisteet a1,a2 ∈ D. Tällöin on olemassa kolmannen asteen Blaschken tulo b,
jonka juuret ovat 0, a1 ja a2 ja b(zj) = λ, missä j = 1, 2, 3. Tällöin pätee

F (z) =
b(z)/z

b(z)− λ
=

1/3

z − z1
+

1/3

z − z2
+

1/3

z − z3
=
p′(z)

3p(z)
.

Tästä huomataan, että polynomin p kriittiset pisteet ovat myös b(z)/z juuria.

4.2. Kuinka monta Steinerin yksikkökolmiota voi olla Steinerin
yksikkösisäellipsillä?

Tässä alaluvussa todistetaan, että jokaisella Steinerin yksikkösisäellipsillä, joka
ei ole ympyrä, on yksikäsitteinen Steinerin yksikkökolmio. Käsitellään ensiksi eri-
koistapaus, jossa Steinerin sisäellipsi on ympyrä. Todistetaan, että tällöin Steinerin
sisäellipsillä on äärettömän monta Steinerin yksikkökolmiota.

Olkoon Steinerin yksikkökolmio tasasivuinen kolmio. Tällöin polynomin
p(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3) derivaatalla on kaksoisjuuri ja derivaatan juurek-
si saadaan 0. Näin ollen ympyrä voidaan konstruoida kolmion 4z1z2z3 sisälle siten,
että origokeskinen ympyrä sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessä. Steine-
rin lauseen nojalla Steinerin sisäellipsi on yksikäsitteinen, jolloin saadaan ympyräksi
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Cr := {z : |z| = r} jollakin säteellä r, jolle pätee 0 < r < 1. Laskemalla pystytään

osoittamaan, että säteeksi saadaan r =
1

2
. Kiertämällä kolmiota saadaan äärettömän

monta Steinerin yksikkökolmiota ympyrälle.
Oletetaan nyt, että Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteistä toinen on origossa

eli a1 = 0. Lemmasta 4.2 saadaan suoraan, että toisen polttopisteen a2 pitää olla
myös origossa. Koska a1 = a2 = 0, niin Steinerin yksikkösisäellipsi on origokeskinen
ympyrä C1/2.

Kuva 4.3. Ympyrällä C1/2 on äärettömän monta Steinerin yksikkö-
kolmiota, joita kuvassa on havainnollistettu neljä kappaletta.

Osoitetaan seuraavaksi, että ympyrä C1/2 on ainoa Steinerin yksikkösisäellipsi, jol-
la on useampi Steinerin yksikkökolmio. Seuraavasta lauseesta siis saadaan, että muil-
la Steinerin yksikkösisäellipseillä on yksikäsitteinen Steinerin yksikkökolmio. Lauseen
todistuksessa käytetään edellisen alaluvun tuloksia.

Lause 4.11. Olkoon E ellipsi, jonka polttopisteet a1 ja a2 ovat yksikkökiekon si-
säpisteitä. Jos ellipsillä E on kaksi erillistä Steinerin yksikkökolmiota, niin tällöin
E = C1/2.

Todistus. Lauseen 4.8 nojalla voidaan valita kaksi eri kolmannen asteen poly-
nomia p ja q siten, että molempien polynomien kolmannen asteen termin kerroin on
a3 = 1 ja polynomien juuret ovat erillisiä yksikköympyrän pisteitä ja polynomeilla on
samat kriittiset pisteet a1,a2 ∈ D. Nämä kriittiset pisteet määrittävät yksikäsitteisen
Blaschken tulon b, joka esiintyy kaavassa (4.3). Seurauksen 4.10 nojalla on olemassa
γj ∈ T siten, että

p′(z)

3p(z)
=

b(z)/z

b(z)− γ1
ja

q′(z)

3q(z)
=

b(z)/z

b(z)− γ2
.



4.3. MITKÄ PISTEET VOIVAT OLLA STEINERIN YKSIKKÖSISÄELLIPSIN POLTTOPISTEITÄ?37

Ratkaisemalla näistä yhtälöistä b(z) saadaan

b(z) =
zγ1p

′(z)

zp′(z)− 3p(z)
ja b(z) =

zγ2q
′(z)

zq′(z)− 3q(z)
.(4.5)

Polynomeilla on samat derivaatat, koska molempien polynomien kolmannen asteen
termin kerroin on 1 ja molemmilla on samat kriittiset pisteet a1 ja a2. Derivaatat
ovat toisen asteen polynomeja, joten kaavan (3.2) avulla derivaatoiksi saadaan

p′(z) = 3z2 − 3(a1 + a2)z + 3a1a2 = q′(z).

Koska p′(z) = q′(z), niin yhtälöistä (4.5) saadaan

γ1/(zp
′(z)− 3p(z)) = γ2/(zp

′(z)− 3q(z)).

Jos γ1 = γ2, niin tällöin polynomit p ja q ovat samat, mikä on ristiriidassa alkuole-
tusten kanssa. Näin ollen γ1 6= γ2, jolloin saadaan yhtälö

γ1(zq
′(z)− 3q(z)) = γ2(zp

′(z)− 3p(z)).

Lisäksi alkuoletuksista seuraa, että q(z) = p(z) + C, jolloin saadaan

(4.6) 3γ1C = (γ1 − γ2)(zp′(z)− 3p(z)).

Polynomi p on muotoa p(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0, jolloin

zp′(z)− 3p(z) = −c2z2 − 2c1z − 3c0.

Sijoittamalla tämä yhtälöön (4.6) saadaan, että c1 = c2 = 0. Tästä seuraa, että
polynomi p on muotoa p(z) = z3 + c0 jollakin c0. Näin ollen polynomin p juuret ovat
tasaisesti jakautuneet yksikkökiekon reunalle. Vastaavanlaisella argumentilla saadaan
polynomille q vastaavanlainen yhtälö, mutta eri vakiolla. Jos siis Steinerin sisäellipsillä
on vähintään kaksi Steinerin yksikkökolmiota, niin kolmiot ovat tasasivuisia. Alaluvun
4.2 alussa todettiin, että jos Steinerin yksikkökolmio on tasasivuinen, niin Steinerin
yksikkösisäellipsi on ympyrä. Näin ollen polynomien p ja q Steinerin sisäellipsi on
ympyrä C1/2.

�

Lauseesta 4.11 saadaan, että Steinerin yksikkösisäellipseillä on yksikäsitteinen
Steinerin yksikkökolmio jos ja vain jos Steinerin yksikkösisäellipsi ei ole ympyrä.

4.3. Mitkä pisteet voivat olla Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteitä?

Määritetään seuraavaksi pisteet, jotka voivat olla Steinerin yksikkösisäellipsin
polttopisteitä. Olkoon a1 Steinerin yksikkösisäellipsin polttopiste ja a1 ∈ D. Alaluvun
4.2 nojalla jos a1 = 0, niin tällöin myös a2 = 0, jolloin Steinerin yksikkösisäellipsi on
ympyrä C1/2.

Oletetaan nyt, että a1 6= 0. Tällöin lauseen 4.8 nojalla ehdon

2|a1a2| = |a1 + a2|
tulee toteutua Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteille a1 ja a2. Määritetään kaikki
luvut z yksikköympyrässä, jolle pätee ehto 2|a1z| = |a1 + z|. Olkoon
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T (z) = a1z/(a1 + z), ja etsitään kaikki luvut z, joille |T (z)| = 1/2. Huomataan,
että T on Möbius-kuvaus, jolloin Möbius-kuvaus kuvaa ympyrät joko ympyröiksi tai
suoriksi [13, s. 120-122]. Yhtälön 2|a1z| = |a1 + z| ratkaisujoukko on joko ympyrä tai
suora, joka voidaan ajatella ääretönsäteiseksi äärettömyyden kautta kulkevaksi ympy-
räksi. Kuvauksen T ratkaisujoukoksi saadaan pistejoukko avoimessa yksikkökiekossa,
jolle pätee T−1{w : |w| = 1/2}.



LUKU 5

Steinerin sisäellipsin yhteys Fermat’n pisteisiin

Luvussa tarkastellaan Steinerin sisäellipsin ja Fermat’n pisteiden yhteyttä. Huo-
mataan, että Fermat’n pisteiden avulla pystytään konstruoimaan Steinerin sisäellipsin
polttopisteet. Steinerin sisäellipsin ja Fermat’n pisteiden yhteyden löytämiseksi teh-
dään koordinaatistomuunnos Kiepertin koordinaatistoon.

Tarkastellaan Steinerin sisäellipsiä Kiepertin koordinaatistossa, joka on esitelty
Scimemin artikkelissa [6, §2]. Koordinaatistomuunnos Kiepertin koordinaatistoon voi-
daan tehdä jokaiselle kolmiolle, joka ei ole tasakylkinen. Koordinaatistomuunnoksen
tarkoituksena on asettaa kolmio siten, että sen Kiepertin hyperbelin yhtälöksi saadaan
xy = 1. Kiepertin hyperbeliksi kutsutaan sitä yksikäsitteistä hyperbelia, joka kulkee
sekä kolmion kärkipisteiden että kolmion painopisteen g kautta. Kiepertin hyperbelia
on havainnollistettu kuvassa 5.1. Muunnoksen jälkeen kolmion T kärkipisteiksi saa-

daan z1 =
(
x1,

1

x1

)
, z2 =

(
x2,

1

x2

)
ja z3 =

(
x3,

1

x3

)
. Kolmion 4z1z2z2 painopisteen

koordinaatit ovat

(5.1) g = (p/3, 3/p),

missä p = x1 +x2 +x3. Luvussa 5.2 tarkastellaan tasakylkistä kolmiota, jolle ei voida
tehdä kyseistä koordinaatistomuunnosta. Tasakylkiselle kolmiolle kuitenkin voidaan
todistaa samat tulokset käyttämättä Kiepertin koordinaatistoa.

Kuva 5.1. Kiepertin hyperbeli kulkee kolmion painopisteen g ja kol-
mion kärkipisteiden kautta.

39
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Artikkelissa [6, §6] osoitetaan, että Kiepertin koordinaatistossa Steinerin sisäel-
lipsin yhtälöksi saadaan

3x2 − pqy2 − 2px+ 6qy = 0,

missä p = x1 +x2 +x3 ja q = x1x2x3. Yhtälöstä huomataan, että Steinerin sisäellipsin
akselit ovat x-akselin ja y-akselin kanssa yhdensuuntaisia.

Steinerin ellipsin yhtälö voidaan myös esittää puoliakseleiden pituuksien a ja b
avulla seuraavasti

(x− p

3
)2

a2
+

(y − 3

p
)2

b2
= 1,

missä puoliakseleiden neliöiden pituudet ovat a2 =
p3 − 27q

9p
ja b2 =

p3 − 27q

−3p2q
.

Tutkimalla onko a2 − b2 =
(p3 − 27q)(pq + 3)

9p2q
positiivinen, saadaan selville onko

isoakseli yhdensuuntainen x-akselin vai y-akselin kanssa. Merkitään t = pq+3, jolloin
saadaan kaksi tapausta:

(1) Jos t < 0 ja a > b, niin isoakseli on x-akselin kanssa yhdensuuntainen.

(2) Jos t > 0 ja a < b, niin isoakseli on y-akselin kanssa yhdensuuntainen.

Jos t = 0, niin a = b, jolloin Steinerin sisäellipsi on ympyrä ja kolmio T on tasasivui-
nen.

Steinerin sisäellipsin polttopisteiden koordinaatit voidaan määrittää Steinerin si-
säellipsin keskipisteen ja polttopisteen välisen etäisyyden c =

√
|a2 − b2| avulla. Stei-

nerin sisäellipsin keskipiste on sama kuin sitä rajoittavan kolmion painopiste g. Kun

a > b, Steinerin sisäellipsin polttopisteet ovat isoakselilla, jonka yhtälö on y =
3

p
. Näin

ollen Steinerin sisäellipsien polttopisteen y-koordinaatiksi saadaan suoraan
3

p
, kun

taas x-koordinaatti saadaan kolmion painopisteen x-koordinaattiin lisäämällä luku
±c. Vastaavanlainen päättely saadaan tehtyä, kun a < b. Tällöin Steinerin sisäellip-

sin polttopisteet sijaitsevat isoakselilla, jonka yhtälö on x =
p

3
. Steinerin sisäellipsien

polttopisteiksi saadaan

(5.2) A± =


(p

3
± c, 3

p

)
, jos a > b(p

3
,
3

p
± c
)
, jos a < b,

missä c =
√
|a2 − b2|.

Merkitään u =

√
−pq

3
=
a

b
. Parametri u mittaa Steinerin sisäellipsin eksentrisyyt-

tä eli epäkeskeisyyttä e. Steinerin sisäellipseille eksentrisyys on 0 ≤ e < 1 ja e = 0 jos
Steinerin sisäellipsi on ympyrä.
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Kerrataan seuraavaksi Fermat’n pisteet ja niiden konstruoiminen, minkä jälkeen
esitetään Fermat’n pisteiden koordinaatit Kiepertin koordinaatistossa.

Ranskalainen Pierre de Fermat’n (1601–1655) esitti Fermat’n-Steinerin problee-
man ystävälleen Torricellille kirjeessä. Fermat’n-Steinerin probleemassa tuli löytää
kolmen kylän välissä oleva risteys siten, että maanteiden yhteispituus olisi mahdolli-
simman lyhyt. Torricelli ratkaisi ongelman ja Torricellin oppilas Viviani julkaisi rat-
kaisun vuonna 1659. Lyhin mahdollinen risteyspiste on ensimmäinen Fermat’n piste,
jos kolmion jokainen kulma on alle 120 astetta. Tätä pistettä kutsutaan kirjallisuu-
dessa myös Torricellin pisteeksi. Jos kolmion jokin kulma on yli 120 astetta, niin
tällöin risteyspiste on kyseisen kulman kärki. Steinerin sisäellipsien polttopisteiden
konstruoinnissa tarvitaan ensimmäisen Fermat’n pisteen lisäksi myös toista Fermat’n
pistettä, joka konstruoidaan samankaltaisesti kuin ensimmäinen Fermat’n piste. [14]

Määritelmä 5.1. Piirretään kolmion ABC ulkopuolelle tasasivuiset kolmiot
ARB, BPC ja CQA ja konstruoidaan kunkin näistä ympärille ympyrä, joka kulkee
kolmion kärkipisteiden kautta. Nämä kolme ympyrää leikkaavat samassa pisteessä,
jota kutsutaan ensimmäiseksi Fermat’n pisteeksi F .

Ensimmäisen Fermat’n pisteen konstruoiminen on esitetty kuvassa 5.2.

Kuva 5.2. Ensimmäinen Fermat’n pisteen F konstruoiminen

Huomautus 5.2. Kuvasta 5.2 huomataan, että Fermat’n ensimmäinen piste on
kolmion 4ABC ulkopuolella. Tämä johtuu siitä, että kulma ∠ABC > 120◦. Tässä
tapauksessa ratkaisu Fermat’n-Steinerin probleemaan on kolmion kärkipiste B.
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Määritelmä 5.3. Piirretään kolmionABC sisäpuolelle tasasivuiset kolmiotAR′B,
BP ′C ja CQ′A ja konstruoidaan kunkin näistä ympärille ympyrä, joka kulkee kol-
mion kärkipisteiden kautta. Nämä kolme ympyrää leikkaavat samassa pisteessä, jota
kutsutaan toiseksi Fermat’n pisteeksi F ′.

Toisen Fermat’n pisteen konstruoiminen on esitetty kuvassa 5.3.

Kuva 5.3. Fermat’n toisen pisteen F ′ konstruoiminen

Artikkelissa [6, §9] osoitetaan, että Fermat’n pisteiden koordinaatit Kiepertin
koordinaatistossa voidaan ilmaista kolmion kärkipisteiden summan p ja tulon q avulla
seuraavasti:

F =
(√−p

3q
,

√
−3q

p

)
ja F ′ =

(
−
√
−p
3q
,−
√
−3q

p

)
.

Lausutaan Fermat’n pisteiden koordinaatit käyttämällä parametria u =

√
−pq

3
. Fer-

mat’n pisteen koordinaateiksi saadaan nyt

(5.3) F = − u

pq
(p,−3q) ja F ′ = − u

pq
(−p, 3q).

Huomataan, että janan FF ′ keskipiste on origo Kiepertin koordinaatistossa. Fer-
mat’n pisteiden ja kolmion painopisteen g avulla pystytään määrittämään Steinerin
sisäellipsin isoakseli ja Steinerin sisäellipsin akselien pituudet.
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Lause 5.4. Olkoot G kolmion painopiste, F Fermat’n ensimmäinen piste ja F ′

Fermat’n toinen piste. Steinerin sisäellipsin isoakseli kuuluu kulman ∠FGF ′ kulman-
puolittajalle. Akselien pituudet ovat

∣∣|GF ′| ± |GF |∣∣ eli kolmion painopisteen ja Fer-
mat’n pisteiden etäisyyksien summan ja erotuksen itseisarvo.

Todistus. Todistetaan ensin, että Steinerin sisäellipsin isoakseli kuuluu kulman
∠FGF ′ kulmanpuolittajalle. Tämä todistetaan osoittamalla, että peilaus τ isoakselin
suhteen kuvaa vektorin GF vektoriksi GF τ , joka on samansuuntainen vektorin GF ′

kanssa. Todistetaan tämä kahden tapauksen avulla.

Tapaus 1: a < b. Tässä tapauksessa u < 1 ja isoakseli on y-akselin suuntainen.
Käyttämällä kolmion painopisteen koordinaatteja (5.1) ja Fermat’n pisteiden koordi-
naatteja (5.3) vektoreiksi saadaan laskettua

GF = F −G =
(−u
q
− p

3
,
3u

p
− 3

p

)
,

GF τ =
(u
q

+
p

3
,
3u

p
− 3

p

)
,

GF ′ =
(u
q
− p

3
,
−3u

p
− 3

p

)
.

Lasketaan seuraavaksi vektoreiden GF τ ja GF ′ ristitulo sekä pistetulo.
Olkoon kompleksiluku muotoa zi = xi + yii. Tällöin kahden kompleksiluvun risti-
tulo on z1 × z2 = x1y2 − x2y1. Näin ollen saadaan

GF τ ×GF ′ = (
u

q
+
p

3
)(
−3u

p
− 3

p
)− (

3u

p
− 3

p
)(
u

q
− p

3
)

=
−3u2

pq
− 3u

pq
− u− 1− 3u2

pq
+ u+

3u

pq
− 1

=
−6u2

pq
− 2.

Sijoittamalla u =

√
−pq

3
yhtälöön saadaan ristituloksi nolla. Kompleksilukujen ris-

titulo voidaan myös laskea vektorien välisen kulman θ avulla seuraavasti z1 × z2 =
|z1||z2|sinθ. Koska aiemmasta laskusta ristituloksi saatiin nolla ja |GF τ |, |GF ′| 6= 0,
niin vektorien välinen kulma on joko θ = 0◦ tai θ = 180◦.

Lasketaan seuraavaksi pistetulo, joka lasketaan kompleksiluvuille z1 ja z2 kaavalla
z1 · z2 = x1x2 + y1y2. Pistetuloksi saadaan
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GF τ ·GF ′ = (
u

q
+
p

3
)(
u

q
− p

3
) + (

3u

p
− 3

p
)(
−3u

p
− 3

p
)

=
u2

q2
− p2

9
+

9

p2
− 9u2

p2

=
(p3 − 27q)(pq + 3)

9p2q

= b2 − a2.

Huomataan, että pistetuloksi saatiin positiivista, koska a < b. Näin ollen pistetu-
losta ja ristitulosta huomataan, että vektorit GF τ ja GF ′ ovat samansuuntaiset. Nyt
pystytään laskemaan kolmion painopisteen G ja Fermat’n pisteiden välisten etäisyyk-
sien summa ja erotus käyttämällä hyväksi vektorien GF τ ja GF ′ samansuuntaisuutta.
Tällöin saadaan

|GF |+ |GF ′| = |GF τ |+ |GF ′| = |GF τ +GF ′|

=
∣∣∣(u
q

+
p

3
,
3u

p
− 3

p

)
+
(u
q
− p

3
,
−3u

p
− 3

p

)∣∣∣ =
∣∣∣(2u

q
,
−6

p

)∣∣∣
=

√
4u2

q2
+

36

p2
= 2

√
−p

3 − 27q

3p2q
= 2b

|GF | − |GF ′| = |GF τ | − |GF ′| = |GF τ −GF ′|

=
∣∣∣(u
q

+
p

3
,
3u

p
− 3

p

)
−
(u
q
− p

3
,
−3u

p
− 3

p

)∣∣∣ =
∣∣∣(2p

3
,
6u

p

)∣∣∣
=

√
4p2

9
+

36u2

p2
= 2

√
p3 − 27q

9p
= 2a.

Huomataan, että summaksi saatiin pikkuakselin pituus 2b ja erotukseksi isoakselin
pituus 2a.

Tapaus 2: a > b. Tässä tapauksessa u > 1, jolloin isoakseli on x-akselin suuntai-
nen ja painopisteen G ja peilatun isoakselin suhteen Fermat’n pisteen F τ vektoriksi

saadaan GF τ =
(−u
q
− p

3
,
−3u

p
+

3

p

)
. Lasketaan vektorien GF τ ja GF ′ ristitulo ja

pistetulo vastaavanlaisesti kuin tapauksessa 1. Ristituloksi saadaan nolla ja pistetu-
loksi saadaan a2 − b2 > 0, jolloin vektorit GF τ ja GF ′ ovat samansuuntaiset. Näin
ollen laskemalla saadaan |GF |+ |GF ′| = 2a ja |GF ′| − |GF | = 2b.

Tapaukset 1 ja 2 todistavat lauseen.
�
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5.1. Steinerin sisäellipsin polttopisteiden konstruoiminen

Kun tiedetään kolmion painopiste g sekä konstruoidaan Fermat’n pisteet F ja F ′,
pystytään Steinerin sisäellipsin polttopisteet A1 ja A2 konstruoimaan helposti seuraa-
vien ohjeiden avulla:

(1) Jatketaan Steinerin sisäellipsin iso- ja pikkuakseli suoriksi. Lauseen (5.4) no-
jalla saadaan isoakseli konstruoimalla kulman ∠FGF ′ kulmanpuolittaja. Jat-
kettu pikkuakseli saadaan isoakselin normaalina, joka kulkee pisteen G kaut-
ta.

(2) Konstruoidaan janan FF ′ keskinormaali. Merkitään kyseistä keskinormaalia
kirjaimella l.

(3) Merkitään kirjaimella W keskinormaalin l ja jatketun pikkuakselin leikkaus-
pistettä.

(4) Konstruoidaan ympyrä, jonka keskipiste on W ja joka kulkee Fermat’n pis-
teiden F ja F ′ kautta.

(5) Polttopisteet A1 ja A2 saadaan ympyrän ja isoakselin leikkauspisteistä.

Kuva 5.4. Steinerin sisäellipsin polttopisteet A1 ja A2 voidaan kon-
struoida Fermat’n pisteiden avulla.

Steinerin sisäellipsien polttopisteiden konstruoimiseen voi tutustua seuraavassa
GeoGebra-appletissa: https://ggbm.at/w559q6mz.

https://ggbm.at/w559q6mz
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Todistetaan seuraavaksi edellisellä sivulla tarvittu algoritmi Steinerin sisäellipsin
polttopisteiden löytämiseksi.

Lause 5.5. Steinerin sisäellipsin polttopisteet ovat isoakselin ja Fermat’n pistei-
den kautta kulkevan ympyrän, jonka keskipiste on jatketulla pikkuakselilla, leikkaus-
pisteet.

Todistus. Todistus jaetaan kahteen tapaukseen.

Tapaus 1: a > b. Tällöin Steinerin sisäellipsin isoakseli on x-akselin suuntainen,

jolloin isoakselin yhtälö on y =
3

p
. Steinerin sisäellipsin pikkuakseli on tällöin x =

p

3
.

Janan FF ′ keskinormaali l on y =
p

3q
x, jolloin yhtälöparilla pikkuakselin ja keskinor-

maalin l leikkauspisteeksi saadaan W =
(p

3
,
p2

9q

)
. Ympyrän säde r saadaan selvittä-

mällä vektorin WF pituus. Säteeksi saadaan

r = |WF | =

√
(−u

q
− p

3
)
2

+ (
3u

p
− p2

9q
)
2

=

√
p4

81q2
+
p2

9
− p

3q
− 3

q

p
.

Tällöin ympyrän yhtälö on

x2 + y2 − x2p

3
− y2p2

9q
+
p2 + 9q2

3pq
= 0.

Lasketaan ympyrän ja isoakselin leikkauspisteet yhtälöparilla


x2 + y2 − x2p

3
− y2p2

9q
+
p2 + 9q2

3pq
= 0

y =
3

p
.

Leikkauspisteiksi saadaan

(
p

3
±
√
a2 − b2, 3

p
).

Yhtälöstä (5.2) huomataan, että leikkauspisteet ovat Steinerin sisäellipsin polttopis-
teet.

Tapaus 2: a < b. Tällöin Steinerin sisäellipsin isoakseli on y-akselin kanssa yh-

densuuntainen ja isoakselin yhtälö on x =
p

3
. ja pikkuakseli on x-akselin kanssa yh-

densuuntainen, joka on y =
3

p
. Vastaavanlaisella tavalla kuin tapauksessa 1 ympyrän

keskipisteen koordinaateiksi saadaan W =
(9q

p2
,
3

p

)
. Tällöin ympyrän säde on

r = |WF | =

√
−p
3q

+
81q2

p4
− 3q

p
+

9

p2
.
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Ympyrän yhtälö on nyt

x2 + y2 − x18q

p2
− y6

p
+
p2 + 9q2

3pq
= 0.

Yhtälöparista ympyrän ja isoakselin leikkauspisteiksi saadaan (
p

3
,
3

p
±
√
b2 − a2). Yh-

tälöstä (5.2) huomataan, että leikkauspisteet ovat Steinerin sisäellipsin polttopisteet.
�

5.2. Tasakylkinen kolmio

Tasakylkiselle kolmiolle ei voida tehdä Kiepertin koordinaatistomuunnosta, joten
todistetaan aiemmat tulokset tasakylkiselle kolmiolle T kuvaamalla kolmion kärkipis-
teet pisteiksi z1 = (−1, 0), z2 = (1, 0) ja z3 = (0, h). Kolmion painopisteeksi saadaan

g = (0,
h

3
), joka on samalla Steinerin sisäellipsin keskipiste.

Oletetaan, että h > 0 ja h 6=
√

3. Jos h =
√

3, niin tällöin kolmio on tasasivuinen.
Tällöin Steinerin sisäellipsi on ympyrä, jonka keskipiste on kolmion painopiste ja säde

r =
h

3
.

Tarkastellaan nyt yleistä tapausta, jossa Steinerin sisäellipsi ei ole ympyrä. Tällöin
kolmion Steinerin sisäellipsin yhtälöksi saadaan

x2

a2
+

(y − h

3
)2

b2
= 1,

missä a =

√
3

3
ja b =

h

3
.

Steinerin sisäellipsin polttopisteet saadaan tarkastelemalla isoakselia ja Steinerin
sisäellipsin keskipisteen ja polttopisteen välistä etäisyyttä c =

√
|a2 − b2|. Kun a > b,

niin Steinerin sisäellipsin polttopisteet ovat isoakselilla, joka on y =
h

3
. Kun a < b,

niin Steinerin sisäellipsin polttopisteet ovat isoakselilla, joka on x = 0. Näin ollen
Steinerin sisäellipsin polttopisteiksi saadaan

(5.4) A± =


1

3
(±
√

3− h2, h), jos a > b

(0,
1

3
(h±

√
h2 − 3), jos a < b.

Kolmion T Fermat’n pisteiden koordinaatit ovat

F = (0,

√
3

3
) ja F ′ = (0,−

√
3

3
).

Todistetaan nyt lauseet 5.4 ja 5.5 tasakylkiselle kolmiolle.
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Kuva 5.5. Tasakylkisen kolmion Steinerin sisäellipsille voidaan todis-
taa samat tulokset kuin muillekin Steinerin sisäellipseille käyttämättä
Kiepertin koordinaatistoa.

Todistus. (Lauseet 5.4 ja 5.5) Tapaus 1: h <
√

3, a > b ja c2 =
h2 − 3

9
. Isoakseli

on x-akselin suuntainen. Todistetaan ensiksi lause 5.4. Tällöin vektoreiksi saadaan

GF = (0,

√
3− h
3

)

GF τ = (0,
h−
√

3

3
)

GF ′ = (0,
−
√

3− h
3

).

Vektorien ristituloksi saadaan GF τ × GF ′ = 0, jolloin vektorien välinen kul-

ma on joko 0◦ tai 180◦. Pistetuloksi saadaan GF τ · GF ′ =
−h2

9
+

1

3
> 0, koska

h <
√

3. Näin ollen ristitulosta ja pistetulosta saadaan, että vektorit GF τ ja GF ′

ovat samansuuntaiset.
Vektorien pituuksiksi saadaan

|GF ′| = a+ b =

√
3 + h

3
ja |GF | = a− b =

√
3− h
3

.

Tästä saadaan, että |GF ′| − |GF | = 2b ja |GF ′|+ |GF | = 2a, mitä haluttiin osoittaa.
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Todistetaan nyt lause 5.5. Tällöin polttopisteiden konstruoinnissa tarvittavan ym-
pyrän, jonka keskipiste on W , yhtälö on

x2 + y2 − 1

3
= 0

ja vektorin FF ′ keskinormaali on suora y =
h

3
. Yhtälöparilla ympyrän ja isoakselin

leikkauspisteiksi saadaan

(±
√

3− h2
3

,
h

3
).

Huomataan, että leikkauspisteet ovat yhtälön (5.4) Steinerin sisäellipsin polttopisteet.

Tapaus 2: h >
√

3, a < b ja c2 =
3− h2

9
. Tällöin isoakseli on y-akselin suuntainen.

Tällöin vektoreiksi saadaan

GF = (0,

√
3− h
3

) = GF τ

GF ′ =
(
0,
−
√

3− h
3

).

Ristituloksi saadaan GF τ × GF ′ = 0, jolloin vektorien välinen kulma on joko 0◦ tai

180◦. Pistetuloksi saadaan GF τ ·GF ′ = h2

9
− 1

3
> 0, koska h >

√
3. Näin ollen vektorit

GF τ ja GF ′ ovat samansuuntaiset.
Vektorien pituuksiksiksi saadaan

|GF ′| =
√

3 + h

3
= a+ b ja |GF | = h−

√
3

3
= b− a.

Tästä saadaan, että |GF ′| + |GF | = 2b ja |GF ′| − |GF | = 2a, mitä haluttiin osoit-
taa. Todistetaan seuraavaksi lause 5.5. W -keskisen ympyrän yhtälö on sama kuin
tapauksessa 1, kun taas Steinerin sisäellipsin isoakseli on x = 0. Ympyrän ja suoran
leikkauspisteiksi saadaan (

0,
1

3
(h±

√
h2 − 3)

)
.

Huomataan, että leikkauspisteet ovat yhtälön (5.4) Steinerin sisäellipsin polttopisteet.
Tapaukset 1 ja 2 yhdessä todistavat lauseet 5.4 ja 5.5 tasakylkiselle kolmiolle.
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