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Tutkielmassa tutustutaan Steinerin sisdellipsiin. Steinerin siséellipsiksi kutsutaan
kolmion siséllé olevaa ellipsié, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessé.
Steinerin siséellipsi on ympyré jos ja vain jos kolmio on tasasivuinen.

Tutkielman péaétulokset ovat Steinerin lause ja Mardenin lause. Steinerin lauseen
mukaan jokaisella kolmiolla on yksikésitteinen Steinerin siséellipsi. Mardenin lausees-
sa saadaan Steinerin sisdellipsin polttopisteet kompleksitason kolmannen asteen po-
lynomin, jonka juuria ovat kolmion karkipisteet, kriittisistd pisteistd. Tastd myos
huomataan, ettd Steinerin siséellipsi on ympyra jos ja vain jos polynomin derivaatal-
la on kaksoisjuuri. Télloin kolmio on tasasivuinen. Lisdksi tutkielmassa osoitetaan,
ettd Steinerin siséellipsi on pinta-alaltaan suurin mahdollinen ellipsi, joka voidaan
konstruoida kolmion sisélle.

Tutkielmassa myos tutustutaan Steinerin yksikkosiséellipsiin, joka on Steinerin si-
séellipsin erikoistilanne. TAll6in kolmion kérkipisteet ovat yksikkdympyralla. Lopuksi
kidydaan lapi yllattavidkin tuloksia, kun huomataan geometriasta tuttujen Fermat'n
pisteiden yhteys Steinerin siséellipsien akseleihin. Liséksi Fermat'n pisteiden avulla
pystytddan konstruoimaan Steinerin siséellipsin polttopisteet.

Steinerin ja Mardenin lauseiden todistamista varten kédytetddn kompleksiaffiine-
ja kuvauksia. Kompleksiaffiinit kuvaukset kuvaavat kolmiot kolmioiksi ja sailyttavét
janojen keskipisteet. Kompleksiaffiineilla kuvauksilla Steinerin siséellipsi kuvautuu
kuvautuneen kolmion Steinerin siséellipsiksi. N&in ollen kompleksiaffiineilla kuvauk-
silla pystytédén siirtdméén, skaalaamaan ja kiertdméén kolmiota haluttuun paikkaan,
jolloin Mardenin lauseen todistaminen helpottuu alkuperdisen polynomin yksinker-
taistuessa.



Sisalto

[Johdantol 1
(Luku 1. Fsitietoal 3
(1.1.  Kompleksiluvut ja niiden ominaisuuksiaj 3
(1.2.  Afhini kuvaus ja sen ominaisuudet| 4
)
[ Sienenn] | -
Luku 3. Mardenin lausel 21
[Luku 4. Steinerin yksikkosisaellipsi 29
[4.1.  Blaschken ellipsi ja Steinerin yksikkosisaellipsi) 31
[4.2. Kuinka monta Steinerin yksikkokolmiota voi olla Steinerin |
| yksikkosiséellipsilla?) 35
[4.3.  Mitka pisteet voivat olla Steinerin yksikkosisdellipsin polttopisteita | 37
[Luku 5. Steinerin sisaellipsin yhteys Fermat'n pisteisiin| 39
[>.1.  Steinerin sisdellipsin polttopisteiden konstruoiminen| 45
[5.2.  Tasakylkinen kolmio| 47
51

iii



Johdanto

Téassé tutkielmassa tutustutaan Steinerin siséellipsiin. Steinerin siséellipsiksi kut-
sutaan kolmion sisédlld olevaa ellipsid, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sivun kes-
kipisteesséd. Steinerin sisdellipsi on saanut nimensé sveitsildisen matemaatikon Ja-
kob Steinerin (1796-1863) mukaan. Steinerin sisdellipsiin voi tutustua seuraavassa
GeoGebra-appletissa: https://ggbm.at/evufeqfb.

Lukion pitkdn matematiikan geometrian MA A03-kurssilla todistetaan, etté jokai-
sen kolmion sisélle voidaan konstruoida ympyré, joka sivuaa kolmion jokaista sivua
[1], s. 196]. Tasasivuisen kolmion sisdédn piirretty ympyra sivuaa kolmion jokaista sivua
sivun keskipisteessd. Kuten myohemmin tullaan huomaamaan tasasivuisen kolmion
sisdédn piirretty ympyréa on Steinerin siséellipsin erikoistilanne, jossa Steinerin siséel-
lipsi on ympyré. Steinerin siséellipsi on ympyré jos ja vain jos kolmio on tasasivuinen.
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Kuva 0.1. Steinerin sisédellipsi sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessi.

Tutkielman térkeimpiné tuloksena voidaan pitdd Steinerin lausetta ja Mardenin
lausetta. Tutkielmassa osoitetaan, ettd kolmion Az;29z3 Steinerin siséellipsin poltto-
pisteet ovat kompleksitason polynomin p(z) = (2 —21)(z — 22) (2 — 23) kriittiset pisteet.
Tamé on erikoistilanne Gaussin ja Lucasin lauseesta, joka sanoo polynomin kriittisten
pisteiden kuuluvan polynomin juurien konveksiin verhoon. Téstd myos saadaan, etté
Steinerin siséellipsi on ympyré jos ja vain jos polynomin derivaatalla on kaksoisjuuri.
Talloin kolmio on tasasivuinen. Liséksi Steinerin siséellipsi on pinta-alaltaan suurin
mahdollinen ellipsi, joka voidaan konstruoida kolmion sisélle.

Steinerin ja Mardenin lauseiden todistamista varten kerrataan ensimméisessé lu-
vussa kompleksiluvut ja niiden perusominaisuudet, koska tutkielmassa késitelladn
kompleksitason polynomeja. Luvussa kerrataan myos affiinit kuvaukset, joiden avul-
la voidaan kompleksitason kuvioita siirtda, kiertdd tai venyttad. Affiini kuvaus kuvaa
kolmiot kolmioksi ja séilyttédd janojen keskipisteet. Myohemmin my&s osoitetaan, etté
affiini kuvaus kuvaa kolmion Steinerin siséellipsin polttopisteet kuvautuneen kolmion

1


https://ggbm.at/evufeqfb

2 JOHDANTO

Steinerin siséellipsin polttopisteiksi. Affiinit kuvaukset ovat hyodyllisid etenkin Mar-
denin lauseen todistamisessa, koska affiineilla kuvauksilla voidaan yksinkertaistaa al-
kuperéistd polynomia siirtdmaélla kolmiota haluttuun paikkaan. Liséksi luvun lopussa
kerrataan ellipsin muutama ominaisuus, joita tarvitaan paidtulosten todistamisessa.

Toisessa luvussa keskitytddn polynomin juurien ja kriittisten pisteiden véliseen
yhteyteen. Luvussa todistetaan aluksi Gaussin ja Lucasin lause, jonka avulla tutki-
taan kolmannen asteen kompleksipolynomin juuria ja sen kriittisid pisteitd. Téasté
padstadn Steinerin lauseeseen, joka on luvun pa#tulos. Luvun paéldhteend on kay-
tetty Mindan ja Phelpsin artikkelia [2]. Kolmannessa luvussa todistetaan Mardenin
lause kéayttamalla kompleksiaffiineja kuvauksia. Mardenin lause todistetaan luvussa
kahdella eri tavalla, jotka perustuvat Kalmanin ja Badertscherin artikkeleihin [3] ja
[4].

Neljéannessd luvussa tutustutaan Steinerin yksikkdosiséellipsiin, joka on Steinerin
siséiellipsin erikoistilanne. Télloin kolmion kérkipisteet ovat yksikkoympyralld. Vastaa-
vasti Steinerin yksikkosiséellipsia rajaavaa kolmiota kutsutaan Steinerin yksikkokol-
mioksi. Luvun térkeimpéné tuloksena osoitetaan, etté jos Steinerin yksikkosiséellipsi
ei ole ympyr4, niin silld on yksikésitteinen Steinerin yksikkdkolmio. Luvun tulokset
perustuvat Gorkinin ja Skubakin artikkeliin [5].

Viidennessa luvussa tutustutaan yllattaviinkin tuloksiin, kun osoitetaan Steinerin
sisdellipsin yhteys geometriasta tuttuihin Fermat'n pisteisiin. Fermat’'n pisteiden ja
kolmion painopisteen avulla pystytddan konstruoimaan Steinerin siséellipsin isoakseli.
Liséiksi Fermat'n pisteiden avulla pystytédén konstruoimaan Steinerin siséellipsin polt-
topisteet. Luvun tulosten osoittamista varten kédytetddn Kiepertin kooordinaatistoa.
Luvun pééldhteend on kdytetty Scimemin artikkelia [6].

Tutkielmassa on myo6s linkkeind GeoGebra-appletteja, jotka havainnollistavat tut-
kielman tuloksia. GeoGebra-applettien koodi pohjautuu tutkielmassa esiteltéviin tu-
loksiin. Tutkielman kaikki kuvat on myos tehty GeoGebralla.



LUKU 1

Esitietoa

1.1. Kompleksiluvut ja niiden ominaisuuksia

Kompleksiluku z = (z,y) on muotoa z = = + yi, missé z,y € R ja i on imaginaa-
riyksikko. Reaaliluku 2 = Re(z) on kompleksiluvun z = x + yi reaaliosa. Reaaliluku
y = Im(z) on kompleksiluvun imaginaariosa.

Eulerin kaavalla ¢ = cos(f) + isin(f) jokainen kompleksiluku z = x + yi voidaan
myo6s esittdd muodossa

(1.1) 2z =re” = r(cos() + isin(h)),

missd 7 = |z| ja kulma 6 on positiivisen z-akselin ja vektorin Oz vélinen kulma.

=41y

o

Kuva 1.1. Kompleksiluku 2z = x 4 yi voidaan esittdé napakoordinaa-
teilla z = r(cos(6) + isin(h)).

MAARITELMA 1.1. (Kompleksilukujen summa ja tulo) Olkoot z; = (x1,y1) ja
29 = (X2, yo) kompleksilukuja. Kompleksilukujen summa on 21 + 2z = (21422, 41 +y2)
ja kompleksilukujen tulo on z129 = (x129 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)-

Kompleksiluvun z = x + yi: kompleksikonjugaatti on z = = — yi. Kompleksilu-
vun konjugaatti voidaan tulkita geometrisesti kompleksiluvun peilauksena x-akselin
suhteen. Kompleksiluvulle z pétee

(1.2)

wll
I
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4 1. ESITIETOA

Yhtalossi (1.1)) esiintyva r on kompleksiluvun z itseisarvo eli moduli. Kompleksi-

luvun z moduli on reaaliluku
|z| = /22 + 2.

Moduli |z| on pisteen z etéisyys origosta. Kompleksilukujen z; = z7 + 117 ja
Zo = Xy + Yoi erotuksen moduli voidaan tulkita pisteiden (z1,y1) ja (x2,ys) vélisend
etiisyytend. Seuraavat modulin ominaisuudet saadaan suoraan kompleksikonjugaatin
ja modulin maéritelmista

(1.3) Z| = |2

(1.4) 22 = 27 = |7

1.2. Affiini kuvaus ja sen ominaisuudet
Affiini kuvaus kompleksiavaruudessa on funktio
(1.5) f(z)=Az+ Bz +C,

missid z € C ja A, B ja C ovat kompleksisia vakioita. Kun C' = 0, niin kuvaus on
lineaarinen. Kompleksiluvuille lineaarikuvaus f on muotoa

f(z) = Az + Bz,

missd A = ay + asi ja B = by + bei. Lineaarikuvauksen f matriisi on

f <§> =M (z), missé

. a1+b1 —&2+b2
M_<CL2—|—b2 al—bl)'

Lineaarikuvaus f on bijektio jos ja vain jos sen matriisi M on kadntyva matriisi eli
sen determinantti on erisuuri kuin nolla. Koska detM = |A|?> — | B|?, niin f on bijektio
jos ja vain jos |A| # |B|.

Merkitaan yksikkdympyraé kirjaimella T, jolloin r-séteinen origokeskinen ympyra
on rT. Jos lineaarikuvaus f on bijektio, niin talloin f kuvaa ympyrdan rT ellipsiksi,
jonka keskipiste on origo. Jos E on ellipsi, jonka keskipiste on origo, niin on olemassa
bijektiivinen lineaarikuvaus f, joka kuvaa ympyran rT ellipsiksi .

Affiinien kuvausten (1.5)) méaarittelevd ominaisuus on, ettd kaikille kompleksilu-
vuille z ja w sekd mielivaltaiselle reaaliluvulle ¢ pétee

(1.6) F(Q=t)z+tw) = (1 —t)f(2) + tf(w).

Affiinit kuvaukset eivit vilttamatta sailytd pituutta eivétkd kulmaa. Affiini kuvaus
kuitenkin kuvaa suorat suoriksi, keskipisteet keskipisteiksi, painopisteet painopisteik-
si seké yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi suoriksi. Keskipisteiden sédilyminen
tulee suoraan yhtélosté (1.6), kun ¢ = 1/2. Lisiksi affiini kuvaus séilyttéé tangentin
sivuamispisteet.
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1.3. Ellipsi

Ellipsi méaritelladn tason pisteiden joukkona, joiden etéisyyksien summa kahdesta
annetusta pisteestd A; ja Ay on vakio. Pisteitd A; ja A, kutsutaan ellipsin polttopis-
teiksi. Ellipsin keskipiste on polttopisteiden yhdysjanan A; As keskipiste. Ellipsi on
symmetrinen seké polttopisteiden kautta kulkevan suoran etté polttopisteiden vélisen
janan keskinormaalin suhteen.

Tarkastellaan seuraavaksi ellipsid, joka ei ole ympyra. Ellipsin isoakseliksi kut-
sutaan ellipsin pisintd halkaisijaa, joka kulkee polttopisteiden kautta. Pikkuakseliksi
kutsutaan ellipsin lyhintd halkaisijaa. Téalloin pikkuakseli on kohtisuorassa isoakselia
vasten.

]

Kuva 1.2. Ellipsi, jonka keskipiste on origo ja polttopisteet ovat A; ja As.

Merkitéén isoakselin puolikkaan pituutta kirjaimella a ja pikkuakselin puolikkaan
pituutta kirjaimella b ja olkoon c ellipsin keskipisteen etéisyys polttopisteista. Selvi-
tetddn seuraavaksi, miten nama luvut liittyvét toisiinsa.

Lasketaan seuraavaksi etéisyyksien summa mielivaltaisesta ellipsin pisteesta polt-
topisteisiin. Siirretdédn ja kierretddn affiinilla kuvauksella ellipsid siten, etté ellipsin
keskipiste on origossa ja isoakseli on z-akseli. Tétd on havainnollistettu kuvassa [1.2]
Valitaan ellipsin pisteeksi P, jonka koordinaatit ovat (0, a), jolloin etéisyyksien sum-
maksi saadaan

Lasketaan seuraavaksi etdisyyksien summa polttopisteistéd ellipsin pisteeseen (),
jonka koordinaatit ovat (0,b). Pythagoraan lauseen avulla saadaan molempien janojen

A1Q ja AyQ pituudeksi v/b2 + 2. Niin ollen
|41Q] + |A2Q| = VI + 2 + Vb2 + ¢ = 2V 12 + 2,

Koska ellipsin maaritelmén nojalla etédisyyksien summa pottopisteistd mielivaltai-
seen ellipsin pisteeseen on vakio, saadaan

2V + 2 = 2a,
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Kuva 1.3. Kulmat ZA;GC ja ZA3G1 B ovat yhté suuret.

josta

(1.7) =a’—V.

Ellipsin tangenteilla on myos erityinen ominaisuus: ellipsin polttopisteistd tan-
gentin sivuamispisteeseen piirretyt janat kohtaavat tangentin yhtd suuressa kulmas-
sa. Tatd on havainnollistettu kuvassa [1.3] Tadmén ominaisuuden todistus l16ytyy ar-
tikkelista [7]. Tdh&n ominaisuuteen voi tutustua seuraavassa GeoGebra-appletissa:
https://www.geogebra.org/m/nfrzkpsz.


https://www.geogebra.org/m/nfrzkpsz

LUKU 2

Steinerin lause

Tésséd luvussa tutkitaan kompleksisen polynomin p(z) juurien ja sen kriittisten
pisteiden yhteyttd. Polynomin derivaatan juuria kutsutaan kriittisiks: pisteiksi eli
piste 2’ on kriittinen piste, jos p’(z’) = 0. Térkein yhteys saadaan Gaussin ja Lucasin
lauseen avulla, jonka mukaan polynomin kriittiset pisteet kuuluvat polynomin juurien
konveksiin verhoon. Liséksi luvussa keskitytddan tarkastelemaan kompleksitason kol-
mannen asteen polynomia, jonka juuria ovat kolmion kérkipisteet. Gaussin ja Lucasin
lauseen nojalla kriittiset pisteet kuuluvat kolmion sisélle. Kuitenkin huomataan, etté
polynomin kriittiset pisteet ovat Steinerin siséellipsin polttopisteet. Jos taas polyno-
min derivaatalla on kaksoisjuuri, niin Steinerin siséellipsi on ympyré. Talloin kolmio
on tasasivuinen.

MAARITELMA 2.1. Pistejoukon Z = {z1, 29, ..., 2, } konveksi verho H on pienin
mahdollinen konveksi monikulmio, joka siséltda pistejoukon Z kaikki pisteet.

Kuva 2.1. Pistejoukon Z = {z1, 23, ..., 29} konveksi verho on konveksi monikulmio.

LAUSE 2.2. (Gaussin ja Lucasin lause) Polynomin p(z) derivaatan p'(z) juuret
sisdltyvdt polynomin juurien konveksiin verhoon.

7



8 2. STEINERIN LAUSE

TobisTtus. Olkoon polynomi P n-asteen polynomi, joka voidaan ilmaista sen juu-
rien aq, ..., a, avulla muodossa

z) = ozH(z —a;),

missd o on polynomin korkeimman asteen termin kerroin. Olkoon z kompleksiluku,
jolle patee P(z) # 0. Ottamalla polynomista logaritmi ja derivoimalla tatd muuttujan
z suhteen saadaan

d P 1

z—a;
=1 i

Jos kompleksiluku z on polynomin derivaatan P’ juuri, niin tilloin saadaan

n

1
Zz_aizo.

i=1

Laventamalla kukin summattavista luvuista luvun z — a; konjugaatilla saadaan mo-

dulin ominaisuuden (|1.4) nojalla

Z - a’
|z — a;]?
Tata muokkaamalla saadaan

N N T

Ottamalla konjugaatti molemmilta puolilta saadaan konjugaatin ominaisuuden (|1.2)
nojalla

1
|z—az|2
1

|z — a;]?

1|07

|Z—6Li|_2

le—az| 2

a; > 0 kaikilla 7 Ja oq + ag + ... + a,, = 1. Téstd ndhdééin, ettd z on polynomin p juu-
rien a; konveksi kombinaatio, jolloin z kuuluu polynomin juurien konveksiin verhoon.

Merkitaan o; = , jolloin z = ayay + asas + ... + a,a,. Huomataan, ettéa

Jos seké polynomilla ettd sen derivaatalla on sama juuri eli P(z) = P'(z) = 0, niin
télloin saadaan

n

z:l-ai—l—( Z O-aj>

j=1.j#i
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jollakin 7. Néin ollen z on polynomin P juurien konveksi kombinaatio, jolloin z kuuluu
polynomin P juurien konveksiin verhoon.

4

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksitason kolmannen asteen polynomin juurien ja
polynomin kriittisten pisteiden yhteytta. Oletetaan, ettd kolmannen asteen polynomin
juuret zi, 2o ja z3 ovat erillisid ja ettd ndmé pisteet eiviat kuulu samalle suoralle.
Oletetaan kolmannen asteen polynomin korkeimman asteen termin kertoimen olevan
yksi eli a3 = 1. Néin voidaan tehdé, silld nollasta eroavalla vakiolla jakaminen ei muuta
polynomin juuria tai sen kriittisid pisteitd. N&in ollen polynomi voidaan kirjoittaa
muotoon p(z) = (z — z1)(z — 22)(z — z3). Kun avataan sulut ja yhdistellddn termeja,
saadaan

(2.1) p(2) = 28 — (21 4+ 23 + 23) 2% + (2122 + 2023 + 2123)2 — 212223.
Polynomin derivaataksi saadaan

P (z) = 322 — 2(z1 4+ 22+ 23)z + (2129 + 2223 + 2123).

1
Merkitadn kolmion Az;zs23 painopistetta kirjaimella g eli g = g(zl + 29 + 2z3). Sijoit-
tamalla tdmé polynomiin (2.1) saadaan
(2.2) p(2) = 2° — 392% + (2120 + 2023 + 2123)2 — 212229,

jolloin polynomin derivaatta on muotoa p'(z) = 322 — 692 + (2122 + 2023 + 2123).
Derivaatan juuret lasketaan toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavan avulla ja juuriksi
saadaan

1
(2.3) g+ \/92 — 5(2122 + 2023 + 2123).

Y14 olevasta lausekkeesta huomataan, ettd juuret ovat symmetrisid kolmion paino-
pisteen g suhteen. Liséksi Gaussin ja Lucasin lauseen nojalla polynomin derivaatan
p/(2) juuret ovat joko kolmion Az;zyz3 sivuilla tai kolmion Az;zoz3 sisilla.

Todistetaan, ettd polynomin derivaatan p'(z) juuret ovat kolmion Az zy23 siséllé.
Olkoon 2’ yksi polynomin kriittisistéd pisteistd. Jos z; olisi seké polynomin p ja sen
derivaatan kriittinen piste, niin talléin polynomin juuren z; kertaluku olisi vahintédén
kaksi. Néin ollen 2’ # z;, koska polynomin p(z) juurien oletettiin olevan erillisié.
Gaussin ja Lucasin lauseen todistuksesta huomataan, ettd 2z’ = ay2z; + agzy + 323,
missé

Kaavasta huomataan erityisesti, ettd «; on positiivinen eli o; > 0. Lisdksi huoma-
taan, ettd aq + g + a3 = 1. Kriittinen piste 2’ on siis polynomin juurien z1,zo ja 23
konveksi kombinaatio. Huomataan kuitenkin, etté 2’ ei ole kolmion Az;zs25 kirkipis-
te eikd myoskddan kolmion sivulla sijaitseva piste, koska t&lldin jonkin kertoimen «;
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tulisi olla nolla. Niin ollen kriittisen pisteen z’ tdytyy olla kolmion Azjzoz3 sisélla.

Todistetaan seuraavaksi, ettd derivaatalla p’(z) on kaksoisjuuri jos ja vain jos kol-
mio on tasasivuinen. T&lloin polynomin derivaatan p’(z) juuri on kolmion painopis-
te. Yhtalosta huomataan, ettd derivaatalla p’(z) on kaksoisjuuri jos ja vain jos
diskriminantti on nolla. Diskriminantti on nolla jos ja vain jos

(2.4) 39° = 2129 + 2023 + 2123,
Sijoittamalla tdmé polynomiin (2.2) saadaan

p(z) = 23— 3922 +39°2 — 212023 = (z — g)3 — 1223+ G°.

Olkoon ¢ = /212223 — g3, jolloin polynomin p(z) juuret ovat muotoa g + ¢,
g+ w( ja g + w?(, missd w = e>™/3. Polynomin juurista huomataan, ettd juuret
ovat tasasivuisen kolmion kéarkipisteet. Néin ollen derivaatalla p’(z) on kaksoisjuuri
jos ja vain jos kolmio on tasasivuinen.

Kuten aiemmin huomattiin, niin bijektiivinen affiini kuvaus kuvaa ympyrén rT el-
lipsiksi. Lasketaan seuraavaksi kyseisen ellipsin polttopisteet ja puoliakseleiden pituu-
det affiinin kuvauksen kertoimien avulla. Seuraavaa lausetta tarvitaan myos Steinerin
lauseen todistamisessa.

LAUSE 2.3. Jos f(z) = Az 4+ Bz 4+ C on bijektiivinen affiini kuvaus, niin talloin
ympyrd r'T kuvautuu ellipsiksi, jonka polttopisteet ovat C' 4+ 2r/AB. Lisdksi taman

ellipsin isoakselin puolikkaan pituus on (|A|+|B|)r ja pikkuakselin puolikkaan pituus
on ||A| — | Bl|r.

TobisTus. Voidaan olettaa, ettd C' = 0, koska vakio C' ei vaikuta kuvajoukon
muotoon, vaan ainoastaan sen sijaintiin. Lineaarisuuden nojalla f(rz) = rf(z), jol-
loin voidaan olettaa kuvattavan ympyréan sidteen r olevan 1. Néin ollen kun tunnetaan
yksikkoympyréan kuvajoukko, niin muiden ympyréiden kuvajoukot saadaan skaalamal-
la séteelld r.

Kaydaan aluksi ldpi tapaukset, joissa joko A = 0 tai B = 0. Jos A = 0, niin
talloin f(z) = BZ ja siksi lineaarisuuden ja modulin ominaisuuden ([1.3) nojalla
|f(2)] = |BZ| = |B||Z]| = |B||2| = |B| kaikilla z € T. Jos taas B = 0, niin tal-
16in f(z) = Az, jolloin lineaarisuuden nojalla |f(2)| = |A||z| = |A]| kaikilla z € T.
Néin ollen jos A =0 tai B = 0, niin yksikk6ympyréa kuvautuu origokeskiseksi ympy-
riksi, jonka sdde r on joko |B| tai |A|.

Oletetaan, ettd A ja B ovat molemmat nollasta eroavia. Télloin affiini kuvaus
f kuvaa yksikkoympyrén T ellipsiksi. Osoitetaan, ettd kyseisen ellipsin polttopisteet
ovat C'+2v/AB, isoakselin puolikkaan pituus on |A| + |B| ja pikkuakselin puolikkaan
pituus on ||A| — |B]|.

Yksikkéympyrin parametrisaatio on t — e, jolloin yksikkdympyrin kuvaus on
muotoa f(e) = Ae’ + Be™ = |A]e! ) | B|e!®~D) missi A = |Ale" ja B = | Ble'.
Kolmioepéyhtalon ([10] s. 8]) avulla saadaan

(2.5) 1Al = Bl < A" + [Ble"0] < [A] +|B].
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Tésté epiyhtilostsd huomataan, etté ellipsi siséltdd ympyrdn |z| = [|A] — |B|| ja
ellipsi on ympyréan |z| = |A| + | B] sisdlld. Epédyhtélostda huomataan, ettd yhtdsuuruus
ylospiin pétee jos ja vain jos et = v~ Tami pitee, jos § +t = p — t + 2n7

jollekin kokonaisluvulle n. Yhtdlod muokkaamalla saadaan ¢t = 5(@ — 0) + nw. Néin

. 1 1
ollen pitee | f(e™)| = |A|+|B|, kun t = §(<p—9) tait = §(g0—0)+7r. Néainpa isoakselin

puolikkaan pituus on a = |A| + |B|. Koska e/ = v/B/|B|"/? ja €/> = JAJ| A|'/?,
saadaan

io—02y _ Al +1B]
f(e' )/)_W\/AB.

Yhtéalostda huomataan, etté isoakselin suuntavektori on v AB.
Vastaavanlaisesti epayhtéalosta (2.5) huomataan, ettd yhtasuuruus péitee alarajal-
la, kun €'+t = —e¢=t Tams pitee, kun 6 4+t = ¢ — t + 7 + 2n jollekin kokonais-

1
luvulle n eli kun ¢t = 5(90 —0)+ g + nm. Niin ollen pikkuakselin puolikkaan pituus

on b = HA[ — |B H Ellipsin keskipisteen ja ellipsin polttopisteen vélinen etiisyys c
voidaan laskea isoakselin puolikkaan ja pikkuakselin puolikkaan pituuksien avulla kaa-
vasta (7)), jolloin ¢ = 2| A|'/2| B|'/2. Niin ollen polttopisteet ovat +2v/AB.

O

Aiemmin tutkielmassa ei ole vield osoitettu, ettd muilla kolmioilla kuin tasasivui-
sella kolmiolla on Steinerin siséellipsi. Seuraava Steinerin lause on luvun péétulos.
Sen mukaan jokaisella kolmiolla on olemassa yksikésitteinen Steinerin siséellipsi.

LAUSE 2.4. (Steinerin lause) Mielivaltaiseen kolmioon pystytidn konstruoimaan
yksikdsitteinen ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sen keskipisteessd. Tdlloin
kolmion swvut ovat ellipsin tangentteja. Olkoot 21, 25 ja z3 kolmion kdrkipisteet, jolloin
ellipsin polttopisteet ovat

1
g + \/92 — §<2122 + 2923 + 2123),
. 1 ‘ S
missi g = §(Z1 + 29 + 23) on kolmion painopiste.

TobisTus. Olkoon A tasasivuinen kolmio, jonka kirkipisteet ovat 1, w = e(27%/3)
ja w?. Olkoon kolmio Az 2y23 mielivaltainen kolmio kompleksisessa avaruudessa, jol-
loin on olemassa aina yksikésitteinen affiini kuvaus f(z) = Az + Bz + C, jolle pétee
f(1) = z1, f(w) = 2z ja f(w?) = 23. Kertoimet A, B ja C' saadaan ratkaistua line-
aarisesta yhtiloryhméstd, jonka yhtdlot ovat f(1) = z1, f(w) = 20 ja f(w?) = z3.
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Kertoimiksi saadaan
1 2
A= 5(21 + w29 + wz3)
1
B = §<Zl + wzy + w223)

1
C:§(21+22+23):g.

Kuvaus f on bijektio kompleksisessa avaruudessa, koska pisteet z1, zo ja z3 eivét
kuulu samalle suoralle. Tasasivuisen kolmion A sisdympyrd on %’]I‘, joka sivuaa ta-
sasivuisen kolmion sivuja niiden keskipisteissd. Affiinien kuvausten ominaisuuksien
nojalla kuvaus f kuvaa ympyran %T ellipsiksi, joka sivuaa kolmion Azjzy23 sivujen
keskipisteitd. Seuraavaksi havaitaan, etta

AB = —(2{ 4+ 25 + 25 + (w + w?) (2122 + 2223 + 2123))

(zf + zg + zg — (2129 + 2223 + 2123))

Ol — O~ O+~

((21 + 29 + 23)2 - 3(2122 + 2923 + 2123))

1
— §(2122 + 2923 + 2123),

I
s
N}

koska, 1 +w +w? = 0. Lauseen nojalla kuvaellipsin polttopisteet saadaan yhtélosta
23).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kolmiolla ei ole muita Steinerin sisdellipsejd. Olkoon
E kolmion Az 223 sisélle konstruoitu ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista sivua si-
vun keskipisteessid. Olkoon h bijektiivinen affiini kuvaus, joka kuvaa ympyrin %T
ellipsiksi £. Merkitdan kolmion Azjz9z3 alkukuvaa AZ; 7573, jonka sisdympyran %T
tangentteja ovat kolmion sivut ja ympyré sivuaa kolmion jokaista sivua sen keskipis-
teessé. Lisdksi tiedetéddn, ettd ympyrédn ulkopuolisen pisteen etéisyydet pisteen kautta
piirrettyjen tangenttien sivuamispisteisiin ovat yhta suuret. Valitsemalla vuorotellen
jokainen kolmion kérkipiste ympyréan ulkopuoliseksi pisteeksi saadaan, ettd kolmio
N7 ZyZ5 on tasasivuinen. Koska tasasivuisen kolmion kérkipisteiden kautta piirre-
tyn ympyran sdde on kaksinkertainen verrattuna kolmion sisédén piirretyn ympyréan
sdteeseen, niin kolmion AZ; 7,73 karkipisteet sijaitsevat yksikkoympyréalla T. Téastéa
seuraa, ettd affiinit kuvaukset ovat samat eli h = f, jolloin F on yksikésitteinen Stei-
nerin siséellipsi.

0

Steinerin lauseessa méadaritettya ellipsid kutsutaan Steinerin sisdellipsiksi. Steinerin
sisdellipsin keskipiste on kolmion painopiste g. Liséksi Steinerin sisdellipsi on ympyra
jos ja vain jos kolmio Az; 2,23 on tasasivuinen. Huomataan myds, etté jos derivoidaan
toisen kerran polynomia p(z), saadaan p”(z) = 6z — 6¢. Niin ollen toisen derivaatan
juureksi saadaan kolmion painopiste g.
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Kuva 2.2. Tasasivuisen kolmion tapauksessa Steinerin siséellipsi on ympyré.

HuomAuTUS 2.5. Steinerin siséellipsin liséksi olisi mahdollista tarkastella Steine-
rin ulkoellipsid, joka on kolmion Azjzez3 kérkipisteiden kautta kulkeva ellipsi, jonka
keskipiste on kolmion Az 2,23 painopiste. Edellisen todistuksen merkinnéin Steinerin
ulkoellipsi saadaan yksikkoympyréan T kuvajoukkona affiinissa kuvauksessa f.

Kuva 2.3. Steinerin ulkoellipsi kulkee kolmion kérkipisteiden kautta.

HuoMAUTUS 2.6. Steinerin lauseen todistuksen sivutuotteena saadaan kaava kol-
mion pinta-alalle kolmion kérkipisteiden avulla. Aluksi havaitaan, ettéd Steinerin lausees-
sa esiintyneille kertoimille A ja B pétee

(2.6) AP - |B]?| = 0Ty + 2% + 2571,

2
ﬁ\lm(
Pinta-alojen suhde saadaan determinantin geometrisena tulkintana
A(Nzy2923)

A(A)

missé det(f) on kuvauksen f lineaariosan Az 4+ BZ determinantti ja A on Steinerin
lauseen todistuksessa esiintynyt tasasivuinen kolmio. Tasasivuisen kolmion pinta-ala

(2.7) ||A]? = |BJ*| = |det(f)| =
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on A(A) = 3v/3/4, jolloin yhtilsiden ([2.6) ja (2.7) avulla kolmion Az 223 pinta-
alaksi saadaan

1
A(Azlzgzg) = éllm(zﬁg -+ 2233 -+ 2331)’.

Kolmion sisélle konstruoiduista ympyroistéd kolmion sivuja niiden keskipisteissa si-
vuavalla ympyrélld on suurin séde, jolloin silld on myos suurin pinta-ala. Tamé& omi-
naisuus péatee myos kolmion sisélla oleville ellipseille siten, ettd Steinerin siséellipsilla
on suurin mahdollinen pinta-ala. Todistetaan seuraavaksi aputulos, jossa tarkastellaan
kolmion ja sen sisédén piirrettyjen ympyroiden pinta-alojen suhdetta. Tdmén jalkeen
aputulosta kidyttamalld pystytdan todistamaan vastaavanlainen lause kolmiolle ja sen
sisélld olevien ellipsien pinta-alojen suhteelle.

LAUSE 2.7. Olkoon C mielivaltainen ympyrd, joka on kolmion Azyzez3 sisdlld.
Talloin

A(ympyra C) < T
A(AzleZg,) - 3\/§7

ja ettd yhtdsuuruus pdtee jos ja vain jos kolmio Nzyzez3 on tasasivuinen ja C' on
kolmion sivuja niiden keskipisteissd sivuava ympyrd.

TobisTtus. Olkoon r kolmion Azz92z3 siséén piirretyn ja sen kaikkia sivuja si-
vuavan ympyrin side. Ympyrin C pinta-alalle pétee epiyhtils A(C) < 7r?; ja yh-
tdsuuruus pétee jos ja vain jos ympyrd C' sivuaa kolmion jokaista sivua. Riittaé siis
todistaa, etté

2 T

<
A(Alegzg) - 3\/5’

missd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos kolmio Azjzo23 on tasasivuinen. Merkitdan
kolmion Az;zy23 sivuja kirjaimilla a, b ja ¢, jolloin kolmion puolipiiriksi s saadaan

1
§ = §(a+b+c). Heronin kaavalla [8] s. 37] saadaan kolmion Az 2923 pinta-ala sivujen

ja puolipiirin avulla

(2.8) A=/s(s—a)(s—b)(s—c).

Kun piirretdén janat kolmion Azjzpz3 kérkipisteistd kolmion painopisteeseen g,
saadaan kolme kolmiota Azizog9, Azsz3g ja Az123¢g, joiden kunkin korkeus on r. Ti-
lannetta on havainnollistettu kuvassa [2.4] Niin ollen kolmion Az;zez3 pinta-alaksi
saadaan

A(Az2923) = A(Dz1209) + A(Dz9239) + A(Az1239)

ar br cr

PRI

a+b+c

—_—T.
2
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c

KuvaA 2.4. Kolmion pinta-ala saadaan kolmion puolipiirin ja kolmion
sisddn piirretyn ympyran siateen avulla.

Y114 olevasta laskusta huomataan, ettd kolmion pinta-ala voidaan ilmoittaa sen sisdén
piirretyn ympyran séteen r ja kolmion puolipiirin s avulla

(2.9) A=rs.
Néin ollen yhtéloiden (2.8]) ja (2.9) avulla saadaan
2 A2<A212223>

res =
S

=(s—a)(s—=Db)(s—c).

Koska a, b, c,s > 0, aritmeettis-geometrisen epdyhtalon [9] s. 2] nojalla saadaan

1
— _ _ b _
(s—a)(s—b)(s—c)3 < BT E-DFE=d s
3 3
misséd yhtasuuruus pétee jos ja vain jos a = b = ¢ eli kolmio on tasasivuinen. Tésté
seuraa, ettid 2 < s2/27, josta ottamalla nelibjuuri saadaan r < s/(3v/3). Néin ollen

w2 wr T

7
A(AZlZQZs) s 3\/57

missd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos kolmio Azj2923 on tasasivuinen.

SEURAUS 2.8. Kolmion /\z 2923 sisdlld olevalle ellipsille pitee

Alellipsi E) < T
A(kolmio Nz12z223) — 34/3’

missd yhtisuuruus pdtee jos ja vain jos ellipst E sivuaa kolmion jokaista sivua sivun
keskipisteessd eli ellipsi E2 on Steinerin sisdellipsi.
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TopisTus. Olkoon f affiini kuvaus siten, ettd f(1) = z1, f(w) = 22 ja f(w?) = 23.

Talloin affiini kuvaus ympyrasta %T on Steinerin sisdellipsi Ey eli f (%T) = Fy. Af-
fiinien kuvausten ominaisuuden nojalla kaikki pinta-alat skaalautuvat samalla kertoi-

mella, jolloin
A(Azlzgz3) A(A) 3\/5’
missd A on Steinerin lauseen todistuksessa esiintynyt tasasivuinen kolmio.
Olkoon nyt E mielivaltainen ellipsi kolmion Azjz9z3 sisalld. Télloin on olemassa

affiini kuvaus h, joka kuvaa ympyréan %'I[‘ ellipsiksi . Olkoon kolmion Az zy23 alku-

kuva kuvauksessa h kolmio AZ; 7,75, joka sisdltad ympyrin %']I‘. Néin ollen lauseen
2.7 nojalla

AB) AT _
A(Azy2923) A(NZ ZyZs) — 3v3’

missd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos kolmio AZ; 7573 on tasasivuinen ja %']I‘ on
kolmion sisdympyra. Steinerin lauseen todistuksesta siis saadaan, etté ellipsin £ téay-

tyy olla Steinerin siséellipsi, jotta yhtdsuuruus epayhtélosséa toteutuu.
O

Seuraavaksi késiteltdva Coolidgen lause antaa yhteyden Steinerin siséellipsin polt-
topisteiden ja kolmion kérkipisteiden joukkoon parhaiten sopivan suoran valilla. Maa-
ritelld&n aluksi kompleksitason joukkoon parhaiten sopiva suora.

MAARITELMA 2.9. Olkoot [ suora ja d(z;, 1) pisteen z; ja suoran [ vilinen etéisyys.
Pistejoukkoon {z1, ..., z,} parhaiten sopiva suora on suora [, joka minimoi summan

D = ZdQ(Z]’, l),
j=1

missa 1 < 7 < n.

Todistetaan seuraavaksi aputulos, jota tarvitaan Coolidgen lauseen todistamises-
sa.

1 n
LAUSE 2.10. Olkoot zi, .., z, kompleksitason pisteiti ja g = — Y z; pistejoukon
n j=1
painopiste. Merkitddn painopisteen ja pisteiden z; etdisyyksien nelididen summaa Kir-

jarmella U eli U = Y (z; — g)* = >_ 27 — ng®.
= =1

a) Jos U = 0, niin tdlldin jokainen suora, joka kulkee painopisteen g kautta, on
parhaiten sopiva suora pistejoukolle {zy, ..., 2z, }.

b) Jos U # 0, niin parhaiten sopiva suora pistejoukolle {z1, ..., z,} on pisteen g
kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen origosta pisteeseen VU kul-
kevan vektorin kanssa.
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TopisTus. Olkoon suora [ yksikkovektorin e~ normaali, jolloin sen yht#lé on
muotoa
zcosf + ysind = Re(e 2) = ¢
—if

jollekin reaaliluvulle c. Koska d(z;,1) = |Re(e™*"2;) — ¢/, niin

(2.10) D= Z(Re(e—“’zj) — )2

Madéritetddn ¢ ja # minimoimalla summa D, jolloin saadaan

0D ¢ i
O_E_ ;2(Re(e z;) — c).

Muokkaamalla yhtéalod saadaan
Re e (21 + 2y + ... + 2,) — ne = 0,

josta saadaan ratkaistua c

e
2.11 - *Z"(— )
(2.11) c=Ree " Z 2;
7=1
Suoran [ yhtlé on muotoa Re(e~*z) = ¢, jolloin kaikki ne luvut z, jotka toteuttavat
tamén ehdon, kuuluvat suoralle . Kaavasta (2.11)) huomataan, ettd painopiste g to-

teuttaa ehdon, joten g kuuluu pistejoukkoon parhaiten sopivalle suoralle [ riippumatta

summasta U. Jos w; = z; — g, niin télléin yhtéloista (2.10) ja (2.11]) saadaan

D = Z Re? (e "wy;).
j=1

Kiyttamilld kompleksilukujen ominaisuuksia Re(—iz) = Im z ja Im(2?) = 2(Re 2)(Im 2)

saadaan

= =2 Z Re(e "w;)Re(—ie "w;)

= ZZRe P Im(e”w;)

= Z Im(e *"w?)
j=1

Edellisesta yhtalostd huomataan, ettd summan D kriittisesséa pisteessd luvun (e‘w >

imaginaariosa on nolla. Merkitd&n luvun reaaliosaa kirjaimella ¢, jolloin saadaan
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i Z":wzz Vi L jost >0
— i/|t], jos t < 0.

Jj=1

n
Summa D on muuttujan 6 suhteen vakio, jos t = 0 eli wf. = U = 0. Télloin
j=1
jokainen suora, joka kulkee painopisteen g kautta, on parhaiten sopiva suora. N&in
ollen lauseen a)-kohta on todistettu.

n

Todistetaan nyt lauseen b)-kohta, kun U # 0 eli > wjz # 0. Toisen kertaluvun
j=1

derivaatan testilld pystytddn osoittamaan, ettd ¢ > 0 antaa suurimman arvon, kun

taas t < 0 antaa minimiarvon. Kun ¢ < 0, niin saadaan

Minimipisteessé siis vektori ie? on yksikkovektori vektorista, joka kulkee origon kaut-

n
ta pisteeseen ,[>° w?. Huomataan, ettii vektori ie? on kohtisuorassa vektoria e~
=1

vasten, koska ristituloksi saadaan ie? x e= = 1 = |ie?||e|sind), jolloin vektorien
véilinen kulma 6 on 90°. Alussa oletettiin, ettd parhaiten sopiva suora [ on yksikko-
vektorin e~ normaali, joten suora [ on yhdensuuntainen origon kautta pisteeseen

n
> w]2. kulkevan vektorin kanssa. Lisdksi aiemmin saatiin, ettd pistejoukon paino-
=1

piste g kuuluu suoralle [.

Kun siis ) wjz # 0, niin talldin summan D minimoi suora [, joka kulkee pai-
i=1

n
nopisteen g kautta ja on yhdensuuntainen origon kautta pisteeseen , /> wjz = U
\/ j=1

kulkevan vektorin kanssa.

U

Tarkastellaan nyt lausetta [2.10, kun oletetaan, ettd pisteet zi, 29 ja 23 eivét ole
samalla suoralla. T&ll6in pisteet 21, 29 ja 23 ovat kolmion kérkipisteitd, jolloin summa
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U on muotoa

3
U= sz — 3¢>
j=1

2
= 9(% Z Zj) — 2212’2 — 22223 — 22123 — 3g2
7j=1
5 1
= 6<g — 5(2’12’2 + 2923 + 212’3)).
Yhtélosta saadaan, ettd U = 0 jos ja vain jos pisteet z1, 2 ja z3 ovat tasasivuisen
kolmion kérkipisteitéd. Lauseen a)-kohdasta saadaan, ettd tasasivuisen kolmion
kérkipisteiden z;, 1 < 7 < 3 joukkoon parhaiten sopiva suora on jokainen suora, joka
kulkee kolmion painopisteen g kautta. Toisaalta jos kolmio /Azjz523 ei ole tasasivui-
nen, niin lauseen b)-kohdan nojalla parhaiten sopiva suora kulkee painopisteen

1
g kautta ja on yhdensuuntainen vektorin \/ g% — 5(2122 + 2923 + 2123) kanssa.

Seuraavaksi todistetaan Coolidgen lause, joka saadaan lauseen [2.10] seurauksena.

SEURAUS 2.11. (Coolidge) Oletetaan, ettd kolmio Azizpz3 ei ole tasasivuinen.
Tdlloin pistejoukkoon {z1, 22, 23} parhaiten sopiva suora kulkee Steinerin sisdellipsin
polttopisteiden kautta. Toisin sanoen jos p(z) = (z — z1)(z — 22)(2 — 23), nin talloin
parhaiten sopiva suora kulkee polynomin derivaatan p'(z) juurien kautta.

TobisTus. Aiemmin todistettiin, ettd jos kolmio ei ole tasasivuinen, niin U # 0.
Néin ollen lauseen [2.10] b)-kohdan nojalla parhaiten sopiva suora on yhdensuuntainen

1
vektorin \/ g% — 5(2122 + 2923 + 2123) kanssa. Lisiksi parhaiten sopiva suora kulkee

kolmion painopisteen g kautta.

1
Yhtélosté (2.3]) ndhdadn, ettd vektori \/ 9> — 5(2122 + 2923 + 2123) on yhdensuun-

tainen vektorin kanssa, joka kulkee polynomin kriittisten pisteiden kautta. Né&in ollen

parhaiten sopiva suora kulkee polynomin derivaatan p'(z) juurien kautta.
O

HuomAauTus 2.12. Olkoon p(z) kolmannen asteen polynomi, jolla on erilliset juu-
ret z1, 25 ja 23, jotka eivét ole samalla suoralla. Olkoon A mielivaltainen kompleksiluku
ja olkoon py(z) = p(z) + A. Oletetaan, ettd polynomilla py(z) on erilliset juuret z1(A),
22(N) ja z3(A) ja juuret eivit kuulu samalle suoralle. Koska p)\(z) = p/(2), niin t&lloin
kolmioiden Azj(A)za(A)z3(A) sisélla olevilla Steinerin siséellipseilld on yhteiset polt-
topisteet ja kolmioiden kérkipisteilld on sama parhaiten sopiva suora muuttujasta A
riippumatta. Lisiksi kaikilla kolmioilla Az;(A)z2(A)2z3(A) on sama painopiste.
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L

Kuva 2.5. Kolmion, joka ei ole tasasivuinen, kérkipisteille zy, 29, 23
parhaiten sopiva suora [ kulkee kolmion Azjz523 Steinerin siséellipsin
polttopisteiden kautta.



LUKU 3

Mardenin lause

LAUSE 3.1. (Mardenin lause) Olkoon T kolmio Nziz929 ja olkoon p(z) kolmannen
asteen polynomsi, jonka juuret z1, zo ja z3 ewdt ole samalla kompleksitason suoralla.
Tdlloin kolmion T Steinerin sisdellipsin polttopisteet ovat derivaatan p'(z) juuret.

Dan Kalman on nimennyt kyseisen lauseen matemaatikko Morris Mardenin mu-
kaan, koska hén tutustui ensimméisen kerran lauseeseen Mardenin kirjassa Geometry
of Polynomimals. Lauseen on kuitenkin ensimméisend todistanut Jorg Siebeck vuon-
na 1864, joten lause tunnetaan myos Siebeckin lauseena. Todistetaan Mardenin lause
kayttamalla affiinien kuvausten ominaisuuksia ja geometriaa. Mardenin lauseen todis-
tamiseen tarvitaan kolme lemmaa, jotka todistetaan luvun alussa. Lemmat ja lauseen
todistukset perustuvat Kalmanin artikkeliin [3].

Olkoon affiini kuvaus M : C — C muotoa M (z) = az + 3, missd « ja  ovat
kompleksilukuja ja a # 0. Kerroin a voidaan esittii polaarisessa muodossa re'®. Niin
ollen affiini kuvaus M venyttéaéd vakion r verran pistetta z, kiertdd pistettd kulman 6
verran seké siirtéé pistettd vakion 8 verran. Affiinilla kuvauksella M voidaan siirtia,
skaalata ja kiertdd kolmiota mielivaltaiseen paikkaan.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Mardenin lause pétee pistejoukolle {21, 22, 23} jos ja
vain jos se pitee myos kuvapisteiden joukolle {M(z;), M(zq), M(z3)}. Olkoot kol-
mion kérkipisteet z; ja ellipsin polttopisteet polynomin derivaatan p’ juuret. Kun
kolmiota kuvataan funktiolla M, niin kolmion kuvajoukko on kolmio. Vastaavasti
Steinerin siséellipsi kuvautuu Steinerin siséellipsiksi seké alkuperéisen ellipsin polt-
topisteet kuvautuvat kuvautuneen ellipsin polttopisteiksi. Tarkastellaan polynomia
pv(2) = (2 — M(21))(z — M(29))(2 — M(23)), jonka juuret ovat polynomin p juurien
kuvapisteet. Merkitaan tdmén polynomin derivaattaa p’,. Osoitetaan, ettd kuvaus M
kuvaa derivaatan p’ juuret derivaatan p’, juuriksi. Korvataan z affiinilla kuvauksella
M (z) alkuperiisessa polynomissa pys. Télloin saadaan

(3.1) pu(M(2)) = (M(2) = M(21))(M(z) — M(22))(M(2) — M(z3)).
Koska M(z) — M(z;) = az+ 5 — (az; + ) = a(z — 2;), niin yhtalo (3.1) voidaan
kirjoittaa muotoon
pu(M(2)) = a’p(2).
Kun téta derivoidaan muuttujan z suhteen molemmin puolin ja koska M’'(z) = a,
saadaan
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Jakamalla molemmat puolet nollasta eroavalla vakiolla o saadaan yhtélo sievennettyé
muotoon

P (M(2)) = o’p/(2).

Y14 olevasta yhtalostd huomataan, ettd jos polynomin p kriittinen piste on z’, niin
talloin M (2') on kriittinen piste polynomille py,;. Néin ollen kolmiota voidaan kier-
taa, siirtdd tai skaalata siten ettd Steinerin sisdellipsin polttopisteet kuvautuvat ku-
vautuneen kolmion Steinerin siséellipsin polttopisteiksi. Kompleksiaffineja kuvauksia
kaytetadnkin hyvéksi seuraavien lemmojen ja Mardenin lauseen todistuksissa. Liséksi
huomataan, ettéd derivaatalla p’ on kaksoisjuuri jos ja vain jos p}, on kaksoisjuuri.

Toisen asteen polynomin kertoimilla ja polynomin juurilla on yhteys, jota kéiyte-
tdan lemmojen todistuksissa. Olkoon toiseen asteen polynomi muotoa
q(z) = 2% + bz + ¢ ja olkoot polynomin juuret z; ja z. Polynomi voidaan esittii
my6s sen juurien avulla ¢(z) = (2 — 21)(z — 20) = 2% — (21 + 22)2 + 2129, jolloin

polynomin kertoimet b ja ¢ voidaan ilmaista juurien avulla

(3.2) b= —(z1+ 22) ja c = z129.

LEMMA 3.2. Olkoot ellipsin polttopisteet Ay ja As sekd olkoon P ellipsin ulko-
puolella oleva mielivaltainen piste. Ellipsille pystytddn asettamaan kakst tangenttia,

jotka kulkevat pisteen P kautta. Olkoot Gy ja G tangentin ja ellipsin leikkauspisteitd.

Kuva 3.1. Ellipsi, jonka polttopisteet ovat A; ja A, sekd P on mieli-
valtainen piste ellipsin ulkopuolella.
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TobisTus. Valitaan mielivaltainen piste P, jonka kautta voidaan piirtdd kaksi
tangenttia ellipsille. Merkitdéan tangentin sivuamispisteitd G ja G5. Tétéd on havain-
nollistettu kuvassa [3.1] Peilataan piste A; pisteen GG; kautta kulkevan tangentin suh-
teen ja merkitddn tata pistettd H;. Merkitddn janan A; H; keskipistettd K. Kol-
miot AA; K1 P ja AH, K, P ovat yhtenevid SKS-sédnnon nojalla. Téstd saadaan, etta
PA, = PH; ja ZA,PK, = ZH,PK,. Vastaavanlainen pé#éttely voidaan tehda tan-
gentin pisteelle G5. Tétd on havainnollistettu kuvassa [3.2]

Kuva 3.2. Tasakylkiset kolmiot AA;H1 P ja AAsHs P, joiden molem-
pien kéarkipiste on P.

Todistetaan seuraavaksi, ettd pisteet Ay, G ja H; kuuluvat samalle suoralle. Piir-
retddn janat A;G1 ja Ay H,. Ellipsin sivuamispisteeseen piirretyt janat polttopisteista
kohtaavat tangentin samassa kulmassa, jolloin saadaan ZAG1K; = ZA3G1 P. Huo-
mataan myos, ettdi LAG1 K, = ZH1G1K4, koska jana PK; on kohtisuorassa janaa
AqHy vasten. Tésta seuraa, ettd £ A,G1P = ZH,G1K;. Néiin ollen pisteet Ay, G ja
H; ovat samalla suoralla. Saman péaételméan voi tehdé vastaavanlaisesti pisteille F7,
GQ ja Hg.

Osoitetaan, ettd kolmio AH;PAs on yhtenevéi kolmion AA;PH, kanssa naytté-
maélld, ettd sivut vastaavat toisiaan. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa [3.3] Ai-
emmin on jo todistettu, ettd PH; = PA; ja PHy = PAs. Nyt H1 Ay = A1G1+G1 Ay =
A1Gy + Gy Ay = AiH,, missd on kiytetty tietoa, ettd etédisyyksien summa ellip-
sin mielivaltaisesta pisteestd polttopisteisiin on vakio. Néin ollen kolmiot AH; P A,
ja AA;PHy ovat yhtenevid SSS-sdédnnon nojalla. Kolmioiden yhtenevyydestid seu-
raa, ettd /HPAy = ZA;PH,. Lisdksi molemmat kulmat ZH{PAy ja LA PH,
sisaltaviat kulman £A,PA,, jolloin saadaan /H{PA, = ZA;PH,. Haluttu tulos
/G1PA, = ZA,P(G5 saadaan, koska tangentit puolittavat kulmat ZH;PA; ja
/A3 PH,.

O
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Kuva 3.3. AH{PA, on yhtenevi kolmion AA; PH, kanssa.

LEMMA 3.3. Olkoot polynomi p(z) ja kolmio T kuten Mardenin lauseen oletuksissa.
Olkoon E ellipsi, jonka polttopisteet ovat polynomin p(z) derivaatan juuret ja joka
kulkee kolmion T sivun keskipisteen kautta. Tdlloin tamd sivu on ellipsin tangentti.

TobisTus. Siirretddn kolmiota ensiksi siten, ettd kolmion yksi sivuista on z-
akselilla ja tdmén sivun keskipiste asetetaan origoon. Olkoon tdmén sivun pituus
2. Néin ollen kolmion kérkipisteet ja polynomien juuret ovat 1, —1 ja w = a+ bt, mis-
sd b > 0. Talloin kompleksiluku w on z-akselin yldpuolella. Juurien avulla polynomi
voidaan kirjoittaa muotoon

p2)=C-1DE+1)(z—-w) =2 —w? -2z +w.

Polynomin derivaataksi saadaan

2w 1
p(2) =32 —2wz —1=3(2 - ="2—2).
3 3
Olkoot polynomin derivaatan p'(z) juuret zy = rse?® ja 25 = 7r5¢¥%, missi

0 < 04,05 < 2. Télloin polynomin derivaatasta p'(z) voidaan péétella yhtalon ((3.2))

w
avulla, ettd z4 + z5 = 5 joten véhintddn yhden polynomin derivaatan p/(z) juurista

1
tulee olla x-akselin ylapuolella. Lisdksi huomataan samasta yhtalosté, etta z425 = —=.

Koska kahden kompleksiluvun tulo on reaalinen, téista saadaan 6, + 605 = w. Téstéa voi-
daan pédtelld, ettd molempien derivaatan juurien tulee olla x-akselin ylédpuolella. Jos
piirretdédn vektorit origon kautta néihin juuriin, huomataan vektorien ja x-akselien
kulmien olevan toistensa suplementtikulmia. N&in ollen joko molemmat polynomin
derivaatan juuret ovat y-akselilla tai toisen juuren ja positiivisen x-akselin vélinen
kulma on terdva kulma, jolloin toinen juurista tekee yhtéd suuren kulman negatiivisen
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Z4

Kuva 3.4. Kulmat 604 ja 65 ovat toistensa suplementtikulmia.

x-akselin kanssa. Molemmissa tapauksissa polttopisteiden ja origon véliset janat te-
kevit x-akselin kanssa yhté suuret kulmat. Ellipsin perusominaisuus on, etté ellipsin
polttopisteistd mihin tahansa ellipsin pisteeseen piirretyt janat kohtaavat tangentin
samassa kulmassa. Néin ollen z-akseli on ellipsin tangentti.

O

LEMMA 3.4. Olkoon polynomi p(z), jonka juuret ovat zy,zo ja zs, ja olkoon T
vastaavanlainen kolmio kwin Mardenin lauseessa. Olkoon ellipsin polttopisteet poly-
nomin derivaatan p'(z) juuret sekd oletetaan, ettd ellipsi sivuaa yhti kolmion T' sivun
keskipistetta. Talloin kakst muuta sivua ovat ellipsin tangentteja.

TobisTus. Olkoot polynomin juuret 0,1 ja w, missi w = a+ bi. Liséksi oletetaan,
ettd z-akseli on ellipsin tangentti. Polynomi p(z) voidaan kirjoittaa juurien avulla
seuraavasti

p(z) =z2(z = 1)(z — w).
Avaamalla sulut saadaan
p(z) =22 — (1 +w)2* +w.
Derivoimalla polynomia saadaan polynomin derivaataksi

p(2) =322 -2(1 +w)z.
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Huomataan yhtdlon (3.2) avulla, ettd polynomin derivaatan juurille zy ja z5 patee

24 + 25 = =(1 + w). Téstd seuraa, ettd vihintddn yksi polynomin derivaatan p’(z)

juurista on x-akselin ylapuolella. Liséksi tiedetdédn, ettd ndmé juuret ovat ellipsin
polttopisteita ja z-akseli on ellipsin tangentti. N&in ollen Gaussin ja Lucasin lauseen
nojalla molemmat polynomin derivaatan p’(z) juuret ovat z-akselin ylédpuolella, jolloin
polynomin derivaatan juuret voidaan ilmaista kompleksisissa muodoissa 24 = r,e
ja z5 = r5e', missd 0 < 0, < 05 < .

Yhtélosta huomataan, etti 2425 = w/3. Merkitdin w = re’’, missid v on
x-akselin ja kolmion sivun Ow muodostama kulma, jolloin saadaan yht&lo

3ryrget01t0s) — poiv,

Yhtélosta huomataan, ettd kulma 64+65 on yhté suuri positiivisen z-akselin ja kolmion
sivun Ow muodostaman kulman v kanssa. Vastaavanlaisesti kolmion sivun Ow ja
janan Ozs muodostama kulma on yhté suuri kuin kulma 6. Tatd on havainnollistettu
kuvassa 3.5l

Z5

Zy

04+ 05 7

Kuva 3.5. Kulmien 6, ja #; summa on samankokoinen kuin kulma
x-akselin ja kolmion sivun Ow valilla.

1
Osoitetaan, ettd origo ei kuulu ellipsille. Ellipsi sivuaa pistetté (5,0), joka on

kolmion sivun O1 keskipiste ja lisdksi xz-akseli on ellipsin tangentti. Néin ollen origo ei
kuulu ellipsille, joten z-akseli on yksi kahdesta origosta lahtevésté ellipsin tangentista.
Merkitaén toista tangenttia kirjaimella L ja osoitetaan, ettd tangentti L on kolmion
sivu Ow. Lemman [3.2f nojalla kulma S janan Oz; ja tangentin L vélilla on yhtd suuri
kuin z-akselin ja janan Oz, vililld oleva kulma, joka on yhtd suuri kuin kulma 6,.
Aiemmin todistettiin, ettd 64 on liséksi yhtd suuri kulma kuin janan Oz; ja kolmion
sivun Ow muodostama kulma. Néin ollen tangentti L on siis kolmion sivu Ow. Tété
on havainnollistettu kuvassa [3.6] Vastaavanlaisesti voidaan osoittaa, ettd kolmion sivu
lw on ellipsin tangentti, kun kolmiota siirretdén horisontaalisesti, niin ettd kolmion
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karkipisteet ovat -1 ja 0.

25

Zy

2

Kuva 3.6. Kolmion sivu Ow sivuaa ellipsié, koska kulmat [ ja 64 ovat
yhté suuret.

TobisTus. (Mardenin lause) Oletetaan, ettd polynomi p, sen juuret z; ja kolmio
T tayttavat Mardenin lauseen oletukset. Ellipsi voidaan konstruoida, kun tunnetaan
ellipsin yksi piste seké ellipsin polttopisteet. Konstruoidaan ellipsi E siten, ettd polt-
topisteind ovat polynomin derivaatan p’ juuret seké ellipsi kulkee yhden kolmion sivun
keskipisteen kautta. Lemmasta seuraa, ettd kyseinen kolmion sivu on ellipsin £
tangentti. Lemman [3.4| nojalla myos kaksi muuta sivua ovat ellipsin tangentteja. To-
distetaan seuraavaksi, ettd niiden kahden sivun keskipisteet ovat ellipsin ja tangentin
leikkauspisteita. Konstruoidaan seuraavaksi ellipsi £’ toisen sivun avulla kuin ellip-
si E. Kun ellipsin polttopisteet ja tangentti tunnetaan, niin tangentin sivuamispiste
méadraytyy yksikésitteisesti, koska janat polttopisteistd kohtaavat tangentin samassa
kulmassa. Ellipseilld E ja E’ on samat polttopisteet ja yksi kolmion sivu on niiden
yhteinen tangentti, jolloin ellipseilld taytyy olla yhteinen piste tangentin sivuamispis-
teesséd. Néin ollen ellipsit E ja E' vastaavat toisiaan. Tésté seuraa, etta ellipseilld E
ja E' on yhteinen piste myos kolmion toisen sivun keskipisteessid. Symmetrian nojalla
kolmannen sivun keskipiste kuuluu my6s molemmille ellipseille E ja E’. Alkuperéi-
nen ellipsi £ sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessé, jolloin ellipsi £ on
kolmion yksikésitteinen Steinerin siséellipsi.
O

Todistetaan Mardenin lause myos toisella tavalla. Todistus on esitetty Badertsche-
rin kirjoittamassa artikkelissa [4].

Tobistus. Siirretdédn kolmiota siten, ettéd origo on kolmion painopiste g. Téalloin
kolmion kérkipisteiden ja polttopisteiden summiksi saadaan

(3.3) 21+ 20+ 23=0jaa; +ay=0.



28 3. MARDENIN LAUSE

Polttopisteet ovat toistensa vastalukuja, jolloin voidaan merkitd ay = —ay. Téssé
tapauksessa polynomin p derivaatta on

P(z)=(z—21)(z—2)+(z—21)(z—23) + (2 — 22)(z — 23)
(3.4) =(z—21)(z—22) + (22 — (21 + 22)) (z — 23).

Toisaalta polynomin derivaatta voidaan kirjoittaa polynomin derivaatan juurien avul-
la

(3.5) P'(z) =3(z+ a1)(z — 1)

Olkoon zy karkipisteitd z; ja 2z yhdistdvin janan keskipiste, jolloin siis

20 = at 2 Sijoittamalla zp muuttujan z paikalle yhtéloihin (3.4) ja (3.5) saadaan
2] — 22\ 2
(36) 3(2!1 + al)(zl — Cbl) == —< ! 9 2)

Etaisyyksien summaa kérkipisteestd z; polttopisteisiin a; ja —a; voidaan tarkas-
tella kiyttamalla suunnikassdantod ja yhtalod (3.3) (21 + 2o = —z3). Téstd saadaan
yhtélo

2(|ZO + CL1| + |Z() — CL1|)2 = 2’20 + a1\2 + 2‘20 — CL1|2 + 4|(Z() + al)(zo — CL1)|

1
= 4|20)* + 4|ay|* + §|zl — 2?
1
=z + zz|2 + 4|0L1\2 + |z — 22]2
3
1 2
= §(|Z1 + 29?4 |21 — Z2|2) + §|Z1 + 25|* + 4]aq)?

2
— g(|zly2 + |20|* + |23]%) + 4las|*.

Huomataan, ettd viimeinen summa on riippumaton kolmion sivun keskipisteen valin-
nasta. Nain ollen on olemassa ellipsi £, jonka polttopisteet ovat a; ja —aq eli as ja
joka kulkee jokaisen sivun keskipisteen kautta. Néin ollen voidaan konstruoida ellipsi
E, kun tiedetdédn polttopisteet ja yksi ellipsin pisteistia. Valitaan zg ellipsin pisteeksi,
jolloin lemman [3.3| nojalla kolmion sivu z; 25 on ellipsin tangentti. Lemmasta saa-
daan, ettd kaksi muuta sivua ovat myos ellipsin tangentteja. Liséksi saatiin, ettd kol-
mion sivujen keskipisteet ovat ellipsin pisteité, jolloin ellipsi E' on Steinerin siséellipsi.

O



LUKU 4
Steinerin yksikkdosisaellipsi

Luvussa tutustutaan tarkemmin Steinerin yksikkosiséellipsiin, joka on Steinerin si-
séellipsin erikoistapaus. Steinerin yksikkosisdellipsiksi kutsutaan Steinerin sisdellipsia,
jota rajoittaa kolmio, jonka kérkipisteet ovat yksikkoympyralla. Luvussa maéritellaan
adrellinen Blaschken tulo, jonka avulla pystytdén perehtymédan tarkemmin Steinerin
yksikkosiséellipsiin. Luvussa merkitédéin avointa yksikkokiekkoa D = {z € C | |z| < 1}
ja yksikkoympyraé kirjaimella T. Steinerin yksikkosiséellipsiin pystyy tutustumaan
seuraavalla GeoGebra-appletilla: https://ggbm.at/jyvnd4bm.

MAARITELMA 4.1. Olkoot kolmion karkipisteet yksikkéympyralla T. Kolmion si-
sille voidaan konstruoida ellipsi, joka sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipis-
teessé. Téllaista Steinerin siséellipsia kutsutaan Steinerin yksikkosisdaellipsiksi.

Vastaavanlaisesti jos Steinerin siséellipsid E rajoittaa kolmio, jonka kérkipisteet
ovat yksikkoympyrélla T, niin kyseistd kolmiota kutsutaan Steinerin yksikkokolmiok-
si. Seuraavasta lemmasta saadaan ominaisuus Steinerin yksikkosiséellipsin polttopis-
teille.

LEMMA 4.2. Olkoot kolmion /\z 2923 kdrkipisteet yksikkoympyrdlla T. Tdalloin kol-
mion Steinerin yksikkdsisiellipsin polttopisteille ay ja ay pdtee 2|ajas| = |ay + asl.

TobisTtus. Olkoon p polynomi, jonka juuret ovat z1,29 ja 23 ja olkoot polynomin
derivaatan juuret a; ja as. Talloin polynomin p(z) = (z—z1)(z — 29)(z — 23) derivaatta
on p'(z) =322 — 2(21 + 29 + 23)2 + (2129 + 2223 + 21 23). Lisiiksi tiedetdin polynomin
derivaatan juurien olevan a; ja as, jolloin saadaan polynomin derivaatta muotoon
P'(2) = 3(z — a1)(z — ay). Vertailemalla derivaattojen kertoimia saadaan

2129 + 2123 + 2923 = 3&1&2.

Kerrotaan seuraavaksi molemmat puolet termilla z7z523, jolloin voidaan supistaa ter-
mejd, koska yksikkoympyrilld oleville kompleksiluvuille z; ja sen konjugaatille pétee
zjZ; = |z;|* = 1. Néin yhtilo saadaan muokattua muotoon

(41) Z_1+Z_2+Z_3 = 3&1&2212223.

Kolmion kérkipisteiden keskiarvo on kolmion painopiste ja polttopisteet ovat sym-
metrisid kolmion painopisteen g suhteen. Néin ollen kolmion kérkipisteiden keskiarvo
on yhté suuri kuin polttopisteiden keskiarvo eli

21+ 29 + 23 _Cll—l-ag
3 2
29

(4.2)
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. . ay + az .
Yhtaloista (1.1 ja (1.2) saadaan, ettd Z1zaz5a1a0 = — 5 2. Tillsin
a1 + @

|Z17273)*|aras|* =

4 )
jolloin kayttémaélld kompleksilukujen modulin ominaisuuksia (1.3]) ja (1.4) saadaan
yhtalé muotoon

4]a1a2|2 = ‘Cll + a2|2.
Ottamalla neli6juuri molemmilta puolilta saadaan haluttu tulos eli

2\a1a2| = |(11 + CL2|.

ESIMERKKI 4.3. Olkoot kolmion Az zez3 kirkipisteet 2 = (—1,0), 2o = (1,0) ja
z3 = (0,1), jolloin kérkipisteet ovat yksikkéympyrélla. T&lloin kolmion painopiste on

g = (0, §) Lasketaan kolmion Steinerin yksikkosiséellipsin polttopisteet, jotka saa-

daan sijoittamalla kolmion painopiste g ja kérkipisteet kaavaan ([2.3)). Télloin saadaan

~/~
\.O
W
N
no
|
|
/~
—~
|
[S—Y
S
S—
—~
—_
)
S—
—~
[u—
(@]
SN—
—
“O
[S—y
SN—
—~
|
—_
(e
S—
—
\_O
—
SN—
~—

V2 o1

Steinerin yksikkosiséellipsin  polttopisteiksi siis saatiin a; = —— + §Z ja
as = 3 + §Z' Steinerin yksikkosisdellipsid on havainnollistettu kuvassa 4.1
2 1 2 1
Lasketaan ensiksi 2|ajas| polttopisteilld a; = —\/?_ + §Z ja ag = 3 + gz’, jolloin
saadaan

V2 1. V21
Hmand =21(= 7+ 50 G5+ 57
1
:2}__
3
_2
e

Lasketaan seuraavaksi polttopisteiden summan moduli eli |a; +as|, jolloin saadaan
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2 1 2 1
lar + as| = ‘(—%—ng) + (\/7_+§¢)|
= ]2z|.
3
2
=3
Huomataan, ettd 2|ajas| = |a; + az|, miké olikin odotettavaa lemman [4.2| nojalla.

KuvaA 4.1. Steinerin yksikkosiséellipsi, jonka polttopisteet ovat a; =

V2 1, V2 o1

BRI R
4.1. Blaschken ellipsi ja Steinerin yksikkosiséellipsi

Téasséd alaluvussa tarkoituksena on tutustua Blaschken ellipsiin ja vertailla sitéd
Steinerin yksikkosisdellipsin kanssa. Lisdksi selvitetdin, mitkd Blaschken ellipseisté
ovat Steinerin yksikkosisdellipseja. Maaritellaan aluksi aérellinen Blaschken tulo ja
kerrataan Blaschken tulon muutama ominaisuus.

MAARITELMA 4.4. Adrellinen Blaschken tulo on funktio

BHl—CL]

missé |3| =1, a; € D ja j =1,...,n. Lukua n sanotaan Blaschken tulon b asteeksi.
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Adrellinen Blaschken tulo kuvaa seké yksikkokiekon D ettd yksikkéympyran T
itsekseen. Liséksi Blaschken tulo kuvaa avoimen yksikkokiekon ulkopisteet edelleen
avoimen yksikkokiekon ulkopisteiksi. Blaschken tulon b ominaisuutena on, ettd n-
asteen Blaschken tulo kuvaa n kappaletta erillisid yksikkoympyrédn pisteitd samaksi
yksikkoympyréan pisteeksi .

Jatkossa tarkastellaan pelkéistdin kolmannen asteen Blaschken tuloa, jossa méé-
ritelméisséi@ mainitut pisteet a; ovat 0, a; ja as. Téll6in Blaschken tulo b on muotoa

(4.3) b(z):z(z_a1>(z_a2>.

1—a1z/\1—ayz

Méaritellddn seuraavaksi Blaschken tuloon b liittyva ellipsi.

MAARITELMA 4.5. Muotoa (4.3)) olevaan kolmannen asteen Blaschken tuloon liit-
tyvé Blaschken ellipsi on yhtélén

(4.4) |z — a1| + |z — as] = |1 — Gras]
toteuttavien pisteiden z muodostama ellipsi.

Ellipsia (4.4) kutsutaan Blaschken ellipsiksi. Blaschken ellipsid on havainnollistet-
tu kuvassa (4.2

Kuva 4.2. Blaschken ellipsi, jonka polttopisteet ovat a; ja as.

LAUSE 4.6. Olkoon b muotoa (4.3|) oleva Blaschken tulo ja E siihen liittyvd Blasch-
ken ellipsi. Olkoot A € T mikd tahansa ja z1,2z9,23 € T erillisid pisteitd, jotka b ku-
vaa luvuksi X. Tdlloin jana z12o on tangentti Blaschken ellipsille E pisteessd (4 =
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(myze + maoz1)/(mq + my), missd luvut m; saadaan funktion F(z) = ———— osa-
murtoesityksestd

m1 ma ms3

F(z) =

+ + .
zZ— 2 Z — 29 Z — Z3
Vastaavasti kaksi muuta kolmion ANzyze23 sivua ovat ellipsin tangentteja, joiden si-
vuamispisteitd ovat (5 ja (3.
Kddntden, jokainen ellipsin piste on siwvuamispiste ellipsin tangentille, joka kulkee
erillisten yksikkéympyrdn pisteiden zy ja zo kautta, joille patee b(z1) = b(z2).

Sivuutetaan lauseen todistus, joka 16ytyy Daeppin, Gorkinin ja Mortinin artikke-
lista [11].

Olkoon E Blaschken tuloon b liittyva ellipsi ja valitaan yksikkoympyraltd mika
tahansa piste z. Merkitédén A = b(z), jolloin lauseen mukaan 16ytyy kolmio, jonka
yksi kérkipiste on z ja jonka kukin sivu on ellipsin £ tangentti. Koska z on mielivaltai-
nen yksikkdympyrin piste, niin téillaisia ellipsin rajaavia kolmioita loytyy dérettoméan
monta. Tata kutsutaan Poncelet'n lauseeksi. Huomataan kuitenkin, etta télloin ellip-
sien ei tarvitse sivuta kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessa. Téaméan pystyy myos
havaitsemaan kuvasta [£.2l

LEMMA 4.7. Jokainen Steinerin yksikkdsisdellipsi on Blaschken ellipsi.

Sivuutetaan lemman todistus, joka 10ytyy Frantzin artikkelista [12]. Seuraavat
kaksi lausetta antavat ehdot, milloin Blaschken tuloon b liittyva ellipsi on Steinerin
yksikkosiséellipsi.

LAUSE 4.8. Olkoot a;y ja as yksikkékiekon sisapisteitd, ja olkoon b kolmannen as-
teen Blaschken tulo, joka on muotoa (4.3]).

Tdlloin seuraavat ovat ekvivalentteja keskenddn:

(1) On olemassa kolmannen asteen polynomi p, jonka juuret ovat yksikkoympy-
ralld ja jonka deriwaatan juuret ovat pisteet a; ja as.

(2) Blaschken tuloon b liittyvd ellipsi on Steinerin yksikkdsisdellipsi.

(3) Pisteille ay ja ay pdtee 2|ajas| = |a; + asl.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd (1) patee, jolloin Mardenin lauseen nojalla po-
lynomin p derivaatan juuret ovat kolmion Azjzyz3 Steinerin siséellipsin polttopis-
teet. Koska polynomin juuret ovat yksikkdympyrilld, niin lemman [4.2 nojalla yhtlo
2|ayas| = |a; + ag] pitee. Néin ollen (3) toteutuu.

Oletetaan, ettd (3) pétee ja todistetaan, ettd télloin (1) patee. Tarkastellaan
aluksi erikoistapausta, jossa pisteistd a; = 0 tai ag = 0. Télloin (3) ehdon nojalla
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a; = ay = 0, jolloin esimerkiksi polynomi z* — 1 téyttdd (1) ehdot. Jos taas seki a;
ettd as ovat nollasta eroavia, niin valitaan A\ = (a1 + a2)/(2a1az). Téll6in (3) nojalla
|A| = 1. Koska b on kolmannen asteen Blaschken tulo, on olemassa erilliset pisteet 2,
29, 23 € T, jotka b kuvaa pisteeksi .

Tarkastellaan seuraavaksi funktiota Q(z) = b(z) — A. Huomataan, ettd funktion
Q juuria taytyy olla 21,29 ja z3. Nyt saadaan

Q(Z):Z<z—a1)<z—a2)_)\.

1—az/\1—as3z

Koska @(z) on rationaalifunktio ja koska nimittdjan juuret ovat suljetun yksikkokie-
kon ulkopuolella, niin riittdéd osoittajan juurien tarkastelu. Merkitdan funktion Q(z)
nimittéjéd g(z), jolloin saadaan

q(z) = 2(z — a1)(2 — az) — M1 — a12)(1 — @z2).
Huomataan, ettd polynomi ¢ on kolmannen asteen polynomi, jonka kolmannen asteen
termin kerroin on 1 ja jonka juuret ovat rationaalifunktion Q(2) juuret z1, 22 ja z3.
Modulin ominaisuudesta |1.4]seuraa, ettia |A| = A\, jolloin A = 1/ = 2a1ay /(a7 + a@3).
Avaamalla sulut ja kiayttamalla téita tietoa saadaan

q(z) = 23— (a1 + as + AM)ZQ + (a1a2 + /\(a_1+a_2))z -

3
=23 §(a1 + a)2% + 3ayazz — A

T&lloin derivaataksi saadaan ¢'(z) = 3(22 — (a1 + a2)z + ajas) = 3(z — a1)(z — ag),
jolloin ¢ tayttdd (1) ehdot. Néin ollen (1) ja (3) ovat ekvivalentteja keskendén.
Riittd4 endé osoittaa, ettd (1) ja (2) ovat ekvivalentteja keskenédén, misté seuraa
ettd myos (2) ja (3) ovat ekvivalentteja keskenédén. Oletetaan, ettd (1) pétee, jolloin
Mardenin lauseen nojalla polynomin p kriittiset pisteet a; ja as ovat Steinerin yk-
sikkosisdellipsin E; polttopisteet. Lemmasta [4.7] seuraa, ettd ellipsi £y on Blaschken
ellipsi. Koska alussa maéaériteltiin Blaschken tulo b siten, ettéd sen juuret ovat 0, a; ja
as, E1 on Blaschken tuloon b liittyva ellipsi. Néin ollen Blaschken tuloon b liittyva
ellipsi on Steinerin yksikkosiséellipsi, jolloin (2) pétee. Jos taas oletetaan, ettd (2)
pétee, niin Mardenin lauseesta seuraa, ettd myos (1) pétee. Talloin (1) ja (2) ovat

ekvivalentteja kesken&én.
O

LAUSE 4.9. Olkoon E Blaschken tuloon b liittyvd ellipsi. Tdlloin E on Steinerin
yksikkosisdellipsi jos ja vain jos on olemassa A € T ja erilliset pisteet z1, 29,23 € T,
joille b(z1) = b(22) = b(z3) = X siten, ettd

b(z)/z  1/3 1/3 N 1/3

b(z) =N z—2z z—2z z—23

TobisTus. Oletetaan, ensiksi ettd £ on kolmion Az;z923 Steinerin yksikkosiséel-
lipsi, missé z1, 22, 20 € T. Lemman [£.7 nojalla on olemassa kolmannen asteen Blasch-
ken tulo b, joka méaarittda ellipsin E. Blaschken ominaisuuden nojalla on olemassa
A € T siten, ettd b(z;1) = b(22) = b(z3) = A. Ellipsi E sivuaa janoja z;z; niiden kes-
kipisteissé, jolloin lauseessa [4.6] esiintyvéan kaavan nojalla tangentin sivuamispisteeksi
(1 saadaan
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mozy myzo 21 zZ2

G =

Pisteet, jotka ovat muotoa az; + (1 — a)zg, missd 0 < a < 1, ovat janalla z;2s.
Muuttujan ¢ muuttuessa myos pisteen paikka muuttuu janalla. Néin ollen taytyy olla,
ettd my/(my+ms) = ma/(my+ms) = 1/2. Tésté seuraa, ettd m; = msy ja symmetrian
nojalla saadaan m; = mo = mg. Liséksi méaritelméan nojalla mq+mso+ms3 = 1, jolloin
saadaan m; = 1/3 kaikilla j = 1,2, 3.

Todistetaan nyt véitteen toinen suunta eli oletetaan, ettd Blaschken tulo b on
médritelty siten, ettd m; = mg = mz = 1/3. Lauseen nojalla Blaschken ellipsin £
ja kolmion Az zez3 eréds yhteinen piste on (; = (mqze+maz1)/(my+my). Sijoittamalla
lukujen m; ja mgy paikalle 1/3 huomataan, ettd (; = (21 + 22)/2, miké on janan z 2y
keskipiste. Vastaavanlaisesti (5 ja (3 ovat janojen 2523 ja 2323 keskipisteitd. Néin ollen
ellipsi £/ on Steinerin yksikkdsiséellipsi.

my + Mo m1+m2_2 2

U

Tarkastellaan seuraavaksi kolmannen asteen polynomia p, jonka juuret ovat eril-
liset yksikkdympyran pisteet z1, 2o ja z3. Olkoot polynomin kriittiset pisteet a; ja ao,
joita kaytetddn Blaschken tulon b méérittelyssia kaavassa . Lauseen nojalla
Blaschken tuloon b liittyvé Blaschken ellipsi on kolmion Az;z523 Steinerin yksikkosi-
sdellipsi. Lauseesta |4.9| saadaan seuraus, jossa ndhdéén polynomin p logaritmin deri-
vaatan yhteys Blaschken tuloon b.

SEURAUS 4.10. Olkoon polynomi muotoa p(z) = (2 — z1)(z — 22)(2 — 23), jossa
21, 2o ja zz ovat erillisid yksikkoympyrdin pisteitd. Olkoot polynomin p derivaatan
kriittiset pisteet ay,ay € . Tdlldin on olemassa kolmannen asteen Blaschken tulo b,
jonka juuret ovat 0, a; ja as ja b(z;) = X, missd j = 1,2,3. Tdalloin pdtee

IROVERE YL N VE NS VC R U ©)

b(2) =N z—2z z— z—z3:3p(z)‘

F(z)

Téstd huomataan, ettd polynomin p kriittiset pisteet ovat myos b(z)/z juuria.

4.2. Kuinka monta Steinerin yksikkdkolmiota voi olla Steinerin
yksikkosisdellipsilla?

Tassé alaluvussa todistetaan, ettd jokaisella Steinerin yksikkosiséellipsilla, joka
ei ole ympyré, on yksikésitteinen Steinerin yksikkokolmio. Késitelldén ensiksi eri-
koistapaus, jossa Steinerin siséellipsi on ympyra. Todistetaan, ettd talloin Steinerin
sisdellipsilla on darettoméan monta Steinerin yksikkdkolmiota.

Olkoon Steinerin yksikkokolmio tasasivuinen kolmio. Télloin polynomin
p(z) = (2 — z1)(z — 22)(2z — z3) derivaatalla on kaksoisjuuri ja derivaatan juurek-
si saadaan 0. N&in ollen ympyré voidaan konstruoida kolmion Az;zy23 sisélle siten,
ettd origokeskinen ympyré sivuaa kolmion jokaista sivua sivun keskipisteessi. Steine-
rin lauseen nojalla Steinerin siséellipsi on yksikésitteinen, jolloin saadaan ympyraksi
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C, := {z : |z| = r} jollakin séteelld r, jolle piatee 0 < r < 1. Laskemalla pystytdin

osoittamaan, etté sédteeksi saadaan r = —. Kiertdmalla kolmiota saadaan ddrettomaén

monta Steinerin yksikkokolmiota ympyrélle.

Oletetaan nyt, ettd Steinerin yksikkosiséellipsin polttopisteistéd toinen on origossa
eli a; = 0. Lemmasta [4.2| saadaan suoraan, etté toisen polttopisteen as pitdé olla
my0s origossa. Koska a; = as = 0, niin Steinerin yksikkosisdellipsi on origokeskinen
ympyrd Cs.

Kuva 4.3. Ympyrilld Cy/; on dédrettomén monta Steinerin yksikko-
kolmiota, joita kuvassa on havainnollistettu neljé kappaletta.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ympyré C'; /2 on ainoa Steinerin yksikkosiséellipsi, jol-
la on useampi Steinerin yksikkdkolmio. Seuraavasta lauseesta siis saadaan, ettd muil-
la Steinerin yksikkosisdellipseilld on yksikésitteinen Steinerin yksikkokolmio. Lauseen
todistuksessa kéytetddn edellisen alaluvun tuloksia.

LAUSE 4.11. Olkoon E ellipsi, jonka polttopisteet ay ja as ovat yksikkiokiekon si-
sapisteita. Jos ellipsilla E on kaksi erillista Steinerin yksikkokolmiota, niin talloin

E - 01/2.

Tobistus. Lauseen [4.8 nojalla voidaan valita kaksi eri kolmannen asteen poly-
nomia p ja q siten, ettd molempien polynomien kolmannen asteen termin kerroin on
az = 1 ja polynomien juuret ovat erillisid yksikkoympyran pisteitd ja polynomeilla on
samat kriittiset pisteet aq,a; € D. Naméa kriittiset pisteet méarittavat yksikésitteisen
Blaschken tulon b, joka esiintyy kaavassa . Seurauksen nojalla on olemassa
v; € T siten, ettd

Pz) _ b))z . d(z) _ b))z

3p(z)  b(z)—m " 3q(z)  b(z) =72
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Ratkaisemalla néistéd yhtéloista b(z) saadaan

np'(z) 2724 (2)
(49) O e - me Y T e e
Polynomeilla on samat derivaatat, koska molempien polynomien kolmannen asteen
termin kerroin on 1 ja molemmilla on samat kriittiset pisteet a; ja as. Derivaatat
ovat toisen asteen polynomeja, joten kaavan avulla derivaatoiksi saadaan

P (2) = 32% — 3(ay + az)z + 3ayas = ¢'(2).
Koska p/(z) = ¢'(z), niin yhtaloista (4.5]) saadaan

/(20" (2) = 3p(2)) = 72/ (20 (2) = 3q(2)).
Jos 71 = 79, niin talléin polynomit p ja g ovat samat, miké on ristiriidassa alkuole-
tusten kanssa. Néin ollen v; # 7, jolloin saadaan yhtélo

71(2¢'(2) = 3q(2)) = 12(2p'(2) — 3p(2)).

Lisdksi alkuoletuksista seuraa, ettd ¢(z) = p(z) + C, jolloin saadaan
(4.6) 3nC = (m — )2 (2) — 3p(2)).
Polynomi p on muotoa p(z) = 23 + 2% + ¢12 + ¢, jolloin

2p/(2) — 3p(2) = —cp2® — 2¢12 — 3co.

Sijoittamalla tdmé yhtdloon (4.6) saadaan, ettd ¢; = co = 0. Téstd seuraa, ettd
polynomi p on muotoa p(z) = z° + ¢y jollakin ¢y. Néin ollen polynomin p juuret ovat
tasaisesti jakautuneet yksikkokiekon reunalle. Vastaavanlaisella argumentilla saadaan
polynomille ¢ vastaavanlainen yhtalo, mutta eri vakiolla. Jos siis Steinerin siséellipsilla
on vahintéddn kaksi Steinerin yksikkokolmiota, niin kolmiot ovat tasasivuisia. Alaluvun
[4.2] alussa todettiin, ettéd jos Steinerin yksikkokolmio on tasasivuinen, niin Steinerin
yksikkosiséellipsi on ympyréd. Néin ollen polynomien p ja g Steinerin siséellipsi on
ympyrd C ;.

O

Lauseesta saadaan, ettd Steinerin yksikkosisdellipseilld on yksikésitteinen
Steinerin yksikkokolmio jos ja vain jos Steinerin yksikkosiséellipsi ei ole ympyré.

4.3. Mitka pisteet voivat olla Steinerin yksikkdosiséellipsin polttopisteita?

Madritetddn seuraavaksi pisteet, jotka voivat olla Steinerin yksikkdsisdellipsin
polttopisteita. Olkoon a; Steinerin yksikkosiséellipsin polttopiste ja a; € D. Alaluvun
4.2 nojalla jos a; = 0, niin talldin myos as = 0, jolloin Steinerin yksikkosisdellipsi on
ympyrd Cs.

Oletetaan nyt, ettd a; # 0. Talloin lauseen 4.8 nojalla ehdon

2‘&1&2’ = \al + &2’

tulee toteutua Steinerin yksikkosisdellipsin polttopisteille aq ja as. Madritetdan kaikki
luvut 2z yksikkoympyréssd, jolle pétee ehto 2|a;z| = |ag + z|. Olkoon
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T(z) = a1z/(aq + z), ja etsitddn kaikki luvut z, joille |T'(z)| = 1/2. Huomataan,
ettd T" on Mobius-kuvaus, jolloin Mobius-kuvaus kuvaa ympyrét joko ympyroiksi tai
suoriksi [13], s. 120-122]. Yhtélon 2|a;z| = |a; + z| ratkaisujoukko on joko ympyré tai
suora, joka voidaan ajatella adretonséteiseksi ddarettomyyden kautta kulkevaksi ympy-
raksi. Kuvauksen T ratkaisujoukoksi saadaan pistejoukko avoimessa yksikkokiekossa,

jolle pétee T~ Hw : |w| = 1/2}.



LUKU 5
Steinerin sisiellipsin yhteys Fermat’n pisteisiin

Luvussa tarkastellaan Steinerin siséellipsin ja Fermat'n pisteiden yhteyttd. Huo-
mataan, ettd Fermat'n pisteiden avulla pystytdéan konstruoimaan Steinerin siséellipsin
polttopisteet. Steinerin siséellipsin ja Fermat’'n pisteiden yhteyden 16ytdmiseksi teh-
daén koordinaatistomuunnos Kiepertin koordinaatistoon.

Tarkastellaan Steinerin siséellipsida Kiepertin koordinaatistossa, joka on esitelty
Scimemin artikkelissa 6, §2]. Koordinaatistomuunnos Kiepertin koordinaatistoon voi-
daan tehd& jokaiselle kolmiolle, joka ei ole tasakylkinen. Koordinaatistomuunnoksen
tarkoituksena on asettaa kolmio siten, etté sen Kiepertin hyperbelin yhtéloksi saadaan
xy = 1. Kiepertin hyperbeliksi kutsutaan sité yksikésitteistd hyperbelia, joka kulkee
seké kolmion kérkipisteiden etté kolmion painopisteen g kautta. Kiepertin hyperbelia
on havainnollistettu kuvassa [5.1} Muunnoksen jédlkeen kolmion 7' kérkipisteiksi saa-
daan z; = (:vl, xi)’ 29 = (xg, as_> ja zg = (:1:3, i) Kolmion Az;z929 painopisteen

) . 1 2 T3
koordinaatit ovat

(5.1) 9= (p/3,3/p),

missd p = x1 + 22 + x3. Luvussa[5.2) tarkastellaan tasakylkistd kolmiota, jolle ei voida
tehda kyseistéd koordinaatistomuunnosta. Tasakylkiselle kolmiolle kuitenkin voidaan
todistaa samat tulokset kdyttamaéatta Kiepertin koordinaatistoa.

Kuva 5.1. Kiepertin hyperbeli kulkee kolmion painopisteen ¢ ja kol-
mion kérkipisteiden kautta.

39
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Artikkelissa [6, §6] osoitetaan, ettd Kiepertin koordinaatistossa Steinerin siséel-
lipsin yhtéloksi saadaan

3z% — pgy* — 2px + 6qy = 0,

missé p = x1 +x9+ 3 ja ¢ = r1T2x3. Yhtdlostd huomataan, ettd Steinerin siséellipsin
akselit ovat z-akselin ja y-akselin kanssa yhdensuuntaisia.

Steinerin ellipsin yhtélo voidaan myos esittdd puoliakseleiden pituuksien a ja b
avulla seuraavasti

3
(x — ]3)2 (y—-)°
A
a? b2 ’
327 327
missé puoliakseleiden nelididen pituudet ovat a? = Z% ja b? = Z%
P —aopTq

(p* —27q)(pg +3)
Ip*q
isoakseli yhdensuuntainen x-akselin vai y-akselin kanssa. Merkitdéan ¢ = pq+ 3, jolloin

saadaan kaksi tapausta:

Tutkimalla onko a? — b? =

positiivinen, saadaan selville onko

(1) Jos t <0 ja a > b, niin isoakseli on z-akselin kanssa yhdensuuntainen.
(2) Jos t > 0 ja a < b, niin isoakseli on y-akselin kanssa yhdensuuntainen.

Jos t = 0, niin a = b, jolloin Steinerin sisdellipsi on ympyra ja kolmio 7" on tasasivui-
nen.

Steinerin siséellipsin polttopisteiden koordinaatit voidaan méa#rittad Steinerin si-
séellipsin keskipisteen ja polttopisteen vélisen etdisyyden ¢ = y/|a? — b?| avulla. Stei-
nerin siséellipsin keskipiste on sama kuin sitd rajoittavan kolmion painopiste g. Kun

a > b, Steinerin siséellipsin polttopisteet ovat isoakselilla, jonka yht&lé on y = —. Néin
p

ollen Steinerin siséellipsien polttopisteen y-koordinaatiksi saadaan suoraan —, kun
taas z-koordinaatti saadaan kolmion painopisteen z-koordinaattiin lisdamalla luku
+c. Vastaavanlainen pééttely saadaan tehtyé, kun a < b. Télloin Steinerin siséellip-
sin polttopisteet sijaitsevat isoakselilla, jonka yhtélo on x = g Steinerin siséellipsien

polttopisteiksi saadaan

3
(gic,—), josa>b
p 3 y :
<—,—:|:c>, jos a < b,
3°p

(5.2) Ay =

missd ¢ = \/|a? — b?|.
— a

Merkitdaan u = % =3

té eli epakeskeisyytté e. Steinerin siséellipseille eksentrisyys on 0 < e < 1 ja e =0 jos

Steinerin sisdellipsi on ympyra.

. Parametri u mittaa Steinerin sisdellipsin eksentrisyyt-
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Kerrataan seuraavaksi Fermat'n pisteet ja niiden konstruoiminen, minké jilkeen
esitetddn Fermat'n pisteiden koordinaatit Kiepertin koordinaatistossa.

Ranskalainen Pierre de Fermat'n (1601-1655) esitti Fermat'n-Steinerin problee-
man ystavilleen Torricellille kirjeesséd. Fermat'n-Steinerin probleemassa tuli 16ytéda
kolmen kylén vilissé oleva risteys siten, ettd maanteiden yhteispituus olisi mahdolli-
simman lyhyt. Torricelli ratkaisi ongelman ja Torricellin oppilas Viviani julkaisi rat-
kaisun vuonna 1659. Lyhin mahdollinen risteyspiste on ensimméinen Fermat'n piste,
jos kolmion jokainen kulma on alle 120 astetta. T&ata pistettd kutsutaan kirjallisuu-
dessa my0s Torricellin pisteeksi. Jos kolmion jokin kulma on yli 120 astetta, niin
talldin risteyspiste on kyseisen kulman kérki. Steinerin siséellipsien polttopisteiden
konstruoinnissa tarvitaan ensimméisen Fermat'n pisteen lisdksi my0s toista Fermat'n
pistettd, joka konstruoidaan samankaltaisesti kuin ensimméinen Fermat'n piste. [14]

MAARITELMA 5.1. Piirretddn kolmion ABC' ulkopuolelle tasasivuiset kolmiot
ARB, BPC' ja CQA ja konstruoidaan kunkin néistd ympéarille ympyra, joka kulkee
kolmion kérkipisteiden kautta. Namé kolme ympyraé leikkaavat samassa pisteessé,
jota kutsutaan ensimmdiseksi Fermat’n pisteeksi F'.

Ensimmaéisen Fermat'n pisteen konstruoiminen on esitetty kuvassa [5.2]

Kuva 5.2. Ensimméinen Fermat'n pisteen F' konstruoiminen

HuomAuTUs 5.2. Kuvasta huomataan, ettd Fermat'n ensimméinen piste on
kolmion AABC' ulkopuolella. Tamé johtuu siité, ettd kulma ZABC > 120°. Téssé
tapauksessa ratkaisu Fermat'n-Steinerin probleemaan on kolmion karkipiste B.
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MAARITELMA 5.3. Piirretaén kolmion ABC sisapuolelle tasasivuiset kolmiot AR'B,
BP'C ja CQ'A ja konstruoidaan kunkin n#istd ympérille ympyré, joka kulkee kol-
mion kérkipisteiden kautta. Namé kolme ympyraé leikkaavat samassa pisteessé, jota
kutsutaan toiseksi Fermat’n pisteeksi F".

Toisen Fermat'n pisteen konstruoiminen on esitetty kuvassa [5.3|

Kuva 5.3. Fermat'n toisen pisteen F’ konstruoiminen

Artikkelissa [6, §9] osoitetaan, ettd Fermat'n pisteiden koordinaatit Kiepertin
koordinaatistossa voidaan ilmaista kolmion kérkipisteiden summan p ja tulon ¢ avulla

seuraavasti:
— -3 — -3
Y O i T Y T 7))
3q D 3q p
Lausutaan Fermat'n pisteiden koordinaatit kdyttamalla parametria u = _qu Fer-

mat’n pisteen koordinaateiksi saadaan nyt

u u
5.3 F=——(p,—3q) ja F'=——(—p,3q).
(5.3) pq( ) pq( )

Huomataan, ettd janan F'F’ keskipiste on origo Kiepertin koordinaatistossa. Fer-
mat’n pisteiden ja kolmion painopisteen g avulla pystytdan maéaérittdméasn Steinerin
siséellipsin isoakseli ja Steinerin siséellipsin akselien pituudet.
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LAUSE 5.4. Olkoot G kolmion painopiste, F' Fermat'n ensimmdinen piste ja F’
Fermat’n toinen piste. Steinerin sisdellipsin isoakseli kuuluu kulman /FGF' kulman-
puolittajalle. Akselien pituudet ovat ||GF’| + |GF|| eli kolmion painopisteen ja Fer-
mat'n pisteiden etdisyyksien summan ja erotuksen itseisarvo.

TobisTtus. Todistetaan ensin, ettd Steinerin siséellipsin isoakseli kuuluu kulman
/FGF’ kulmanpuolittajalle. Tama todistetaan osoittamalla, etté peilaus 7 isoakselin
suhteen kuvaa vektorin GF' vektoriksi GF7, joka on samansuuntainen vektorin G F”
kanssa. Todistetaan tdmé kahden tapauksen avulla.

Tapaus 1: a < b. Téssé tapauksessa u < 1 ja isoakseli on y-akselin suuntainen.
Kéayttamalla kolmion painopisteen koordinaatteja (5.1)) ja Fermat'n pisteiden koordi-
naatteja (5.3)) vektoreiksi saadaan laskettua

GF:F_G:(__U_B,?)_U_%),
q 3 p p
GFT—(U p3u_3)

g 3 p p/
GF’—(U p —3u 3)

g 3 p p

Lasketaan seuraavaksi vektoreiden GF7 ja GF’ ristitulo sekd pistetulo.
Olkoon kompleksiluku muotoa z; = z; + ;2. Téalloin kahden kompleksiluvun risti-
tulo on z; X 2o = x1Yys — xoy;. Néin ollen saadaan

u  p.,—3u 3 3u 3. u p
GFTxGF = (- +5(— - ) - (= - (==Z%
(q 3)(p p) (p p)(q 3)
—3u®  3u 3u? 3u
= B T T
pq pq pq pq
—6u?
S )
pq
Sijoittamalla u = _qu yhtéloon saadaan ristituloksi nolla. Kompleksilukujen ris-

titulo voidaan myos laskea vektorien vélisen kulman 6 avulla seuraavasti z; X zo =
|21]|22|sinf. Koska aiemmasta laskusta ristituloksi saatiin nolla ja |GF7|, |GF'| # 0,
niin vektorien vélinen kulma on joko 6 = 0° tai # = 180°.

Lasketaan seuraavaksi pistetulo, joka lasketaan kompleksiluvuille z; ja z5 kaavalla
21 - 29 = X1x9 + Y1Y2. Pistetuloksi saadaan
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w?  p*r 9 9P

=29 T2 2

q 9 p

_ (P° —27q)(pg + 3)
Ip%q

:bQ_a2

Huomataan, etté pistetuloksi saatiin positiivista, koska a < b. Néin ollen pistetu-
losta ja ristitulosta huomataan, ettd vektorit GF7™ ja GIF’ ovat samansuuntaiset. Nyt
pystytédan laskemaan kolmion painopisteen GG ja Fermat'n pisteiden vélisten etédisyyk-
sien summa ja erotus kayttamalla hyviksi vektorien GF™ ja GF' samansuuntaisuutta.
Télloin saadaan

IGF|+ |GF'| = |GFT| +|GF'| = |GF™ + GF/|
_ 1_’3_“_§> (E_E—_?W_§>’_‘<2_“,—_6>‘

4u 36 p —27q
R
|GF| — |GF'| = ]GFT |GF’| = |GF™ — GF'|

o S R I N[

B p g 3 p
40 36u2 3 _ 97

_w se? o2,
9 p? 9p

Huomataan, ettd summaksi saatiin pikkuakselin pituus 2b ja erotukseksi isoakselin
pituus 2a.

Tapaus 2: a > b. Téssd tapauksessa v > 1, jolloin isoakseli on z-akselin suuntai-

nen ja painopisteen G ja peilatun isoakselin suhteen Fermat'n pisteen F” vektoriksi
—u —3u 3 . . . .
saadaan GF™ = (— — g, — 4+ —). Lasketaan vektorien GF7 ja GF' ristitulo ja
p
pistetulo vastaavanlaisesti kuin tapauksessa 1. Ristituloksi saadaan nolla ja pistetu-
loksi saadaan a? — b > 0, jolloin vektorit GF7 ja GF' ovat samansuuntaiset. Niin

ollen laskemalla saadaan |GF| + |GF'| = 2a ja |GF'| — |GF| = 2b.

Tapaukset 1 ja 2 todistavat lauseen.
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5.1. Steinerin siséellipsin polttopisteiden konstruoiminen

Kun tiedetdéan kolmion painopiste g seké konstruoidaan Fermat'n pisteet F' ja F’,
pystytdan Steinerin siséellipsin polttopisteet A; ja A, konstruoimaan helposti seuraa-
vien ohjeiden avulla:

(1) Jatketaan Steinerin sisdellipsin iso- ja pikkuakseli suoriksi. Lauseen (5.4)) no-
jalla saadaan isoakseli konstruoimalla kulman ZFGF’ kulmanpuolittaja. Jat-
kettu pikkuakseli saadaan isoakselin normaalina, joka kulkee pisteen G kaut-
ta.

(2) Konstruoidaan janan F'F’ keskinormaali. Merkitdén kyseistd keskinormaalia
kirjaimella /.

(3) Merkitaén kirjaimella W keskinormaalin [ ja jatketun pikkuakselin leikkaus-
pistetta.

(4) Konstruoidaan ympyré, jonka keskipiste on W ja joka kulkee Fermat'n pis-
teiden F ja F’ kautta.

(5) Polttopisteet A; ja Ay saadaan ympyrén ja isoakselin leikkauspisteista.

Kuva 5.4. Steinerin siséellipsin polttopisteet A; ja As voidaan kon-
struoida Fermat'n pisteiden avulla.

Steinerin siséellipsien polttopisteiden konstruoimiseen voi tutustua seuraavassa
GeoGebra-appletissa: https://ggbm.at/wb59q6mz.


https://ggbm.at/w559q6mz
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Todistetaan seuraavaksi edelliselld sivulla tarvittu algoritmi Steinerin siséellipsin
polttopisteiden 16ytamiseksi.

LAUSE 5.5. Steinerin sisdellipsin polttopisteet ovat isoakselin ja Fermat'n pistei-
den kautta kulkevan ympyrdin, jonka keskipiste on jatketulla pikkuakselilla, letkkaus-
pisteet.

TobisTus. Todistus jaetaan kahteen tapaukseen.

Tapaus 1: a > b. Talloin Steinerin sisdellipsin isoakseli on x-akselin suuntainen,

3
jolloin isoakselin yhtdlo on y = —. Steinerin sisdellipsin pikkuakseli on tallin x = g
D

Janan F'F’ keskinormaali [ on y = Sﬂx, jolloin yhtéloparilla pikkuakselin ja keskinor-
q

2
maalin [ leikkauspisteeksi saadaan W = (p p_> Ympyran side r saadaan selvitta-

3’ 9q
mélld vektorin W F' pituus. Sateeksi saadaan

w p2? 3u  p° P P g
70 [ O < R e i P_P 39
r=|WEF| \/( . 3) +—(p 9q) SLf'+ T 3%,

Talloin ympyréan yhtélo on

2 22 2+92
3 9q 3pq

Lasketaan ympyrén ja isoakselin leikkauspisteet yhtéloparilla

0.

2 22 2+ 9¢?

3 9q 3pq
3
p'

y g
Leikkauspisteiksi saadaan
3
(%’ +vVa? =12, 2).
p

Yhtalosta (5.2) huomataan, etté leikkauspisteet ovat Steinerin siséellipsin polttopis-
teet.
Tapaus 2: a < b. T&lloin Steinerin siséellipsin isoakseli on y-akselin kanssa yh-

densuuntainen ja isoakselin yhtdlo on = = g ja pikkuakseli on x-akselin kanssa yh-

3
densuuntainen, joka on y = —. Vastaavanlaisella tavalla kuin tapauksessa 1 ympyran

9q 3
—3, —). Télloin ympyran sade on
ptp

— 81¢*> 3 9

keskipisteen koordinaateiksi saadaan W = <
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Ympyran yhtalo on nyt

18 6 2+ 9¢?
q LY

P Yy
p 3pq
3
Yhtaloparista ympyréan ja isoakselin leikkauspisteiksi saadaan (g, -+ vb? —a?). Yh-
p

téalosté ((5.2) huomataan, etté leikkauspisteet ovat Steinerin sisdellipsin polttopisteet.
[

5.2. Tasakylkinen kolmio

Tasakylkiselle kolmiolle ei voida tehdé Kiepertin koordinaatistomuunnosta, joten
todistetaan aiemmat tulokset tasakylkiselle kolmiolle 7" kuvaamalla kolmion kérkipis-
teet pisteiksi z; = (—1,0), zo = (1,0) ja z3 = (0, h). Kolmion painopisteeksi saadaan

g = (0, g), joka on samalla Steinerin siséellipsin keskipiste.

Oletetaan, ettd h > 0 ja h # V3. Jos h = \/3, niin talléin kolmio on tasasivuinen.

Talloin Steinerin siséellipsi on ympyré, jonka keskipiste on kolmion painopiste ja side
h

r=—.

3
Tarkastellaan nyt yleistéd tapausta, jossa Steinerin siséellipsi ei ole ympyré. Talloin
kolmion Steinerin siséellipsin yhtéloksi saadaan

h

misséia:?jab:—.
Steinerin siséellipsin polttopisteet saadaan tarkastelemalla isoakselia ja Steinerin
sisdellipsin keskipisteen ja polttopisteen vélistd etédisyyttd ¢ = /|a? — b?|. Kun a > b,

niin Steinerin sisdellipsin polttopisteet ovat isoakselilla, joka on y = —. Kun a < b,

niin Steinerin siséellipsin polttopisteet ovat isoakselilla, joka on x = 0. Néin ollen
Steinerin siséellipsin polttopisteiksi saadaan

1
—(+£v3—h2h), josa>b
(0, §<h +vh?—3), josa<b.

Kolmion 7" Fermat'n pisteiden koordinaatit ovat

F= (o,\/;) ja F' = (0,—?).

Todistetaan nyt lauseet [5.4] ja [5.5] tasakylkiselle kolmiolle.
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—1,0) = (1,0)

Kuva 5.5. Tasakylkisen kolmion Steinerin siséellipsille voidaan todis-
taa samat tulokset kuin muillekin Steinerin sisdellipseille kdyttamétta
Kiepertin koordinaatistoa.

2

TobisTus. (Lauseet ja Tapaus 1: h < /3,a > b ja ¢ = . Isoakseli

on z-akselin suuntainen. Todistetaan ensiksi lause Talloin vektoreiksi saadaan

V3—nh

GF = (0, 3 )
h—+3
GF™ = (0, 3\/_)
—V3—h
GF' = (0, \/_T).
Vektorien ristituloksi saadaan GFT™ x GF’' = 0, jolloin vektorien vélinen kul-
2
— 1
ma on joko 0° tai 180°. Pistetuloksi saadaan GF7™ - GF' = 5 + 3 > 0, koska

h < /3. Niin ollen ristitulosta ja pistetulosta saadaan, ettd vektorit GF™ ja GF'
ovat samansuuntaiset.
Vektorien pituuksiksi saadaan

\/§3+hja|GF|:a—b: \/gg_h.

Tésta saadaan, ettd |GF'| — |GF| = 2b ja |GF'|+ |GF| = 2a, mité haluttiin osoittaa.

|IGF'|=a+b=
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Todistetaan nyt lause |5.5| T&lléin polttopisteiden konstruoinnissa tarvittavan ym-
pyréan, jonka keskipiste on W, yhtilo on

1
2 2
— =0
Tt +y 3

h
ja vektorin F'F’ keskinormaali on suora y = 3 Yhtaloparilla ympyréan ja isoakselin
leikkauspisteiksi saadaan
V3—h% h
(F——73)
3 3
Huomataan, etté leikkauspisteet ovat yhtalon ([5.4) Steinerin siséellipsin polttopisteet.

3 — 2
Tapaus 2: h > V/3,a < b ja ? =

Talloin vektoreiksi saadaan

. Talloin isoakseli on y-akselin suuntainen.

GF = (0, ﬁg‘ h) =GFT"

GF' = (0, #).

Ristituloksi saadaan GF™ x GF' = 0, jolloin vektorien vilinen kulma on joko 0° tai
h? 1
180°. Pistetuloksi saadaan GF™-GF' = 973 > 0, koska h > v/3. Niin ollen vektorit

GF7™ ja GF' ovat samansuuntaiset.

Vektorien pituuksiksiksi saadaan
V34 h —a+bja|GF| = h- V3

3 3
Téstd saadaan, ettd |GF'| + |GF| = 2b ja |GF'| — |GF| = 2a, mitd haluttiin osoit-
taa. Todistetaan seuraavaksi lause 5.5, W-keskisen ympyrén yhtédlo on sama kuin
tapauksessa 1, kun taas Steinerin siséellipsin isoakseli on z = 0. Ympyrén ja suoran
leikkauspisteiksi saadaan

GF'| =

=b—a.

(0, %(h +Vh? - 3)).

Huomataan, etté leikkauspisteet ovat yhtalon ([5.4) Steinerin siséellipsin polttopisteet.
Tapaukset 1 ja 2 yhdessé todistavat lauseet [5.4] ja [5.5] tasakylkiselle kolmiolle.
O






1]

Kirjallisuutta

P. Kontkanen, R. Liira, K. Luosto, J. Nurmi, R. Nurmiainen, A. Ronkainen, S. Savolainen,
Pyramidi 8 - Geometria (1.-5.painos). Kustannusosakeyhtio Tammi, Helsinki, 2005.

D. Minda, S. Phelps, Triangles, Ellipses, and Cubic Polynomials. The American Mathemical
Monthly, Vol. 115, No. 8, 2008.

D. Kalman, An Elementary Proof of Marden’s Theorem. The American Mathemical Monthly,
Vol. 115, No. 4, 2008.

E. Badertscher, A Simple Direct Proof of Marden’s Theorem. The American Mathemical Month-
ly, Vol. 121, No. 6, 2014.

P. Gorkin, E. Skubak, Polynomials, Ellipses, and Matrices: Two Questions, One Answer. The
American Mathematical Monthly, Vol. 118, No. 6, 2011.

B. Scimemi, Simple Relations Regarding the Steiner Inellipse of a Triangle. Forum Geometrico-
rum, Vol. 10, 2010.

J.H Foster, J.J Pedersen, On The Reflective Property of Ellipses. The American Mathematical
Monthly, Vol. 87, No. 4, 1980.

M. Lehtinen, Matematiikan historian luentoja 2014. Jyvéskylan yliopisto.

A. Ernvall-Hytonen, Aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo. Matematiikkalehti Solmu 1/2016.
A. Viahikangas, Kompleksilaskenta. Jyviskylan yliopisto, 2017.

U. Daepp, P. Gorkin, R. Mortini, Ellipses and Finite Blaschke Products. The American Mathe-
matical Monthly, Vol. 109, No. 9, 2002.

M. Frantz, How Conics Govern Mdbius Transformations. The American Mathematical Month-
ly, Vol. 111, No. 9, 2004.

J. Roe, Elementary Geometry: 1st. Edition. Oxford University Press, New York, 1993.

S. Gueron, R. Tessler, The Fermat-Steiner Problem. The American Mathematical Monthly, Vol.
109, No. 5, 2002.

51



	Johdanto
	Luku 1. Esitietoa
	1.1. Kompleksiluvut ja niiden ominaisuuksia
	1.2. Affiini kuvaus ja sen ominaisuudet
	1.3. Ellipsi

	Luku 2. Steinerin lause
	Luku 3. Mardenin lause
	Luku 4. Steinerin yksikkösisäellipsi
	4.1. Blaschken ellipsi ja Steinerin yksikkösisäellipsi
	4.2. Kuinka monta Steinerin yksikkökolmiota voi olla Steinerin yksikkösisäellipsillä?
	4.3. Mitkä pisteet voivat olla Steinerin yksikkösisäellipsin polttopisteitä?

	Luku 5. Steinerin sisäellipsin yhteys Fermat'n pisteisiin
	5.1. Steinerin sisäellipsin polttopisteiden konstruoiminen
	5.2. Tasakylkinen kolmio

	Kirjallisuutta

