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Tamén tutkielman tarkoituksena on perehdyttéaé lukija taksigeometriaan. Taksi-
geometria on yksi epéeuklidisista geometrioista, mutta se on hyvin lahelld euklidis-
ta geometriaa. Tutkielmassa tutustutaan tasogeometrian aksiomaattiseen jarjestel-
médn ja perehdytddn euklidisen tasogeometrian ja taksigeometrian yhtéldisyyksiin
seké eroavaisuuksiin. Liséksi lukija saa kiyttoonsd Geogebra -ohjelmistolla tehtyjé
applikaatioita taksigeometriassa ja euklidisessa geometriassa. Kaikki tutkielman ku-
vat on tehty Geogebra -ohjelmistolla.

Taksigeometria on hyvin samankaltainen euklidisen tasogeometrian kanssa, mutta
geometrioiden eroavaisuus syntyy metriikoiden mééritelmén eroavaisuudesta. Met-
riikoiden eroavaisuutta voidaan esimerkiksi havainnollistaa kaupungin kartalla, jossa
kaupungin kadut muodostavat ruudukon ja ruudukon keskelld on rakennuksia. Tél-
16in taksigeometrian etéisyys voidaan mitata vain katuja pitkin kulkemalla, kun taas
euklidinen etdisyys saadaan "linnunreittid” pitkin. Taksigeometrian nimi tulee taksin-
kuljettajien reiteisté, joita kuljetaan katuja pitkin.

Tutkielman alussa tutustutaan taksigeometrian alkeisiin ja aksiomaattiseen jér-
jestelmédn. Euklidinen geometria toimii vertailtavana geometriana tutkielmassa. Ak-
sioomien jalkeen tutustutaan kolmioon ja toisen asteen kayriin. Taksigeometriassa
toisen asteen kidyrat médritetddn vastaavalla tavalla kuin euklidisessa geometriassa,
mutta niiden ulkomuoto muuttuu huomattavasti. Tutkielmassa tutustutaan muun
muassa ympyréaan, ellipsiin, paraabeliin ja hyperbeliin. Lopussa kidyd&aan ldpi myos
isometriset siirrot, peilaukset ja kierrot taksigeometriassa.
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Johdanto

Matematiikan juuret ulottuvat pitkélle vuosituhansien taakse. Geometria on saanut
nykyisen nimenséd kreikan sanoista geo=maa ja metrein= mitata. Maanviljelys ja
maatalous toivat tarpeen mitata maa-aloja. Yksi ensimméisid geometrisia ongelmia
on ollut pinta-alojen liséksi piin méaarittdminen. Babylonialaiset onnistuivat jo vuon-
na 2000-1600 eaa méadrittamain m ~ 3. Vuonna 1800 eaa egyptildiset onnistuivat
tarkentamaan piin arvon jo ldhelle nykyista arvoa. He arvioivat m ~ (%)2 ~ 3,1604.
[1, s. 7). Myohemmin téssd tutkielmassa tutustutaan piin arvoon taksigeometrian né-
kokulmasta. Matematiikka on kehittynyt vuosisatojen kuluessa eri puolella maailmaa
vaihtelevalla tavalla. Nykyista todistuspohjaista matematiikkaa kehittivat kreikkalai-
set, jotka olivat edelld muita maailman matemaatikkoja todistaessaan lauseita jarjes-
telmaéllisesti. Aiemmin matematiikka oli ei-tarkkoja kokeiluja ja arvauksia laskuina.
Ensimmaisid matemaatikkoja, jotka todistivat lauseita olivat muun muassa Thales
(636-546 eaa), Pythagoras (582-496 eaa) ja Platon (427-347 eaa). Merkittévin Plato-
nin oppilaista oli Eukleides. Han kirjoitti 13-osaisen teoksen Stoikheia, joka késitteli
geometriaa ja lukuteoriaa seké esitteli aksiomaattisen esitystavan. [I, s. 6]. Euklei-
des esitteli teoksessaan viisi perusolettamusta, eli aksioomaa, joita kaytetddan pohja-
na muille mééaritelmille. Eukleideen aksioomajérjestelmé on yksi merkittdvimmisté
matematiikan tuotoksista. Eukleideen aksioomajirjestelmé ei kuitenkaan téayta nyky-
matematiikan standardeja ja monet matemaatikot ovatkin pyrkineet tekeméin omat
korjatut versionsa aksioomajérjestelmésta. Néistd yksi tunnetuin on David Hilbertin
(1862-1943) tekemé jarjestelmé, jota kutsutaan Hilbertin aksioomiksi. [1I, s. 70]

Eukleideen aksioomista viides, paralleeliaksiooma, on herdttéanyt paljon kysymyk-
sid ja sen riippumattomuutta on kyseenalaistettu. Euklidinen geometria on ollut poh-
jana tasogeometrialle viimeiset pari tuhatta vuotta, mutta 1800-luvulla kehittyi uusi
geometrian osa-alue. Matemaatikot kyseenalaistivat paralleeliaksiooman voimassao-
lon, joka synnytti epdeuklidisen geometrian. Ensimméisid matemaatikkoja, jotka tut-
kivat ja julkaisivat epdeuklidista geometriaa olivat Carl Friedrich (1777-1855), Janos
Bolyai (1802-1860) ja Ivanovich Lobachevsky (1792-1856). Epéaecuklidisia geometrioi-
ta ovat muun muassa hyberbolinen ja elliptinen geometria seké téssa tutkielmassa
késiteltavi taksigeometria. [1, s. 177).

Taksigeometria on suhteellisen uusi geometria. Sen historia ei ulotu kauas, vaan
sitd voidaan kuvailla nuoreksi geometriaksi ja jopa hiukan keskeneréiseksi. Taksigeo-
metriaa ei kisitelld koulumatematiikassa toisin kuin euklidista geometriaa. Taksi-
geometria on nimensd mukaisesti kehitetty taksikuljettajan ndkokulmasta, silld se
sopii erittdin hyvin suurkaupunkien tieverkostoon. Tutkielman p&éldhteend on kéy-
tetty Eugene Krausen teosta Tazicab Geometry [2]. Téssé tutkielmassa esitelladn
taksigeometrian ominaisuuksia ja sitd miten tutut geometrian késitteet muuttuvat
tdssd geometriassa. Taksigeometria pohjautuu vahvasti euklidiseen geometriaan ja
tutkielmassa késitellddn euklidista geometriaa taksigeometrian ohella. Tullaan huo-
maamaan, ettd Hilbertin aksioomat péateviat myos taksigeometriassa lukuunottamatta
sivu-kulma-sivu -sééntoé (aksiooma (H13)). Aksioomajérjestelmédn tutustuessa kéy-
tetdéin lahteend Kuritun, Hokkasen ja Kahanpain teosta Geometria [5]. Tutkielman
ensimmaisesséd osassa tutustutaan taksigeometrian alkeisiin ja Hilbertin aksioomiin.



Tullaan huomaamaan, ettd ainoa eroavaisuus, miké erottaa taksigeometrian ja eukli-
disen tasogeometrian toisistaan, on etdisyyden méaritelmé. Taméa pieni muutos méaé-
ritelméssd muuttaa geometrian aivan erinédkoiseksi. Tutut geometrian muodot, eivit
ole endd totutun nakoisia.

Tutkielman toisessa osassa tutustutaan kolmioon, pisteen etédisyyteen suorasta ja
toisen asteen kayriin. Aluksi tutustutaan lyhyesti kolmioon taksigeometriassa ja huo-
mataan, ettd kolmion pinta-alan kaava eroaa taksigeometriassa ja euklidisessa geo-
metriassa. Lisdksi késitelladn pisteen etdisyyttéd suorasta taksigeometriassa ja osoite-
taan, etté etdisyys saadaan eri tavoin kuin euklidisessa geometriassa. Taksigeometrian
ympyran muoto osoitetaan madrittamalla suorat, joista ympyrd muodostuu. Pisteen
etéisyys suorasta ja ellipsi kasitelldidn Petrovicin, Malesevicin, Banjacin ja Obrado-
vicin artikkelin Geometry of some Taxicab Curves [15] pohjalta. Toisessa osassa ké-
sitellddn néiden lisédksi taksigeometrian paraabeli ja hyperbeli. Paraabelia késitellaan
Moserin ja Kramerin artikkelin Lines on Parabolas in Tazicab Geometry [I1] pohjalta
ja hyperbelia Reynoldsin artikkelin Tazicab Geometry [9].

Toisen asteen kéyrien jélkeen tutkielmassa tutustutaan taksigeometrian isomet-
risiin siirtoihin, peilauksiin ja kiertoihin. Isometria kappaleessa pohjateoksena on
Kocayusufoglun ja Ozdamarin artikkeli Isometries of Taxicab Geometry [16]. Osoite-
taan, ettd taksigeometrian isometriat ovat yhteydesséd euklidisen tasogeometrian iso-
metrioihin. Viimeisené tutkielmassa késitelladn Geogebra -ohjelmistoa. Lopussa on
listattuna tutkielman tuloksia havainnollistavat itsetehdyt Geogebra -applikaatiot.
Kaikki tutkielman kuvat ovat tehty Geogebra -applikaatiolla.



Osa I
Taksigeometrian alkeita ja
aksioomajirjestelmi

1 Taksigeometrian alkeet

Tasogeometria jaotellaan usein euklidiseen geometriaan ja epdeuklidiseen geometri-
aan. Euklidinen tasogeometria on néistd tunnetumpi koulugeometria, johon arkikie-
len puhe usein viittaa. Taksigeometria on uudempi ja vihemmén tunnettu geometria,
josta ei 16ydy paljoakaan teoksia suomeksi. Englanninkielisid artikkeleita puolestaan
16ytyy, mutta geometria ei silti ole kovin tunnettu. Taksigeometria on kuitenkin hy-
vin kdytdnnonldheinen geometria, silld se sopii nyky-yhteiskunnan suurkaupunkeihin.
Kuvitellaan esimerkiksi suurkaupunkia, jossa kadut ovat kohtisuorassa toisiaan kohti.
Kadut muodostavat ruudukon, joita pitkin voidaan kulkea ja ruutujen sisélle j&a ra-
kennuksia. Rakennusten yli ei kuitenkaan paése oikaisemaan. Taksigeometriassa koor-
dinaatisto voidaan kuvitella tallaiseksi, missé etédisyys mitataan vain kuljettuja teité
pitkin. Nimensd mukaisesti tdmé geometria siis sallii liitkkumisen vain kaupungin ka-
tuja pitkin, kuten taksikuljettajat, eikd rakennusten lapi, kuten tutumpi euklidinen
geometria sallisi. Taksigeometriaa kutsutaan myts Manhanttan -geometriaksi, ky-
seisen kaupunkin tieverkoston ruudukkomaisuuden vuoksi. Paildhteend on kéytetty
Eugene Krausen teosta Tazicab Geometry [2], joka esittelee taksigeometriaa kiytén-
nonldheisten tehtdvien avulla.

Vaikka taksigeometria vaikuttaa yksinkertaiselta ja suoraviivaiselta, taytyy muis-
taa, ettd télldkin geometrialla on rajoitteensa. Jos geometriaa sovelletaan kaupungin
kartan etéisyyksien laskemiseen, taytyy huomioida, ettei kaupungit useinkaan muis-
tuta oletettua jarjestelmallistd kaupunkikaavaa ja koordinaatistoa. Taksigeometrian
idean ymmaértaminen ei vaadi laajaa matemaattista ymmartamisté, joten sitd voi-
daan soveltaa esimerkiksi lukiokoulutuksessa. Vaikka taksigeometria vaikuttaa yk-
sinkertaistettuna helpohkolta, se tuo uudenlaisia ndkokulmia tasogeometriaan. Eroa-
vaisuus, joka muokkaa taksigeometrian tdysin omaksi geometriakseen, on etéisyyden
maéadritelmé. TAma etdisyys médritellddn eri tavoin kuin tutumpi euklidinen etéisyys.

Tutustutaan taksigeometrian metriikkaan ja verrataan sitd euklidisen geometrian
metriikkaan. Oletetaan peruskésite piste tunnetuiksi tason lukuparina, kuten eukli-
disessa geometriassakin.

Maéritelmé 1.1. Olkoot A = (ay,a9) ja B = (b1, be) pisteitd. Pisteiden A ja B
vélinen taksietdisyys on

dt(A, B) = ]al — bl‘ + ‘CZQ — b2’

Metriikka d; méirittdi metrisen avaruuden (R?, d;) taksigeometrialle.



Euklidisessa geometriassa kahden pisteen A ja B vilinen etéisyys on
de(A, B) = \/(al - b1)2 + ((IQ - bg)z.

Taksigeometria mééritelldin metriikan d; médrittiméissi metrisessi avaruudessa (R?, dy).
Metriikka méadrdaytyy seuraavien kolmen ominaisuuden avulla [3, s. 21]

Mairitelma 1.2, Kuvaus d : R? x R?2 — R on metriikka, jos silli on seuraavat
ominaisuudet kaikilla A, B,C € R%:

1. diy(A, B) =0, jos ja vain jos A = B.
2. di(A,B) = dy(B, A)
3. diy(A, B) < di(A,C) + di(C, B) (kolmioepayhtild).
Lemma 1.3. Taksigeometrian etdisyyden mddrdamd kuvaus d; on metriikka.

Todistus. Olkoot pisteet A, B,C € R? siten, etti A = (aj,a2), B = (by,bs) ja
C = (Cl, 02)

1. 7 <=7 Oletetaan, ettd A = B, jolloin (a1, as) = (b1, b2).
di(A, B) = |a; — bi| + |ag — by
= |ay — a1| + |az — as|
= (0] + 10]
=0

7 =7 Oletetaan, ettd d,(A, B) = 0.
dt<A, B) = ’(11 — b1| + |a2 — b2| =0

Koska |a; — b1| > 0 ja |ag — be| > 0 sekéd kahden positiivisen luvun summa on
nolla, niin saadaan
ap =0by ja ay="by

Jolloin
(al, Cl2) = (51, b2)-

2. Ttseisarvon laskusidannoilla saadaan:
dt<A, B) = ]al — b1| + |CL2 — bzl

= ’bl — a1| + |bg — CL2|
= dt(BvA)



3. Kolmioepéyhtilon osoittaminen:

di(A, B) = |a; — by| + |ag — b
=lay —c1+ ¢ — b+ |ag — ca + ca — bo
< lay — 1| + |er — by| + |ag — ea] + |c2 — ba|
=lar — 1] + |ag — o] + |e1 — bi| + |c2 — by
=di (A, C)+dy(C, B)

Kuva 1.1: Yhtenéinen suora viiva esittaé euklidista etédisyytté ja katkoviivalla merkitty
taksigeometrian etdisyytta.

Taksietéisyys ja euklidinen etédisyys ovat verrannollisia keskendin. Méaaritetaan
lauseke, josta nidhdéén ndiden geometrioiden etiisyyksien suhde. Kuitenkin ennen
lausetta, maaritellddn suora taksigeometriassa. Taméa maéaritellddn kuten euklidisen
geometrian suora tasossa.

Madritelmé 1.4. Joukko ¢ = {(z,y)+A(a, 5) : A € R} on suora, missé (z,y), (o, f) €
R? ja (o, B) # (0,0).

Taksigeometrian ja euklidisen geometrian metriikoiden eroa voidaan havainnol-
listaa koordinaatistossa kuvan [T] mukaisesti tai geogebra applikaatiolla, joka loytyy
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linkisté Pisteiden etdisyys - taksigeometria. Seuraava lause antaa yhteyden taksigeo-
metrian ja euklidisen geometrian metriikoiden vilille. Todistus pohjautuu osittain J.R
Hansonin artikkelissa A Visit to Tazicab Geometry [4] esitettyyn lauseeseen.

Lause 1.5. Olkoot pisteet A, B € R2, jotka sijaitsevat suoralla €. Olkoon suoran (
kulmakerroin m. Kahden pisteen etdisyys on

1. di(A, B) = d.(A, B), jos pisteet sijaitsevat samalla vaaka- tai pystysuoralla.

2. dy = <%) -de(A, B) muulloin.
Todistus. Olkoot pisteet A = (aq,az) ja B = (b1, bs). Todistetaan lause osissa.

1. Olkoot pisteet A ja B samalla x-akselin suuntaisella suoralla, jolloin ay = bs.
Talloin pisteiden euklidinen etéisyys on

de = /(a1 — b1)? + (a2 — by)> = /(a1 — b1)? = a1 — by
ja pisteiden etéisyys taksigeometriassa on
dp = lar — bi| + |ag — be| = |ag — by.

Siispd d;(A, B) = d.(A, B) ja viite pitee. Vastaavasti paittely péitee, kun a; =
by.

2. Olkoon suora /, jolla pisteet A ja B sijaitsevat. Edellisen kohdan nojalla voidaan
olettaa, ettd a; # by ja as # by. Téalloin suoran kulmakerroin on

. by — as
Cbi—ay
Tami on yhtépitavid yhtdlon (by — ay)®* = m?(by — a1)? kanssa. Kéytetéin

saatua tulosta ja lasketaan pisteiden A ja B etéisyys euklidisessa geometriassa.

do(A, B) = /(b1 — a1)2 + (by — ay)?
= /(by —a1)? +m2(by — a,)?
=vm?+ 1\/(b1 —ap)?
= \/mTH]bl — aq.

Siispé
1

vm?2+1
6

‘bl —CL1’ = 'de(A,B).


https://www.geogebra.org/m/znctwjxv

Yhdistamélla saatu tulos euklidisen etéisyyden nelioon, saadaan
|b2 — a2|2 + |bl — (1,1|2 = dg(A, B)

1

ot (L

m2+1

)2 -d*(A, B) = d*(A, B)

1
oo = (1= 2 ) -

m2
oo = (3 ) A B)
m2
|by — az| = ( m2—+1> -de(A, B).

Yhdistetadn saadut tulokset taksigeometrian etdisyyden médritelméaén ja saa-
daan

dt(A, B) = \al — b1’ -+ ’az — bg‘

_ L san+ ™) a4 B)
= m2+1 e ) m2+1 e 9
2
— <1+— ”") -d.(A,B).
m?2+1

]

Taksigeometrian etéisyys voidaan siis laskea euklidisen etdisyyden avulla. Koska

< 14 vVm?

1< ;
m? + 1
niin taksigeometrian etéisyys on aina suurempaa tai yhtasuurta kuin euklidisen geo-

metrian etdisyys.
Seuraus 1.6. Olkoot A, B € R?. Tilloin d.(A, B) < di(A, B).

Molemmat geometriat tayttavat metriikan ehdot ja muodostavat metriset ava-
ruudet. Taksigeometrian metritkan méirdiméi metrinen avaruus (R?,d;) on myds
normiavaruus, sillii taksigeometrian metriikka antaa normin vektoriavaruuteen R2.
Néin ollen etdisyys médrad tason normin |[|A — Bl|; = di(A, B), jolle normin omi-
naisuuksien nojalla patee ||[AA||; = |A| ||A]|;. Vastaavasti euklidisessa tasossa euklidi-
nen etdisyys madrdd normin ||A — B||. = d.(A, B), jolle pétee vastaava ominaisuus
Il = P (1Al B s. 17,

Etdisyyden méaritelmén muutos tuo mielenkiintoisia muutoksia tuttuihin geomet-
rian késitteisiin, kuten janaan, johon tutustutaan tdméan kappaleen lopussa. Kuitenkin
ennen janan madritelmad, tutustutaan reitin maéritelméaén ja sen pituuteen. Kahden
pisteen vélinen etdisyys voidaan maérittaé reitin pituuden avulla.
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Madritelmé 1.7. Kahden pisteen A ja B vélinen reitti on jatkuva kuvaus v : [0, 1] —
R? missd 7(0) = A ja v(1) = B. Reitin ~ pituus on

() =sup{D _dy (y(tim1),(t)) 1 0=t) <ty < .. <tyy <t,=1}.
=1

Taksigeometriassa kaikille reiteille pitee di(A, B) < (7). Euklidisessa tasogeo-
metriassa on vain yksi reitti, jolle pétee d.(A, B) = £(~y). Taksigeometriassa reittejé,
joille pétee dy(A, B) = £(v) on kuitenkin useampia.

Lause 1.8. Olkoot pisteet A, B € R?, A # B. Olkoon pisteiden A ja B wvilinen reitti
7, jolle v = (v1,72) ja v1,7v2 ovat monotonisia. Tdlloin () = di(A, B).

Todistus. Voidaan olettaa, ettd a; < by ja as < by. Olkoon reitti v : [0, 1] — R?, missi
v(0) = A jay(1) = B, jolle v = (71,72) siten, ettd 1 ja 7 ovat monotonisia. Olkoot
0=t <ty <..<t, 1 <t,=1. Lasketaan reitin pituus méaritelméan nojalla:

Z d (Y(tiza), y(£:) = di(y(ta), y(E2)) + di(y(t2), v (t3)) + o+ de(Y(En-1), 7 (1))

= (1) = nt)| + [r2(tr) — ()| + [0 (t2) — 1 (t3)]

+ 72(t2) = v(#) + -+ I (ta-1) = M) + [2(tn-1) — ()|
= [m(t) = ()| + [r2(t) — y2(tn)

71(0) =7 (1)] + |12(0) —12(1)]

Supremumin mééritelmén nojalla tésta saadaan £(vy) < d;(A, B). Taksigeometriassa
kaikille reiteille patee myos di(A, B) < £(7), jolloin saadaan d;(A, B) = {(v) ja viite
patee. ]

Euklidinen etéisyys d.(A, B) toteuttaa myos lemman , ja kolmiepayhtilon yh-
tdsuuruus on voimassa, kun piste C' kuuluu pisteiden A ja B viliselle janalle. Eli
d.(A,C) +d.(C,B) = d.(A, B) jos ja vain jos C' = (1 —t)A+tB, missia 0 < ¢t < 1.
Taksigeometriassa kolmioepéayhtéalon yhtdsuuruus ei tuota janaa vaan suorakulmion.
Madritetddn pisteiden A ja B muodostama suorakulmio.

Maéiritelmé 1.9. Olkoot A, B € R? pisteiti. Suorakulmio (JAB on
OAB = {(z,y) € R*: min(ay,b;) < < max(ay,b;), min(ag, by) <y < max(ag, ba)}.

Huomautus 1.10. Jos pisteet A ja B sijatsevat samalla z- tai y -akselin suuntaisella
suoralla, suorakulmiosta muodostuu jana AB. Vastaavasti, jos A = B, niin suorakul-
miosta muodostuu piste.



Euklidisesta geometriasta poiketen piste C' ei siis kuulu vain pisteiden A ja B
viliselle janalle. Kuvasta nihdédan, ettéd pisteiden A ja B vélinen euklidinen etéi-
syys saadaan janan AB pituutena. Ta4mé on ainut reitti, jonka pituus on d.(A, B).
Taksigeometriassa kahden pisteen vilinen etédisyys saadaan useamman reitin avulla.

Seuraus 1.11. Olkoot A # B pisteitda. Tdlloin on ddrettomdn monta reittid v, jolle

=1}

Kuva 1.2: Taksigeometriassa kahden pisteen vélinen etéisyys saadaan esimerkiksi kat-
koviivalla merkittyjen reittien pituuksina.

Kuvasta [I.2] nihdédén, ettd kahden pisteen A ja B etiisyys esimerkiksi pisteiden
(2,5) ja (5,1) kautta ovat yhtdsuuret. Kun etsitdén kaikki lyhimmaét reitit kahden
pisteen vililld, saadaan muodostettua suorakulmio, jossa kaikki lauseen mukaiset
reitin pituudet ovat yhtésuurta.

Lause 1.12. Olkoot A, B ja C pisteiti. Tdalldin patee di(A, B) = di(A,C) + di(C, B)
jos ja vain jos C' sisdltyy suorakulmioon JAB.

Todistus. "=" Olkoot pisteet A = (a1,a2), B = (b1,b2) ja C' = (c1,¢2). Voidaan
olettaa, ettd a3 < by ja as < by (tai ag > by). Todistetaan lause, kun a; < by ja
as < by. Olkoon di(A, B) = di(A,C) + di(C, B). Naytetédén, ettd talloin piste C
kuuluu suorakulmioon CJAB. Siispé

dt(A, B) — dt(A,C) + dt(C,B)
|CL1 — b1| + |CL2 — b2| = |a1 — Cl| -+ |CL2 — Cgl -+ |Cl — bl‘ + |02 — b2|



Tehddan antiteesi, ettd piste C' ei kuulu haluttuun suorakulmioon. Todistus kési-
telldén osissa, jossa suorakulmion [JAB ulkopuolinen alue jaetaan kahdeksaan osaan.
Osoitetaan jokaisessa osiossa suorakulmion ulkopuolella, ettéd viite ei péde.

1. Oletetaan, ettd ¢; < ay ja co < ag, jolloin

(bl — (Zl) + (bg — ag) = (a1 — Cl) —+ (612 — CQ) -+ (b1 — Cl) + (bg — Cg)
2(11 + 2@2 = 201 + 262

a1 + ag = ¢ + Co.

Oletuksen mukaan ¢y +cy < aj+4as, mutta saadaan a;+as = c;+co ja paddytaan
ristiriitaan. Jos valitaan by < ¢; ja by < ¢o, saadaan ylld olevan kaltainen tulos
b1 + by = ¢1 + ¢o. Tamaé on jélleen ristiriidassa oletuksen kanssa.

2. Oletetaan, ettd ¢; < aq ja by > co, jolloin

(bl — al) + (bg — CLQ) = (CLl — Cl) —+ (CQ — CLQ) + (bl — Cl> + (CQ — bg)
—2@1 + 2b2 = —201 -+ 262
c1+by =a; +c.

Tamaé on vastoin oletusta ja paddytédan ristiriitaan. Vastaavasti voidaan nayttaa
ristiriita, kun b; < ¢; ja ¢y < as.

3. Oletetaan, ettd ¢; < aq ja as < ¢ < by, jolloin

(bl — al) + (bg - CLQ) = (a1 - Cl) + (CQ — (12) + (bl — Cl) + (bg - 02)
2a1 = 2¢1

ap = C1.

Tamé on vastoin oletusta ja saadaan ristiriita. Vastaavasti saadaan ristiriita
alueissa b; < ¢; ja as < ¢ < by, a1 < ¢1 < by ja ca < ao sekd alueessa
a1<cl<b1jab2<02.

Koska antiteesi ei péade, taytyy olla a; < ¢1 < by ja ag < ¢o < by, eli piste C' kuuluu
suorakulmioon [JAB. Todistuksessa oletettiin, ettd a; < by ja as < by. Tapaus a; < by
ja as > by voidaan osoittaa vastaavasti.

7<" Olkoot pisteet A = (ay,as) ja B = (by,by). Voidaan olettaa, ettd a; < by
ja ay < by. Valitaan piste C' = (¢y, o) siten, ettéd piste C' kuuluu suorakulmion AB
sisddn, ts. a1 < ¢ < by ja as < ¢ < by. Lasketaan pisteiden A ja B etéisyys pisteen
C kautta

d(A,C) + d(C, B) = |a1 — Cl| + ’CLQ — Czl + |Cl — bl‘ + ‘CQ — b2|
Kun a; < ¢; < by, niin saadaan

|CL1—61|201—CL1 ja ’CI_bllzbl_Cl-
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Liséksi tiedetddn, ettd as < co < by, jolloin saadaan

’CLQ—C2| = Co — Q9 ja ’62_b2| :bQ—CQ.

Yhdistetddn ndmaé pisteiden A ja B etdisyyden mééritelméén, jolloin

d(A,C) +d(C, B) = a1 — c1| + |ag — cof + |1 = bi[ 4 |e2 — by
:Cl—a1+02—a2+b1—01+b2—02
:—a1+b1—a2+b2
= |a1—bl|+|a2—b2|
— d(A, B).

Pisteiden A ja B etéisyys voidaan siis laskea mielivaltaisen pisteen C' kautta, kun
piste C kuuluu suorakulmion [JAB sisélle. Todistus lasketaan vastaavasti, kun a; < by
ja b2 S 9. ]

Seuraus 1.13. Kahden eri pisteen vdlilld mddritetyt lyhyimmdt reitit muodostavat
suorakulmion pisteiden vdlille.

Euklidisessa geometriassa jana mééritelladn kahden pisteen minimietaisyyden avul-
la. Taksigeometriassa janan mééaritelmaé ei ole aivan néin yksinkertainen. Taksigeomet-
riassa janoja, eli minimireittejd, 16ytyy useita. Siispa yksikésitteistd janaa ei ole ole-
massa. Jana voidaan kuitenkin mééritelld kuten euklidisessa geometriassa "suorimpana’
reittind kahden pisteen vélilla.

)

Maéritelma 1.14. Olkoon taksigeometrian jana euklidisen geometrian masrittama
jana

AB={(1-t)A+tB: te0,1]}.

Taksigeometrinen jana mééritettiin vastaamaan euklidista janaa, jotta jana saa-
daan yksikésitteisesti médriteltyd. Kuitenkin on huomattava, etté euklidisen janan ja
vastaavan taksigeometrian janan pituudet eivit ole aina yhtéd suurta. Naiden méa-
ritelmien avulla jatketaan taksigeometrian kisittelyd tutkielman toisessa osassa [[]
Taksigeometria. Seuraavassa kappaleessa tutustutaan Hilbertin aksioomiin taksi- ja
euklidisessa geometriassa.
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2 Hilbertin aksioomat

Téassé kappaleessa esitetddan Hilbertin aksioomat tasogeometrialle ja osoitetaan, etté
euklidinen tasogeometria ja taksigeometria toteuttavat nimé aksioomat ja muodosta-
vat siten mallin tasogeometrialle. Tutustutaan liséksi paralleeliaksioomaan. Oletetaan
piste tunnetuksi tason lukuparina. Olemme téssa tapauksessa kiinnostuneita vain suo-
rista pistejoukkoina. Euklidinen tasogeometria ja taksigeometria pohjautuvat koordi-
naattigeometriaan, jota kdytetddn tiasséd kappaleessa aksioomien mallinnuksessa. Téas-
sé tutkielmassa esitellddn aksioomat jirjestyksessé ja aloitetaan Hilbertin kolmesta
ensimmaisestd aksioomasta. Késitelladn aksioomia taksigeometrian ja euklidisen geo-
metrian nakokulmista. Kaikki téssd kappaleessa esitetyt aksioomat noudattavat Hok-
kasen, Kahanpain ja Kuritun teosta Geometria [5]. Vastaavanlaiset aksioomajérjes-
telméit 16ytyvit myos teoksista [1] ja [17].

(H1) Jos A ja B ovat eri pisteet, niin on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee
seké pisteen A ettd B kautta.

(H2) Jokaiseen suoraan sisiltyy ainakin kaksi pistetta.

(H3) On olemassa kolme pistetté siten, ettd mikddn suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.

Aksioomat (H1)-(H3) taksigeometriassa

Muistetaan, ettd koordinaattigeometriassa pisteet ovat muotoa P = (x,y) ja suorat
muotoa

C={(z,y) : (z,9) + Ma, B), A € R ja (o, B) € R*\{0,0}}.

Piste P kuuluu suoralle ¢, jos P € (. Kaytetdan pisteiden A ja B kautta kulkevalle
suoralle merkintdd AB.

Osoitetaan, ettd aksioomat (H1) - (H3) pétevét koordinaattigeometriassa. Ensim-
méisen aksiooman suora, joka kulkee kahden eri pisteen A ja B kautta, on télloin
joukko

{A+XNB—A):\ecR*.
Koska pisteet A ja B ovat eri pisteitd, niin B — A # 0. Piste A kuuluu suoralle,
kun valitaan A = 0. Samoin piste B kuuluu kyseiselle suoralle, kun valitaan A = 1.
Olkoon jokin toinen suora, johon pisteet A ja B myo6s kuuluvat. Olkoon tdmé suora
muotoa {(z,y) + M«, ) : A € R?}, missi (z,y), (o, 8) € R?. Télléin on olemassa
kaksi muuttujaa A; ja Ay siten, ettd A\; # Ay ja A\;, As # 0. Pisteet A ja B saadaan
muotoon
A= (z,y)+ Mo, 8) ja B=(z,y)+ X(a, ).

Jos olisi Ay = Ay, niin pisteet A ja B olisivat samat. Oletetaan, ettd \; # X\ ja
A1, Ay # 0. Ratkaistaan piste (x,y) ja saadaan

(l’,y) =A- )‘1(&’6)
('I?y) =B — )‘2(a76>‘
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Yhdistamalld naméa saadaan

A - >\1<Oé,6) =B - /\2(0475)
()\1 - )\2)(@,5) =A-B
1
(avﬁ) - )\2 _ )\1(3 _A)
ja piste (z,y) on télléin muotoa
A1
(@) = A= 32 (B - 4).

Télloin alkuperédinen suora saadaan muotoon

A1
(@.9) + Ma§) = A = T2 (B = A) + M (B~ 4)
A—X\
= A+ (B - A),

Koska kuvaus A — (A — A1)/(A\2 — A1) on bijektio reaaliluvuilta reaaliluvuille, niin
suorat ovat samat. On siis olemassa aksiooman (H1) mukaisesti kaksi eri pistetté,
joiden kautta kulkee yksi ja vain yksi suora.

Aksiooma (H2) on ensimmaéistéd aksioomaa yksinkertaisempi nayttéd, silla pisteet
A ja B saadaan edellisen kohdan mukaisesti arvoilla A = 0 ja A = 1. Siispd suo-
ralla {(x,y) + AMa, 8) : X € R?} on ainakin kaksi pistettd. Kolmas aksiooma (H3)
voidaan todentaa valitsemalla kolme pistettd (0,0),(1,0) ja (0,1). Suora pisteiden
(0,0) ja (1,0) kautta on muotoa {(0,0)+A((1,0)—(0,0)) : A € R} = {A\(1,0) : A € R}.
Piste (0, 1) ei siis kuulu kyseiselle suoralle ja siten on olemassa kolme pistetté, jotka
eivit kuulu samalle suoralle, eli (H3) pétee.

Seuraavia aksioomia (H4) - (H7) kutsutaan vélissdoloaksioomiksi. Aksioomissa (H4)
- (H6) kéytetaan merkintdd A« B* (|, joka tarkoittaa, ettd piste B sijaitsee pisteiden
C ja A vilissé.

(H4) Jos B on pisteiden A ja C vilissi, niin A, B ja C' ovat eri pisteité, joiden kaik-

kien kautta kulkee sama suora ja B on pisteiden C' ja A vélissi.

(H5) Jos A ja B ovat eri pisteitd , niin suoralla jﬁ on pisteet C, D ja E siten, etté
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

(H6) Jos A, B ja C ovat eri pisteitd, jotka kuuluvat samalle suoralle, niin yksi ja vain
yksi seuraavista on voimassa:

AxBxC, AxCxB tai BxAxC.
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Kuva 2.1: Aksiooma (H5).

Jos A ja B ovat eri pisteité, niin joukko AB on pisteiden vilinen jana, joka on
muotoa

AB :={C on piste | AxCx B tai C = A tai C = B}.

Aksioomassa (H7) kidytetdan merkintdd AB(, joka tarkoittaa, ettd pisteet A ja B
sijaitsevat samalla puolella suoraa ¢. Toisin sanoen pisteet ovat samalla puolella suoraa
¢ jos ja vain jos A, B ¢ ( seki AB N ¢ = (). Samaan tapaan pisteet A ja B ovat eri
puolilla suoraa ¢, jos A, B ¢ ( seki ABN{ # ).

.

Kuva 2.2: Pisteet A ja B sijaitsevat samalla puolella suoraa /.

(H7) Olkoon ¢ suora sekd A, B ja C pisteitd, joiden kautta suora ¢ ei kulje. Télloin
on voimassa:
(a) jos AB{ ja BCY, niin ACY
(b) jos AlB ja B(C, niin ACY

Aksioomat (H4)-(H7) taksigeometriassa

Mairitell#sin vilissiolo koordinaattigeometriassa seuraavasti: Olkoot A, B ja C € R2,
A # C ja AxB«C jos ja vain jos on olemassa 0 < A < 1 siten, ettd B = A+\(C'—A).
Hilbertin neljds aksiooma tayttéaa siis pisteiden vilit pisteilld. Aksiooma (H5) téy-

dent#éd aksioomaa (H4) lisidmalla pisteitd niin, ettd suora jﬁ el péity pisteisiin A
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ja B. Kuudes aksiooma varmistaa, ettei suorat voi olla kierroksia, silld jos kaikki ak-
siooman (H6) ehdoista olisivat voimassa, olisi kyseessd ympyra tai jokin muu kieppi.
Viimeinen vilissidoloaksiooma (H7) médrittdd geometrian tasomaisuuden.

Kuva 2.3: Vasemmalla aksiooman (H6) suora ja kuvassa oikealla aksiooman (HG6)
mahdoton tapaus, kieppi.

Osoitetaan, ettd (H4) pitee koordinaattigeometriassa: Olkoot pisteet A, B ja C'
siten, etté piste B sijaitsee pisteiden A ja C vilissd. Nyt A # C ja B = A+t(C —A),
missd 0 < ¢ < 1. Olkoon suora ¢ = {A+ \(C' — A)}, jossa piste A saadaan asettamalla
A = 0 ja piste C saadaan asettamalla A = 1. Néain saadaan kolme eri pistettd A, B ja C'
suoralta ¢. Voidaan kirjoittaa

B=A4t(C-A)=C—-C+A—-t(C-—A)=C+(1-t)(A-0C),

missd 0 < 1 —¢ < 1. Siispé piste B sijaitsee myos pisteiden C' ja A viliss.
Osoitetaan seuraavaksi (H5). Olkoot A, B pisteita siten, ettd A # B ja suora
¢ = {A+ \NB — A), A € R}. Pisteet C, D ja E saadaan valitsemalla arvot \; =
—1, Ay =1/2ja A3 = 2, jolloin
C=A+X\N(B-A4)
D=A+X\(B-A)
E=A+X(B—-A).

1. Olkoon A; = —1, jolloin saadaan
C=A+t(B-A)=2A-B
1 1 1
A=-B—--C= —(B —
& 5 20 C+ 2( C)

Eli piste A sijaitsee pisteiden C ja B vélissa.
2. Olkoon Xy = %, jolloin saadaan
1
D=A+ 5(3 — A)
Talloin piste D sijaitsee pisteiden A ja B valissé.

3. Olkoon A3 = 2, jolloin saadaan

E=A+2B—A) =—-A+2B
1,1 1

Be A "E—A+(E_A
< 2473 + 5 )
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Talloin pisteet ovat aksiooman mukaisesti C« Ax B, AxDxB ja BxAxE.

Seuraavaksi osoitetaan aksiooma (H6). Olkoot A, B, ja C' eri pisteiti samalla
suoralla. Piste C sijaitsee siis suoralla AB ja siten {C' = A+¢(B—A), t € R}. Koska
pisteet A, B, ja C ovat eri pisteitd, niin ¢ # 0 (muuten olisi C' = A) jat # 1 (muuten
olisi C' = B). Siispé téytyy olla joko t < 0, 0 <t < 1 tait > 1. NAmé arvot eivét
voi olla yhtdaikaa voimassa. Jokainen muuttujan ¢ arvo antaa eri pisteen suoralla ja
tdmén voi osoittaa kuten edelld korvaamalla luvut i, Ay ja A3 luvulla ¢, jolle t < 0,
0 <1< tjat>1 vastaavasti. TAlloin tapaukset ¢ < 0,0 <1 <t jat > 1 vastaavat
valissdoloja C * Ax B, Ax BxC ja A x B x C vastaavasti.

Ennen aksiooman (H7) todennusta tutkitaan pisteiden y-koordinaatteja, kun pis-
teet sijaitsevat samalla puolella suoraa. Olkoot A = (aq,as) ja B = (by, by) pisteita.
T#lloin pisteet A ja B ovat samalla puolella suoraa ¢ (A, B ¢ £), jos ja vain jos niiden
y-koordinaatit ovat samanmerkkiset. Naytetddn tdmé tekemélld antiteesi ag /by < 0.
Valitaan kerroin A siten, ettéa

\ = a9 . 1

_ T b
a9 bQ 1 s

Télloin 0 < A < 1. Valitaan piste C siten, ettd C' = A+ A\(B — A). Téllsin C sijaitsee
pisteiden A ja B viilissd. Siispé pisteen C' y-koordinaatiksi saadaan

ag

02:a2+)\(62—a2):a2+ (bg—ag)zo.

as — by

Télloin olisi ACB ja paadytaén ristiriitaan. Toisaalta, jos oletetaan, ettd as/by > 0 ja
tehdddn antiteesi A¢B, niin janalla AB on piste C'= A + A\(B — A), jolle pétee

Co = A9 +>\<b2 — CLQ) =0.

1
1-%2°
a

1 —1/X <0, miké on ristiriidassa oletuksen ay /by > 0 kanssa.
Néin ollen pisteet A ja B ovat suoran ¢ ulkopuolella ja AB{ jos ja vain jos
az /by > 0. Kédydaan seuraavaksi lapi aksiooman (H7) kohdat, kun ¢y on x-akseli:

Téastd saadaan A = Siispé pisteiden A ja B y-koordinaattien suhde on by/ay =

a) Olkoot pisteet A, B ja C, jotka eivét kuulu suoralle ¢. Oletetaan, ettid ABY ja
BC/l,. Talloin ay ja by ovat samanmerkkisid. Vastaavasti by ja ¢y ovat saman-
merkKkisié, jolloin as ja ¢y ovat samanmerkkisid ja patee ACY.

b) Aksiooman toinen kohta saadaan vastaavalla tavalla. Jos on AlyB ja BlyC, niin
as ja by ovat erimerkkisid kuten myos by ja co ovat erimerkkisié. Siispa as ja co
ovat samanmerkkisid ja ACY.

Laajennetaan tdmé osoitus kaikille suorille /. Olkoon jokin mielivaltainen suora
¢ ja suora {, joka on w-akseli. Olkoon kuvaus F : R? — R?, I’ = Az + b, missi A
on kadntyva matriisi. Télléin F' on bijektio ja kuvaa suoran z-akselin suoraksi ¢, ts.
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F(ly) = ¢. Tallsin kddnteiskuvaus F~1 kuvaa suoran £ z-akseliksi, eli F~1(() = (.
Niytetiiiin, ettd kuvaukset F ja F~! sdilyttiviit pisteiden vilissiolon. Olkoon suora
¢ ja pisteet A, B,C € /¢, jolloin C' = A+ t(B — A), missd ¢t € [0,1]. Télloin pisteet
F(A), F(B), F(C) € F(f) ja

F(C)=F(A+t(B—-A)) = A(A+t(B—A))+b = F(A)+tA(B—A) = F(A)+t(F(B)—F(A)).

Siispa kuvaus F siilyttda pisteen vélisséolon ja patee AxBxC < F(A)xF(B)xF(C).
Vastaavasti kuvaukselle F'~1 pitee Ax BxC < F~Y(A)x F~1(B)* F~}(C). Tillsin
pitee ABl < F~YA)F~1(B){y. Kiydidn (H7) lipi osissa:

a) Oletetaan, etti AB( ja BC(. Tallsin F~1(A)F*(B){y ja F~(B)F~1(C){,. Pis-
teen F~!(A) y-koordinaatti on ylli olevan nojalla samanmerkkinen kuin pisteen
F~1(C) y-koordinaatti ja F~1(A)F~1(C)y. Kéénteiskuvauksen F~! kiéinteis-
kuvaksella saadaan siten ACY ja viite pétee.

b) Vastaavasti jos on A¢(B ja B¢C', niin saadaan F~1(A)lgF~1(B) ja F~Y(B)leF~1(C).

Pisteiden F71(A) ja F~'(B) y-koordinaatit ovat erimerkkisié, kuten myos pis-
teiden F~1(B) ja F~1(C) y-koordinaatit. Niin ollen pisteiden F'~1(A) ja F~(C)
y-koordinaatit ovat samanmerkkisiéi, ja pitee F'~1(A)F~1(C)f,. Jilleen kiifin-
teiskuvauksen F' kadnteiskuvaksella saadaan ACY.

Seuraavaksi kisitelladan aksioomat (H8) - (H12), joita kutsutaan yhtenevyysak-
sioomiksi. Naissé aksioomissa kidytamme janan yhtenevyydelle merkintdd AB = C'D.

Puolisuora f@ médritetddn pisteiden joukkona
AB=ABU{C: AxBxC).

Aksioomissa (H8) ja (H11) kdytetddn puolisuoralle merkintaa AB.
Kulma on samasta pisteestéd alkavan kahden puolisuoran rajaama tason osa. Kul-

ma £ ABC' koostuu siis kahdesta puolisuorasta BA ja BC', jotka eivit ole sama puoli-
suora eivatka vastakkaiset. Kulman kérki on piste B ja kulman kyljet ovat puolisuorat

B_1>4 ja B? . Kulman yhtenevyydelle kiaytetdan merkintda £ ABC = L DEF'.

(H8) Jos A ja B ovat eri pisteitd ja I% on puolisuora, niin on olemassa yksi ja vain
vksi piste R € F@ siten, ettd AB = PR.
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Kuva 2.4: Aksiooma (HS).

(H9) Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio eli:

(a) AB = AB (refleksiivisyys)
(b) Jos AB = CD, niin CD = AB (symmetrisyys)
(¢) Jos AB=CD jaCD = EF, niin AB = EF (transitiivisyys)

(H10) Jos AxBxC, A'« B'« (', AB= A'B’ ja BC = B'C’, niin AC = A'C".

(H11) Olkoon LABC kulma, ﬁ puolisuora ja P piste, joka ei sisilly suoraan Bl%

Silloin on olemassa yksi ja vain yksi puolisuora ﬁ siten, ettd F' Pﬁ ja
LABC = LFDE.

J D E

Kuva 2.5: Aksiooma (H11).

(H12) Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

Aksioomat (H8)-(H12) taksigeometriassa

Koordinaattigeometriassa janojen yhtenevyys voidaan mééritelld pituuden avulla.
Taksigeometriassa AB = CD jos ja vain jos ||A — B||; = ||C — D||;. Euklidisessa
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tasogeometriassa janojen yhtenevyys mééritelladan vastaavasti korvaamalla taksigeo-
metrian normi euklidisella normilla, eli

AB=CD josjavainjos ||A— Bl.=|C — D

Janojen yhtenevyyden mééarittdma normi voidaan esittdéd euklidisena normina d, =
|A — B||. tai taksigeometriassa d; = ||A — B||;. Kulmien yhtenevyys mééritelldén
seuraavasti: LABC = LDFEF jos ja vain jos

(A—B|C - B) (E—D|F - D)

lA—=Blle |C = Blle ~ |E - Dl [[F - DIl

Aksiooman (H8) nojalla voidaan valita pisteet A, B, C ja D siten, etté edellisen lausek-
keen etdisyydet ovat yhtasuurta kuin 1. T&ll6in kulmien yhtenevyys méaraytyy pel-
kistadn sisdtulosta.

Aksiooman (H8) nojalla jana AB voidaan siirtdd puolisuoralle ]@ Aksiooma
(H9) sanoo, ettid janat, jotka ovat yhtenevid tietyn janan kanssa, ovat yhdenmuo-
toisia myos toistensa kanssa. Aksiooma (H10) mahdollistaa janojen summaamisen,
koska yhtenevien janojen asettaminen perdkkéin antaa summajanat, jotka on jilleen
yhtenevié.

Olkoon A # B, ]@ puolisuora ja piste R € ]@ Talloin piste R on muotoa
R =P+ AQ — P), missa A\ > 0. Talloin

PR~ AB & I|P — Rl = ||A— B
& |IMQ—P)|:=[A— Bl
- v A= Bl

Q- Pl

Néin ollen piste R on haluttu piste. Piste R on myos yksikésitteinen, silld jos on
olemassa piste R’ € P() ja sille pitee ehto PR’ = AB, niin saadaan

>0

|A = Bll:

R=p4+ -1
1Q — Pl;

(Q—P).

Siispd R’ = R ja saatu piste on yksikésitteinen.
Osoitetaan seuraavaksi janojen yhtenevyyden ekvivalenssirelaatio. Késitelladn ak-
siooman (H9) osat yksitellen.

a) ||A— Bl|, = ||A — Bl|s, jolloin AB = AB.

b) Kun AB = CD, niin pitee |A — B|; = ||C — D|l+, jolloin myés ||[C — D|; =
|A — B, jasiten CD = AB.

¢) Jos AB = CDja CD = EF, niin ||[A—B||, = |C—D||, ja||C—D|, = || E— F]|,.
Siispé | A — Bl|; = |E — F|; ja my6s AB = EF.
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Janojen yhtenevyys on siten ekvivalenssirelaatio.

Aksiooman (H10) osoittamiseksi olkoot pisteet A x B x C' ja A" x B’ % C’ siten,
ettd niille patee AB = A'B’' ja BC' = B'C’. Talloin pisteet B ja B’ voidaan lausua
muodossa

B=A+\C—-A4)
missd 0 < A < 1 ja
B =A" 4+ \C'"-A)
missid 0 < ) < 1 ja edelleen pitee

|A =Bl = [|A"= B'l|; ja
IB = Clls = 1B" = |-

Siten saadaan

A= B, =[|A"— B'|,
IAC = A)[ls = [IN(C" = A,
M (C = A, = N][(C" = A)|s, koska X >0 ja X' > 0.

Voidaan myos nahdé, etta

B-C=A-MNC-A)—C=(1-NA-0C)ja
B —C' =A —\C' —A)—C' = (1-N)(4 — ).

Koska 1 — A > 0jal— X >0, niin péatee (1 = A\)(A—-C) = (1 - \N)(A" — C’). Siispa
|A=Blly=(1-A+N[A=Cl

(

(1 =N[A=Cll: + AlA=Cl,
(=)A= ]l + X[[A" = 7],
(

= |

1—X+A)\|A’ |l
A" =

Siispd lopputulos on halutunlainen ja aksiooma (H10) toimii.

Olkoon £ ABC' kulma, ﬁ puolisuora ja P ¢ ﬁ . Kasitelldén aksioomaa (H11)
x-akselilla, jolloin kierroilla ja siirroilla saadaan mielivaltainen suora kuvattua z-
akseliksi. Madritellisin kuvaus f; : R? — R?,



misséd R(z) on kiertokuvaus, jolloin kuvaus f; on bijektio. Huomataan, etti piste
(0,0) kuvautuu pisteeksi B ja piste (1,0) pisteeksi A. Lisdksi kuvauksella saadaan

suora AL kuvautumaan z-akseliksi ja puolisuora {(¢,0) : ¢ < 0} puolisuoraksi B—z>4,
kuten osoitettiin aksiooman (H7) kohdalla. Kisnteiskuvaus f; ' kuvaa yllimainitut
toisiinpéin. Lisdksi kuvaus f; séilyttaé pisteiden vilissdolonkin kuten aksiooman (H7)
todennuksessa naytetdin. Vastaavasti voidaan nayttdd, ettd kulmien yhtenevyydet
sailyvit kuvauksissa f; ja f; ' Koska

11:(A) = AB)IIP = (fu(A) = f(B) | f1(A) — f1(B))
= (R(A=B) | R(A - B))
= |lA-BII%,

niin kuvaus f; sdilyttda pisteiden etadisyyden. Liséksi
(f1(A) = f1(B) | 1(C) = f1(B)) = (O(A-B) | O(C' - B)) = (A- B [ C - B),
jolloin yhdistamalld saadut tulokset saadaan kulmien yhtenevyys kuvauksessa fi:

(A-B|C-B) (f1(A) = 1(B) | /1(C) = /1(B))

IA =Bl 1C = Blle — 1/:(A) = i(B)lle [1:(C) = fu(B)].

Niin ollen kulmien yhtenevyys siilyy myos kuvauksessa f; . Euklidisessa tasogeomet-
riassa kierrot ja siirrot ovat isometrioita, mutta taksigeometriassa tdma ei taysin pade.
Siksi voimmekin olettaa aiempien aksioomien nojalla, ettia |A — Bl|; = ||C — Bl =
|E — Fl|l; = ||E — G| = 1, jolloin kulmien yhtenevyys on riippuvainen vain sisé-
tulosta. Ei ole siis vilid, todennetaanko kulmien yhtenevyyttéd taksigeometriassa vai
euklidisessa tasogeometriassa.

Olkoon nyt toinen kuvaus f5 sellainen bijektion, joka kuvaa pisteet K, D ja P
vastaavalla tavalla, kuin aiempi kuvaus f; kuvasi pisteet A, B ja C'. Siispé piste (0,%

kuvautuu pisteeksi D ja piste (1,0) pisteeksi E. Lisiksi kuvaus f, kuvaa suoran

z-akseliksi, kuten haluttiin ja puolisuoran {(¢,0) : ¢ < 0} puolisuoraksi DE. Jilleen
kisnteiskuvaus f; ' kuvaa piinvastoin. Olkoon yhdistettykuvaus g = foo f; ' ja piste
g(C) = F. Yhdistetylld kuvauksella g saadaan

Kuvaukselle g pétee siis seuraavat ominaisuudet:

i) Janalle AB pitee AB = g(A)g(B).

ii) Kulmalle L ABC' pitee LABC = £Lg(A)g(B)g(C).
Néiden ominaisuuksien nojalla saadaan

LABC = £Lg(A)g(B)g(C) = LEDF
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eli kulma £FDFE on yhteneva kulman £ ABC' kanssa. Liséksi pisteet F' ja P ovat
samalla puolella suoraa ﬁ , koska aksiooman (H7) kuvauksen méérittelyjen nojalla
pisteiden f;1(C) ja fi ' (P) y-koordinaatit ovat positiivisia ja siten sijaitsevat samalla
puolella z-akselia. Koska kuvaus fo sdilyttdd myos valissdolon, niin g(C) = F ja P
ovat samalla puolella suoraa ﬁ ja haluttu puolisuora on DF'.

Yksikésitteisyys saadaan tarkastelemalla puolisuoraa Zﬁ, jolle {EDF = A EDG
ja GPW. Siispa G’ = f, '(G) on z-akselin yldpuolella ja £TOF' = £IOG', missi
O = (0,0), I = (1,0) ja F' = f;'(F) on x-akselin ylipuolella. Niytetiin, etti
OG' = OF'. Oletetaan, ctti G’ = (g1,0), F' = (f1, f2) ja |G’ = O] = |[F" - 0.
Koska asetettiin L TOF" = £IOG’, niin

(G-0|I-0)=(F-0|1-0) & (G'—F|(1,0)=0.

Talloin ¢ = f1. Koska ||G'|| = ||[F’|| = 1, niin g» = +£f5. Kuitenkin molemmat y-
koordinaatit ovat positiivisia ja siksi go = fo. Néin ollen G’ = F".

Kasitelldén seuraavaksi aksiooma (H12). Tarkastellaan tété osissa, kuten aksioo-
maa (H9):

a) Koska
(A—B|C—-B) (A—B|C—-DB)

lA =Bl IC = Bll. A= Bl IC— B
niin £ ABC = £ABC.

b) Kun LABC = £DEF, niin

(A-B|C-B) _ (D-E|F-E)
A= Bl ||C=Blle ID-E||F-E|

jolloin my®s
(D-E|F-FE)  (A-B|C-B)

ID—E|. |F—-Ell. [lA=B]|.[IC— Bl
ja tillsin L DEF =~ LABC.

c) Jos LABC = KDEF ja ADEF = LGHI, niin

(A-B|C-B)  (D—E|F-E)
A= Bl ||C =Bl ID-E||F-E|

" (D—FE|F—E) (G-H|I—-H)

ID—Ele |F—Ell. IG-Hl|. I -H|.

Talloin
(A—B|C—-DB) B (G-H|I—-H)

|A=Blle [C—=Blle [G—H||I-H]|e
ja LABC = LGHI.
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Kaikki edeltavit aksioomat ovat voimassa seké euklidisessa etté taksigeometriassa.
Ainoa poikkeavuus, joka geometrioilla on ilmennyt, on janojen yhtenevyyden méaéri-
telmé. Seuraava aksiooma, sivu-kulma-sivu -sédéanto, on poikkeustapaus taksigeomet-
riassa. Euklidisessa geometriassa SKS-sdédntd on voimassa, mutta taksigeometrias-
sa se el pade. Tutkitaan aksioomaa (H13) molemmissa geometrioissa. Aksioomassa
(H13) kéytetddn kolmioiden yhtenevyydelle merkintdda AABC = ADEF. Kolmiot
AABC ja ADEF ovat yhtenevii, jos ja vain jos AB= DFE, BC = EF, AC = DF,
LA = AD, AB = AF ja LC = AF. Seuraava aksiooma kuitenkin osoittaa, etté
kolmioiden yhtenevyys voidaan osoittaa myos yksinkertaisemmin.

(H13) (Sivu-kulma-sivu -sdénto, SKS) Olkoot AABC ja ADEF kolmioita siten,
ettdh LA = AD, AB= DFE ja AC = DF. Talloin AABC = ADEF.

Osoitetaan ensin aksioomaa (H13) euklidisessa geometriassa. Olkoot kolmiot AABC
ja ADFEF, joille pitee LA = LD, AB= DFE ja AC' = DF'. Silloin saadaan

A= Blle =D - El.,
IC = Blle = |IF = El,
(A— B|C - B) (D — E|F — E)

|A=Blle|C = Blle  [ID - Ell|F - EJ.

ja yhdistamalla ndmé saadaan
(A—-B|C—-B)=(D—FE|F—-EFE).
Nahdaan, etta
|A=Cl¢=(A-B]-[C-B]|[A-B]-[C-B]
= | A— Bl —2(A - B|C - B) + |C' - BJ;.
Oletusten ja saadun tuloksen nojalla saadaan
| A-Clle=|D—-Fl|l. < AC=DF.

Kaikki kolmioiden AABC' ja ADFEF sivujanat ovat yhtenevid. Néaytetdan, ettd myos-
kin kulmien yhtenevyys pétee. Laskemalla saadaan

(B-A[C-A)=(B-A|[C-B]-[A-B])=(B-A|C-B)-|A-B|:

Oletusten nojalla [|[A—B||. = ||D—E|, ||C—B|l. = ||F—E|.ja(A-B|Cg) = (D—
E|F—F)jasiten (B—A|C—A) = (E—D|F—D). Lisiksi pétee ||A—C||. = [|D—F,
jolloin

(B-AC—-4A)  (E-D|F-D)

|B = All|C' = Alle  |E = Dllel|F — Dlle

Néin saatiin £ BAC' = L{FEDF'. Samoin voidaan néyttad tapaus £ BCA = LEFD.
Siispé kaikki kulmat ja janat ovat yhtenevié ja téalloin myos kolmiot ovat yhtenevia.
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Tutkitaan aksioomaa (H13) myos taksigeometriassa. Tarkastellaan kolmioita AABC
ja ADEF. Valitaan pisteet A = D = (0,0), B = (2,0), £ = (1,1), C = (0,2) ja
F = (-1,1). Koska ||[A=C|;, =2=||D - F|; ja||[A— B|; =2 = ||D — E||, niin
patee AC' = DF ja AB = DEFE. Lisdksi LA = LD, koska

(B-A|C-4)=((2,0)](0,2)=0 ja
(E-D|F-D)=((1L1)](=11)=0
Pisteiden B ja C' seka pisteiden E ja F' etdisyydet eivit kuitenkaan vastaa toisiaan,

silla
|B—Clly=4ja||E—F|, = 2.

Kolmiot AABC' ja ADEF eivét siis ole yhtenevid ja aksiooma (H13) ei siis pade
taksigeometriassa.

4 3 22

-2

Kuva 2.6: Aksiooman (H13) esimerkkikolmiot taksigeometriassa.

Aksioomista ainut, joka erottelee taksigeometrian ja euklidisen geometrian, on
siten SKS-sdanto. Muut Hilbertin aksioomat patevit, koska ne eivét pohjaudu etéi-
syyden méaéaritelméaan. Koska etdisyyden méadritelmé vaikuttaa yhtenevyyden méari-
telméén, niin vastaavasti myos kulmien yhtenevyyden mééaritelmé muuttuu. Tarkas-
tellaan vield paralleeliaksioomaa.

(PA) Olkoon ¢ suora ja P piste, joka ei ole suoralla ¢. Talloin on olemassa yksi ja vain
yksi suora m, joka kulkee pisteen P kautta ja joka on yhdensuuntainen suoran
¢ kanssa.

Aksioomat (H1)-(H13) antavat jo ehdot, jossa saadaan pisteen P ¢ ¢ kautta kul-
keva suora k, joka on yhdensuuntainen suora suoran ¢ kanssa [5], s. 39]. Paralleeliak-
siooma tdydentdd muiden aksioomien antamaa tulosta lisdédmallé sithen yksikasittei-
syyden. On siis olemassa vain yksi suora, joka on yhdensuuntainen suoran ¢ kanssa.
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Oletetaan, ettd suora ¢ on z-akseli ja piste P = (p;, p2) suoran ulkopuolelta. Merki-
taan pisteen P kautta kulkevaa suoraa k, joka on muotoa

k={P+Xa,B): A€R, (a,8) € R*\{(0,0)}}.
Suorat leikkaavat jos ja vain jos on olemassa A € R siten, ettd
P2+ A6 =0.

Koska suora piste P ei kuulu suoralle ¢, joka on z-akseli, niin py # 0. Téalloin 5 = 0
ja suoran k kanssa yhdensuuntaiset suorat ovat muotoa

{P+ Xa,0): X € R},

missd a # 0. Télloin viite pétee. Todistuksessa oletettiin suora ¢ x-akseliksi. Jos £ ei
ole z-akseli, niin voimme kierroilla ja siirroilla palauttaa tilanteen z-akselin tapauk-
seen. Talloin véite seuraa, silla kierrot ja siirrot sailyttdvat suoran yhdensuuntaisuu-
den.

Niin on kasitelty kaikki Hilbertin aksioomat ja osoitettu, ettéd euklidinen geometria
ja taksigeometria ovat hyvin ldhelld toisiaan, lukuunottamatta aksioomaa (H13), joka
ei pade taksigeometriassa. Seuraavissa kappaleissa tutkitaan, kuinka tdmé suhteellisen
pieneltéd vaikuttava ero, tuo suuria muutoksia geometriaan.
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Osa II
Taksigeometria

3 Kolmio

Kasitellddn alkuun lyhyesti kolmioita taksigeometriassa. Kuten euklidisessa geomet-
riassakin, kolmio AABC' méaéritellaén jarjestettynéa pistekolmikkona, jossa kaikki kol-
me pistettd A, B ja C eivit sijaitse samalla suoralla. Kolmion kdrkid ovat pisteet A, B
ja C. Janoja AB, AC ja BC kutsutaan kolmion sivuiksi. Euklidisesta geometriasta
tuttu kolmion pinta-alan kaava on A = %k:h, missd k& on kolmion kanta ja h korkeus.
Koska janan pituus on taksigeometriassa yhté suurta tai suurempaa kuin euklidisessa
geometriassa, niin myos kolmion pinta-alan kaava kannan ja korkeuden avulla lausut-
tuna muuttuu. Tutustutaan kolmion pinta-alan kaavaan seuraavan lauseen avulla,
joka pohjautuu Riistem Kayan artikkeliin Area Formula for Taxicab Triangles [0].

Lause 3.1. Olkoon k; ja h; annetun kolmion ANABC' kanta ja korkeus taksigeomet-
riassa. Jos kolmion kannan mddarddmdn suoran kulmakerroin on m, nin kolmion
ANABC pinta-ala on

1 2
A= pg,

~2(1+ [m])

Jos kolmion kanta on koordinaattiakselin suuntainen, kolmion pinta-ala on A =
1

—hk;.

5 Ut

Todistus. Jos kolmion AABC kanta on y-akselin kanssa yhdensuuntainen, niin kol-
mion kanta ja korkeusjana ovat taksigeometriassa ja euklidisessa geometriassa yhté
pitkid. Té&lloin kolmion pinta-alaksi saadaan euklidisestakin tuttu A = %htkt. Jos
kanta on z-akselin suuntainen, niin vastaavasti kolmion pinta-ala on A = %htkt.

Oletetaan siis, ettd kolmion kannan kulmakerroin m # 0. Lauseen nojalla
euklidisen geometrian ja taksigeometrian metriikalle saadaan yhteys

V1 + m?

d(A,B) = -dy(A, B),
kun kulmakerroin
Y1 — Y2
m = .
r1 — X2

Olkoon nyt £ ja h kolmion AABC' kanta ja korkeus euklidisessa geometriassa ja vas-
taavasti k; ja h; taksigeometriassa. Kun kannan kulmakerroin on m, niin korkeusjanan
kulmakerroin on —1/m. Néin saadaan korkeusjanalle ja kannalle yhteys taksigeomet-
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rian euklidisen geometrian vélille seuraavasti

V1+m?
k= ———Fk
1+ |m|

L+ (=22 Jigm?
h: 1 ht: t-

Niista tuloksista saadaan kolmion pinta-ala taksigeometriassa:

1 1+ m?2
A= ~-kh= ——k.h,.
2 2(1+ |m|)2"""

]

Kolmioiden pinta-aloja voidaan tarkastella Geogebra applikaation avulla, joka 16y-
tyy linkistd Kolmion pinta-ala. Artikkeleita taksigeometrian kulmista ja trigonomet-
riasta 16ytyy muun muassa Kevin Thompsonin ja Tevian Drayn artikkelista Taxicab
Angles and Trigonometry [7] sekd Ruth Brisbinin ja Paul Artolan julkaisusta Tazicab
Trigonometry [g].

4 Toisen asteen kayrit

Muistellaan seuraavaksi tutuimpien kartioleikkausten méaaritelmié ja tutkitaan, kuin-
ka muutos etdisyyden méadritelméssé vaikuttaa toisen asteen kédyrien muotoon. Téssé
kappaleessa kdydadan lapi kartioleikkauksista ympyra, ellipsi, paraabeli ja hyperbeli.
Kaytetddn pohjalahteind Eugene Krausen teosta Taxicab Geometry [2] seka artikke-
leita [4], [9] ja [I0]. Aloitetaan mé&rittamélla pisteen etdisyys suorasta.

4.1 Pisteen etiisyys suorasta

Fuklidisessa geometriassa pisteen etéisyys suorasta on lyhin etdisyys pisteen ja suoran
valilld. Samoin taksigeometriassa pisteen etdisyys suorasta méaritetdan lyhyimpéana
mahdollisena etédisyytend suoran ja pisteen vililla. Etdisyyden méaéritelméan muutos
vaikuttaa myos pisteen ja suoran vilisen etdisyyteen. Pisteen ja suoran etédisyyden
eroavaisuuksia taksigeometriassa ja euklidisessa tasogeometriassa voi havainnollistaa
Geogebra applikaatiolla linkisté Pisteen ja suoran etéisyys - taksigeometrial

Maiiritelmé 4.1. Olkoon piste P € R2. Pisteen P etiiisyys suorasta ¢ on

di(P,¢) = min{d;(P, A) | A € (}.
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https://www.geogebra.org/m/xs9kju37
https://www.geogebra.org/m/sng8jrab

Kuva 4.1: Taksigeometrian pisteen etdisyys suorasta on piirrettynéd yhtenéisené vii-
vana ja euklidinen etéisyys katkoviivana.

Muistetaan, ettéa euklidisessa geometriassa pisteen P = (xg, o) etéisyys suorasta
ar + by +c =0 on
laxg + byo + ¢
de(P, () = —

Méaritetddn pisteen etéisyys suorasta taksigeometriassa seuraavalla lauseella.

Lause 4.2. Olkoon piste P € R? siten, etti P = (xg,y). Olkoon suoran { yhtdild
ax + by + ¢ = 0. Pisteen P etdisyys suorasta £ on

| axg + byo + ¢ |
d, (P, ¢) =
!PO) = = ax(al, o)

Taksigeometriassa pisteen ja suoran vélinen etéisyys voidaan kasitelld osissa. To-
distetaan lause [£.2 seuraavan lemman avulla. Todistus seuraa artikkelin Lines and
Parabolas in Taxicab Geometry todistusta [11].

Lemma 4.3. Olkoon piste P = (xq, o) ja ¢ suora, jonka yhtilo on ax + by + ¢ = 0.
Pisteen P ja suoran { lyhin etdisyys on

1. waakasuuntainen etdaisyys, jos 1 < a/b < oo tai —oo < a/b < —1.
2. pystysuuntainen etdisyys, jos 0 < a/b <1 tai —1 < a/b < 0.

3. pystysuuntainen ja vaakasuuntainen etdisyys ovat yhtasuuret, jos | a/b |= 1.

Todistus. Suoran ¢ yhtilo on ax+by+c = 0, jolloin sen kulmakerroinon 1 < a/b < oo.
Téll6in 16ytyy piste P, suoralta ¢, jonka y-koordinaatti on yy. Télloin piste P, sijaitsee
pisteen P kanssa samalla suoralla y = 1. Koska suora ¢ on jatkuva ja nouseva, 16ytyy
vain yksi piste P, jossa suorat y = g ja £ leikkaavat. Télléin on

—byp — ¢

Py:( 7y0)'
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Vastaavasti loydetéddn piste P,, joka sijaitsee suoralla ¢ ja jonka x-koordinaatti on x.
Talloin
—ary — ¢

b )
Olkoon pisteiden P ja P, vilinen etiisyys d, ja pisteiden P ja P, vilinen etéisyys d,,.
Talloin pétee

Pm = (1’0,

—byp — ¢
dy = dy(P, P)) =| —— 0|+ | o~ 0|
by —c
= ——— — 0|
a
—axg — byy — ¢
e Ly
_ Jaxo+byo+c |
|a |
ja
—axg — ¢
dp:dt(P7Px>:|To_y0|+|x0_x0
_l—axo—c_ |
., —axg —byg — ¢
~ Jaxo+byo +c|
B | b

Todistetaan lause osissa. Voidaan olettaa, ettd a,b > 0.
1. Todistetaan, ettd d, < dp, kun 1 < a/b < co. Talléin

| azo+byo +c| < | axo +byo +c|

dy <
a [ 0]

d,

Vastaavasti voidaan todistaa tapaus —oo < a/b < —1.
2. Todistetaan, ettd d, < d,, kun 0 < a/b < 1. Téstéd saadaan a < b. T4llsin

g - | axg + byo + ¢ | < | axo +byo +c|
p= ] = [a] N

dy

Vastaavasti voidaan todistaa tapaus —1 < a < 0.
3. Olkoon |a/b| = 1. Talléin |a| = |b|. Pisteet P, ja P, sijaitsevat suoralla ¢, jolloin
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P, = (yo,%) ja P. = (20, 20). Téllsin

c
dvz\—yo—a—$0|+\y0—y0’

—aXog — aYyp — C |

:| -
~ Jaxo+ayo+c|

K

ja
¢
dp = o — 20 | + | =20 — 7 — %0 |

b
| —brg —byo — ¢
. ‘bﬂfo—Fbyo—FC‘
B | 0]

Koska |a| = [b], niin d,, = d, ja lause pétee.
[

Huomataan, ettd vaaka- ja pystysuuntaiset etédisyydet ovat samankaltaisia, mutta
pisteen etédisyyteen suorasta vaikuttaa vakioiden a ja b itseisarvot.Todistetaan nyt

lause 4.2

Todistus. Lemman todistuksesta huomataan, ettd pisteen etéisyys suorasta on
riippuvainen siitd, kumpi arvoista |a| tai |b| on suurempi. Siispd pisteen P etdisyys
suorasta saadaan yhdistamaélld lemman tulokset seuraavasti:

| axg + byo + ¢ |
d, (P, ¢) =
{PO) = = ax(al, o)

]

Kuten voitiin olettaakin, pisteen etdisyys suorasta -lauseke on erilainen taksigeo-
metriassa kuin euklidisessa geometriassa. Pisteen etéisyys suorasta mééaritellain sa-
malla tavalla molemmissa geometrioissa, mutta tulos on eri. Kappaleessa [4.4] palataan
pisteen etidisyyteen suorasta paraabelin méaritelméssa.

4.2 Ympyra

Euklidisessa geometriassa ympyrin yht#lo on (z — z9)? + (y — y0)*> = 2. Ympyri
médritellddn niiden pisteiden joukkona, joiden euklidinen etéisyys keskipisteestd on
vakio. Taksigeometriassa ympyra voidaan méarittaa vastaavalla tavalla.
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Maéritelmé 4.4. Olkoon piste O € R? ja r € R siten, ettd r > 0. O-keskinen ja
r-siteinen ympyrd on

S(O,r) ={z € R* | d;(O,z) =1}.

Ympyrén sdde on jana, joka yhdistdd ympyrén keskipisteen ja keh&n pisteen. Jana,
joka yhdistéé kaksi kehén pistettd, kutsutaan jinteeksi. Janne, joka kulkee ympyrén
keskipisteen kautta on ympyran halkaisija.

Ympyré on siis se tason pisteiden joukko, joiden etéisyys keskipisteestd on vakio.
Taksigeometriassa ympyrian mééritelmé tuottaa nelikulmion, joka poikkeaa paljon
tutummasta euklidisesta ympyréstd. Huomattavaa on, etté etdisyyden méadritelmén
muutos euklidisesta geometriasta taksigeometriaan on ainoa, joka muuttui. Taté eroa-
vaisuutta voi tutkia Geogebra applikaatiolla seuraavasta linkistd Ympyra - taksigeo-
metria. Kuvassa [4] on euklidisen metriikan ja taksigeometrian metriikan méérittamét
ympyrat. Seuraava lause madrittdd ympyran yhtalon taksigeometriassa.

Kuva 4.2: Kuvassa euklidinen ympyréan on esitettyné katkoviivalla ja taksigeometrian
ympyréan yhtenéiselld viivalla.

Lemma 4.5. Olkoon piste O = (xg,40) ja r € R. O-keskeisen ja r-sdteisen ympyrdin
yhtdilé on muotoa
|z =z [+ ]y —wol=r (4.1)

Todistus. Valitaan ympyrian keskipisteeksi O = (xg,90) ja sdteeksi r € R. Ympy-
rin madritelmén nojalla ympyra on niiden pisteiden P = (z,y) joukko, joille pétee
d(O, P) = r. Etdisyyden maéritelmésta saadaan ympyrén yhtaloksi

d(O,P) = |z —zo| + |y —yo| =1
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Ympyran yhtdlon avulla voidaan tutkia ympyrédn muotoa. Ympyréan yhtalé muo-
dostuu itseisarvoista, jolloin yhtédlod voidaan tutkia kaikissa koordinaatiston neljén-
neksissé. Seuraava lause todistaa taksigeometrian ympyréan nelikulmaisuuden.

Lause 4.6. Olkoon ympyrdn keskipiste on O € R? ja side r € R. Taksigeometrian
ympyra S(O,r) on nelikulmio.

Todistus. Olkoon ympyrén keskipiste O = (xg, o) ja ympyréan piste P = (z,y). To-
distetaan lause osissa.

1. Olkoon zy < x ja yo < y, jolloin yhtélosté [4.1] saadaan
|2 — ol + |y — yo| =7
(@ —z0) +(y—yo) =7
y—yo=—(x—xog—1).

Saadaan laskeva suora, joka muodostaa ensimmaéisen ympyréan neljéasta sivusta.
Kuvassa on piirrettynd suora y — yo = —(r — xo — r), kun zo < z ja yo < y.

-3

Kuva 4.3: Laskeva suora y — yo = —(z — 9 — r) on yksi ympyrin neljistd sivusta.

2. Olkoon x < g ja yo < y ja jilleen yhtalosta [4.1] saadaan

|z — zo| + |y — yo| =7
(o — )+ (y—yo) =7
Y— Yo =T — To+T.
Ympyran toiseksi sivuksi saadaan nouseva suora, joka muodostaa ensimmaéisen
kohdan kanssa puolet ympyréastéa. Kuvassa 4.4 on piirretty yhteinéisella viivalla

toisen vaiheen muodostama nouseva suora y — yo = ¥ — xg + r ja katkoviivalla
ensimméisen vaiheen suora.
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Y—W=T—Tp+r

'
ha

Kuva 4.4: Toisessa vaiheessa ympyréan toiseksi sivuksi saadaan nouseva suora y —yo =
Tr—To+T.

3. Olkoon = < x4 ja y < yo, jolloin saadaan

|o — 0| + |y —yo| =7
(xo—2)+ (Yo —y) =7
y—yo=—(x+mz0+7).

Siispd ympyran yhtilo alueessa x < zy ja y < yp, on laskeva suora. Havain-
nollistetaan tilannetta jéilleen kuvassa [1.5] Katkoviivat ovat aiempien suorien
muodostamat ympyran osat ja yhtendinen viiva tédssd laskettu laskeva suora
y—yo=—(z+z0+7).

. Olkoon zy < x ja y < yo, jolloin yhtélosté [4.1] saadaan
|z — zo| + [y — o =7
Lz —x0)+ (Yo—y)=r

Y=Y =T —To—T

Ympyran neljés sivu on siis muotoa y — yo = x — xo — r, joka on nouseva suora.
Havainnolllistetaan tétd kuvassa [£.6] Kuvassa on yhteniiselld viivalla piirretty
viimeinen suora ja aiempien kohtien muodostamat muut ympyréan osat.

O

Ympyra koostuu siis neljésta sivusta, jotka muodostavat nelikulmion. Tutkitaan
seuraavaksi ympyran piirid, joka muodostuu neljastd ympyréan sivusta.
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y—w=—(@—z+7)

-3

Kuva 4.5: Ympyran kolmas sivu on laskeva suora y — yo = —(x + 29 + 7).

-3

Kuva 4.6: Ympyrén neljéds sivu muodostuu suorasta y — yg = x — xg — 7.

Lause 4.7. Olkoon side r € R siten, ettd r > 0. Tdlloin r-sdateisen ympyrdan kehdn
pituus on 8r.

Todistus. Olkoon O = (xg,%p) ja r € R. Valitaan pisteet A ja B siten, ettd ne ovat
ympyran yhden sivun péatepisteitd. Ympyrin méaritelmén nojalla keskipisteen O ja
pisteen A etdisyys on d(O, A) = r. Samoin pisteen B ja keskipisteen O etdisyys on
d(O, B) = r. Koska keskipiste O kuuluu suorakulmioon (JAB, voidaan pisteiden A ja
B etiisyys laskea keskipisteen kautta. Télloin lauseen nojalla pisteiden A ja B
etédisyydeksi saadaan d(A, B) = r + r = 2r. Vastaavasti voidaan laskea muut ympy-
rian sivujen pituudet. Kaikkien ympyrin sivujen pituudet ovat siten 2r. Lauseen [4.0]
mukaan ympyra on nelikulmio, joka koostuu neljisté sivusta. Koska sivujen pituudet
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ovat yhtédsuuret, niin ympyrén piiriksi saadaan p =4 - 2r = 8r. O]

On selvad, ettd ympyrén sivujen pituudet ovat yhtapitkia. Geometriassa neljiakés
médritelladn nelikulmiona, jonka sivujen pituudet ovat yhtdsuuret. Neljakéstéa kutsu-
taan joskus my0s vinonelioksi. Ympyré on siis nelikulmio eli tarkemmin nelié.

Seuraus 4.8. Tuksigeometrian ympyrd on nelié.

Ympyroistd puhuttaessa on luonnollista késitelld vakion piin arvoa. Pii méari-
telladin kehén pituuden ja ympyrdan halkaisijan suhteena. Kun ympyrén sédde on r,
halkaisijaksi saadaan d = 2r. Lauseen mukaan ympyrian kehdn pituus on p = 8r,

jolloin piin arvoksi saadaan
p _8r

d - 2r
Seuraus 4.9. Tuksigeometriassa m = 4.

Téssé kappaleessa tutustuttiin ympyréan yhtaloon ja sen muotoon. Euklidisen geo-
metrian ja taksigeometrian metriikoiden eroavaisuus vaikuttaa suuresti ympyran muo-
toon ja ominaisuuksiin kuten myo6s piin arvoon. Lisétietoa taksigeometrian ympy-
roistd on esimerkiksi artikkelissa [12]. Taksigeometriassa kolmioiden ja ympyroiden
yhdistelmé tuottaa mielenkiintoisia tuloksia. Euklidisessa geometriassa voidaan kon-
struoida kolmion sisé- ja ulkopuolelle euklidinen ympyra. Taksigeometriassa tdmé ei
ole yhta helppoa vaan ympyrdn muoto rajoittaa mahdollisuuksia. Téasta lisdd Kevin
P. Thompsonin artikkelissa Taxicab Triangle Incircles and Circumcircles [13].

4.3 Ellipsi

Euklidisessa tasogeometriassa ellipsi voidaan méaéritella kahdella tapaa, joko poltto-
pisteen ja johtosuoran avulla tai vaihtoehtoisesti niiden pisteiden joukkona, joiden
etdisyyksien summa kahdesta annetusta pisteestd on vakio. Eli euklidinen ellipsi on
pistejoukko

E. = {P € R | d(P, F) = - d(P,0)},

missd 0 < e < 1 on eksentrisyys, polttopiste F' ja johtosuora ¢. Talloin ellipsi voidaan
piirtédd kahden polttopisteen F' ja F sekid kahden johtosuoran ¢ ja ¢’ avulla. Ensimméi-
sessd madritelméssa pisteen P etdisyys polttopisteestd F' on yhtdsuurta kuin pisteen
P etéisyys johtosuorasta ¢ kerrottuna vakiolla e. Ellipsin pisteille pidtee myos

d.(P,F)+d.(P, F") = 2c,

missé ¢ on puolet ellipsin isoakselin pituudesta. Toisaalta ellipsi voidaan siis kirjoittaa
pistejoukkona
E,={PecR*|d,(P,F)+d,(P,F) =2c},

missi ¢ on vakio. [14]

Taksigeometriassa vastaava ei ole mahdollista. Polttopisteen ja johtosuoran avulla
madritetty ellipsi taksigeometriassa ei ole symmetrinen eiké sité nédin ollen luokitella
ellipsiksi. Taksigeometriassa ellipsi mééritetddn vastaavasti kuin euklidisen jélkim-
méinen pistejoukko.
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Maéritelmé 4.10. Olkoot A, B € R2. Ellipsi on niiden pisteiden joukko, joille pitee
E={PcR*|d(A,P)+d(B,P)=vakio}.
Pisteitd A ja B kutsutaan ellipsin polttopisteiksi.

Ellipsi on siis pisteiden joukko, joiden etdisyyksien summa kahdesta annetusta
pisteestd A ja B on vakio. Ympyrd on erds poikkeustapaus ellipsistd, kun pisteet
A = B. Kuvassa on esitetty ellipsi taksigeometriassa (katkoviiva) ja euklidisessa
geometriassa (yhteindinen viiva). Ellipsille voidaan muodostaa yhtdlo sen mééritel-
méstéd. Geogebra applikaatio Ellipsi - taksigeometria havainnollistaa geometrioiden
eroavaisuuksia ellipsin kohdalla.

Lemma 4.11. Ellipsin yhtdlé on muotoa
|z —a1|+ |y —as| +|x—bi| + ]y —bo] —=0 (4.2)
missd polttopisteet ovat A = (ay,as) ja B = (b1, be) ja vakio ¢ > di(A, B).

Todistus. Todistus saadaan suoraan ellipsin mégritelmésta. Olkoon ellipsin polttopis-
teet A = (ay,az2) ja B = (by, by) seké vakio ¢ > 0. Télloin ellipsin méaaritelmén nojalla
saadaan ellipsille yhtalo:

di(A, P)+di(B,P) = ¢

[ —ai| + |y —az| + [z = bo| + [y —bo| = ¢

|x—a1|+|y—a2|+|m—b1|+|y—bg|—g0:0.
O
Edellisessa kappaleessa médritettiin ympyréan yhtialon avulla ympyran muoto ja
piirin pituus. Ellipsin piirid ei téssd tutkielmassa mééritetd, mutta piirin pituuden
madrittdmisestd on muutamia metodeja, joilla piirin pituutta voidaan ainakin ap-
proksimoida. Ellipsistd voi lukea tarkemmin artikkelissa Geometry of some taxicab
curves [15]. Taksigeometrian ellipsin muoto poikkeaa euklidisen geometrian ellipsista,

kuten kuvasta[f.7ndhddén. Maéritetddn taksigeometrian ellipsi tarkemmin seuraavan
lauseen avulla. Tehdddn myos havainnollistava esimerkki todistuksen vaiheista.

Lause 4.12. Olkoon ellipsin vakio ¢ > 0 ja polttopisteiden etiisyys § = di(A, B). Jos
1. ¢ > 0 ja a; = by tai ay = by, niin ellipsi on kuusikulmio (heksagoni).
2. ¢ >0, a1 # by ja ay # by, niin ellipsi on kahdeksankulmio (oktagoni).

3. =19, niun ellipsi on suorakulmio, jonka halkaisija on AB.

Todistus. Olkoot pisteet A = (ay,as) ja B = (by, be) seka ellipsin piste P = (x,y).
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Kuva 4.7: Kuvassa havainnollistetaan euklidisen ellipsin (katkoviiva) ja taksigeomet-
rian ellipsin (yhtenéinen viiva) eroavaisuuksia.

1. Olkoon ¢ > 4 ja pisteet A ja B siten, ettd a; < by ja as = by. Téll6in ellipsin
polttopisteet A ja B sijaitsevat samalla x-akselin suuntaisella suoralla. Tamén
vuoksi ellipsin yhtilo [4.2] lyhenee muotoon

|z — ar| + v — by + 2]y —az| — =0

Ellipsin muoto saadaan tutkimalla ellipsin yhtélod osissa. Jaetaan koordinaa-
tisto polttopisteiden suhteen kuuteen alueeseen ja tarkastellaan niitd osioita
erikseen.

(a) Olkoon = < a; ja y < ag. Koska x < aq, niin talléin x < a; < by. Néin
ellipsin yll& oleva yhtélo saadaan muotoon

(a1 —2)+ (b —x) +2(a2 —y) —p =0
2@2—2y:2x—(a1—l—b1)+90

Otetaan esimerkki tilanteesta. Valitaan polttopisteiksi A = (—2,0) ja B =
(1,0) ja ellipsin vakioksi ¢ = 7. Télléin ¢ > ¢ ja ellipsin yhtdloksi saadaan
—2y=20—(-2+1)4+7 = y=-z-4

Saadaan siis laskeva suora. Kuva havainnollistaa tilannetta.
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Kuva 4.8: Esimerkin ellipsi on laskeva suora y = —x + 4 alueessa r < —2 jay <0 .

(b)

Olkoon = < a1 ja as < y. Koska x < aq, niin télléin z < a; < by. Néin
saadaan

(@ —z)+ (b1 —2)+2y—as) —=0
2y —2a3 =2x — (a1 + b)) + ¢

Tehdéén jélleen sama esimerkki kuin edellisessd kohdassa. Valitaan siis
polttopisteiksi A = (—2,0) ja B = (1,0) ja ellipsin vakioksi ¢ = 7. Talloin
@ > ¢ ja ellipsin yhtéloksi saadaan

2y=22—(-2+1)+7 = y=x+4

Saadaan nouseva suora. Havainnollistetaan téta kuvassa [4.9]

Olkoon a1 < x < by ja as < y. Néin saadaan

(x—a)+ (b —x)+2(y—az) —p=0
2y—2a2:a1—b1—|—90

Tehdéén jélleen sama esimerkki kuin edellisessd kohdassa. Télloin ¢ > o
ja ellipsin yhtéaloksi saadaan
2=-2-147 = y=2

Saadaan x-akselin kanssa yhdensuuntainen suora. Havainnollistetaan téata
kuvassa [4.10l
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Kuva 4.9:

Kuva 4.10: Ellipsi on z-akselin suuntainen suora y = 2 alueessa —2 <z <1ja0 <y.

(d) Olkoon a; < z < by ja y < ay. Néin saadaan edellisen kohdan tapaisesti

Tehdéén jélleen sama esimerkki kuin edellisesséd kohdassa. Télloin saadaan

ra

-5

-3

Alueessa ¢ < —2 ja 0 < y saadaan ellipsiin nouseva suora y = = + 4.

-6

-3

(z—a1)+ (b1 —2) +2(y —az) —p =0
29 — 2y = a1 — by + ¢

Yy =-2-14+7 = y=-2.
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Saadaan jdlleen x-akselin kanssa yhdensuuntainen suora. Havainnolliste-
taan titd kuvassa
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Kuva 4.11: Ellipsi muodostuu suorasta y = —2 alueessa —2 < x < 1 ja y < 0.

(e) Olkoon a; < by < z ja y < ay. Niin saadaan

( —a1) + (= b1) +2(az —y) —p =0
2a2—2y:—2x+(a1+b1)+30

Tehdéén jalleen sama esimerkki kuin edellisessé kohdassa.
2y =20+ (—2+1)+7 = y=x-3.

Saadaan nouseva suora, kuten b)-kohdassa. Havainnollistetaan tata kuvalla
4. 121
(f) Olkoon ay < by < z ja ay < y. Néin saadaan
(x—a1)+(x—b1)+2y—a)) —p=0
2y—2a2:—2x+(a1+b1)+30

Tehdéén jélleen sama esimerkki kuin edellisessd kohdassa. Yhtéaloksi saa-
daan

2y =22+ (-2+1)+7 = y=-z+3.

Saadaan laskeva suora, kuten a) -kohdassa. Havainnollistetaan tata kuvassa

413l
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Kuva 4.13: Ellipsin viimeinen suora on y = —z + 3 alueessa 1 < x ja 0 < y.

Saatiin siis ellipsin muodoksi kuusikulmio, jonka jokaiselle osalle saadaan muo-
dostettua suoran yhtélé. Todistuksen alussa valittiin, ettd ay = by. Vastaavalla
tavalla voidaan todistaa ellipsin muoto, kun a; = b;. Télloin ellipsi on pysty-
suuntainen kuusikulmio.

. Olkoot ¢ > § ja pisteet A ja B siten, ettd ne eivét sijaise samalla pysty- tai
vaakasuoralla. Talloin a; # by ja as # by. Kasitellddn todistus jélleen osissa.
Jaetaan koordinaatisto kahdeksaan osaan polttopisteiden suhteen. Olkoot pis-
teet A = (a1,a2) ja B = (b, bs) siten, ettd a; < by ja ay < by. Olkoon ellipsin

41



piste P = (z,y).
(a) Olkoon x < a; ja y < ag. Tall6in ellipsin yhtélo on

(ar—z)+ (a2 —y)+ (b1 —2) + (b —y) = =0
=2y + (ag +by) =2x — (a1 + b1) + ¢

Tutkitaan ellipsin muodostumista jélleen esimerkin avulla jokaisessa koh-
dassa. Olkoot ellipsin polttopisteet A = (=3, —1) ja B = (1,1) ja vakio
¢ = 8. Talloin ylla oleva suora saa muodon

—2y=22—-(-3+1)+8 = y=—-x-5

Vastaavasti, jos valitaan z > b, ja y > by, saadaan laskeva suora. Esimer-
kissé tdmé on suora y = —x + 3. Alla olevaan kuvaan [{.14] on piirretty

saadut suorat.
) y=—z+3
B
1 °

L ] -1
A \
2

Kuva 4.14: Ensimmaéisesséd vaiheessa ellipsille saadaan kaksi suoraa y = —x — 5 ja
y=—x+ 3.

(b) Olkoon = < a; ja ay <y < by. Téalloin ellipsin yhtélo on

(e —x)+(y—as)+ (b1 —z)+ (ba—y) — =0
a2+62=2x—(a1+b1)+g0

Tutkitaan ellipsin muodostumista edellisen kohdan esimerkin mukaisesti.
Télloin suora on

2=2r—(-3+1)+8 = ax=-4

Saatiin siis y-akselin suuntainen suora. Vastaavasti saadaan myds y-akselin
suuntainen suora, kun valitaan b; < x ja ay < y < by. Esimerkissad tdméa
vastaa suoraa x = 2. Alla olevassa kuvassa [£.15] on piirrettynd saadut
suorat.
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Kuva 4.15: Toisessa vaiheessa ellipsiin kuuluu kaksi y-akselin suuntaista suoraa x =
—4 jax=2.

()

Olkoon z < a; ja by < y. Talloin ellipsiksi saadaan

(a1 =)+ (y—az) + (b —2)+(y —b) —p=0
2y—(a2+b2):2x—(a1+b1)+g0

Tutkitaan jélleen esimerkkia. Talloin
2y=2r—(-3+1)+8 = y=uz+5.

Saadaan nouseva suora. Vastaavasti saadaan nouseva suora, kun valitaan
by <z jay < as. Esimerkkissa tdmé vastaa suoraa y = z — 3. Alla olevassa
kuvassa [£.16] on piirrettynéd saadut suorat.

Olkoon a; < x < by ja by < y. Télloin yhtélo on

(x—a)+(y—a)+br—2)+{y—b)—p=0
2y—(a2+b2 :(al—bl)—l—tp

Tutkitaan esimerkkia. Ylla oleva suora on
2y=(-3-1)+8 = y=2

Néin saatiin x-akselin suuntainen suora. Tilanne a1 < = < by ja y < as
todistetaan vastaavasti ja saadaan myos x-akselin suuntainen suora. Esi-
merkissa tdméa vastaa suoraa y = —2. Kuvassa |4.17| on saadut suorat.

43



N L -1
Y
\ i
y=z-—3
N, 5

-3

Kuva 4.16: Kolmannessa vaiheessa ellipsiin muodostuu kaksi suoraa y = =z 4+ 5 ja
y=x—3.
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Kuva 4.17: Viimeisessé vaiheessa ellipsin tdydentda suorat y = 2 ja y = —2.

Niin saatiin ellipsille kahdeksan suoraa, jotka méarittavat ellipsin muodon. Vas-
taavasti voitaisiin valita a; > by ja ag > bs.

3. Olkoon ¢ = ¢, jolloin d(A, P) + d(P, B) = d(A, B). Lauseen nojalla piste
P sijatsee siis pisteiden A ja B muodostamassa suorakulmiossa. Jos pisteet A
ja B ovat samalla x-akselin suuntaisella suoralla, niin t&lléin piste P sijaitsee
janalla AB

]

Huomataan, etté ellipsin muoto vaihtelee polttopisteiden sijainnin mukaan. Li-
séd taksigeometrian ellipseistd voi lukea esimerkiksi artikkelista Geometry of some
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Taxicab Curves [15], jossa esitelldén muun muassa kolmen polttopisteen ellipsi.

4.4 Paraabeli

Euklidisessa tasogeometriassa paraabeli mééritellidn johtosuoran ja polttopisteen
avulla, kuten ellipsikin. Ellipsille eksentrisyysvakio on 0 < e < 1, mutta paraabe-
lille pétee e = 1. Euklidisessa tasogeometriassa paraabelin yhtalo on

Le={P € R* | d.(P,F) = d.(P,{)},

missd F' on paraabelin polttopiste ja ¢ johtosuora. Vastaavalla tavalla saadaan taksi-

geometriassa méadriteltyad paraabeli.

Maéiritelméa 4.13. Olkoon piste F' ja suora ¢ siten, ettd F' ¢ (. Paraabeli on
L={PeR?|d,(F,P)=d(,P)}.

Pistetta F' kutsutaan paraabelin polttopisteeksi ja suoraa ¢ sen johtosuoraksi.
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Kuva 4.18: Kuvassa havainnollistetaan euklidisen paraabelin (katkoviiva) ja taksigeo-
metrian paraabelin (yhtenéinen viiva) eroavaisuuksia.

Paraabeli on siis niiden pisteiden joukko, joiden etéisyys pisteestd A on yhtésuu-
ri kuin etéisyys suorasta f. Tutkitaan paraabelia osissa. Oletetaan, ettd paraabelin
johtosuora kulkee origon kautta, ts. by = ax + ¢ ,missd b = 1 ja ¢ = 0. Tamaé oletus
voidaan tehda, silld isometrioista siirto on mahdollinen taksigeometriassa, kuten aiem-
minkin on tullut jo esille. Palataan isometrioihin tarkemmin seuraavassa kappaleessa.

Paraabelin muodon mééritys jakautuu neljaén osaan, jotka ovat
(i) yo > axy a| <1
(i) yo < azxp |a| <1
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(ili) yo > azxg |a| >1
(iv) yo < axy l|a| >1

Eli tutkitaan tapauksia, jossa kulmakerroin a on itseisarvoltaan pienempéd tai suu-
rempaa kuin yksi. Naméa tapaukset jakautuvat kahteen osaan, eli piste P voi sijaita
johtosuoran yliapuolella yg > azy tai sen alapuolella yg < azy. Osoitetaan tapaus (i).
Vastaavasti saadaan kohdat (ii)-(iv). Taksigeometrian paraabeli, jonka johtosuoran
kulmakerroin on |a| = 1 poikkeaa aiemmin mainituista. Tamé paraabeli muodostuu
vain kolmesta suorasta, kun kohdissa (i)-(iv) méaéritellyt paraabelit muodostuvat nel-
jasta suoran osasta. Tadmé voidaan todistaa vastaavalla tavalla. Taksigeometriassa
paraabelia ei voida maéritelld yhdellda lausekkeella, kuten euklidisessa geometriassa.
Todistetaan paraabeli paloittain kuvan [£.20] mukaisesti. Todistus seuraa artikkelia
[11].

p Yy = ax

-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 ] 1

-

-2

Kuva 4.19: Taksigeometrian paraabeli, jonka polttopiste on P ja johtosuora y = ax.

Lause 4.14. Olkoon F = (xo,y0) paraabelin polttopiste ja johtosuora y = ax, missd
Yo > axg ja |a| < 1. Talloin taksigeometrian paraabeli on esitetty kuvassa .

Todistus. Olkoon P = (z,y) paraabelin piste, F' = (x¢,yo) paraabelin polttopiste ja
y = ax polttosuora. Merkitdén johtosuoraa lyhemmin /. Kuvassa suoran y = ax
kulmakerroin a on positiivista, mutta vastaavasti saataisiin tulos negatiivisella kulma-
kertoimella. Koska |a| < 1, niin pisteen P etdisyys johtosuorasta on lauseen [3| nojalla
pystysuuntainen etéisyys. Tiedetddn myos, ettd paraabeli on pisteen kanssa samalla
puolella suoraa. Koska 1y > axg, paraabeli on suoran ¢ yldpuolella. Todistetaan pa-
raabelin yhtalo osissa.
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1. x =20, ja axg <y <y

Olkoon piste P = (x,y). Paraabelin huippu = = x, sijaitsee johtosuoran ¢ ja
polttopisteen Py puolivilissd. Tamé seuraa suoraan paraabelin méadritelmésta.
Naéin ollen lauseen mukaan paraabelin huippu sijaitsee pisteen P ja johtosuo-
ran y = ax pystysuuntaisen etéisyyden puolivilissd. Olkoon nyt d, = di(P, %)
ja dy = di(P,¢). Talloin saadaan:

dp =1y —yo| + [z — 20| = |y — yo| + [0 =50 —y
ja koska |a| < 1 seké |b| = 1, niin

d@ZM: ly — ax| = |y — axo| = y — axo.
maz(|al, |b])

Piste P = (z,y) on paraabelilla, jos ja vain jos d, = dy, eli

Yo + axg

Yo — Y=Y — axo <~ :—2

. . . . Yo + axo
Paraabelin huipuksi saadaan siis piste (z,y) = | o, — )

5° 6° 7° 3°
Yo — o
( a—1

Yo+ T
(%0 Yo) 1ta
.

s Yo)

20
40

Kuva 4.20: Osoitetaan paraabeliin kuuluvat pisteet paloittain kuvan mukaisissa alueis-

Sa.

2. x9 <z, ja ar <y <y
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Kasitellddn seuraavaksi tilanne, jossa piste P = (z,y) sijaitsee kolmion muo-
toisen alueen sisélléd, jota rajoittaa johtosuora /¢, pystysuora polttopisteen ja
johtosuoran vilissd sekd vaakasuora johtosuoran ja polttopisteen vililla. Ku-
ten aiemmassakin kohdassa, lasketaan pisteen P ja polttopisteen Py etéisyys
dp — dt<P, P(])
dp =1y —vo| + v —xo| =90 —y + 2 — 20
ja pisteen P ja johtosuoran etéisyys d, = d;(P, ()
dy = |y — ax| =y — ax.

Koska téytyy olla d,, = dy, niin saadaan
Yo—Y+r—xr9=Yy—ax

- 1+a Yo — Zo
y= (e

Taméa yhtalo esittdéd suoraa, jolla on positiivinen kulmakerroin. Se on osa pa-
raabelia oletuksen mukaan vain, jos y < 9. Asetetaan y = y ja etsitdan suurin
x, jolle tdma pétee:

I+a Yo — Zo Yo + Xo
- L0 70 AN =
Yo ( 5 >x+ 5 x 1+ a

Yo + Zo
1+a

Yo — o
2

Jkunxg < x <

1
Niin saadaan paraabelille suora y = ( ;— a) T+

jaar <y < yp.

. yo+$o<x
14+a

Jatketaan edellisen kohdan mukaisesti. Oletetaan, etti yo < y. Talloin

dp =y — yo| + |z — x|

_ Yo + To Yo + To
= (y yo)+(x 1+a)+(1+a xo>

Yo + To Yo + Xo
d: — = — — — — .
o=y —ax| =yo + (y — yo) a<1+a) a(l’ 1+a)

ja

Yo + To
1+a’
pisteestd on yhtasuurta kuin tdmén pisteen ja johtosuoran etdisyys. Talloin

Yo + To . Yo + To
—zo=yo— | =)@

Koska piste (

yo) on paraabelilla, niin tdmén pisteen etédisyys poltto-

1+a 1+a

48



. +z
Koska |a| < 1jax — Yo T

> 0, niin

Yo + xo Yo + xo
1+a 1+a

y—yo <|vo—y| ja a<x—

Yo + Zo

Naiin ollen d, < d,, ja pisteet, joille pétee oletus z >
a

eivit kuulu paraa-

beliin.

Lr<xzo Ja ar <y <Y

Tutkitaan aluetta, joka on pisteen (z¢,yo) vasemmalla puolella ja jota rajoittaa
suorat ¢ ja y = yp. Lasketaan jélleen etdisyydet d, = di(P, Fp) ja dy = di( P, {).

dp =1y —vo|l + |z — x| =y0o —y+a0— 2
ja
dy = |y — ax| =y — ax.
Piste P sijaitsee paraabelilla, jos d,, = d,. Talloin

Yo —Y+2To—T=Yy—ax

_[(a—1 Yo + Zo
y—< . )H =)

a—1 Yo + Xo
5 )T

jos oletus y < yo pétee. Asetetaan y = yq ja etsitddn x. Talloin

a—1 Yo + To Yo — To
Yo < 2 )x+ 2 S

Saadaan siis suora y = , mutta se on osa paraabelia vain,

-1 _
Paraabeli on suora y = (%)x + yoj;xg, kun % 31:0 <z < 1z ja
a/_
ar <y < yo.
Yo — To
. <
v a—1

Jatketaan jélleen edellisen kohdan tapausta, kun yo < y. Télloin

— |y — — x| = (v — _% =" Yo—"%o
dp = |y — yo| + |z — 20| = (y y0)+(:€o a—1)+(a—1 x)
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ja

— X — X
dg:|y—a:)3|:y—{—(y—y0)—(y0 0>a+a(y0 0—[6).

a—1

— X

Koska piste (yo ,yo) on paraabelilla, niin jélleen tdmén pisteen etiisyys

a—1
polttopisteesté on yhtdsuurta kuin tAmén pisteen ja johtosuoran etéisyys. Siispéa

Yo— Lo . _ . _ (¥ %),
a—1 Yo a—1 '

-
Koska |a| < 1 ja =% s 0, niin oletuksista saadaan
a/ [—
. Yo — Xo Yo — o
Y=y <|yo—yl ja alz— —x ) < —x .
a—1 a—1
Yo — To

Siispd d; < d,, ja pisteet, joille z < eivit siis kuulu paraabeliin.

Yo — Zo
a—1

<z <zo ja y>yYo

Tutustutaan paraabelin pisteisiin, kun olemme kuvan [4.20] alueessa 6°. Kuten
alemmissakin kohdissa, lasketaan etéisyydet d, ja d,.

dp =1y —vol + ]z —2o| =y —yo+z0—2x
ja
dy = |y — ax| =y — ax.

Télléin d, = d, vain jos

-
Y—Y +x9g—T =Yy —ax = x:yo 2
a—1
—x
Eli saadaan paraabeliksi puolisuora x = Yo 10 kun y > yo.
a_
Yo+ To .
L xg < < a >
0> 1+a Ja Y > Yo

Tutkitaan vield viimeinen alue, johon mahdollisesti paraabelin pisteet voisi kuu-
lua. Lasketaan jalleen etéisyydet d, ja d:

dy =|yo —yl +|vo— 2| =y —yo + 2 — 20
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ja
dy = |y — ax| =y — ax.
Kuten aiemminkin, piste P kuuluu paraabelille, jos d, = d,. Téll6in

+x
Y=Y+ —Tg=Yy—ax & x:yo 0.
1+a

+x
%o 0,kuny>y.
a

Eli saadaan puolisuora x =

]

Niin saatiin muodostettua kuvan mukainen paraabeli. Euklidisen ja taksi-
geometrian paraabelien eroavaisuuksia voi jilleen tarkastella Geogebra -applikaatiolla
linkistd Paraabeli - taksigeometria. Lisdd taksigeometrian paraabeleista voi lukea ar-
tikkeleista [9] ja [11].

4.5 Hyperbeli

Euklidisessa tasogeometriassa hyperbeli méaritetdén jélleen polttopisteiden ja johto-
suoran avulla. Ellipsin ja paraabelin méaritelmésté poiketen, hyperbelin parametrin
e arvo on aidosti suurempaa kuin 1. Euklidisen hyperbelin mééritelmé on

H,={PeR?|d(P,F)=e-d,(P)}

missd e > 1, hyperbelin polttopiste on F' ja johtosuora ¢. Euklidisessa geometriassa
hyperbeli voidaan sanoa myos kahden polttopisteen avulla, eli

H,={P € R*| |d.(F,P) —d.(F', P)| = 2c},

missid ¢ on polttopisteiden F' ja F’ etiisyys. Taksigeometriassa hyperbelin yhtalo
médritetddn polttopisteiden etéisyyksien erotuksena pisteesta P.

Mairitelmé 4.15. Olkoot pisteet A, B € R? ja vakio ¢ > 0. Hyberbeli on niiden
pisteiden P joukko, joille pétee

H = {P e R*||d(A, P) — di(B, P)| = ¢}.
Kuvassa havainnollistetaan euklidisen geometrian ja taksigeometrian hyper-

belien eroavaisuuksia. Hyperbelien eroavaisuuksia voi myos tutkia geogebra applikaa-
tiolla, joka 16ytyy linkistd Hyperbeli - taksigeometria.
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Kuva 4.21: Kuvassa on euklidinen hyperbeli ja taksigeometrian hyperbeli.

Lause 4.16. Hyperbelin yhtdilé on muotoa
[z —ai[+ |y —ao[ = (lz—bi[ + [y —ba|) FO =0 (4.3)

missd polttopisteet A = (a1, az) ja B = (by, by) sekd vakio ¢ > 0.

Todistus. Olkoot pisteet A = (aj,a2), B = (by,b2) ja P = (z,y) sekid vakio ¢ < 0.
Pisteiden etéisyyden mééritelmén ja hyperbelin mééritelmén nojalla saadaan

|di(A, P) —dy(B, P)| = ¢
a1 — ] +[a2 —y| = (Jo = b1 + [y — bs]) = 0
oy — x| +Jaz =yl = (|z = b1 + [y = b2|) F &6 = 0.

[]

Tapausta, jossa ¢ = 0 ei luokitella hyperbeliksi, silla euklidisessa geometriassa
tdmé tuottaa pisteiden keskinormaalin. Taksigeometriassa vastaavasti saadaan pis-
teille uudenlainen keskinormaali. Tutustutaan tahén tapaukseen hieman tarkemmin
Reynoldsin artikkelin Tazicab Geometry pohjalta [9].

Lause 4.17. Olkoot A, B € R? pisteiti ja k = |ay — by| — |ag — ba|. Jos hyperbelin
yhtdlossd ¢ = 0, niuin yhtalon (4.3) ratkaisujoukko on esitetly kuvan Vasemmassa
yldkulmassa.

Todistus. Olkoot A = (ay,as), B = (by,b2) ja P = (x,y) pisteitd ja k = |a;—by|—|ag—
bs|. Olkoon ¢ = 0, jolloin |d;(A, P)—d(B, P)| = 0 jos ja vain jos di(A, P) = di(B, P).
Talloin

|z — ar| + |y — az| = [z — bi| + [z — ba.
Valitaan pisteet A ja B siten, ettd a; < by ja as < by. Koska dy(A, P) = di(B, P),
piste P sijaitsee pisteiden A ja B vilissa.
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1. Olkoon siten a; < x < by ja as < y < by. Tall6in ylla oleva yhtdlo on

(z —a1) + (y —az) = (by — ) + (b2 — y)
T+y—a—a=-r—y+b +b
2x+2y:a1—|—b1+a2+b2

ay + az + by + by
Yy=—x+ 5 .

Hyperbeli on siten suora alueessa a; < x < by ja as < y < bs.
2. Olkoon siten a; < x < by ja by < y. Télloin yll& oleva yhtélé on

(x—a1)+(y—a2):(bl—x)—i—(y—bz)
rT+y—a—ay=-T+y+b —b
a1+b1+a2—bg
5 .

Hyperbeli on puolisuora alueessa a; < x < by ja by < y.

xr =

3. Olkoon siten a; < x < by ja y < ay. Talldin ylla oleva yhtilo on
(z —a1) + (a2 —y) = (b — ) + (b2 — y)
x—y—a1+a2:—x—y+bl+b2

CL1+b1—CL2+b2
5 .

Hyperbeli on puolisuora alueessa a; < = < by ja y < as.

Kuvio on siis kuvan ylavasemman kaltainen. Témé& on taksigeometrian kes-
kinormaali janalle AB. O

Hyperbelin yhtélostd ndhdéan, etta se on ellipsin ja ympyran yhtalod monimutkai-
sempi taksigeometriassa. Yhtéalostd saadaan hyperbelille monimuotoinen tulos, joka
vaihtelee pisteiden etéisyyden ja sijainnin mukaan. Maéritetdan hyperbelin vakio ¢ ja
k = |ay — b1| — |ag — by|. Tall6in hyperbelia voidaan tarkastella kuudessa osassa kuvan

4.22] mukaisesti:
(i) jos0< @ <k
(ii) jos ¢ = k
(iii) jos k < ¢ < di(A, B)
(iv) jos ¢ = di(A, B)
(v) jos k=0

Tapaus di(A, B) < ¢ ei ole mahdollinen lemman nojalla. Kuvassa on esitetty
kaikki taksigeometrian hyperbelit, lukuunottamatta kohtaa (vii), jossa hyperbelilla
ei ole pisteitéd. Lisdksi ensimmaisessd kuvassa on tapaus ¢ = 0. Todistetaan seuraa-
vassa lauseessa (iii)-kohta, joka muistuttaa ulkonéoltéén eniten euklidista hyperbelia.
Todistusta havainnollistetaan esimerkin avulla.
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Kuva 4.22: Tapaukset ylavasemmalta alkaen: (i) 0 < ¢ < k, (ii) ¢ = k, (iii) k < ¢ <
di(A, B), (iv) ¢ = di(A,B), (v) k=0.

Lause 4.18. Olkoot A, B € R? pisteiti ja k = |a; — b| — |ag — bo|. Jos k < ¢ <
di(A, B), niin hyperbeli on kuten kuvassa keskelld oikeassa laidassa.
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Todistus. Olkoot A = (ay,as), B = (by,b3) ja P = (x,y) pisteitd, joille lemma
pétee ja k = |a; — b1| — |aa — by|. Olkoon k < ¢ < di(A, B), jolloin k < |di(A, P) —

|a1—b1|—|a2—b2| < \x—all—l—|y—a2]—(|x—b1|—|—\y—bg\) < |a1—b1]+|a2—b2|. (44)
Valitaan pisteet A ja B siten, ettd a; < by ja ag < bs.
1. Olkoon x < a; < by ja y < ay < be. T&lloin hyperbelin yhtalostéa (4.3]) saadaan

a—rta—y—(—r+b—y)F¢=0
a1+a2—bl—b2:ngS:O.
Hyperbelilla ei ole pisteitd alueessa x < a; < by ja y < as < by. Vastaavas-

ti voitaisiin todistaa, ettd hyperbelilla ei ole pisteitd alueessa a1 < b < z ja
as < bg <.

2. Olkoon = < a; < by ja ag < y < by. Télloin

a—r+y—a—(bi—r+b—y)Fo=0
_i¢—a1+a2+b1+b2

Y

Hyperbeli on z-akselin suuntainen puolisuora alueessa z < a; < by ja as <
y < by. Vastaavasti saataisiin alueessa a1 < by < x ja as < y < by x-akselin
suuntainen puolisuora.

Tehdaén esimerkki tilanteesta. Valitaan pisteet A = (=2,-2) ja B = (3,0),
jolloin 3 < ¢ < 7. Valitaan ¢ = 5. Télloin alueessa r < —2 ja —2 < y <
hyperbelin yhtaloksi saadaan
A5 +2-2+3+0 543
y - 2 - 2 )
missd y = 4 ei kuulu vilille —2 < y < 0. Siispd y = —1. Alueessa 3 < z ja

—2 < y < 0, hyperbelin puolisuoraksi saadaan y = 1. Alla olevassa kuvassa [£.23]
on havainnollistettu hyperbelin suoria.

3. Olkoon = < a; < by ja a; < by < y. Télloin yhtéalosta (4.3)) saadaan

ag—x+y—as—(b—x+y—b)Fo=0
ay —as — by +by Fo=0.

Hyperbelilla ei siten ole pisteitd alueessa x < a; < by ja a1 < by < y. Vastaavalla
tavalla voitaisiin todistaa, ettd hyperbelilla ei ole pisteitad alueessa a; < by < x
jay < ag < bs.
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Kuva 4.23: Alueessa x < —2 ja —2 < y < 0 hyperbelin puolisuoraksi saadaan y = —1
ja kun 3 < z ja —2 < y < 0, niin saadaan y = 1.

4. Olkoon a1 < x < by jay < as < by. Siispéa

r—aita—y—bi—r+b—y)Fo=0
= i¢+a1 —a2+b1+b2
2
Hyperbeli on y-akselin suuntainen puolisuora alueessa a1 < z < by jay < as <

by. Vastaavasti alueessa a; < r < by jaas < by < y saadaan y-akselin suuntainen
puolisuora.

Jatketaan kohdan 2. esimerkkié. Siispd —2 < x < 3 ja y < —2. Talléin hyper-
beliksi saadaan
£5—-24+24+3+0 £54+3
x = 5 =—3
Siten hyperbeli on puolisuora x = —1, koska puolisuora y = 4 ei kuulu mééari-

tettyyn alueeseen y < —2. Vastaavasti alueessa —2 < z < 3 ja 0 < y saadaan
puolisuora = = 2. Kuvassa on piirrettynd saadut suorat.

5. Olkoon a1 < & < by ja ag < y < by. Télloin yhtilostd [4.3) saadaan

r—ai+y—as— (b —x+by—y) Fo=0

2x+2y—a1—a2—bl—b2:F¢:O
+o+ai +ax+ by + by
5 )

y=—x+

26



-
5 24 3 2 R 0 1 2 3 1 5

------------- —1 |

® -2
-2
-4

-5

Kuva 4.24: hyperbeli on puolisuora x = —1 alueessa y < —2. Vastaavasti alueessa
—2 <z <3jal < ysaadaan puolisuora x = 2

Hyperbelilla on siten kaksi yhdensuuntaista suoraa alueessa a; < x < by ja as <
y < by. Tehd&én jélleen aiempien kohtien mukainen esimerkki. Nyt —2 <z < 3
ja —2 <y < 0 ja hyberbelin yhtéaloksi saadaan

+5—-2—-243+0 +i5—1
= —X = —T .
Y 2 2
Hyperbeli on alueessa —2 < x < 3 ja —2 < y < 0 kaksi suoraa y = —x + 2 ja
y = —x — 3. Kuvassa [4.25| on piirrettyni saadut suorat.

Hyperbeli koostuu siten neljdstd puolisuorasta ja kahdesta janasta, kun £ < ¢ <
di(A, B). Vastaavasti voitaisiin todistaa tapaus a; < by ja by < as. ]

Muut tapaukset (ii)-(vi) voidaan kisitelld vastaavasti. Kuten ollaan huomattu,
taksigeometrian toisen asteen kdyrét poikkeavat euklidisista vastineista huomattavas-
ti. Kayristd tulee kulmikkaampia ja monimutkaisempia. Lisdéd taksigeometrian kéy-
ristd voi lukea The Pi Mu Epsilon Journal lehden artikkeleista [9] ja [11].

5 Isometria
Euklidisessa geometriassa kuvaus on isometria, jos se sailyttéda pisteiden etdisyydet.

Méaritetddan aluksi isometria taksigeometriassa, kuten euklidisessa geometriassakin,
metriikan d suhteen.
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Kuva 4.25: Alueessa —2 < x < 3 ja —2 < y < 0 hyperbeli on kaksi suoraa y = —x +2
jay=—z—3.

Maéritelmé 5.1. Bijektio f : R? — R? on isometria, jos se siilyttii etdisyyden

d(f(x), f(y)) = d(z,y)
kaikilla 2,y € R2. Isometrioiden f sisiltiméii joukkoa merkitdin 1.

Euklidisessa geometriassa tason siirrot, peilaukset ja kierrot ovat isometrioita. Tie-
detddn, ettd euklidisten isometrioiden joukko I.(2) (usein merkitdan myos E(2)) voi-
daan sanoa joukkojen O(2) ja T'(2) yhdisteend, missd O(2) sisaltéé kaikki tason kierrot
ja peilaukset ja ryhmé T'(2), joka siséltdéd kaikki tason siirtokuvaukset. Jokainen iso-
metria f € I,(2) on muotoa f(x) = T(P(x)), missda T € T'(2) ja P € O(2). Tutustu-
taan seuraavissa kappaleissa isometrisiin siirtoihin, peilauksiin ja kiertoihin taksigeo-
metriassa Kocayusufoglun ja Ozdamarin artikkelin Isometries of Tazicab Geometry
[16] pohjalta.

5.1 Siirto eli translaatio

Taksigeometrian alkeet kappaleessa todistettiin, ettd kahden pisteen véalinen minimie-
taisyys saadaan taksigeometriassa kaikkien pisteiden kautta, jotka kuuluvat pisteiden
muodostamaan suorakulmioon. Siispé etdisyys kahden pisteen vélilld voidaan ajatella
esimerkiksi L-kirjaimen muotoisena etiisyyteni kuten kuvassa[5.1] On yksinkertaista
nédyttéad, ettd kahden pisteen vilinen etéisyys séilyy siirtofunktiossa, kuten euklidi-
sessa geometriassakin. Tarkastellaan esimerkiksi kuvaa [5.1I} Nahddén, ettéd pisteiden
etaisyyden L-kirjaimen muoto ja pituus séilyy siirron myotd. Seuraava lause nayttaé,
kuinka kaikki siirrot taksigeometriassa ovat isometrioita.
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Kuva 5.1: Siirtokuvaus, joka séilyttad pisteiden A ja B etiisyyden.

Lause 5.2. Olkoon kuvaus T : R? — R? T(P) = P + a kaikille P € R?. Tilldin
kaikki taksigeometrian siirrot T ovat isometrisia.

Todistus. Isometrian médritelmén nojalla siirto on isometrinen, jos se sdilyttaé etéi-
syyden. Olkoon kuvaus T : R?* — R? siten, etti T(P) = P + a on siirtofunktio kuten
euklidisessa avaruudessa R2. Olkoot P, Q € R? pisteiti siten, ettd P = (p1,p2), Q =
(q1,q2). Jos pisteitd P ja () siirretdén a, verran z-akselin suunnassa ja a, y-akselin
suunnassa, niin a = (a,, a,) jollakin a € R. Talloin

d(T(P), T(Q)) = de(P +a,Q + a)
= |p1+ az — (@1 + az)| + [p2 + ay — (g2 + ay)|
= [p1 — @] + |p2 — 2|
= (P, Q).

Siispé siirtofunktio 7" on isometrinen. O

Vastaavasti saataisiin euklidisen siirtokuvauksen isometrisyys todistettua. Siirto-
kuvaus taksigeometriassa on ainoa isometria, joka toimii ilman rajoitteita ja on vas-
taava kuin euklidisessa geometriassa isometristen siirtojen joukko T'(2). Seuraavissa
kappaleissa huomataan, kuinka peilaus ja kierto eivat kayttaydy kuten euklidisessa
tasogeometriassa.

5.2 Peilaus eli reflektio

Euklidisesta tasogeometriasta poiketen, taksigeometrian tasossa on vain nelja isomet-
rista peilausta. Lemman mukaan pisteen P taksigeometrinen etiisyys suorasta /¢
on joko vaakatasoista tai pystysuuntaista, riippuen suoran ¢ kulmakertoimesta. Tar-
kastellaan aluksi tilannetta, missé peilaussuoran kulmakerroin on erisuurta kuin yksi,
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koska t#lloin pisteen ja suoran ¢ etdisyys olisi yhtdsuurta pystysuunnassa ja vaaka-
suunnassa. Euklidisessa geometriassa pisteen P peilaus suoran ¢ suhteen saadaan piir-
tamaélla suoran £ normaali pisteen P kautta ja etsiméllé piste téaltd normaalilta suoran
¢ toiselta puolelta, jonka euklidinen etéisyys suorasta ¢ on yhtédsuurta kuin pisteen
P etiisyys suorasta £. Loydetdaan piste P’, joka on pisteen P peilaus suoran suhteen.
Taksigeometrinen peilaus saadaan maaritettyé vastaavalla tavalla, mutta téaytyy huo-
mioida, ettéd pisteen etdisyys suorasta médritetddn eri tavoin euklidisessa geometrias-
sa ja taksigeometriassa. Siirtojen avulla riittdéd tarkastella peilauksia origon kautta
kulkevien suorien suhteen. Seuraavassa merkintd m = oo tarkoittaa peilausta suoran
x = 0 suhteen.

Mairitelmé 5.3. Olkoon kuvaus S : R? — R2. Peilaus suoran y = ma suhteen on

(z,2mz —y), 0<|m[<1
2y — mx
(—z,y), m = 00.

Osoitetaan, ettd isometrisia peilauksia taksigeometrian tasossa ovat peilaukset
akseleiden suhteen tai peilaukset suorien y = x tai y = —x suhteen. Seuraava lause
osoittaa isometrisen peilauksen koordinaattiakseleiden suhteen taksigeometriassa.

Lause 5.4. Olkoon suoran { yhtilé y = mx, missd |m| # 1. Peilaus suoran { suhteen
on isometria jos ja vain jos m = 0 tai m = oo.

Todistus. Olkoon kuvaus f, : R?> — R2? joka on peilaus suoran y = ma suhteen.
Talloin

2y —mx
fm (x,y) = (—a y) ) |m| > 1
m
(—x,y), m = oQ.

Oletetaan, ettd kuvaus f on isometria, jolloin saadaan ehto d;((x,y), (a,b)) =
di(fm(z,y), fin(a,b)). Kasitellddn todistus osissa.

1. Olkoon 0 < |m| < 1, jolloin

dt(('ra y)? (Cl, b)) = dt(f<x7 y)v f(CL, b)

|z —al + |y — b = | —a| + |2ma — b — (2mz — y)|.
Siispa |y — b| = [2ma — b — (2mx — y)| ja tAmé& pétee jos ja vain jos m = 0.
Peilaus f,,, missd 0 < m < 1, on siis isometria tdsmélleen silloin, kun m = 0,

eli kyseeessé on peilaus z-akselin suhteen.

2. Oletetaan seuraavaksi, ettd |m| > 1. Tlloin

d((z,9), (a,0)) = |z — a + [y = O]
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ja

2b —ma 2y —mx

dt(fm($>y)afm(aab)> = ‘ - |+|y_b|

m m
2b — 2y

+ (z —a)|+ |y — bl

Tarkastellaan pisteita (z,y) = (0,1) ja (a,b) = (0,0), jolloin

Al 9), flasD) =1 |+ 1]

2
== +1
[m|

>1= dt((xvy)7 (a,b))

Eli di((z,y), (a,b)) # di(fm(x,y), fm(a,b)), jolloin peilaus f,, ei ole isometria
kaikilla pisteilld (x,y) ja (a,b), kun |m| > 1.

3. Jos m = oo, niin f,,(x,y) = (—x,y) ja télloin

= dt((ma y)> (CL, b))

Siispé peilaus f,,, missi |m| > 1, on isometria tdsmélleen silloin, kun m = oc.
Talloin kyseesséd on peilaus y-akselin suhteen.

]

Aiemmin peilaussuoran kulmakertoimen oletettiin olevan erisuurta kuin 1 tai —1.
Olkoon nyt suoran kulmakerroin m = =1, jolloin tarkastellaan peilauksia suorien
y = x ja y = —x suhteen. Olkoon suora y = x. Jos piste P = (a,b) on suoran y
ulkopuolella, niin lauseen ja lemman [4.3]nojalla suoran ja pisteen minimietiisyys
voidaan laskea usean pisteen kautta. Siispéd peilaus suoran y = x suhteen voidaan
médritelld erikseen jokaisen téllaisen pisteen avulla. Nyt suora y = b kulkee pisteen
P kautta, jolloin suorien y = b ja y = z leikkauspiste on P, = (b,b). Vastaavasti
suoran y = a ja y = x leikkauspiste on P, = (a,a). Lauseen nojalla jokaisella
pisteelld, joka sijaitsee pisteiden P, ja P, viliselld janalla, on minimietéisyys pisteeseen
P. Olkoon piste H = (u,u) janalla P, P,. Kuva havainnollistaa pisteitd. Talloin
etdisyys on dy(P, H) = |b — al|. Tiedetdén, ettd u = b+ A(a —b), kun 0 < X < 1.
Pisteelld, P on olemassa peilaus P’ suoran y suhteen, kun piste P’, joka on pisteen
P kanssa eri puolella suoraa y = z siten, ettd d,(P, H) = d,(P’, H). Osoitetaan, etta
peilattu piste on P’ = (a/,V') missd @’ = —a +2(b+ A(a —0b)) ja b’ = b+ 2\(a — b).
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Pisteiden P’ ja H etaisyydeksi saadaan

di(P',H) = d; ((a', V), (u,u))
=|—a+20+2Xa—b)— (b+ Aa—"0))|+ b+ 2\(a—b) — (b+ Aa —b))|
=|—a+b+Xa—0)|+[b+2 a—2\b—b— la+ N
= [(=1)(a = b) + A(a = b)[ + [A(a — )]
=[A=1]|a—b[+[A] [a —b]
=(1=XN]a—0b]+ X |a—Db|
= |a —b|
=dy(P, H).

Siispd P’ on peilaus pisteesta P suoralla sijaitsevan pisteen H suhteen. Otetaan kiyt-
to6n merkintd H) téllaisille peilauksille, eli Hy : R* — R? Hy(a,b) = (—a + 2(b +
Aa —10)),b+2X(a — D).

A Y

Y
Y

Y
Y
\\.f":(a'.b'] ‘o
== c
N
S
S
(N
\
HT(u,u
~
~
A
hY
N |P=(ab)
P.=(b;b) L 8
' ~
~
A Y
hY
hY
hY
Y
S
~
.
.

Kuva 5.2: Peilaus suoran y = x suhteen.

Lause 5.5. H) -peilaukset suoran y = x suhteen ovat isometrioita jos ja vain jos
A=1/2.

Todistus. Oletetaan, ettd peilaus Hy : R? — R? on isometria. Olkoon kuvaus
Hy(z,y) = (=2 + 2y + 2X\(z — y),y + 2\(z — y)).
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Talloin
di(Hx(z,y), Hx(a,b)) = | —a+20+2\(a —b) — (—2 4+ 2y + 2\ (z — v))|

+ly +2Xz —y) — (b+ 2X(a —b))]
=|—a+2b+2X\a — 2 b+ — 2y — 2 x + 2)\y|
+ |y + 2 z — 2 y — b — 2Xa + 27D
=la(=142X) +b(2 —2)\) + (1 — 2\) + y(—2 + 2)\)]
+ | =2 a+b(—1+2X\) + 2 z + y(1 — 2))|

ja

di((z,y), (a,b)) = [z —a[ + b —y.

1
Olkoon \ = 5 Etsitdan pisteet (x,y) ja (a,b) siten, ettd patee
dt(HX(Ia y)a H)x(a7 b)) = dt((x7 y)u (a7 b))u
eli kuvaus f on isometria. Valitaan pisteiksi (x,y) = (1,0) ja (a,b) = (0,0). Talloin
di(Hx(2,y), Hx(a,0)) = [1 = 2A[ + [2A] = 1 = di((=, ), (a, 1))

ja viite patee kun A = 3
1
Olkoon nyt A\ # 7 Etsitddn pisteet (x,y) ja (a,b) siten, ettd patee
dt(HX(‘ra y)a H)x(a7 b)) 7£ dt((x7 y)u (CL, b))u

eli peilaus Hy ei ole isometria. Olkoon A\ > % ja valitaan (z,y) = (1,0) ja (a,b) =
(0,0), niin talloin sijoittamalla pisteet ylla olevaan lausekkeeseen saadaan
dt(HA(xay>a H)x(a7b>> = |1 - 2/\| + |2)‘|
=2\ —1+2X\
=41 -1
>1= dt((x7 y)v (a7 b))

1 1
Peilaus H), ei siten ole isometria, kun A > 3 Olkoon nyt A\ < 3 ja valitaan (z,y) =
(0,1) ja (a,b) = (0,0). Tilloin

dy(Hy(z,y), Hy(a, b)) = | — 24 2| + |1 — 2)|
—2-2X+1-2A
=3 -4\

>1= dt((x,y), (CL, b))

1
ja peilaus H) ei ole isometria, kun A < 3
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Seuraus 5.6. Isometrinen peilaus suoran y = x suhteen on Hy-peilaus, missid A =
1/2.

Sama tulos pétee peilaukselle suoran y = —x suhteen. Niin ollen saatiin nelji
taksigeometrian isometrista peilausta. Kuten aiemmin jo todettiin, taksigeometriassa
on vain nadmé neljd isometrista peilausta.

Seuraus 5.7. Taksigeometriassa isometrinen peilaus voidaan tehdd vain suorien x =
0, y=0, y ==z ja y = —x suhteen.

Taksigeometrian peilaukset voidaan esittdd myos matriiseilla:

s=10 ) (@) Co) (5 )}

missd ensimmaéinen ja toinen matriisi ovat peilauksia x- ja y-akseleiden suhteen ja
jalkimmaéaiset matriisit peilauksia suorien y = = ja y = —x suhteen.

Merkitéén taksigeometrian isometrisia peilauksien joukkoa S;(2) ja euklidisen ta-
sogeometrian isometrisia peilauksia vastaavasti S.(2). Euklidisessa geometriassa pei-
laukset origon kautta kulkevan suoran suhteen ovat muotoa g(x) = Ax, missd A €
O(2) ja det(A) = —1. Lisdksi isometrisilla siirroilla mika tahansa suora saadaan ori-
gon kautta kulkevaksi suoraksi ja takaisin. Néin ollen .S; C S,.

5.3 Kierto eli rotaatio

Tutkitaan seuraavaksi isometrisia kiertoja taksigeometriassa. Kierroissa kaytetddn
euklidisia trigonometrisia funktioita, jotka antavat taksigeometrialle isometriset kier-
rot. Vastaavasti voitaisiin kierrot késitelld taksigeometrian trigonometrisilla funktioil-
la []. Esitetddn teoreema, ettid mahdollisia isometrisia kiertoja on vain nelj.

Lause 5.8. Isometriset kierrot taksigeometriassa ovat

R, = {As((z,y)) = (zcos —ycosh, xsinf + ycosh)| szg, k=0,1,2,3}

Todistus. Olkoot pisteet P = (1,0) ja @ = (0,1). Oletetaan kierto A, isometrisek-
si. Kierretddn pistettd P kulman 6 verran, jolloin saadaan As(P) = (cos@,sin6)
yksikkoympyréssa. Kierretddn myos pistettd () kulman 6 verran, jolloin saadaan
Ap(Q) = (—sinb, cosf). Koska kierto on isometrinen, niin téytyy olla d;(P, Q) =
di(Ag(P), Ap(Q)). Pisteiden etdisyydeksi saadaan d;(P,Q) = 2, jolloin tdytyy olla

di(Ag(P), Ap(Q)) =| cos +sinf | + | sin@ — cosf |= 1+ | sinf — cosf |= 2
eli | sinf — cos @ |= 1. Siispé
sinf —cosf =1 tai sinf —cosf = —1
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Kuva 5.3: Kuvassa esitetty kaikki taksigeometrian isometriset peilaukset.
ja néin ollen
cosf =0 tai sinf =0

3
Talloin on oltava 6 € {0, g, T, g} ja suora lasku osoittaa, etta néille 8 on d;(Ag(x), Ap(y)) =
di(z,y) kaikilla x,y € R O

Lause 5.9. Olkoon kuvaus F : R? — R? isometrinen ja olkoon OAB suorakulmio.
Talloin
F(OAB) =0O(F(A)F(B))

Todistus. Muistetaan, ettd kahden pisteen etéisyys voidaan laskea pisteen P kautta,
joka kuuluu suorakulmioon JAB. Olkoon piste P € F(OAB). Talloin, kun P €
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Kuva 5.4: Kuvassa esitetty kaikki taksigeometrian isometriset kierrot.

F(OAB), niin 16ytyy jokin C' € OAB, jolle péitee P = F(C'). Lauseen nojalla
saadaan

dy(A, C) + dy(C, B) = dy(A, B)
ja koska kuvaus F on isometrinen, niin pétee
di(F(A), F(C)) + d(F(C), F(B)) = di(F(A), F(B)).
Tillsin P = F(C) € OF(A)F(B). 0

Seuraus 5.10. Olkoon kuvaus F : R? — R? isometrinen ja olkoon JAB tason suora-
kulmio. Tdlloin kuvaus F sdilyttda suorakulmion nurkkapisteet ja lisdksi suorakulmion
pirin pituuden.
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Lause 5.11. Olkoon kuvaus F : R? — R? isometrinen siten, etti f(0) = 0. Tdlldin
fER; tai f € 5.

Todistus. Olkoot A = (1,0) ja B = (0, 1) suorakaiteen (JOD nurkkapisteitd. Olkoot
muut pisteen kuvan kuten kuvassa Téll6in kuvaus f(A) kuuluu jollekin janoista,
eli f(A) € AB tai f(A) € BE tai f(A) € EF tai f(A) € AF. Késitelldén néista
ensimméinen tapaus, jossa f(A) € AB.

Kuva 5.5: Todistuksen idea.
Olkoon siten kuvaus f(A) € AB, missd f(A) # A ja f(A) # B. Télloin
di(A,B) =2 ja d,(0,B)=1,
mistd saadaan isometrisyyden nojalla
di(f(A), f(B)) =2 Jja d(f(0), f(B)) =1

Koska f(0) =0, f(O) = O ja pisteen f(B) téaytyy sijaita origokeskisella yksikkgym-
pyrélla. Lisdksi koska pisteiden f(A) ja f(B) etdisyys on kaksi, niin pisteen f(B)
taytyy olla f(A) -keskiselld ja 2-séteiselld ympyrélld. Siispa f(B) € EF ja

1= (0, f(B)) = di(f(B), K) + dy( K., O).

Niéin ollen di(K,O) < 1.
Toisaalta, koska D on suorakulmion JAB nurkkapiste, niin lauseen [5.9 ja seu-
rauksen nojalla f(D) on suorakulmion O(f(A)f(B)) nurkkapiste. Liséksi koska
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di(K,0) < 1jad(0,D) =2, niin saadaan f(D) # H ja siten tdytyy olla f(D) = L.
Yhdistamaélla namé saadaan, etté

dt(K, O) <1 ja dt(L, K) = dt<K, O) = dt(O,L) = dt(O,D) = 2,

jolloin d;(L, K) > 1. Huomataan lisdksi, ettd 1 < d;(M, f(A)) = dy(L, K), mikd on
ristiriita. Téytyy siis olla f(A) = A tai f(A) = B.

1. Jos f(A) = A, niin f on identtinen kuvaus, joka on kiertokuvaus kiertokulmalla

6 = 0 tai peilaus z-akselin suhteen. Siispd f € Ry tai f € S ja véite pétee.

2. Jos f(A) = B, niin f(B) = A, f(B) = E tai f(B) = F. Kdydéan kaikki
tapaukset 1api.

(a) Jos f(B) = A, niin f on peilaus suoran y = x suhteen, eli f € S ja viite
péatee.

(b) Jos f(B) = E, niin f on kiertokuvaus, jossa kiertokulma on 6 = % ja

f € Ry. Jélleen viite pitee.
(c) Todistetaan viimeinen kohta f(B) = F. Télloin

f(OAB) =0(f(A)f(B)) = OBF,

missié (JBF on jana BF. Niin ollen kuvaus f(D) kuuluu janalle BF ja
d:(0, f(D)) < 1. Kuitekin

2 =d(0,D) = dy(0, f(D)),
miké on ristiriita ja f(B) # F.

Vastaavalla tavalla voitaisiin todistaa tapaukset f(A) € BE, f(A) € EF ja
f(A) € AF. Naista todistuksista saadaan loput osoitukset kierroille ja peilauksil-
le. [

[sometriset kierrot voidaan esittdd myos matriiseina

n= G0 0D ) ()

Merkitaan O,(2) = R, U S;. Todistetaan viimeisend, ettd kaikki taksigeometrian
isometriat ovat aina joko 7'(2) tai Oy(2) tai néiden yhdiste.

Lause 5.12. Olkoon kuvaus F : R% — RZ isometria. Silloin on olemassa yksikdisit-
teiset T, € T'(2) ja C € O4(2) siten, etti ' =T, 0C.

Todistus. Olkoon F(0) = a. Mééritetdéin C' = T_, o F'. Talloin on selvéd, ettd C' on
isometrinen ja C'(0) = 0. Lauseen mukaan C' € Oy(2) ja siten F' =T, 0 C. O
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Kuten euklidisessa geometriassakin, taksigeometrian isometriat ovat aina yhdiste
siirroista, peilauksista ja kierroista. Aiemmin kappaleessa [2 niytettiin, ettd taksigeo-
metriassa ei pade euklidisen geometrian SKS-sdanto (aksiooma (H13)). Hartshornen
teoksesta Geometry: Euclid and Beyond osoitetaan yhteys isometrioiden lukumaéaral-
le ja SKS-saannolle [17, s. 153]: Jos on olemassa riittdvin paljon isometrioita, niin
SKS-sdantd on voimassa. Koska taksigeometriassa isometrioiden lukumééard on huo-
mattavasti pienempi kuin euklidisessa, jolloin SKS-lause ei voi olla voimassa taksigeo-
metriassa.
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Osa III
Geogebra

6 Geogebra yleisesti

Geogebra on dynaaminen matematiikkaohjelmisto, jossa yhdistyy matematiikan osa-
alueet geometriasta algebraan. Ohjelmistoa voidaan kdyttdd opetuksessa aina ala-
koulusta jopa yliopistoon asti. Geogebra -ohjelmistoa on mahdollista kayttda erinéi-
silld tietoteknisilld alustoilla ja kayttojarjestelmilld ja ohjelman saa ladattua ilmaisek-
si kayttoonsd. Ohjelmistoa on my6s mahdollista kidyttdd suoraan internetselaimella
osoitteessa www.geogebra.org. Ohjelmisto koostuu useammasta osasta, joita on mah-
dollista kayttdd yhdessé ja erikseen. Geogebra -ohjelmistosta 16ytyy helppokéayttoi-
nen geometrian osa (Geometry Software DGS) ja algebran osa (Computer Algebra
systems CAS). Néiden avulla voidaan yhdistda geometria, algebra ja laskenta, jotka
usein késitellaédn erillisind osa-alueina koulumatematiikassa. Esimerkiksi ohjelmistol-
la on mahdollista konstruoida pisteité, suoria ja kartioleikkauksia geometrian osassa.
Algebra osassa on mahdollista méaarittaéd funktioita, tutkia funktion juuria, derivoida
ja integroida. Geogebra on siis yhdistelmé& néita kaikkia. Liséksi on tarkedd huomata,
kuinka geogebra taipuu samaan lopputulokseen useasta eri niakokulmasta. Esimerkiksi
ympyran piirtdminen on mahdollista sekéd geometria ettéd algebra -osiossa.

Geogebran kehittédja on Markus Hohenwarter, Salzburgin yliopistosta, [tédvallasta.
Hén kehitti Geogebra-ohjelmiston osana hédnen matematiikan ja tietotekniikan Pro
gradu tyotansa vuosina 2001-2002. Hénen toiveena oli kehittda matemaattinen ohjel-
misto, joka auttaisi ja kehittéisi oppilaiden matemaattista ymmaéartamista. Kun ohjel-
ma julkaistiin, useat opettajat ottivat Hohenwarteriin yhteytta ja kertoivat innoissaan
ohjelman kaytostd opetuksessa. Hohenwarter jatkoi ohjelman kehitysta apurahan tur-
vin tohtorin tutkinnossaan, jossa hén tutki Geogebran pedagogisia menetelmié ité-
valtalaisissa kouluissa. Ohjelmisto on voittanut paljon kansainvéilisid palkintoja ja se
on kadnnettyna useille eri kielille. Itdvallan opetusministerid on myos tukenut Geo-
gebran kehitystyoté ja yllapitoa vuodesta 2006 ldhtien. Vuonna 2006 Geogebra levisi
my6s Yhdysvaltoihin, missé kehitystd on jatkettu Floridan Atlantic yliopiston pro-
jektissa. Elokuussa 2006 Hohenwarter aloitti vierailevana luennoitsijana Floridan yli-
opistossa. Yhdysvalloissa tyoskennellessidén, hidn on kehittanyt Geogebra-ohjelmistoa
tutkimusten nojalla viela paremmin opetukseen soveltuvaksi.

Kun ohjelma julkaistiin, Hohenwarteria kutsuttiin pitdmé&an seminaareja ja geogebra-
tyopajoja Euroopassa ja Pohjois-Amerikassa. Opettajien liitot, yliopistot ja akatee-
miset konferenssit olivat kiinnostuneita hédnen tyostdin. Geogebran kaytto on laa-
jentunut opetusluokista myo6s tutkijoiden kdyttoon ja ohjelmistoa on kiytetty myos
opetuskirjallisuudessa. Geogebra on kansainvilisesti huomiota herdttdnyt ohjelmisto
ja se on k#ddnnettyna yli 40 kielelle vapaaehtoisten voimin. Sivustolla on kayttdjia
yli 350 000 kuukaudessa, 188 eri maasta. Tutkimusten ja aktiivisuuden mukaan on
arvioitu, ettd tuhannet opettajat kiyttivit ohjelmistoa opetuksessaan maailmanlaa-
juisesti. Kayttédjien pyyntojen lisddntyessd, Hohenwarter julkaisi geogebra foorumin
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ja geogebrawikin, jossa kiyttdjien on mahdollista saada tukea ja materiaalia muil-
ta kayttédjiltd. Namé 10ytyvét osoitteesta https://help.geogebra.org/topic/welcome-
to-the-geogebra-user-forum. Geogebralla ei ole omaa ohjelmistoa tai foorumia jatko-
opiskelijoille, mutta sitd on kuitenkin siséllytetty jo joissakin yliopistoissa opettajao-
piskelijoiden opetukseen. Geogebran perustaja Hohenwarter ja hénen tiiminsa péét-
tivat luoda kuitenkin uuden organisaation, jotta voidaan tavoittaa ja tukea opet-
tajia ilmaisella ammattiohjelmistolla, varmistaa ohjelmiston teknisté kehitystéd seké
koordinoida geogebraan liittyvid tutkimuksia. Niin syntyi Kansainvélinen Geogebra
Instituutti (IGI).

Geogebra Instituutin ensimméinen kokous jérjestettiin toukokuussa 2008. Kaksi-
kymmenté kansainvélistéd vierasta saapui Cambridgen yliopiston kasvatustieteelliseen
tiedekuntaan, jossa ensimméinen kokous kesti kaksi vuorokautta. Kokouksessa kési-
teltiin perustetun kansainvilisen instituution ja alueellisesti perustettujen instituu-
tioiden (GI) visioista, rakenteista ja tulevaisuuden tavoitteista. Henkil6ité oli paikalla
ympéari maailman, Yhdysvalloista, Kanadasta, Englannista, Espanjasta, Unkarista,
Norjasta, Puolasta, Luxemburgista, Islannista ja Ranskasta. Esille tulleet tutkimuk-
set osoittivat, ettd tietotekniikan hyodyntdminen opetuksessa ei toteudu pelkéstaan
teknologiaa lisdamalla. Instituutin ensimmaéisessé kokouksessa aloitettiinkin kehitta-
méadn [GIl:n visiota nédiden tutkimusten nojalla; Kansainvilinen Geogebra Instituut-
ti (IGI) tarjoaa ilmaisen dynaamisen matemaattisen ohjelmiston ja jakaa osaamista
koulutukseen, tukeen ja kehitykseen materiaaleja kaikille opiskelijoille ja opettajil-
le matematiikan, tieteen ja tekniikan koulutuksen parantamiseksi maailmanlaajui-
sesti. Se yllapitdd ja edistdéd yhteistyotd opettajien ja tutkijoiden vililla. Instituu-
tin rakennetta madriteltiin seuraavasti: Kansainvilinen GeoGebra-instituutti on kes-
keinen, virtuaalinen organisaatio, joka toimii yhdesséd riippumattoman, alueellisten
GeoGebran Instituutioiden (Gls) kanssa, ja jotka antavat virallisia todistuksia Geo-
Gebran kayttajille, asiantuntijoille ja kouluttajille. Ensimmaéisen kokouksen raport-
ti, jossa kuvaillaan IGL:n yleistd rakennetta ja tavoitteita, paikallisille instituutioille
valtuutettuja projekteja, Geogebra kayttédjien ja kouluttajien todistukset ja yksityis-
kohtaisemmat péaivitykset Geogebra -projekteista ja tutkimuksista laytyy osoittees-
ta www.geogebra.org/institutes| Sivustolta 16ytyy myos tietoa nykyisten instituutioi-
den madrasta ja kéayttajistd. Suomen Geogebra -verkoston blogi 16ytyy osoitteesta
https: / /geogebrasuomi.wordpress.com/. [18] [19]
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7 Geogebran sovelluksia taksigeometriassa

Tassa tutkielmassa médritetyt Geogebra -applikaatiot 1oytyvit tésta kappaleesta lue-
teltuna. Jokaisen kuvan jalkeisesta linkisté péadsee kokeilemaan ja testaamaan appli-
kaation toimintaa. Kaikki applikaatiot 16ytdd myos linkistéa Geogebra -applikaatiot.

1. Kahden pisteen etiisyys

Kahden pisteen etaisyys taksigeometriassa verrattuna euklidiseen etaisyyteen.

2. Kolmio

Kolmioiden vertailua taksigeometriassa ja euklidisessa tasogeometriassa.
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3. Pisteen etiisyys suorasta

Pisteen etéaisyys suorasta taksigeometriassa ja euklidisessa geometriassa

4. Ympyra

Taksigeometrian ja euklidisen ympyran vertailua.
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5. Ellipsi
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Ellipsi taksigeometriassa ja euklidisessa geometriassa.

6. Paraabeli

Paraabeli molemmissa geometrioissa.
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7. Hyperbeli

Hyperbeli taksigeometriassa ja euklidisessa.
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