Kvaterniot ja niiden yhteys avaruuden rotaatioihin

Veronika Kunttu

Matematiikan pro gradu

Jyvéskyldn yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2019






i

Tiivistelméa: Veronika Kunttu, Kvaterniot ja niiden yhteys avaruuden rotaatioihin
(engl. Quaternions and their connection to Spatial Rotations), matematiikan pro gra-
du -tutkielma, 51 sivua, Jyvéskylan yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos,
keviat 2019.

Téamén tutkielman tarkoituksena on nayttéaé, kuinka kolmiulotteisen reaaliavaruu-
den rotaatiot voidaan esittdd kvaternioita kiayttden. Kvaterniot mielletdéin kompleksi-
lukujen joukon laajennukseksi, misté syysta tutkielman aluksi tarkastellaan komplek-
silukujen joukkoa ja kompleksilukujen yhteytté tason kiertoihin.

Kompleksilukujen joukko C koostuu kompleksiluvuista z = a + ¢b, missd luvut a
ja b ovat reaalilukuja ja i on imaginaariyksikko, jolle pitee i? = —1. Kompleksiluvut
z = a + ib voidaan esittdd kompleksitason pisteiné (a,b), matriiseina, vektoreina tai
napakoordinaatteina z = |z|(cos 6 4 isin §). Viimeisimpand mainittu napakoordinaat-
tiesitys mahdollistaa tason kierron Ry esittdmisen kompleksilukuina. Kaksiulotteisen
reaaliavaruuden kierrossa pisteen (a, b) kiertoa origon suhteen kulman 6 verran vas-
tapdiviadn vastaa kiertokuvaus Ry(a,b), joka on lineaarinen isometria.

Kun yhteys kompleksilukujen ja tason kiertojen vélilla on osoitettu, on luontevaa
siirtyd tarkastelemaan vastaavaa yhteyttd kvaternioiden ja avaruuden rotaatioiden
vélilla. Kvaternioiden joukossa on kompleksilukujen joukosta tutun imaginaariyksi-
kon ¢ lisdksi kaksi muuta imaginaarista yksikkoéd, j ja k. Kvaterniot ovat muotoa
q = al +bi+ cj + dk, missé luvut a, b, ¢ ja d ovat reaalilukuja. Edelleen kvaternioiden
osajoukkoja ovat puhtaiden kvaternioiden joukko Im(H) = {bi + ¢j + dk: b,c,d € R}
seké reaalikvaternioiden joukko Re(H) = {al: a € R}. Puolestaan avaruuden kierto-
kuvaus R, ¢ on lineaarinen isometria, missé on kiinnitetty kiertoakseli u, jonka kohti-
suorassa komplementissa tason kiertokuvaus Ry toimii luonnollisesti tason kiertona.

Erityisen kiinnostuneita téssd tutkielmassa ollaan puhtaiden kvaternioiden kon-
jugointikuvauksesta o;(q) = t~'qt, silli puhtaiden kvaternioiden konjugointi vastaa
kolmiulotteisen reaaliavaruuden rotaatioita. Kvaternioita kdytetaén avaruuden rotaa-
tioiden tarkastelussa, koska monimutkaisten kiertojen tarkastelu helpottuu huomatta-
vasti kvaternioiden konjugointikuvauksen avulla. Avaruuden kierron méérittadmiseksi
konjugointikuvauksen avulla riittdd, ettéd tiedetédén rotaation kiertoakseli u seké kier-
tokulma 6, silld kiertokulman ja -akselin avulla saadaan selville kvaterniokonjugoinnin
méadraava kvaternio ¢.






Johdanto
Luku 1. Kvaternioiden historia
1.1. Lyhyt katsaus Sir William Rowan Hamiltonin eldméén
1.2.  Kvaternioiden synty
Luku 2. Kompleksiluvut
2.1. Kompleksiluvut ja niiden algebralliset ominaisuudet
2.2.  Kompleksilukujen geometrinen tulkinta
2.3. Kompleksilukujen yhteys tason kiertoihin ja venytyksiin
2.4.  Kompleksilukujen matriisiesitys
Luku 3. Kvaterniot
3.1. Kvaternioiden méaritelma
3.2.  Kvaternioiden algebralliset ominaisuudet
3.3.  Kvaternioiden ominaisuuksia
Luku 4. Kvaternioiden yhteys avaruuden rotaatioihin
4.1.  Avaruuden rotaatiot
4.2. Kvaternioiden konjugointikuvaus
4.3. Avaruuden rotaatioiden esittdminen kvaternioina
Liite A. Esitietoja
1.1.  Algebraa
1.2.  Matriisilaskentaa
1.3. Trigonometriaa
1.4. Vektorilaskentaa
Liite B. Merkintoja

Sisalto

Kirjallisuutta

iii






Johdanto

Tassa tutkielmassa tutustutaan kvaternioihin ja erityisesti siithen, kuinka niiden
avulla voidaan esittdd avaruuden R3 rotaatiot. Tutkielmassa tullaan huomaamaan,
kuinka paljon avaruuden kiertojen tarkastelu helpottuu kvaternioiden avulla. Nyky-
aan kvaternioita hyodynnetaankin esimerkiksi kolmiulotteisten kiertojen tarkastelussa
tietokonegrafiitkan sovelluksissa. Péadldhteind tutkielmassa on kéytetty R. P. Burnin
kirjaa Groups: A Path to Geometry [1], John Stillwellin teosta Naive Lie Theory [11]
sekd Antti Vdhidkankaan luentomonistetta Kompleksilaskenta [12].

Kvaternioiden joukko H on saanut nimensé niiden 16ytéjén eli irlantilaisen mate-
maatikko Sir William Hamiltonin mukaan [11]. Tutkielma aloitetaankin kvaternioiden
historiaa késittelevéalla luvulla, misséd tutustutaan Hamiltonin elaméaén sekéd kvater-
nioiden syntyyn. Koska kvaterniot ovat kompleksilukujen joukon laajennus, tarkas-
tellaan historian jélkeen yhden luvun ajan kompleksilukuja. Kompleksilukuja kasit-
televéssa tutkielman toisessa luvussa kédydadn ldpi ensin kompleksilukujen ominai-
suuksia sekd geometristéd tulkintaa. Sen jilkeen siirrytédén tarkastelemaan tason kier-
toja kompleksilukujen avulla ja tdhén kiertokuvaukseen palataan myohemmin myos
avaruuden rotaatioiden tarkastelussa. Luvun viimeisessd aliluvussa esitellddn vield
kompleksilukujen matriisiesitys.

Kolmannessa luvussa siirrytadn kompleksiluvuista kvaternioiden joukkoon. Tut-
kielman Kwvaterniot-luvussa tullaan huomaamaan, ettd monet kompleksilukujen yh-
teydestd tutut ominaisuudet voidaan laajentaa kvaternioille. Luvun aikana tutustu-
taan kvaternioiden joukkoon seké niiden algebraan ja ominaisuuksiin. Aluksi mééritel-
ladan kvaternioiden joukko, esitelldén reaalikvaterniot ja puhtaat kvaterniot, seké tar-
kastellaan peruskvaternioita ja niiden ominaisuuksia. Kvaternioille méaritellaén myos
kolme esitystapaa, vektori- ja matriisiesitys seké avaruuden R* piste-esitys. Téssé tut-
kielmassa kvaternioita tarkastellaan ldhinné niiden matriisiesitystd kédyttden. Liséksi
luvun aikana osoitetaan erityisesti isomorfisuus kvaternioiden joukon H ja avaruu-
den R* vililld. Kolmannen luvun lopuksi nédytetéisin, ettd kvaternioiden joukko on itse
asiassa vektoriavaruus, sekd médritetddn puhtaiden kvaternioiden sisé- ja pistetulo.

Tutkielman viimeisessé luvussa padstdadn tarkastelemaan avaruuden rotaatioiden
ja kvaternioiden yhteytta. Aluksi méaritellddan tason kiertokuvausta kayttien kolmiu-
lotteisen reaaliavaruuden kierrot ja tarkastellaan tétd méaritelméas yksinkertaisten esi-
merkkien avulla. Avaruuden rotaatioista siirrytdéan kvaternioiden konjugointikuvauk-
seen ja sen ominaisuuksiin. Kvaternioiden konjugointikuvausta késittelevin aliluvun
lopuksi néytetddn, ettd puhtaiden kvaternioiden konjugointikuvaus voidaan tulkita
kolmiulotteisen reaaliavaruuden lineaarisena isometriana. Kun avaruuden rotaatiot ja
kvaternioiden konjugointikuvaus on mééritelty, ryhdytadn tarkastelemaan tutkielman



2 JOHDANTO

péadtulosta eli avaruuden kiertoja kvaternioiden konjugointikuvausta kayttden. Tut-
kielman péatulosta varten esitetdin runsaasti aputuloksia, joihin viittaamalla kvater-
nioiden ja avaruuden kiertojen yhteys saadaan melko lyhyesti osoitettua. Todistuk-
sen jéalkeen padtulosta havainnollistetaan muutamalla esimerkilld. Nédiden esimerkkien
avulla lukija saa késityksen siitd, miten puhtaiden kvaternioiden konjugointikuvausta
voidaan kidytdnnossa hyodyntédd avaruuden kiertojen tarkastelussa. Samalla esimerk-
kien avulla pyritdan nayttaméan, kuinka hyodyllinen tyckalu puhtaiden kvaternioiden
konjugointikuvaus on avaruuden rotaatioiden tarkastelussa.



LUKU 1
Kvaternioiden historia

Moni matemaatikko on torménnyt tarinaan siité, kuinka kvaterniot saivat alkunsa.
Pro gradun aluksi tutustutaankin lyhyesti kvaternioiden 16ytajasan, Sir William Rowan
Hamiltoniin, seké yleisesti kvaternioiden historiaan. Léhteind téssd luvussa toimivat
J. H. Conwayn ja D. A. Smithin teos On quaternions and octonions [2, s.7-8], N.
Mukundan artikkeli Sir William Rowan Hamilton [5, s.493-497] sekd M. Nakanen
artikkeli The Mathematical Papers of Sir William Rowan Hamilton [6, s. 514-516].

1.1. Lyhyt katsaus Sir William Rowan Hamiltonin eliméin

Irlantilainen matemaatikko William Rowan Hamilton syntyi Dublinissa elokuussa
1805. Hén oli neljis perheen yhdeksésta lapsesta. Hamilton vaikutti lapsena ikaistaén
kypsemmalté ja hdnen lahjakkuuteensa oli huomattavissa jo varhaisella iélla. Muun
muassa kolmevuotiaana hén luki englantia ja viisivuotiaana ymmaérsi latinaa, hepreaa
ja kreikkaa. Hamiltonin tieteellisen nerouden on arveltu tulleen hénen &itinsa puolelta,
silld hédnen &itinsd suvussa oli monia kuuluisia tieteilijoité.

Hamiltonin kiinnostus matematiikkaa kohtaan herési 15-vuotiaana. Jo 17 vuoden
ikéisend hén oli lukenut sekd Newtonin teoksen Principia ettd Laplacen teoksen Méca-
nique céleste. Vuonna 1823 hén aloitti opintonsa Dublinin Trinityn korkeakoulussa,
josta héan valmistui 1827. Opiskellessaan vield korkeakoulussa vuonna 1824 Hamilton
ldhetti Irlannin kuninkaalliselle akatemialle teoksensa On Caustics, joka sai positiivi-
sen vastaanoton akatemialta. Mychemmin vuonna 1827 hén julkaisi tdmén teoksen,
kun oli ensin korjannut ja laajentanut sitéd. Julkaisun nimeksi tuli A Theory of Systems
of Rays, jossa hén esitteli késityksensd optiikan ominaispiirteistd. Hamilton julkaisi
vield kolme laajennusta télle teokselle, vuosina 1828, 1830 ja 1832.

Jo samana vuonna kun Hamilton valmistui korkeakoulusta nimitettiin hdnet Tri-
nityn korkeakoulun téhtitieteen professoriksi ja Dunsink -observatorion johtajaksi.
Puolestaan vuonna 1835 hénet lyotiin ritariksi seké vuotta mychemmin hénesté tuli
Irlannin kuninkaallisen akatemian puheenjohtaja. Yksi Hamiltonin merkittdvimmista
16ydoistd matematiikassa olivat kvaterniot, jotka hin 16ysi vuonna 1843 ja joita hén
tutki intohimoisesti lopun eldmiénsi. Toinen paiva syyskuuta vuonna 1865 Hamilton
menehtyi kihtiin Dublinissa. Ennen kuolemaansa hén sai tietda tulleensa valituksi Yh-
dysvaltojen kansainvilisen tiedeakatemian jéseneksi ensimmaéaisené ulkomaalaisena.

Eldaménsé aikana Hamilton myotavaikutti merkittavésti erityisesti algebran ja teo-
reettisen fysiikan kehitykseen. Tyypillisesti Hamiltonin tutkimukset on luokiteltu seu-
raaviin aihepiireihin: geometriseen optiikkaan, analyyttiseen dynamiikkaan sekéd ne-
gatiivisten lukujen, kompleksilukujen ja kvaternioiden ominaisuuksien tutkimiseen.

3



4 1. KVATERNIOIDEN HISTORIA

1.2. Kvaternioiden synty

Hamilton oli tutkinut ennen kvaternioita kompleksilukuja ja 16ytdnyt tavan esit-
tad kompleksiluvut reaalilukupareina. Téastd kompleksilukujen ja kaksiulotteisen geo-
metrian valisestd yhteydesté innostuneena hén ryhtyi etsiméén vastaavaa korkeam-
malle ulottuvuudelle. Korkeamman algebran 16ytdminen kolmiulotteiselle geometrial-
le osoittautui kuitenkin haastavaksi, silld Hamilton pyrki aluksi loytaméadn kolmiu-
lotteista jakoalgebraa, jollaista ei ole. Kun Hamilton ymmaérsi, ettd kolmiulotteisen
jakoalgebran sijaan hénen tuli tarkastella neliulotteista algebraa, onnistui héan 16ytéa-
médan korkeamman algebran.

Ennen kuin Hamilton 16ysi kvaterniot lokakuun 16.pédivina vuonna 1843 tapasivat
hénen lapsensa kysyé isaltdéan lokakuun aamuina: "No isé, osaatko kertoa lukukolmik-
koja?” Tahén vastauksena Hamilton joutui kerta toisensa jéilkeen vaan pyorittdméan
padtdan ja toteamaan, ettd vain yhteen- ja vahennyslasku onnistuu lukukolmikoilla.
Merkittava kdannekohta tapahtui Hamiltonin kévellessd vaimonsa kanssa Dublinis-
sa Irlannin kuninkaallisen akatemian tapaamiseen tuona ylld mainittuna lokakuun
paivand vuonna 1843, jolloin hén keksi perusyhtélot kvaternioille ¢, 5 ja k:

2= =k =ijk=—1.

Néamé perusyhtalot Hamilton kaiversi Broughamin siltaan, mistd ne voi 16ytda viela
tanakin paivana.

Kvaternioiden 16ytamisen jéalkeen Hamilton kdytti lopun elaménsa tutkien kvater-
nioita ja niiden sovelluksia geometriaan. Vuonna 1853 eli kymmenen vuotta kvater-
nioiden l6ytdmisen jilkeen Hamilton julkaisi kirjan Lectures on Quaternions ja myo-
hemmin Lontoossa vuonna 1866 kirjan Flements of Quaternions. Jonkin aikaa kvater-
niot olivatkin muodikkaita matematiikassa. Yksi syy kvaternioiden suosion taustalla
oli se, etté paljon siitd mitd tehddin nyky#in skalaareita ja avaruuden R? vektoreita
kayttéden tehtiin tuolloin reaalikvaternioiden ja puhtaiden kvaternioiden avulla. Kva-
ternioiden suosion aikaan perustettiin myos "kvaternioiden koulu”, jota Hamiltonin
kuoleman jilkeen johtivat Peter Tait ja Benjamin Peirce. Tait kirjoitti esimerkiksi
kahdeksan kirjaa kvaternioista, misséd keskityttiin erityisesti kvaternioiden sovelluk-
siin fysiikassa.

Kuitenkin merkittivé kadnnekohta kvaternioiden historiassa tapahtui, kun Josiah
Willard Gibbs keksi modernit merkintdtavat piste- ja ristitulolle. Tait ei ollut ko-
vinkaan mielissdéan tastd Gibbsin oivalluksesta, vaan tuomitsi tamén notaation “her-
mafrodiitiksi”. Kynésota alkoi, kun kuuluisuudet kuten Kelvin ja Oliver Heaviside
kritisoivat kirjoituksissaan kvaternioita. Lopulta kvaterniot hévisivit tdmén sodan,
mistd seurasi kvaternioiden joutuminen epésuosioon.



LUKU 2

Kompleksiluvut

Téassd luvussa méaritelladan kompleksiluvut ja tutustutaan niiden algebrallisiin
ominaisuuksiin, geometriseen tulkintaan ja matriisiesitykseen. Kompleksiluvut ole-
tetaan lukijalle jo ennestdén tutuiksi, mistéd johtuen monet mééaritelmien ja tulosten
todistukset ohitetaan. Luvun sisélté pohjautuu Antti Vahidkankaan luentomonistee-
seen Kompleksilaskenta [12, s.1-21] sekd John Stillwellin teokseen Naive Lie Theory
[11, s.1-7].

2.1. Kompleksiluvut ja niiden algebralliset ominaisuudet

Reaalilukujen joukon R laajennusta, missi myos toisen asteen yhtalolld 22 +1 = 0
on ratkaisut x = =1, kutsutaan kompleksilukujen joukoksi. Symbolia 7, joka toteuttaa
yhtalon 2 = —1, kutsutaan imaginaariyksikéksi.

MAARITELMA 2.1. Kompleksilukujen joukoksi C kutsutaan joukkoa
C={a+ib:a,beR},
missé ¢ on imaginaariyksikko.

Kompleksilukuja merkitddn usein symbolilla z. Kompleksiluvun z = a + b re-
aaliosaksi kutsutaan reaalilukua a, jota merkitddn Re(z) = a. Puolestaan komplek-
siluvun z imaginaariosa on reaaliluku b, jota merkitddn Im(z) = b. Erityisesti siis
z = Re(z) + iIm(z). Kompleksilukujen joukossa nollaksi kutsutaan alkiota 0 + 0 ja
ykkoseksi alkiota 1 + 40, ja néitéd alkioita merkitdéan lyhyesti O ja 1.

Kompleksiluvuilla pétevit yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolasku. Seuraavaksi
esitettavat laskutoimitukset perustuvat tunnettuihin laskutoimituksiin reaaliluvuilla.

MAARITELMA 2.2. Olkoot z; = a+1b ja z5 = c¢+1id kaksi kompleksilukua. Télloin
madritellddn
(1) yhteenlasku: z1 + 2o = (a + b) + i(c + d),
(2) véhennyslasku: z; — z5 = (@ — b) + i(c — d),
(3) kertolasku: z125 = (ac — bd) + i(bc + ad) ja

(4) jakolasku: z1/z = ggjggl + igg;‘;g, kun ¢ # 0 tai d # 0.

Edella esitettyjen laskusddantojen ohella reaaliluvuista tutut kommutatiivisuus, as-
sosiatiivisuus ja distributiivisuus pétevit kompleksiluvuille (katso mééritelméd A.1).
Niiden laskukaavojen todistukset perustuvat méaéritelmasan 2.2.

Maaritelladn seuraavaksi kompleksilukujen yhteydessa usein esiintyva késite komp-
leksikonjugaatti.

MAARITELMA 2.3. Olkoon kompleksiluku z = a + ib, missia a,b € R. Téalloin
kompleksiluvun z kompleksikonjugaatti on luku

zZ =a —1b.
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6 2. KOMPLEKSILUVUT

Kompleksikonjugaattien yhteen- ja kertolaskua koskevat seuraavat laskusdannot.

LAUSE 2.4. Olkoot z ja zo kompleksilukuja. Tdlloin
(1) 21 + 22 =71 + 22,
(2) Z1R9 — 31?2.

Liséksi kompleksiluvun z ja sen kompleksikonjugaatin tulolle péatee seuraava lause.

LAUSE 2.5. Olkoon z = a + ib kompleksiluku. Tdlloin
2Z =a® + b

Aliluvun lopuksi méaritelldan vield kompleksiluvun kéénteisalkiot summan ja tu-
lon suhteen. Jokaisella kompleksiluvulla z = a + b on yksikésitteinen kédnteisalkio
summan suhteen eli alkio —z, silld z + (—2) = z — 2z = 0. Kun kompleksiluku z on
nollasta eroava, on myos kompleksiluvulla tulon suhteen yksikésitteinen kédéanteisalkio
271 =1/z, joka toteuttaa yhtdlén z27! = 1. Laventamalla kiinteislukua 1/z luvun 2z

kompleksikonjugaatilla Z saadaan 2~ = Z. Edelleen lauseen 2.5 nojalla kééinteisluku
tulon suhteen on siis 27! = a‘éﬁé@.

2.2. Kompleksilukujen geometrinen tulkinta

Kompleksilukujen joukko C voidaan tulkita tasona eli avaruutena R?, jota kut-
sutaan kompleksitasoksi. Talloin jokaista kompleksilukua z = a + ib vastaa komplek-
sitason piste (a,b), esimerkiksi kompleksilukua 3i vastaava kompleksitason piste on
(0,3). Maaritellidén seuraavaksi kompleksitason akselit, reaali- ja imaginaariakseli.

MAARITELMA 2.6. Kompleksitason osajoukkoa
{(2,0): z e R} = {x +i0: z € R}
kutsutaan reaaliakseliksi ja osajoukkoa

{(0,9): y e R} ={0+iy: y € R}
imaginaariakseliksi.

Kayttden edelld esitettyd médritelméd saadaan geometrinen tulkinta edeltdvés-
sé aliluvussa maéritellylle kompleksikonjugaatille Z = a — tb. Kompleksilukua z =
a + b vastaa kompleksitason piste (a, b) ja sen kompleksikonjugaattia a — ib vastaava
kompleksitason piste on (a, —b). Néin ollen kompleksiluvun ja sen konjugaatin reaa-
liosat ovat samat eli Re(z) = a = Re(Z), mutta kompleksikonjugaatin imaginaariosa
on sitd vastaavan kompleksiluvun imaginaariosan vastaluku eli —Im(z) = —b. Toi-
sin sanoen kompleksitasossa kompleksikonjugaatti on sitéd vastaavan kompleksiluvun
peilaus reaaliakselin suhteen. Vastaavasti voidaan esittdd geometrinen tulkinta myos
kompleksiluvun z = a + b tulon kidnteisluvulle 27! = a%jjé’z. Kompleksitasossa té-
té tulon kidnteislukua z~! vastaa piste (=5 ﬁ), joka on kompleksitason pisteen
(a,b) peilaus yksikkéympyran ja z-akselin suhteen.

Edelleen kompleksitason pisteet voidaan tulkita vektoreina. Toisin sanoen jos (a, b)
on kompleksitason piste ja z = a + b sitd vastaava kompleksiluku, niin z = a + b
tulkitaan vektorina origosta (0,0) pisteeseen (a,b). Tarkastellaan seuraavaksi, miten
reaalilukujen yhteydestd tuttu itseisarvo voidaan yleistdd kompleksiluvuille.
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MAARITELMA 2.7. Olkoon z = a + ib kompleksiluku. T&ll6in luvun z itseisarvo

eli moduli on reaaliluku
|z| = Va? + b2

Moduli kertoo siis kompleksitason pisteen (a,b) etdisyyden origosta 0 tai vastaa-
vasti vektorin z = a+1b pituuden. Esitetdin yksi havainnollistava esimerkki komplek-
siluvun modulin laskemisesta.

ESIMERKKI 2.8. Olkoon kompleksiluku z = cos € + isin 6, missd § € R. Talloin
trigonometriasta tutun tuloksen (cos)? + (sin#)? = 1 nojalla saadaan, ettd luvun 2z
moduli on

2| = v/(cos6)2 + (sin )2 =
Seuraavat laskusddnnot ovat hyodyllisia moduleilla laskettaessa.

LAUSE 2.9. Olkoot z, z, ja zo kompleksilukuja. Talldin pdtee
(1) |2 = 2z,
(2) |z122] = [z1]] 2]

Lauseen ensimmaéinen kohta pohjautuu suoraan modulin mééritelméén ja lausee-
seen 2.5, silld modulin méiritelméin nojalla |z]* = (Va2 + 02)? = a® + b? ja lauseen
2.5 nojalla 2z = a? + b?. Edelleen lauseen toinen kohta saadaan helposti osoitettua
ensimmaéisen kohdan ja lauseen 2.4 kohtaa (2) kédyttéen.

Edella esitetystd kompleksiluvun modulista péadstiaédn siirtyméaédn kompleksiluvun
napakoordinaattiesitykseen.

MAARITELMA 2.10. Olkoon (z,y) kompleksitason piste ja z = x+iy sitd vastaava
kompleksiluku. T&lloin luvun z napakoordinaattiesitys on

z=1x+1iy =rcosf +irsinf = r(cosf + isinh),
missd 6 € R ja r > 0. Lukua 6 kutsutaan kompleksiluvun 2z argumentiksi.

Toisaalta seuraavan lemman nojalla napakoordinaattiesityksessé esiintyvaé lukua
r vastaa kompleksiluvun moduli.

LEMMA 2.11. Olkoon kompleksiluku z = r(cosf + isinf), missi 0 € R ja r > 0.
Tdlloin pitee r = |z|.

TobisTus. Laskemalla kompleksiluvun modulit puolittain saadaan
|z| = |r(cos @ + isinf)].

Lauseen 2.9 kohdan (2) nojalla edelld esitetyn yhtdlon oikea puoli voidaan kirjoittaa
muodossa |r||(cos @ + isinf)|. Koska luvulle r > 0 pétee |r| = r ja lisdksi esimerkin
2.8 nojalla |(cosf + isinf)| = 1, saadaan

lz|=r-1=r.
O
Y14 osoitetun lemman nojalla luku r kertoo siis kompleksitason pisteen z etéisyy-
den origosta. Néin ollen jatkossa kompleksiluvun z napakoordinaattiesitys voidaankin

kirjoittaa muodossa
z = |z|(cos @ +isinf)
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A

Imaginaariakseli

z=x +1iy = r(cosf + isinb)

r=14 :
iy=r sin#

r =1 cost Reaaliakseli

Kuva 2.1. Napakoordinaattiesitys.

ja tatd napakoordinaattiesitystd havainnollistetaan kuvassa 2.1. Nyt kompleksilukujen
tulo voidaan ilmaista kayttamaélla edelld médriteltyd napakoordinaattiesitysté.

LAUSE 2.12. Olkoot z; = r1(cos 0+isin ) ja zg = ro(cos p+isin ) kaksi komplek-
silukua, missd 0, p € R ja ri,ro > 0. Tdlloin kompleksilukujen tulo on

2129 = 111r2(cos(0 + @) + isin(d + ¢)).

Lauseen tésméllinen todistus perustuu trigonometriasta tuttuihin laskusaantoihin
sin(x & y) = sinz cosy £ coszsiny ja cos(z £ y) = cosx cosy F sin x siny sekd maa-
ritelmédn 2.2. Lauseen nojalla tulon z;z, argumentti on kompleksilukujen z; ja 2z
argumenttien summa.

2.3. Kompleksilukujen yhteys tason kiertoihin ja venytyksiin

Aliluvun aluksi méaritellddan kiertokuvaus Ry ja tdmén jilkeen néytetién, ettd
kiertokuvaus Ry on lineaarinen kuvaus ja isometria. T&lloin kuvaus Ry madraytyy
siitéi, miten se kuvaa kantavektorit. Olkoot e; = (1,0) ja e = (0,1) tason R? kanta-
vektoreita. Tason kiertoa origon suhteen vastapéivain kulman 6 verran vastaa kuvaus,
joka kuvaa kantavektorit e; ja ey vektoreiksi

¢} = (cosf,sinf) ja ey, = (—sin b, cosb).

Tatéd kantavektoreiden kuvautumista havainnollisetaan kuvassa 2.2.
Nyt tason vektori (z,y), missid x € R ja y € R, voidaan ilmaista kantavektoreiden
ey ja ey avulla muodossa

(z,y) = ze1 + yeo.
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)
€ = {0. 1)
cost! e’y = (cos#,sinf)
e’y = (—sin#, cosf)
9 siné
#
e = {1. 0)

(0,0) €

Kuva 2.2. Tason kantavektoreiden kuvautuminen kierrossa.

Edelleen tason vektorin (z,y) kiertoa vastapéivadn kulman 6 verran vastaa vektori
(«,) = wel +yey
= x(cosf,sinf) + y(—sinb, cos h)
= (zcos,zsinf) + (—ysinb, y cosb)
= (zcosf —ysinb, xsinf + ycos ).
MAARITELMA 2.13. Olkoot (x,y) tason R? piste ja # € R. Tilldin kuvausta
Ry: R? — R?, missi
Ro(z,y) = (rcos® — ysinf, zsin @ + ycosb),
kutsutaan kiertokuvaukseksi.

Osoitetaan seuraavaksi, etté edella méaritelty kiertokuvaus on itse asiassa lineaa-
rinen kuvaus ja isometria.

LAUSE 2.14. Kiertokuvaus Ry: R? — R2,
Ry(z,y) = (xcosf — ysinf, xsinf + y cos ),
on lineaarikuvaus ja isometria.

TopisTtus. Olkoot (z,y), (x1,41) ja (72,y2) tason R? pisteitd ja A € R. Télléin
kuvaukselle Ry pétee

Ro(z1 + 12,91 + 12)

= ((x1 + 22) cosO — (y1 + y2) sin b, (x1 + 22) sin b + (y; + yo) cos )

= (1080 + x5 co80 — y; sin @ — Yo sin O, x4 sin O + x5 sin O + y; cos @ + yo cos h)
= (z1co80 —yy8in b,z sin 6 + y; cos ) + (z5 o8 — Yo sin b, x5 sin 6 + y, cos )

= Ro(z1,91) + Ro(xa, y2),
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ja
Ro(Ax, \y) = (Ax cosf — Ay sin O, Az sin 6 + Ay cos 6)

= (Mx cosl — ysinh), A(zsinf + y cos))

= Az cosf — ysinf, zsinf + ycos )

= )\Rg (%, y).
Néin ollen méaritelmén A.13 nojalla kuvaus Ry on lineaarikuvaus. Osoitetaan viel,
ettd kyseinen lineaarikuvaus on isometria eli pisteiden viliset etdisyydet sailyttavi
lineaarikuvaus. Nyt médritelmén A.15 nojalla riittad néyttéd, etté kaikille tason R2
pisteille (z,y) on voimassa ehto |Ry(z,y)| = |(z,y)|. Korottamalla lineaarikuvauksen
Ry normi toiseen potenssiin ja kiyttamilli trigonometriasta tuttua tulosta (cos 6)? +
(sin#)? = 1, saadaan
|Ro(z,y)|* = (zcos — ysinf)* + (zsin b + ycosh)?

= 22 cos® 0 — 2zy cos O sin 0 + y? sin? @ + 22 sin” 6 + 22y cos O sin 6 + y? cos® §

= 2%((cos 0)? + (sin 0)?) + y*((cos 0)* + (sin §)?)

— 2% 4

= |(z,y)*.
Ottamalla nyt yll& olevasta yhtélosté neliéjuuri puolittain saadaan |Ry(z, y)| = |(z,y)|.
Siten lineaarikuvaus Ry on isometria. ]

Siirrytidn tarkastelemaan, miten tason R? kierto Ry voidaan esittdd kompleksilu-
kuna |zg| = 1.

LAUSE 2.15. Olkoot (x,y) tason R? piste ja 6 € R. Tdlléin tason kiertokuvausta
Ry: R? — RQ,
Ro(z,y) = (xcos® — ysinf, zsin @ + ycosb),
vastaa kompleksitasossa kuvaus Ry: C — C,
Ry(z) = zpz,
missd z = x + 1y, z9 € C ja |z9| = 1.

TobisTus. Olkoot zy kompleksiluku, jolle pétee |zg| = 1. Télloin siis kompleksi-
luvun zy napakoordinaattiesitys on lemman 2.11 nojalla

29 =1-(cosf +isinf) = cosf + isinb.

Olkoon nyt (x,y) mielivaltainen tason R? piste, joka voidaan edeltévin luvun nojalla
samaistaa kompleksitason C pisteeksi (z,y). Tata kompleksitason pistetta (x,y) vas-
taa kompleksiluku z = x + iy, jota kertomalla kompleksiluvulla zy saadaan lauseen
2.2 nojalla
zp(x + 1y) = (cos @ +isinf)(z + iy)
=z cos — ysinf + i(xsinfd + ycosb).

Té#té tuloa vastaa kompleksitason piste (zcos@ — ysin6, xsinf + ycosf), mikd on
sama kuin tason R? pisteen (z,y) kierto origon ympéri kulman 6 verran. O
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Toisaalta kiertokuvaus voidaan esittdd myos napakoordinaatteja kayttaen. Olkoot
kompleksiluvut z ja zp, missi |zg| = 1. Télloin siis kompleksilukujen napakoordinaat-
tiesitykset ovat z = r(cos¢ + isiny) ja zg = cosf + isinf, kun 6, € R. Edelleen
lauseen 2.12 nojalla saadaan, ettd kompleksilukujen z ja zy tulo on

Ry(z) = r(cos(d + ¢) +isin(d + ¢)).

Nyt havaitaan, ettd kuvapisteen argumentti saadaan lisdamalld pisteen z argument-
tiin 6 ja kiertokuvauksen normi on kompleksiluvun z = r(cos ¢ + ising) normi eli
|Ro(2)| = |z| = r. Kiertokuvauksessa siis kompleksitason piste z ja sen kuvapiste
Ry(z) sijaitsevat origo-keskiselld ja r-séteisella ympyrallda S(0, 7). Jos argumentti 6 on
positiivinen, niin kiertosuunta ympyrélla S(0,r) on vastapdivddn ja vastaavasti jos
argumentti on negatiivinen, on kiertosuunta myotapaivaan.

Siirrytddn tason kiertojen tarkastelusta venytyksiin tasossa. Venytysta reaalilu-
vulla a > 0 vastaa kuvaus, joka kuvaa tason kantavektorit e; = (1,0) ja es = (0,1)
vektoreiksi

el = (a,0) ja ey = (0,a).

Edelleen tason vektorin (x,y), missd =,y € R, venytystd reaaliluvulla a > 0 vastaa
vektori

(2", y") = ze + yel
= 2(a,0) +y(0, a)
= (za,ya).

MAARITELMA 2.16. Olkoot (z,y) tason R? piste ja reaaliluku a > 0. Télléin
kuvausta M, : R? — R?, missi

Ma(z,y) = (xa,ya),
kutsutaan venytyskuvaukseksi.

Kyseinen kuvaus on lineaarinen, mika on helppo todistaa vastaavasti kuin tason
kierron tapauksessa. Toisin kuin tason kiertokuvaus, venytyskuvaus ei ole kuitenkaan
isometria, silld kun a # 1, niin saadaan

|M,(z,y)* = (za)* + (ya)* = 2%a* + y*a® # 2* + y* = |(z,9)*.

Venytyskuvaus ei siis sdilytéd pisteiden vélisid etéisyyksié.
Vastaavasti kuin tason R? kiertokuvauksessa, voidaan myds venytys tasossa R?
esittdd kompleksilukujen avulla.

LAUSE 2.17. Olkoot (x,y) tason R? piste ja reaaliluku a > 0. Tdlldin tason veny-
tyskuvausta M,: R* — R?,

Mo(z,y) = (za, ya),
vastaa kompleksitasossa kuvaus M,: C — C,
M,(z) = az,

missi z = x + 1y € C.
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TobisTus. Edelld esitetty lause on helppo osoittaa, silld jos nyt (z,y) on mieli-
valtainen tason R? piste, niin se voidaan edeltéivin luvun nojalla samaistaa komplek-
sitason C pisteeksi (x,y). Edelleen kertomalla tétd kompleksitason pistetta (z,y) vas-
taavaa kompleksilukua z = x + iy reaaliluvulla a > 0 saadaan, etté

M,(2) = az = a(z + iy) = ax + iay,
eli kompleksitason piste (x, y) kuvautuu venytyksessi kompleksitason pisteeksi (ax, ay).

4

Kiertokuvauksen tavoin my&s venytyskuvaus kompleksitasossa voidaan esittéa na-
pakoordinaatteja kéyttden. Kun kompleksiluvun z napakoordinaattiesitys on z =
r(cos @ + isin @), niin venytyskuvauksen napakoordinaattiesitys on muotoa

M,(z) = ar(cosf + isin#).

Néin ollen havaitaan, ettd venytyskuvauksen kuvapisteen normi on kompleksiluvun
z = r(cosf +isinf) normin ja reaaliluvun a > 0 tulo eli |M,(2)| = a|z| = ar.

2.4. Kompleksilukujen matriisiesitys

Edellisessé aliluvussa méériteltiin tason R? kiertokuvaus Ry vektoreiden avulla.
Kyseinen kiertokuvaus voidaan toisaalta esittdd myos matriisien avulla. Matriisiesi-
tyksessa kiertoa Ry vastaa matriisi

|:COS 0 —sin 9}
9 pr—

sinf cosf

i

Nyt tason pisteen (z,y) kierto origon ympéri vastapéivadn kulman 6 verran voidaan
esittdd matriisien avulla kertomalla tason pistettd (z,y) kuvaavaa matriisia vasem-
malta matriisilla Ry, silla talloin matriisien laskusdéntéjen nojalla saadaan

no|t]Z cosf) —sind| || |xcosh —ysind
Oyl — |sin® cos® | |y|  |zsin® +ycosf|”
Kierron vektoriesityksen ohella edellisessé aliluvussa néytettiin, ettd tason kierto
Ry voidaan esittdd kompleksilukuna zy = cos 6 + isin f. Néytetdan seuraavaksi, etta

myo0s ylla esitetty kierron matriisiesitys Ry vastaa kompleksilukua zy = cos @+ sin 6.
Kirjoitetaan nyt kierron matriisiesitys muodossa

10 . 0 -1
RQZCOSQ[O 1}+sm9[1 0},

1— 1 0. |0 —1
“lo 1t T oo
Matriisien laskusadntoja kiayttden saadaan

12=1, li=il=i, i’=-1

ja tason pistettd (z,y) vastaa matriisi

ja merkitdaan

?



2.4. KOMPLEKSILUKUJEN MATRIISIESITYS 13

ja tdmén perusteella huomataan, ettd on luonnollista samaistaa matriisit 1 ja i lu-
kuihin 1 ja . Niin ollen kompleksilukua zy = cosf + isinf vastaava matriisiesi-
tys on Ry. Havainnollistetaan tétd kierron matriisiesityksen Ry ja kompleksiluvun
29 = cos 0 + i sin @ vilistd yhteytta esimerkilla.

ESIMERKKI 2.18. Olkoot tason R? kantavektorit e; = (1,0) jaes = (0, 1) ja olkoon
tason vektori u = (1, 2). Kierretdén tason kantavektoreita § radiaania origon suhteen
vastapéaivadn. Téalloin kantavektoreiden kiertoa vastaa matriisi

cos®T —sin® V3 _1
R: = |6 6l = |2 2.
6 sinZ cosZ 1 3
6 6 ) P

Edelleen tason vektorin u kiertoa Z

matriisi

radiaania origon suhteen vastapdivddn vastaa

= [F 3]0 2

joka voidaan esittdi tason R? pisteeni (‘/75 -1, % +1/3). Puolestaan kompleksilukuja
kéyttden saadaan, ettd kiertoa Rz vastaa kompleksitason C piste

T .7 \/§ 1
=|(cos—,sin—- | =—,=|.
6 6 22

Koska tason R? pisteet voidaan esittid kompleksitason C pisteiné, niin tason R? pis-
tettd (1,2) vastaa kompleksitason piste (1,2). Siten mééritelmén 2.2 nojalla saadaan,
ettd kompleksitason pisteen (1,2) kiertoa § radiaania origon suhteen vastaa komplek-

sitason piste Re(1,2) = <§7 1) (1,2) = (\/_5 1, % + \/5)

=

z

ol

2 2

Itse asiassa edelld esitetty kiertoa Ry vastaavan kompleksiluvun zy = cos 6+ isin 6
matriisiesitys voidaan yleistda kaikille kompleksiluvuille z = a + b.

MAARITELMA 2.19. Olkoon z = a + ib kompleksiluku, misséd a,b € R. Télloin
kompleksiluvun 2z matriisiesitys on

z= [a _b] = al + bi,
a

b
ol 1 — 1 0f. . |0 —1
missd 1= 15 | jai=|; .

HuomAuTUs 2.20. Jatkossa matriiseja merkitddn lihavoidulla fontilla.

Nyt kayttamaélla edella esitettyd kompleksiluvun matriisiesitystd havaitaan, etta
kompleksiluvun z = a + ib modulin neli6 |z|> = a® + b* on sama kuin kompleksilukua
z vastaavan matriisin determinantti.

LEMMA 2.21. Olkoon z = a + ib kompleksiluku, missi a,b € R. Tdlloin pdtee

2 a —b
|| —det[b a]
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Lemma seuraa suoraan matriisin determinantin maéaritelmésta A.9 ja méaritel-
masta 2.7.

Aiemmin mééritellyt kompleksilukujen algebralliset ominaisuudet voidaan esittaé
myos matriisien avulla. Tarkastellaan seuraavaksi kompleksiluvun z kompleksikonju-
gaatin 7 ja kertolaskun kiinteisalkion z~! matriisiesityksid. Médritelmén 2.3 nojal-
la kompleksilukua z = a + ib vastaava kompleksikonjugaatti on z = a — 2b. Téta
kompleksikonjugaattia vastaava matriisiesitys on

. 10 0 —1 a b
S I )
Hyodyntamalla edelld esitettya kompleksikonjugaatin matriisiesitysta saadaan komplek-

siluvun z = a + ib tulon kéinteisalkion 2~ = a‘;j:ég matriisiesitys.

LAUSE 2.22. Olkoon kompleksiluvun z = a+bi # 0 matriisiesitys z = a1+ bs. Til-

loin kompleksiluvulla on yksikdsitteinen kddnteisalkio kertolaskun suhteen, mimittdin
alkio

z

B 1
a2+ b2

-1

(a1 — bi),

joka toteuttaa yhtdlon zz~' = 1.

Lauseen todistuksessa hyddynnetisin kompleksilukujen z ja z~! matriisiesityksii

sekd matriisien kertolaskun laskusadantoda. Tasmaéllistd todistusta lauseelle ei esiteté,
mutta mychemmin kvaternioiden yhteydessé osoitetaan vastaava ominaisuus kvater-
nioille (katso lause 3.27).



LUKU 3

Kvaterniot

Kompleksilukujen joukosta siirrytédén niiden laajennukseen, kvaternioihin. Luvus-
sa médritelldsin aluksi kvaternioiden joukko ja esitetéin kvaterniot avaruuden R* pis-
teind, vektoreina sekéd matriiseina. Témén jalkeen siirrytédédn kvaternioiden algebraan
ja ominaisuuksiin. Lisiksi tarkastellaan kvaternioiden joukon ja avaruuden R* yhteyt-
ta sekd reaalikvaternioita. Lopuksi huomataan, ettd kvaternioiden joukko muodostaa
vektoriavaruuden. Luvussa kisitellyt asiat pohjautuvat R. P. Burnin kirjaan Groups:
A Path to Geometry [1, s.178-180], Juha Lehrbéckin ja Jouni Parkkosen luentomonis-
teeseen Lukualueet [4, s.45-48] sekd John Stillwellin teokseen Naive Lie Theory [11,
s.7-13].

3.1. Kvaternioiden maéaiaritelmi

Aloitetaan aliluku mééarittelemélld peruskvaterniot ja kvaternioiden joukko. Kva-
ternioiden joukkoon tutustumisen jalkeen esitellddan kvaternioille muutama eri esitys-
tapa, jotka seuraavassa aliluvussa osoitetaan samoiksi. Aliluvun lopuksi tarkastellaan
viel& peruskvaternioiden kertolaskun laskusédéantojé.

Aiemmassa luvussa méériteltiin kompleksiluvut reaalilukujen laajennuksena, mis-
si yht#lolld 22 + 1 = 0 on ratkaisut = 4=i. Edelleen kompleksilukujen laajennusta
kutsutaan kvaternioiden joukoksi. Kvaternioiden joukossa esiintyvid symboleita 1,4, j
ja k kutsutaan peruskvaternioiksi.

MAARITELMA 3.1. Kvaternioiden joukoksi H kutsutaan joukkoa
H={al +bi+cj+dk: a,bc,de R},
missd 1,4, ja k ovat peruskvaternioita. Peruskvaterniot toteuttavat yhtalon
P2 =2 =k =ijk=—1.
Kvaternioita merkitéddn usein symbolilla g. Kvaternioiden joukossa alkiota 0+ 07+
0740k kutsutaan nollaks: ja alkiota 140i+07+0k ykkdseksi, ja jatkossa naita alkioita
merkitddn lyhyesti 0 ja 1. Kun kompleksiluvuille méériteltiin reaali- ja imaginaariosa,

niin vastaavasti kvaternioiden joukossa voidaan mééaritella reaalikvaternio ja puhdas
kvaternio.

MAARITELMA 3.2. Reaalikvaternioksi kutsutaan kvaterniota
q=al,

missd a on reaaliluku ja b = ¢ = d = 0. Puolestaan puhtaaksi kvaternioks: kutsutaan
kvaterniota

q="bi+cj+dk,
missé b, ¢ ja d ovat reaalilukuja ja a = 0.

15
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HuomAuTUs 3.3. Jatkossa reaalikvaternioiden joukkoa merkitdéan
Re(H) = {al: a € R}
ja puhtaiden kvaternioiden joukkoa
Im(H) = {bi + c¢j +dk: b,c,d € R}.

Kompleksilukujen tapauksessa todettiin, ettd kompleksilukujen joukko C voidaan
esittdd avaruutena R? eli tasona. Samoin kvaternioiden joukko H on mahdollista tul-
kita neliulotteisena avaruutena R*.

MAARITELMA 3.4. Olkoon kvaternio ¢ = al + bi + ¢j + dk, missé a,b,c,d € R.
Tilloin kvaternion R*-esitys on avaruuden R* piste

(a” b7 C7 d)7

joka saadaan merkitseméilld 1 = (1,0,0,0), ¢ = (0,1,0,0), 7 = (0,0,1,0) ja k =
(0,0,0,1).

Avaruuden R* pisteiden lisiiksi toinen tapa tulkita kvaterniot on esittéi ne vekto-
reina. Vektoriesityksessi kvaternio ¢ = a + bi + c¢j + dk ajatellaan vektorina origosta
(0,0,0,0) pisteeseen (a, b, c,d). Tassd esityksessd peruskvaterniot 1,4, j ja k samais-
tetaan lineaarisesti riippumattomiksi vektoreiksi, jotka muodostavat avaruuden R*
kannan.

Kolmas tapa tulkita kvaterniot on esittda ne matriisien avulla. Edellisessé luvussa
todettiin, ettd kompleksiluku z = a + b voidaan esittdd matriisina

{a _b} = al + bi.

b a
Kompleksilukujen tavoin myos kvaternioilla ¢ = al + bi 4+ ¢j + dk on matriisiesitys.
Téssé pro gradu -tutkielmassa kvaternioiden joukkoa H késitelladnkin padsaantoisesti
seuraavan matriisiesityksen avulla.

MAARITELMA 3.5. Olkoon ¢ = al + bt + ¢j + dk kvaternio, missé a, b, c,d € R ja

i? = —1. T&llsin kvaternion q matriisiesitys on kompleksinen 2 x 2 -matriisi
_|atid mhiel bt o+ dk,
b—ic a—1d

misséa

1o, [o-1]. [o =], [i o
ol O R ) B S R

Kvaternioiden matriisiesityksestd havaitaan, etté itse asiassa kompleksiluvut ovat
erds kvaternioiden erityistapaus, missid ¢ = d = 0. Myohempié tuloksia varten esi-
tetddn vield toinen tapa esittdd kvaterniot matriisien avulla. M&aritelmén 3.5 ohel-
la kvaternioiden matriisiesitys voidaan ilmaista myos merkitsemélla o = a + id ja
B = b+ ic sekd hyodyntamaélld kompleksikonjugaattia.

HuomauTus 3.6. Olkoon ¢ = a + bi + ¢j + dk kvaternio. T&lléin kvaternion ¢
matriisiesitys voidaan kirjoittaa muodossa

_|e P

missé o« = a + id ja f = b+ ic sekd @ ja B niitd vastaavat kompleksikonjugaatit.
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Tarkastellaan seuraavaksi peruskvaternioiden 1,7, 7 ja k matriisiesityksia 1,1,j ja
k. Madritelladn ndiden matriisiesityksien avulla peruskvaternioiden tulon laskuséén-

not.
LAUSE 3.7. Olkoot peruskvaternioiden 1,14, ja k matriisiesitykset 1, 1,3 ja k kuten
mddritelmdssda 3.5. Tdlloin pdtee
P=7F=K=ik=—-1,
y=k gk=1 ki=yj,
ji=—k itk=—-3 kj=—1

TobpIsTUS. Osoitetaan, ettéd matriiseille 1,1,j ja k pétee yhtélo i = j? = k* =
ijk = —1. Matriisien tulon laskusiintod ja tulosta 12 = —1 kiyttien saadaan, etti

O S O
e S S A
e-[i 0] )= 5 8-

oo |0 =10 =i e O] e O)|i O] _ ;o
ijke = {1 0} [—i 0} [0 —i] = lo —z} [0 —z'] =k=-1
Vastaavasti saadaan osoitettua muut peruskvaternioiden laskuséiannét eli ij = k, jk =
i,ki=j,ji= -k ik = —jjakj=—i U
Edella esitetyt peruskvaternioiden laskuséddnnot voidaan myos kirjata taulukkoon

seuraavasti.

TAULUKKO 1. Peruskvaternioiden kertolaskusaannot.

111 jlk
1(1]i]j |k
iji|-1]k]|-j
Jljl-k|-1]i
klk|j|-i]-1

Merkitadn edelld esiteltyjen kahdeksan matriisin muodostamaa joukkoa M =
{#£1, £i, £j, £k}. Télle joukolle pitee seuraava lause.

LAUSE 3.8. Joukko M = {+1,+1,+3, +k} varustettuna kertolaskulla on ryhmd.

TobisTus. Joukko M on selvisti epétyhja. Matriisien kertolaskun laskusdannon
eli lauseen A.8 nojalla joukon M kaikille alkioille pétee kertolaskun assosiatiivisuus.
Toisin sanoen, jos A, B, C € M, niin pitee (AB)C = A(BC). Lisdksi huomataan,
ettd joukon neutraalialkio on 1.

Néytetdadn vield, ettd jokaisella joukon M alkiolla on kédnteisalkio. Nyt perus-
kvaternioiden laskusdédntojen nojalla saadaan, ettd matriisit i ja —i ovat toistensa

kéaanteisalkioita, silld
—ici=i-(—i)=-i’=1
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Vastaavasti saadaan, ettd matriisit —j ja j ovat toistensa kéénteisalkiot sekd matriisit
—k ja k toistensa kéédnteisalkiot. Puolestaan matriisien 1 ja —1 ké&nteisalkiot ovat
matriisit itse. Néin ollen kaikilla joukon M alkioilla on kéénteisalkiot. Siten méaéritel-
mén A.2 nojalla joukko M varustettuna kertolaskulla on ryhmaé. 0

3.2. Kvaternioiden algebralliset ominaisuudet

Aliluvussa tutustutaan kvaternioiden algebrallisiin ominaisuuksiin. Aluksi mé&a-
ritelld&n kvaternioiden laskuséddnnot kéayttamalla kvaternioiden matriisiesitysta seké
tulkintaa avaruuden R* pisteind. Aliluvun lopussa ndytetiin, ettéd kuvaus kvaternioi-
den joukon H ja neliulotteisen avaruuden R* vililli on isomorfismi ja siten kvater-
nioiden matriisi- ja piste-esitystd voidaan kayttaa rinnakkain.

Maéaritelladn ensin kvaternioiden matriisiesityksen avulla kvaternioiden yhteen- ja
kertolasku seké skalaarilla kertominen. Edellisessé aliluvussa esitettyéd kvaternioiden
matriisiesitystéd eli huomautusta 3.6 kdyttden voidaan mééritelld kvaternion skalaa-
rilla kertominen.

MAARITELMA 3.9. Olkoot A € R ja kvaternio

_|e P

missi @ = a + id ja B = b+ ic sekid @ ja [ niitd vastaavat kompleksikonjugaatit.
Télloin kvaternion ¢ skalaarilla kertominen méaritelldéan matriisiksi

Ao —\j3
AQZZ[AB Aa}’

HuomauTus 3.10. Olkoot kvaternio ¢ ja reaaliluku A. Télloin
Ag=(A-1)-q

Vastaavasti voidaan mééaritelld kvaternioiden yhteenlaskun ja tulon matriisiesityk-
set.

MAARITELMA 3.11. Olkoot kaksi kvaterniota

q:%_ﬂl Jaq:oﬁ_ﬁQ
! pr o ? fo az |’
missi a, = a, + idy, Be = by + iCy, O = Ay — idy ja By = by — icy, kun x € {1,2}.
Télloin kvaternioiden ¢ ja go yhteenlasku méaritelladn matriisien summana

P —b1 — B
PTRTIB 4B mtm

ja kertolasku matriisien tulona

Bios + a7 Bo —PifBe+a1 Oz

Osoitetaan nyt, ettd kvaternioiden kertolasku on todella kvaternio.

"o = {041042 — 515__2 —ay 3y — 5104_2}

LEMMA 3.12. Kvaternioitden joukko on suljettu kertolaskun suhteen.
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TobisTtus. Olkoot kvaterniot ¢; ja ¢o kuten maédritelméssa 3.11. Maaritelmén
3.11 nojalla kvaternioiden kertolaskua vastaa matriisi

Qo — ﬁl@ —26152 — Bioe

DL =By + @By —Bifr +man)

Merkitédén nyt az = cnoe — 152 ja B3 = a1 + fran. Hyédyntamélld lausetta 2.4
saadaan

a3 = a0y — P12 = anay — B1Bs = ara; — Bifa

ja

B3 = 1P + B1o = a1 By + Bitg = a1 Bz + Biaa.

Edelleen kvaternioiden tulo voidaan kirjoittaa muodossa

_ |as —f3
1492 = { B a3 } .
Siten huomautuksen 3.6 nojalla kvaternioiden tulo on kvaternio eli kvaternioiden jouk-
ko on suljettu kertolaskun suhteen. U

Matriisien ohella kvaterniot voitiin mééritelméin 3.4 nojalla tulkita avaruuden R*
pisteind. Maaritelladn seuraavaksi taté esitystapaa kayttden kvaternioiden yhteen- ja
kertolasku seké skalaarilla kertominen.

MAARITELMA 3.13. Olkoot kvaterniot ¢ = al + bi + ¢j + dk, ¢1 = a1 + byt +
cij + dik ja qo = asl + byi + o + dok ja niitd vastaavat avaruuden R* pisteet
(a,b,c,d), (ay,by,c1,dy) ja (ag, by, co,ds). Lisdksi olkoon A € R. Téllsin kvaternion ¢
skalaarilla kertomista vastaa avaruuden R* piste

Ma, b, c,d) = (Aa, \b, Ac, Ac).
Puolestaan kvaternioiden ¢; ja go yhteenlaskua vastaava piste on
(a1,b1,c1,dr) + (az, by, ¢, d) = (a1 + ag, by + ba, c1 + ¢, di + do)
ja kertolaskua vastaava piste on
(a1,b1,c1,dy)(ag, by, ca,dz) = (arag — biby — cicy — didy, arby + biag + c1dy — dico,
a1co — bids + cras + diby, ardy + byce — c1by + dyas).
Edella esitetty kvaternioiden kertolaskun mééritelméa perustuu ldhinna peruskva-

ternioiden laskusdéntoihin. Esitetddn nyt yksi havainnollistava esimerkki tasta kva-
ternioiden tulon laskemisesta kdyttden méiritelmia 3.11 ja 3.13.

ESIMERKKI 3.14. Lasketaan ensin kvaternioiden piste-esitystd kéyttden kahden
kvaternion ¢ = 2 + 41 + 7 ja go = 3 + i + 2k tulo. Téta kvaternioiden tuloa vastaa
miédritelmiin 3.13 mukaan avaruuden R* piste (2,16, —5, 3).

Kvaternioiden ¢; ja g¢o tulo voidaan laskea my0s kvaternioiden matriisiesitysté
kayttden. Médritelmén 3.5 nojalla saadaan, etté kvaternioita ¢, ja g vastaavat mat-

riisit
T2 —4i—d.  [342 -1
D=1y 2 JAa@=1 1 3 9
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Edelleen maaritelmaa 3.11 kayttden kvaternioiden tulon matriisiesitykseksi saadaan

| 243t —164 5
D2 =116 — 15 2— 3
ja tatd vastaa kvaternio 2 + 160 — 55 + 3k. Koska méaritelmén 3.4 nojalla kaikki

kvaterniot voidaan esittiis avaruuden R* pisteini, niin kvaterniota 2 + 16i — 55 + 3k
vastaa piste (2,16, —5, 3).

Siirrytédn tarkastelemaan kvaternioiden yhteen- ja kertolaskun laskuséantoja. Maa-
ritelldén ensin kvaternioiden yhteen- ja kertolaskun neutraalialkiot.

MAARITELMA 3.15. Olkoon kvaternio ¢ = al + bi + ¢j + dk. Yhteenlaskun neut-
raalialkioksi kutsutaan alkiota

0 =01+ 0i+ 0j + Ok,

jolle pétee ¢ + 0 = q. Puolestaan kertolaskun neutraalialkioksi kutsutaan alkiota
1 =11+ 0i+ 0j + Ok,

joka toteuttaa yhtélon ¢q1 = q.

Kvaternioille patevat samat laskusddnnot yhteenlaskun suhteen kuin kompleksi-
luvuille.

LAUSE 3.16. Olkoot kolme kvaterniota q = a11+ b1t + c1g+ dik, go = as 1. byt +
CoJ + dok ja g3 = az1 + b3t + c33+ dsk. Tdlloin kvaternioiden yhteenlaskulle pdtee

(1) ¢t + @2 = 2 + @1 (kommutatiivisuus),
(2) @1 + (g2 + @3) = (@1 + q2) + g3 (assosiatiivisuus).

Yhteenlaskun ohella my6s kvaternioiden tulolle patevéit monet kompleksilukujen
yhteydesta tutut laskusdaéannot.

LAUSE 3.17. Olkoot kolme kvaterniota g = a11+bit+ c1j+dik, g = as1+bot+
Cog + dok ja q3 = az1 + bst+ c33 + dsk. Tdlloin kvaternioiden kertolaskulle pitee

(1) ¢1(q2q3) = (q1q2)q3 (assosiatiivisuus),
(2) ¢1(q2 + a3) = 192 + g3 (distributidvisuus vasemmalta),

(3) (¢1 + @2)a3 = q1q3 + q2q5 (distributiivisuus oikealta).

Kompleksilukujen joukosta poiketen kvaternioiden joukko ei ole kuitenkaan kom-
mutatiivinen. Toisin sanoen jos ¢ ja ¢o ovat kaksi mielivaltaista kvaterniota, niin
kvaternioiden tulolle ei pdde q1q2 = ¢2¢q1. Kvaternioiden ei-kommutatiivisuus seu-
raa peruskvaternioiden tulon laskusdannoisté eli lauseesta 3.7. Esimerkiksi jk # kj,
silla jk = i ja kj = —i. Myohemmin kuitenkin huomataan, ettd kertolaskun ei-
kommutatiivisuus on hyddyllinen ominaisuus, silli se mahdollistaa avaruuden R? kier-
tojen esittdmisen kvaternioiden avulla.

Aliluvun lopuksi méaéritellddn kuvaus kvaternioiden joukolta H neliulotteiseen ava-
ruuteen R? ja osoitetaan, ettd kyseinen kuvaus on rengasisomorfismi. Todistetaan en-
sin seuraava aputulos.

LEMMA 3.18. Olkoon kuvaus o: H — R*,

a+di —b—ci _
(2 2] -
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missd a, b, c,d € R. Talloin kuvaus o on bijektio.

TobisTus. Naytetidn, ettd kuvaus a on bijektio eli injektio ja surjektio. Olkoot
kvaterniot ¢; = a;1+bji+ci1j+dik ja go = asl+boi+coj+dok siten, ettd a(qr) = a(qe).
Té&ll6in kuvauksen o méaritelmén nojalla (aq, by, c1, dy) = (ag, by, co, ds), misté seuraa,
ettd a1 = ag, by = by, c1 = ¢5 ja di = dy. Néin ollen on oltava ¢; = ¢ eli kuvaus « on
injektio.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus on surjektio eli jokaiselle maalijoukon alkiolle = € R*
16ytyy lahtojoukon alkio ¢ € H siten, ettd x = a(q). Olkoon x = (x1, z9, x3, x4) ava-
ruuden R* mielivaltainen piste, missé x1, T2, T3, 74 € R. Nyt valitsemalla lihtojoukon
H alkio

T+ X4t —T9 — T30
To — l’g’i r1 — CC4i

saadaan, ettd a(q) = (z1, x2, T3, x4). Siten kuvaus o on myos surjektio. O

Nyt voidaan osoittaa edellisen lemman kuvausta a koskeva lause.
LAUSE 3.19. Lemman 3.18 kuvaus o on rengasisomorfismi.

TobisTtus. Edelld lemmassa 3.18 néytettiin, ettd kuvaus a on bijektio. Niin ollen
rengasisomorfismin mééritelméan A.6 nojalla riittdé osoittaa, ettd kuvaus on lisdksi
rengashomomorfismi.

Joukot H ja R* ovat selviisti renkaita (katso mééritelmd A.4). Olkoot kaksi mieli-
valtaista kvaterniota

D= all + bli + Clj + dlk = |:CL1 + Zdl _bl - 201:|

b1 — ’iCl a; — ’ldl
ja

g2 = a1l + boi + 02j + dok = |:(L2 +idy —by — ZCQ:| |

b2 — iCQ a9 — ng

Talloin kvaternioiden yhteenlaskun mééritelmén 3.11 nojalla

ot =a( |6, 150000 Sl aha])

= a((a1 + az)1 + (b + b2)i + (1 + c2)j + (di + d2)k)
= (a1 + ag, by + by, c1 + c2,dy + d)

= (a1, b1, c1,dy) + (ag, ba, 2, dy)

= a(q1) + a(gz)-

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kuvaus o kuvaa kvaternioiden ¢; ja ¢o tulon. Kva-
ternioiden tuloksi saadaan médritelmas 3.11 kdyttien

(CLl + Z.dl)(ag + ’Ldg) + (—bl — 7:01)(b2 — iCQ) ((11 + Zdl)(—bg — iCQ) + (—bl — 7:01)(a2 — ’Ldg)
(bl — iCl)(ag + ng) + (a1 — Zdl)(bg — iCQ) (b1 — i01>(—b2 — iCQ) + (a1 — idl)(ag — ng)
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Edelleen tulomatriisin ¢;¢qo alkiot ovat
(a1 + idy)(as + idy) + (—=by —icy)(by — ics)
= ajay — biby — c1c9 — didy +i(ardy + bice — c1by + dyas),
(a1 +idy)(—by — ico) + (—by —icy)(az — idy)
= —(a1by + bas + c1dy — dyc) — i(arcy — bids + cras + dibs),
(by — icy)(ag +idy) + (a1 — idy)(be — ics)
= a1by + bras + c1dy — dyca — i(ajco — bids + cras + diby),
(by — icy)(—=by —ice) + (a1 — idy)(ag — idy)
= ajay — biby — c1cy — dydy — i(ardy + bicy — c1by + dyas).
Néin ollen saadaan médritelméan 3.13 nojalla
a(q1q2) = (araa — biby — c1cy — didy, ayby + biag + c1dy — dicy,
ajco — bids + cras + diby, ardy + bycg — 1y + dyas)
= (a17b1,Cl,d1)(a2,b2,627d2)
= a(q1)a(q).

Lisiiksi ykkénen kvaternioiden joukossa H on alkio 1 ja vastaavasti avaruudessa R*
alkio (1,0,0,0), ja néille alkioille patee

a(1) —g( B ﬂ ) — (1,0,0,0).

Siten kuvaus « on méiritelmédn A.5 mukaan bijektiivinen rengashomomorfismi eli
rengasisomorfismi. O

Edelld osoitetun lauseen nojalla kvaternioiden matriisi- ja R*- esitysten mééritel-
mét ovat samat. Néin ollen néitd madritelmia voidaan kayttaa jatkossa rinnakkain.

3.3. Kvaternioiden ominaisuuksia

Téssé aliluvussa tarkastellaan kvaternioiden ominaisuuksia kvaternioiden matrii-
siesitystd kayttden. Aliluvun aikana havaitaan, ettd monet kompleksiluvuille méaéari-
tellyt ominaisuudet voidaan yleistdd kvaternioille.

Kompleksilukujen yhteydessd méiriteltiin kompleksikonjugaatti 7 = a — ib. Vas-
taavasti kvaternioille voidaan méaritella kvaterniokonjugaatt.

MAARITELMA 3.20. Olkoon ¢ = al + bi + ¢j + dk kvaternio. T&ll6in kvaternion ¢
kvaterniokonjugaatti on
qg=al —bi—cj—dk.

Kvaterniokonjugaatin matriisiesitysté ei saada kuitenkaan suoraan ottamalla komp-
leksikonjugaattia jokaisesta matriisin alkiosta, vaan kvaterniokonjugaatin matriisiesi-
tys muodostetaan seuraavan lauseen kuvaamalla tavalla.

LAuse 3.21. Olkoot q kvaternio ja q sitd vastaava kvaterniokonjugaatti. Kvater-
niokonjugaatin ¢ matriisiesitys ¢ = al — bt — cj — dk saadaan ottamalla kompleksi-
konjugaatti jokaisesta transponoidun matriisin q° alkiosta.
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Tobi1sTus. Olkoon kvaternio

a+di —b—ci

b—ci a—di|’
misséd a, b, c,d € R. Télloin transpoosin mééaritelmén A.11 nojalla kvaternion matrii-
siesityksen transpoosi on

r_|a+di b—ci
T = \-b—ci a—dil|

Otetaan kompleksikonjugaatti jokaisesta matriisin g7 alkiosta, jolloin tuloksena saa-
daan matriisi

a—di b+ci_10_b0—1_ O—i_diO

—b4ci a+di| [0 1 1 0| =i o 0 —i|
Saatu matriisi voidaan kirjoittaa mééaritelmén 3.5 mukaan edelleen muodossa al —
bi — cj — dk, joka on tasmaélleen kvaternion ¢ kvaterniokonjugaatti g. U

Aiemmassa luvussa néytettiin, ettd kahden kompleksiluvun summan konjugaat-
ti on sama kuin kahden kompleksiluvun konjugaattien summa. Vastaava tulos pétee
my0s kvaterniokonjugaattien yhteenlaskulle. Sen sijaan kompleksilukujen tulon kon-
jugaatille patevad tulosta (katso lause 2.4) ei voida suoraan yleistda kvaternioille.

LAUSE 3.22. Olkoon ¢ = a11+b1t+ c13+ dik ja ¢ = as 1 + bat + co3+ dok kaksi
kvaterniota. Tdlloin pdtee
1) @+ e=7+a,
(2) 1@z =% @
TobpisTus. Osoitetaan kvaterniokonjugaattien tuloa koskeva kohta (2), yhteen-
laskua koskeva kohta (1) saadaan vastaavasti. Olkoot kvaterniot

o =B . | =B
Q1—|:ﬂ_i 04_11] JaQQ—{ﬂ—i a_;}

kuten huomautuksessa 3.6. N&itd kvaternioita vastaavat kvaterniokonjugaatit ovat

lauseen 3.21 nojalla
[T A [ B
' _—51 aq ? —f2 g’
Edelleen kvaterniokonjugaattien gz ja g7 tulo on mééritelmén 3.11 mukaan
(@ ar—Bb @b+ 1
|32 a1 — i — a1 + asoy
Tarkastellaan seuraavaksi kvaternioiden tulon konjugaattia eli gygz. Méaritelmén 3.11
nojalla kvaternioiden tulon transpoosi on
(q1g2)T = [ aray — P12 5_1_% + a1 B2 }
—a1f — by —Pif2 + a1 az
Nyt ottamalla jokaisesta transponoidun matriisin (q;q2)? alkiosta kompleksikonju-
gaatti saadaan tuloksena lauseen 3.21 nojalla kvaternioiden tulon konjugaatti eli

| apan — BB Bras +aifs
G192 = | — — —| >
—a1f — Py —B1B2 + 10 0

@@=
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joka voidaan lausetta 2.4 kdyttden kirjoittaa muodossa

arag —Bife P+ anfo
—oq o — By =B + aran

Koska kompleksilukujen tulo on kommutatiivinen, niin saadaan g3 ¢1 = q1¢s. O

q192 =

Kvaterniokonjugaatista siirrytdan tarkastelemaan kvaternion modulia. Komplek-
silukujen tavoin myos kvaternioille voidaan méaéritelld moduli |g|, joka kertoo kvater-
nion etéisyyden origosta.

MAARITELMA 3.23. Olkoon ¢ = al + bi + ¢j + dk kvaternio. T&ll6in kvaternion ¢
itseisarvo eli moduli on reaaliluku

lq| = Va2 + b2 + c2 + d2.

Kompleksilukujen yhteydessé todettiin myos, ettd kompleksiluvun modulin nelio
on sitd vastaavan matriisin determinantti. Vastaava tulos patee myos kvaternioiden
tapauksessa, toisin sanoen kvaternion modulin nelié voidaan mééritellda myos kvater-
niota vastaavan matriisin determinanttina.

LEMMA 3.24. Olkoon kvaternio ¢ = a1+ bi+ cj+ dk. Tdlloin
|q|* = detq.

Edella esitetty aputulos on lyhyt todistaa kdyttden méaaritelmas 3.23, determi-
nantin méiritelmas A.9 seké tietoa i2 = —1, joten todistus ohitetaan. Osoitetaan sen
sijaan seuraava yleisempi lause.

LAUSE 3.25. Olkoot kvaterniot ¢ = al+bi+cj+dk,q = a1 1+ b1+ c13+ dik ja
o = a» 1+ bg’&+ 02j+ dzk Talloin
(1) q7 = det g1 = |g|*1,
(2) |qrge| = la1]gzl-

TobI1sTUS. Olkoon kvaternio

o _f]
C_I:B a

missd a = a+di ja B = b+ci. Lauseen 3.21 mukaan kvaternion g kvaterniokonjugaattia
vastaa matriisi )
B
Q@

__|a
Q—__ﬁ |

Siten maéaritelmad 3.11 kdyttden saadaan, ettd kvaternion ¢ ja sen kvaterniokonju-
gaatin tulo on

i — _0@4—53_ gﬁ—f&} _ |:Oéa+53 _0 |
fa—af B+ aa 0 aa + (B
Edelleen hyddyntamilld tietoa i2 = —1 sekéi midritelmid 2.2 saadaan, etti
aa+ 8 = (a+ di)(a — di) + (b+ ci) (b — ci)
=a*+d*+ b+
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Néin ollen kvaternion ¢ ja sen kvaterniokonjugaatin tuloa vastaa mééritelmén 3.5
nojalla matriisi

_ {a2+b2+02+d2 0

_ (2 12, 2 2
qq = 0 a2+b2—|—62—}-d2}_<a +b° 4+ ¢ 4+ d°)1.

Nyt kiyttadmillid lemmaa 3.24 saadaan ¢g = det g1 = |¢|*1.
Osoitetaan vield, ettd kahden kvaternion tulon moduli on sama kuin kahden kva-
ternion modulien tulo. Olkoot

ar =P . ar —5
= —_ _ a = —_— _
o [51 Qi } e {51 aq }
kaksi kvaterniota. Télloin kvaternioiden tulo on méaritelmén 3.11 nojalla
s = [241052 - ﬁl@ —afy — 5106_2}
Brag +aify —f1f2 + aran

Siten lemmaa 3.24 ja kompleksilukujen tulon kommutatiivisuutta kdyttden saadaan,
ettd kvaternioiden tulon modulin nelié on

[1¢2” = det(q1g2)
= (mag = 12)(=Bif2 + @1 @) — (Brag + a1 Bo)(—ufy — i)
= Q10901 T3 + 182 1y + Praofiaz + a1 Facn B
ja kvaternioiden modulien tulon nelié on

(lalla2))* = la1]*|azl”
= (det ¢1)(det g2)
= (1@ + B1 1) (2t + B2B:)
= 100 O3 + P12 Pifa + Braefias + ay Bacui fa.

Nyt huomataan, etti |q1q2|> = (|q1]|q2|)? ja ottamalla tésté nelidjuuri puolittain saa-
daan |q1¢2] = |q1]] 2] u

Edella osoitettuja tuloksia kidyttden saadaan seuraava lause.

LAUSE 3.26. Olkoot kvaterniot q; = a1 1+bit+c13+d 1k ja go = as 1+boi+coj+dok
sekd niitd vastaavat kvaterniokonjugaatit g7 ja qz. Tdlloin pdtee

(1¢2)(1G2) = (det q1q2) 1 = (det q1 - det ¢2) 1 = (1q1)(¢2%2) = 01(42G2) 1

TobisTus. Lausetta A.10 kdyttiden voidaan matriisien ¢; ja go tulon determinant-
ti kirjoittaa matriisien determinanttien tulona eli

(det q1g2)1 = (det ¢y - det gz)1.
Koska méiritelmén 3.15 nojalla matriisi 1 on tulon neutraalialkio, niin saadaan
(det gy - det ¢2)1 = (det g1)1 - (det go)1.

Edelleen lauseen 3.25 mukaan kvaternion ja sen konjugaatin tulo on sama kuin kva-
terniota vastaavan matriisin determinantin ja matriisin 1 tulo, joten (¢1¢2)(1g2) =
(det g1g2)1 ja (det ¢1)1-(det ¢2)1 = (¢1G1)(g2G2)- Yhdistamélla edelld osoitetut saadaan

(192)(1%2) = (det q1g2)1 = (det q; - det g2)1 = (det q1)1 - (det g2)1 = (q1q7)(q2G2)-
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Osoitetaan vield, ettd (¢1G1)(¢2q2) = ¢1(¢2G2)q1- Kayttamailla ylld osoitettua ja lausetta
3.22 saadaan

(7)) (2®) = (102) (%) = (142) (@ T1) = 1(02G2)T1.-
O

Aiemmassa luvussa todettiin, ettd jokaisella kompleksiluvulla on ké#nteisalkio
yhteen- ja kertolaskun suhteen. Vastaavasti myos jokaisella kvaterniolla on kéa#ntei-
salkiot nédiden peruslaskutoimitusten suhteen.

LAUSE 3.27. Olkoon kvaternio ¢ = al+ bi+ cj+ dk. Tdlloin kvaternion kddantei-
salkio yhteenlaskun suhteen on

—q=—al—bi—cj— dk,
joka toteuttaa yhtdlon q + (—q) = 0. Lisdksi jos kvaternio q on nollasta eroava, niin
talloin kvaterniolla on yksikdsitteinen kertolaskun kddnteisalkio
1
—1

U o iprege iz a-db,

jolle pitee qq~! = 1.

TobisTus. Olkoot kvaterniot ¢, —¢q ja ¢~! kuten lauseessa 3.27. Osoitetaan ensin,
ettd —q on yhteenlaskun ki#nteisalkio. M&éritelmén 3.5 nojalla kvaterniot ¢ ja —¢q
voidaan esittdd muodossa
a+1id —b—ic g —a—1d b+ic

b—ic a—id|? = | —b+ic —a+id|"

Edelleen laskemalla ndmé matriisit yhteen saadaan g + (—¢) = 0.
Osoitetaan vield, ettd ¢—! on kertolaskun kisinteisalkio eli pitee gg—! = 1. M&éri-
telmén 3.23 nojalla det(q) = a?+b*+c*+d? jalauseen 3.21 nojalla g = al—bi—cj—dk.

Siten voidaan merkita .
-1

~ det(g)
Koska det(g) on reaaliluku, niin lauseen A.8 mukaan reaaliluvun #(q) paikkaa voidaan
vaihtaa matriisitulossa. Tulo gg~! voidaan siis kirjoittaa muodossa
1 1 1
det(q)”  det(q)

Edelleen lauseen 3.25 kohdan (1) mukaan ¢gg = det(q)1, joten néin ollen

q.

q

aq.

qq

1
-1 o d t ]_ = ]_
qq der(g) % (9)

O

Siirrytéddn tarkastelemaan reaalikvaternioita. Osoitetaan, ettd reaalikvaterniot muo-
dostavat kvaternioiden kertolaskuryhmén keskuksen, minké todistamiseksi tarvitaan
seuraava aputulos.

LEMMA 3.28. Olkoon kvaternio q = al + bi+ cj+ dk. Tdlloin
(1) jos gk = kq, niin b=c =0,
(2) jos qi = 1iq, niin ¢ = d = 0.
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ToDISTUS. Osoitetaan lauseen kohta (1), kohta (2) saadaan vastaavasti. Olete-
taan, ettd gk = kq. Nyt kvaternio g voidaan mééritelmén 3.5 nojalla kirjoittaa muo-
dossa

o lb—ci a—di

B {a—i—dz’ —b—cz’]

missé a, b, ¢, d € R. Lasketaan tulot gk ja kg, jolloin saadaan

a+ di —b—cz‘] {z 0]_[az’—d bz’—c]

qk:{b—cz’ a—di| |0 —i|  |bitc —ai—d

ja
K |t Olla+di =b—ci| |ai—d —bit+c
=10 —il|lb—ci a—di| |=bi—c —ai—d|"

Oletuksen nojalla gk = kgq, joten tulomatriisien gk ja kq alkioiden on oltava samat.
Siten bi — ¢ = —bi + ¢ ja bi + ¢ = —bi — c. Edelleen koska a, b, ¢ ja d ovat reaalilukuja,
niin saadaan b = ¢ = 0. U

LAUSE 3.29. Reaalikvaterniot muodostavat kvaternioiden kertolaskuryhmdn kes-
kuksen.

TobisTus. Olkoot reaalikvaternio

ja mielivaltainen kvaternio

{a—i—dz’ —b— cz']

b—ct a—di

misséd a, b, c,d,e € R. Osoitetaan ensin, ettd rq = qr kaikilla ¢ € H eli toisin sanoen
r kuuluu kvaternioiden kertolaskuryhmén keskukseen. Nyt

__|ea+edi —eb— eci
leb—ect ea—edi

ja
_— [ae +der —be — cez}

be —cei  ae — dei

Koska kompleksilukujen tulo on kommutatiivinen, niin saadaan rq = ¢r. Siten reaa-
likvaternioiden joukko kuuluu kvaternioiden kertolaskuryhmén keskukseen.
Osoitetaan vield, ettd kvaternioiden kertolaskuryhmén keskus on tésmaélleen re-
aalikvaternioiden joukko. Oletetaan, ettd r = el + fi + gj + hk on kvaternio ja etté
kaikille kvaternioille ¢ = al 4 bi 4 ¢j + dk pétee rq = gr. Koska oletuksen nojalla
kaikki kvaterniot ovat kommutatiivisia kvaternion r kanssa, niin myo6s peruskvater-
nioille k,i € H pétee rk = kr ja ri = ir. Télloin lemman 3.28 mukaan on oltava
f =g = h =0, mikd tarkoittaa médritelman 3.2 nojalla tdsmélleen sité, ettd r on
reaalikvaternio. Liséksi selvésti reaalikvaternioiden joukko on kvaternioiden joukon
osajoukko. Néain ollen ryhmén keskuksen méaritelmén A.3 mukaan reaalikvaterniot
muodostavat kvaternioiden kertolaskuryhmén keskuksen. 0
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Nyt on madritelty kvaternioiden summa ja reaalikerta sekd monia laskusdantojéa
ndiden laskutoimitusten suhteen. Huomataan, ettd monet néistd summaa ja reaali-
kertaa koskevista sddnnoista ovat vektoriavaruudelta (katso mééritelmé A.16) vaadit-
tavia ehtoja. Jatkossa kvaternioiden joukko oletetaankin vektoriavaruudeksi, mutta
tdsméllinen todistus sivuutetaan.

HuomAuTUs 3.30. Kvaternioiden joukko H muodostaa vektoriavaruuden, jonka
kanta on {1,1,j,k}.

Tama edelld esitelty vektoriavaruus on varustettu normilla, joka on esitetty méa-
ritelméssd 3.23. Lisdksi vektoriavaruuden aliavaruuksia ovat kvaternioiden joukon
osajoukot eli reaalikvaternioiden joukko Re(H) ja puhtaiden kvaternioiden joukko
Im(H). Vektoriesitystd kiyttden puhtaille kvaternioille voidaan méaritellé sisé- ja ris-
titulo.

MAARITELMA 3.31. Olkoot puhtaat kvaterniot u = uqi + usj + usk ja v = v1i +
voj + vsk. Talloin mééritellaédn kvaternioiden sisdtulo

UV = UV + UV + U3V3,

ja ristitulo

i j k
UXV=|U Uy U3 = (’LL2U3 — U3U2)i — (U1U3 — U3’U1)j —+ (U1U2 — u2U1)k.
V1 Uy U3

Lineaarisesta algebrasta ja geometriasta muistetaan, ettd jos u @ v = 0, niin vek-
torit u ja v ovat ortogonaaliset eli u L wv. Vastaavasti jos u x v = 0, niin vektorit
u ja v ovat yhdensuuntaiset, jota merkitdén u || v. Kvaternioiden joukon muodosta-
man vektoriavaruuden ominaisuuksia sekéd puhtaiden kvaternioiden sisa- ja pistetulon
médritelmié tullaan hyodyntdméain myohemmin tutkielman luvussa 4.



LUKU 4

Kvaternioiden yhteys avaruuden rotaatioihin

Kuvaterniot-luvusta muistetaan, ettd kvaternioiden joukko H on neliulotteinen vek-
toriavaruus (katso huomautus 3.30) ja ettd kuvaus a: H — R* a(al +bi+ cj+ dk) =
(a,b,c,d) on lineaarinen isomorfismi (katso lause 3.19). Naméa tulokset mielessd pi-
tden ldhdetddn tarkastelemaan avaruuden kiertoja kvaternioiden avulla. Luvun péa-
lahteend kiytetddn R. P. Burnin kirjaa Groups: A Path to Geometry [1, s.180-183] ja
ensimmaista alilukua lukuunottamatta luku etenee paédsdantoisesti tdmén kirjan mu-
kaisessa jarjetyksessd. Burnin kirjan ohella ldhteend toimii John Stillwellin teos Naive
Lie Theory [11, s.14-18].

Ensimmaisessd aliluvussa esitetddn méadritelma kolmiulotteisen reaaliavaruuden
kierroille ja tarkastellaan niitd kiertoja lyhyesti esimerkkien avulla. Avaruuden R3
kierroista siirrytédn tarkastelemaan kvaternioiden konjugointikuvausta ja sen ominai-
suuksia. Puolestaan pro gradun viimeisessé aliluvussa kootaan yhteen kaikki edell&
esitetyt tulokset ja niitd kédyttden osoitetaan, ettd kolmiulotteisen avaruuden kierrot
voidaan esittid kvaternioina. Titd kvaternioiden ja avaruuden R? viilistd yhteytti
havainnollistetaan liséksi esimerkkeilla.

4.1. Avaruuden rotaatiot

Tissé aliluvussa tarkastellaan lyhyesti avaruuden R? rotaatioita, jotta kolmiulot-
teisen avaruuden kierrot ovat tutut ennen seuraaviin alilukuihin siirtymista. Aluksi
lukija johdatellaan avaruuden rotaatioihin luvussa 2 esitetyn tason kiertojen avulla.
Tamén jélkeen esitellddn avaruuden kiertojen madritelmé ja havainnollistetaan néitéa
kolmiulotteisen avaruuden rotaatioita yksinkertaisilla esimerkeill.

Aiemmin luvussa 2 tarkasteltiin tason R? kiertoja. Tilloin kierroksi midriteltiin
kuvaus Ry: R? — R?, joka kuvaa tason kantavektorit e; ja ey vektoreiksi e; cos @ —
e sinf ja e sin 4 e, cos 0. Siirryttiessi tason kierroista avaruuden R? kiertoihin tar-
vitaan liséksi kiertoakseli, joka pysyy paikallaan. Tamén kiertoakselin kohtisuorassa
komplementissa tason kiertokuvaus Ry toimii luonnollisesti avaruuden R? kiertona.
Avaruuden kierroille 16ytyy useita erilaisia méaritelmid ja seuraavaksi esitetdén eréds
maédritelméa néille kierroille.

MAARITELMA 4.1. Lineaarinen isometria R, ¢: R?* — R? on kierto, jos on olemas-
sa ortonormaalikanta {u,v,w} siten, ettd

Ry p(u) = u,
Ry 9(v) =vcosh —wsinb,
R

wo(w) = vsinb 4+ w cos b,
missé 0 € R.
29
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Luvussa 2 maéériteltiin tason kiertokuvaukselle Ry matriisiesitys

cosf —sinf
Ry = {sin@ cos }

My6s avaruuden rotaatiot voidaan esittdéd 3 x 3 -matriiseina, jotka ovat kuitenkin huo-
mattavasti monimutkaisempia kuin tason kiertomatriisit. Ndin ollen téssa yhteydessé
ei esitetd avaruuden kierron yleistd matriisiesitysté, vaan sen sijaan tarkastellaan sel-
laisten kiertojen matriisiesityksié, missé kierto suoritetaan jonkin koordinaattiakselin
suhteen eli x-, y- tai z-akselin suhteen. Téllaisia kolmiulotteisen avaruuden kiertoja
kutsutaan peruskierroiksi. Kiertoa kulman 6 verran vastapéivéiin koordinaattiakselin
x suhteen vastaa matriisi

1 0 0
R,p= |0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Téssé peruskierrossa R, ¢ x-akseli pysyy siis paikoillaan ja ainoastaan yz-tasoa kier-
retdin kulman 6 verran vastapéiviaan akselin x suhteen. Alaindeksi x kertoo, mink&
koordinaattiakselin suhteen tason kierto tapahtuu ja € ilmaisee, kuinka paljon tasoa
kierretddn. Vastaavasti kuin kierto x-akselin suhteen, voidaan myds kierrot y- ja z-
akselien suhteen ilmaista matriiseina. Kiertoa kulman 6 verran vastapaiviadn z-akselin
suhteen, missé kierretddn xy-tasoa, kuvaa neliomatriisi

cosf) —sinf O
R.p= |sinf cosf O
0 0 1

Puolestaan xz-tason kiertoa kulman 6 verran vastapiividn y-akselin suhteen vastaa
matriisi
cosf# 0 sinf
Ry o= 0 1 0
—sinf 0 cos6
Havainnollistetaan seuraavaksi niitd peruskiertoja kahdella yksinkertaisella esi-
merkilla.

ESIMERKKI 4.2. Kierretidén yz-tasoa 180 astetta vastapaividn x-akselin suhteen.
Téatéa peruskiertoa vastaa matriisi

1 0 0 1 0 0
Ry 1800 = [0 cos180° —sinl80°| = |0 —1 0
0 sin180°  cos180° 0 0 -1

Jos nyt avaruuden R? vektorille (1,1, 1) halutaan suorittaa timé peruskierto R, 1s0e,
niin se saadaan kertomalla vektoria (1,1, 1) vastaavaa matriisia vasemmalta perus-
kiertomatriisilla 2, 1500 eli

1 1 0 0]/t 1
Roisoe |1] = [0 =1 0| |1| = |-1
1 0 0 —1| |1 ~1

Néin ollen saadaan, ettd vektorin (1,1,1) kiertoa vastaa vektori (1,—1,—1). T&t4
kiertoa havainnollistetaan kuvassa 4.1.
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).

(1.1, 1)

N
\{1_-1_-1}

Kuva 4.1. Peruskierto R, 150- vektorille (1,1,1).

ESIMERKKI 4.3. Kierretddn xz-tasoa y-akselin suhteen 270 astetta vastapaivéan,
jolloin tété kiertoa vastaavaksi matriisiksi saadaan

cos270° 0 sin270° 0 0 —1
Ry72700 = 0 ]. O — 0 1 O
—sin270° 0 cos270° 1 0 0
Edelleen jos nyt vektorille (2,4,6) € R3 suoritetaan timi peruskierto, saadaan
2 00 —1] 12 —6
Ry,2700 4 — O ]. 0 4 — 4:
6 1 0 0 6 2

Siispa peruskierto R, a70- kiertdd vektorin (2,4, 6) vektoriksi (—6, 4, 2).

Kuten edelld todettiin, ei avaruuden rotaatioiden késittely ole kovinkaan yksinker-
taista, silld muun muassa niiden matriisiesitys on monimutkainen. Seuraavien aliluku-
jen aikana tullaan kuitenkin huomaamaan, ettd kvaternioiden konjugointikuvauksen
avulla naiden kiertojen tarkastelu helpottuu huomattavasti.

4.2. Kvaternioiden konjugointikuvaus

Seuraavaksi esitetddn ja todistetaan tuloksia, joita tarvitaan kun avaruuden ro-
taatioita késitellddn kvaternioiden avulla. Erityisesti tutustutaan kvaternioiden kon-
jugointikuvaukseen ja sen ominaisuuksiin. Lopuksi nédytetddn, kuinka konjugointiku-
vaus voidaan tulkita isometriana reaalisessa kolmiulotteisessa avaruudessa.
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Maaritelladn aluksi kvaternioiden konjugointikuvaus. Myohemmin tullaan huo-
maamaan, ettd tdméa kuvaus on hyvin oleellinen kolmiulotteisen reaaliavaruuden kier-
tojen késittelyssa.

MAARITELMA 4.4. Olkoot kvaternio ¢ # 0. Kuvausta g,: H — H,

oi(q) =t 'qt,

kutsutaan konjugointikuvaukseksi kvaternion ¢ suhteen.

HuomAuTUs 4.5. Mikéli asiayhteydestéd kay selvésti ilmi konjugointikuvauksen
kvaternio ¢, niin merkitd&n o := g;.

Néytetddn seuraavaksi, ettd lemman 3.18 kuvauksen «, edelld mééritellyn konju-
gointikuvauksen p ja kuvauksen a kaddnteiskuvauksen yhdistetty kuvaus on lineaarinen
bijektio. Osoitetaan kuitenkin ensin konjugointikuvausta koskeva aputulos.

LEMMA 4.6. Konjugointikuvaus o: H — H, o(q) = t~'qt, on lineaarinen bijektio.

TobisTus. Olkoot kvaterniot ¢, q; ja ¢ seké reaaliluku A. Osoitetaan ensin, ettd
konjugointikuvaus ¢ on lineaarikuvaus. Lauseen 3.17 nojalla kvaternioiden tulo on
distributiivinen vasemmalta ja oikealta, joten saadaan

olgi + @) =t g1 + @)t =t gt +t ' got = o(q1) + 0(qo).

Siten kaikille q1, g2 € H pitee, ettd o(q1 + q2) = 0(q1) + 0(gz2). Osoitetaan vield, etta
0(Aq) = Ao(q) kaikille A € R. Nyt lauseen 3.29 mukaan reaalikvaterniot muodostavat
kvaternioiden kertolaskuryhmén keskuksen, joten

o(Aq) =t 1 (A\g)t = 71 (\ql)t = A1t gt = Mt gt = No(q).

Néin ollen konjugointikuvaus on lineaarikuvaus.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd kuvaus p on bijektio. Koska lineaarikuvaus on bijektio,
jos se on injektio tai jos se on surjektio, niin riittda osoittaa kuvauksen ¢ : H — H
injektiivisyys. Oletetaan, ettd o(q1) = o(q2) eli t 11t = t~'got. Nyt kertomalla yht#lon
molempia puolia ensin vasemmalta kvaterniolla ¢ ja sitten oikealta kvaterniolla ¢—*
saadaan 1¢;1 = 1¢o1 eli ¢4 = ¢o. Siten konjugointikuvaus on injektio ja edelleen
bijektio. 0

Nyt tédta aputulosta kdyttden voidaan edelleen osoittaa seuraava yhdistetty kuvaus
lineaariseksi bijektioksi.

LAUSE 4.7. Olkoot kuvaus o: H — R* kuten lemmassa 3.18 ja kuvaus o: H — H
kuten mddritelmdssd 4.4. Tdlldin yhdistetty kuvaus To(0): R* — R4,
T.(0) =aogoa,
on lineaarinen bijektio.
TobisTus. Lauseen 3.19 nojalla kuvaukselle o pétee

alqr + q2) = a(q) + a(q)

kaikilla ¢;, go € H. Puolestaan mééaritelmia 3.9 ja 3.13 seké kuvauksen o isomorfisuut-
ta kiyttden saadaan, ettd kaikilla A € R ja ¢ € H pétee yhtélo

a(Ag) = a(Aal + \bi + Acj + Mdk) = Aa(al + bi+ ¢j + dk) = A(a, b, ¢,d) = Aa(q).



4.2. KVATERNIOIDEN KONJUGOINTIKUVAUS 33

Siten kuvaus « on lineaarinen, joten myos kiinteiskuvaus o' lineaarikuvaus. Lisiiksi
edelld osoitetun lemman 4.6 mukaan kuvaus ¢ on lineaarikuvaus. Koska lineaariku-
vausten yhdistetty kuvaus on lineaarikuvaus, saadaan ettd kuvaus T, (0) = aogoa™?
on lineaarikuvaus. Osoitetaan vield, ettd yhdistetty kuvaus T, (g) on bijektio. Lem-
moja 3.18 ja 4.6 kiyttien voidaan todeta kuvausten «, o ja a~! olevan bijektioita.
Edelleen saadaan, ettd niiiden bijektioiden yhdistetty kuvaus T,(g) = a0 goa™! on

bijektio. Havainnollistetaan téata todistusta vield seuraavalla kuvalla.
H——H

e} «

R4 T (@) R4

d

Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan konjugointikuvausta p puhtaiden kvater-
nioiden Im(H) joukossa. Y14 osoitettiin, ettd konjugointikuvaus o kvaternioiden jou-
kossa H on lineaarinen bijektio. My6s puhtaiden kvaternioiden joukossa konjugointi-
kuvaus on bijektio, miké osoitetaan seuraavan lemman jélkeen.

LEMMA 4.8. Konjugointikuvaus ¢ kuvaa reaalikvaterniot reaalikvaternioiksi.

TopisTus. Olkoon ¢ € Re(H) ja téllsin o(q) = t'qt. Koska lauseen 3.29 no-
jalla reaalikvaterniot muodostavat kvaternioiden kertolaskuryhmén keskuksen, niin
saadaan

olg)=tgt=qt 't =ql =q.

LAUSE 4.9. Kuvaus ¢: Im(H) — Im(H), o(q) = t~'qt on bijektio.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd kuvaus o kuvaa todella puhtaat kvaterniot puh-
taiksi kvaternioiksi. Aiemmassa lemmassa 4.8 osoitettiin, ettd kuvaus ¢ kuvaa reaa-
likvaterniot reaalikvaternioiksi. Tuosta lemmasta, kuvauksen o lineaarisesta isomor-
fisuudesta ja huomiosta Im N Re = {0} seuraa, ettd myos o : Im(H) — Im(H), silld
Re(H) on kvaternioiden joukon H aliavaruus.

Nyt voidaan néyttéd, ettd kuvaus o on bijektio puhtaiden kvaternioiden joukossa.
Vastaavasti kuin lemmassa 4.6 saadaan osoitettua kuvauksen ¢ : Im(H) — Im(H)
lineaarisuus. Lisdksi saman lemman nojalla kuvaus o : H — H on injektio ja tiedetéén,
ettd Im(H) C H, joten myos kuvauksen o : Im(H) — Im(H) on oltava injektio. N&in
ollen kuvaus p puhtaiden kvaternioiden joukossa on lineaarikuvaus ja injektio, eli se
on bijektio. 0

Luvussa 3 néytettiin, etté kuvaus o kvaternioiden joukolta H avaruuteen R* on
rengasisomorfismi. Vastaava tulos pitee kuvaukselle, joka kuvaa puhtaat kvaterniot
Im(H) reaaliavaruuden R? pisteiksi.

LAUSE 4.10. Kuvaus 3: Im(H) — R3,
B(bi+ cj+ dk) = (b, c,d)

on rengasisomorfismi.
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Lauseen todistus menee vastaavasti kuin lemmassa 3.18 ja lauseessa 3.19, joten tés-
méllinen todistus sivuutetaan. Nyt lauseen nojalla puhtaiden kvaternioiden matriisi-
ja R3 -esityksié voidaan kiyttid jatkossa rinnakkain. Liséksi edelld osoitettua lauset-
ta kiyttiden saadaan, ettd kuvauksien 3,0 ja S~! yhdistetty kuvaus on lineaarinen
isomorfismi.

SEURAUS 4.11. Yhdistetty kuvaus Ts(o): R? — R3,
Ts(0) = Booop™

on lineaarinen isomorfismi.

TopisTus. Edelld esitetyn lauseen 4.10 nojalla kuvaus 3: Im(H) — R? on line-
aarikuvaus, joten myos sen kiifinteiskuvaus 37!: R® — Im(H) on lineaarinen. Koska
lemmassa 4.6 naytettiin kuvauksen p: H — H lineaarisuus, niin edelleen lineaariku-
vausten yhdistetty kuvaus Ts(g) = S0 go 37! on lineaarinen. Lisiiksi lauseiden 4.9
ja 4.10 nojalla kuvaukset o, 3 ja S~! ovat injektioita, joten myos niiden yhdistetty
kuvaus Tj(p) on injektio. Kuvaus Tj(p) on siis lineaarinen injektio R* — R? ja siten
kuvaus on lineaarinen isomorfismi. Vastaavasti kuin lauseen 4.7 todistuksessa, myos
tatd todistusta voidaan havainnollistaa alla olevalla kuvalla.

Im(H) —— Im(H)

O

Aliluvun lopuksi naytetéian vield, ettd konjugointikuvaus puhtaiden kvaternioiden
joukossa Im(H) voidaan itse asiassa tulkita avaruuden R? isometriana. Osoitetaan en-
sin kuitenkin yksinkertaisempi tulos, jonka mukaan puhtaiden kvaternioiden joukossa
konjugointikuvaus o on isometria. Itse asiassa konjugointikuvaus o koko kvaternioi-
den joukossa H on isometria, mutta téssa yhteydessa riittdéd tarkastella konjugointi-
kuvauksen rajoittumaa puhtaiden kvaternioiden joukkoon Im(H).

LEMMA 4.12. Olkoot kvaterniot q ja t # 0. Tdlloin
(t™'qt)(t"'qt) = qq.

Tobistus. Lauseen 3.25 nojalla gqg = det ¢1. Koska determinantti on reaaliluku,
niin determinanttien tulolle piatee kommutatiivisuus. Néin ollen lauseita A.10 ja 3.26
kayttien saadaan

o =
D
-+
~
oL
D
-+
=)
[y

Siten (t71qt)(t~1qt) = qq. O
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LEMMA 4.13. Jos q = bi+cj+dk € Im(H) ja |5(q)| = z, missd kuvaus 5: ITm(H) —
R3 on kuten lauseessa 4.10, niin
qq = 1.

ToDpISTUS. Lausetta 3.25 kiiyttden saadaan, etti gg = det ¢l = (b* + ¢ + d?)1.
Puolestaan mééritelmén 3.23 nojalla |5(q)| = x voidaan kirjoittaa muodossa = =

Vb? 4+ 2 + d?. Siten saadaan
qq = (b* 4+ + d*)1 = 2°1.
]

Nyt edelld esiteltyja lemmoja kédyttamalld voidaan osoittaa, ettd konjugointiku-
vaus puhtaiden kvaternioiden joukossa on isometria.

LAUSE 4.14. Kuvaus ¢: Im(H) — Im(H), o(q) = t~1qt on isometria, joka kiinnit-
taa origon.

TobDIsTUS. Lemman 4.6 mukaan kuvaus ¢: H — H on lineaarinen bijektio, joten
t~ Yot —t7tyt = t71(z — y)t. Lauseiden 3.25 ja 3.26 sekii lemmojen 4.12 ja 4.13 nojalla

(t ™ ot — ¢ yt|*1 = det(tH(z — y)t)1
=tz —y)t)(t "z —y)t)

= (z-y)(r -y

= |z —y[*1.
Ottamalla yhtélostd nelidjuuri puolittain, saadaan |z — y| = |o(x) — o(y)| eli kuvaus
on isometria. Lisdksi selvisti o(0) = 0, joten kuvaus kiinnittda origon. N&in ollen
kuvaus ¢: H — H on origon kiinnittdva isometria. U

Seuraavaksi osoitetaan, ettd edeltdvin lauseen tulos voidaan yleistdd kuvausten
B, 0 ja B! yhdistetylle kuvaukselle. Toisin sanoen konjugointikuvaus puhtaiden kva-
ternioiden joukossa on itse asiassa avaruuden R? isometria.

SEURAUS 4.15. Yhdistetty kuvaus Ts(0): R* — R? Ts(0) = Bo oo B! on origon
kiinnittdavd isometria.

TobisTus. Edelld lauseessa 4.14 osoitettiin, ettd konjugointikuvaus o on isomet-
ria, joka kiinnittéa origon. Osoitetaan seuraavaksi vastaavat ominaisuudet kuvaukselle
B: Im(H) — R3. Olkoot puhtaat kvaterniot q; = byi+cij+dik ja g = bai+coj +dok.
Koska lauseessa 4.10 néytettiin yhdistetty kuvaus T5(p) rengasisomorfismiksi, niin pa-
tee

B(a1) — B(g2)| = [(b1, c1,dr) — (b2, 2, do)|
= |(hi+ c1j + dik) — (boi + coj + dok)|
= |1 — gl
Lisaksi kuvaus f kiinnittéé selvésti origon, silld £(0) = (0,0, 0).
Nyt on siis osoitettu, ettd kuvaukset (3 ja o ovat isometrioita, jotka kiinnittavat

origon. Koska vastaava tulos pitee myos kuvauksen 3 kiinteiskuvaukselle S, niin
edelleen se pitee myds kuvausten 3, o ja 7! yhdistetylle kuvaukselle Tj(o). 0
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4.3. Avaruuden rotaatioiden esittdminen kvaternioina

Kahdessa edeltéavissa aliluvussa esiteltiin kvaternioiden konjugointikuvaus ja kol-
miulotteisen avaruuden rotaatiot, ja seuraavaksi lahdetdén osoittamaan yhteys nédiden
kuvausten vélilla eli toisin sanoen osoitetaan tutkielman paitulos. Téta tulosta var-
ten tarvitaan kuitenkin liuta aputuloksia, jotka kdydéén lépi aliluvun alussa. Lopuksi
padtulosta havainnollistetaan muutamalla esimerkill&.

Osoitetaan aluksi, ettd konjugointikuvaus g; pitdd imaginaariosansa virittdméan
suoran paikallaan.

LAUSE 4.16. Olkoot a,b € R,u € Im(H),t = a1+bu ja kuvaus o,: H — H, 0,(q) =
t~qt. Talloin ru = oy(ru) kaikilla v € R.

TobisTus. Olkoon kvaternio t = al+bu, missé a,b € R ja u € Im(H). Osoitetaan
ensin, ettéd talloin tu = ut. Koska reaalilukujen a ja b paikkaa voidaan vaihtaa tulossa
ja lisdksi lauseen 3.17 nojalla kvaternioiden tulo on distributiivinen vasemmalta ja
oikealta, niin saadaan

tu = (al + bu)u = alu + buu = ual + ubu = u(al + bu) = ut.

Kun nyt kerrotaan edelli osoitettua yht#lod tu = ut vasemmalta kvaterniolla ¢+
saadaan, ettd u = t~tut. Edelleen jos kerrotaan yhtilod vasemmalta reaaliluvulla r
voidaan yht#ls kirjoittaa muotoon ru = t~trut = g;(ru). O

Jatketaan kvaternioiden konjugointikuvauksen tarkastelua. Osoitetaan, ettd kon-
jugointikuvauksen maaraava kvaternio t voidaan korvata kvaterniolla s, jonka normi
on 1. Ennen tété tulosta esitetdéan kuitenkin yksi aputulos seké méaritellaan yksikko-
kvaterniot.

LEMMA 4.17. Olkoot s,t € H. Tdlldin kaikille kvaternioille q pitee t*qt = s~ 'qs
jos ja vain jos st~ € Re(H).

TobisTus. Oletetaan ensin, etti kaikille kvaternioille ¢ pitee t~1qt = s~ 1¢s. Nyt
kertomalla yhtilod vasemmalta kvaterniolla s ja oikealta kvaterniolla t~! voidaan
yhtilo kirjoittaa lausetta 3.27 kiyttien muotoon st—'q = gst~!. Edelleen lauseen
3.29 nojalla reaalikvaterniot muodostavat kvaternioiden kertolaskuryhmén keskuksen,
joten on oltava st~ € Re(H).

Oletetaan sitten, ettd st™' € Re(H). Jilleen lausetta 3.29 kiyttden saadaan
st™lq = gst™. Jos nyt kerrotaan yht#lod vasemmalta kvaternion s kiifinteisalkiol-
la ja oikealta kvaterniolla ¢, niin yht#ld saadaan muotoon ¢t~ gt = s~!gs. O

MAARITELMA 4.18. Kvaterniota ¢ = al+bi+cj+dk, missé |q| = 1, kutsutaan yk-
sikkokvaternioksi. Puolestaan puhtaaksi yksikkokvaternioksi kutsutaan puhdasta kva-
terniota ¢ = bi + ¢j + dk, jonka normi on 1.

HuomAuTUs 4.19. Jos kvaternio ¢ = al + bi 4+ ¢j + dk on yksikkokvaternio,
niin télloin pétee ¢! = g. Taméi tulos seuraa suoraan kvaternioiden kertolaskun
kédanteisalkion méaritelmésté eli lauseesta 3.27.

Nyt edelld esitettyd lemmaa ja yksikkokvaternioiden mééritelméé kayttéden saa-
daan seuraava tulos.

LAUSE 4.20. Kaikille kvaternioille t # 0 on olemassa yksikkokvaternio s siten,
etti t—tqt = s~'qs kaikilla q € H.
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TobisTus. Valitaan s = ¢/t], jolloin |s| = 1. Nyt lauseiden 3.27 ja 3.25 nojalla
t=t =1/|t|? ja tt = |t|*1, joten saadaan
t ot 1 ot 1t 1

stl=— . = . = .=
LB O 1 B A U 1 S [

Koska 1/[t| € Re(H), niin edelld osoitetun lemman 4.17 mukaan kaikille kvaternioille
q pitee t gt = s71gs, kun s = t/|t]. O

Edella siis osoitettiin, ettd konjugointikuvauksen o, méaraava kvaternio ¢ voidaan
aina korvata yksikkokvaterniolla s. Osoitetaan nyt yksi aputulos, minké avulla saa-
daan johdettua uusi esitystapa tuolle yksikkokvaterniolle.

LEMMA 4.21. Olkoot yksikkékvaternio s = a1l + bi+ cj+ dk ja 0 € R. Jos a® =
cos?(0/2), niin b* + ¢ + d* = sin*(0/2).

TopisTus. Kun a* = cos?(6/2), niin kvaternion ¢ normin nelié a® + b + ¢ + d?
voidaan kirjoittaa muodossa cos?(0/2)+b*+c*+d?. Yksikkikvaternion normin nelié on
1, joten cos?(0/2) + b* + ¢* + d* = 1. Nyt viihentdmilld yhtilon molemmilta puolilta
cos?(0/2) ja kiyttamalld trigonometriasta tuttua kaavaa sin®(6/2) = 1 — cos?(6/2)
saadaan b? + ¢ + d* = sin*(0/2). O

LAUSE 4.22. Yksikkokvaternio s = al + bi+ cj+ dk voidaan kirjoittaa muodossa
s =cos(0/2)1 + sin(0/2)u,
missd 0 € R ja u on puhdas yksikkokvaternio.
TobisTus. Oletuksen nojalla |s| = 1, joten normin médritelmia kiyttden saa-
daan a,b,c,d € [—1,1]. Néin ollen voidaan valita kulma 6/2 siten, ettd a = cos(0/2).

Lisaksi talloin 1oydetéén reaaliluvut e, f ja g, joille pitee b = sin(6/2)e, ¢ = sin(0/2) f
ja d = sin(0/2)g. Siten yksikkokvaternio s voidaan kirjoittaa muodossa

s = cos(0/2)1 + (sin(6/2)e)i + (sin(6/2) f)j + (sin(6/2)g)k
= cos(0/2)1 +sin(0/2)(ei + fj + gk)
= co0s(6/2)1 + sin(0/2)u,
kun merkitdan u = ei + fj + gk.

Osoitetaan vield, ettd puhtaalle kvaterniolle u pétee |u| = 1. Koska a = cos(60/2),
niin a? = cos?(#/2). Niin ollen lemman 4.21 mukaan on oltava b*4c?+d? = sin?(0/2).
Nyt edelld osoitetun nojalla bi + ¢j + dk = sin(6/2)u, joten saadaan

bi + cj + dk|* = | sin(6/2)ul* = sin?(0/2).
Normin laskus#éintoja kiyttden voidaan kirjoittaa |sin(0/2)ul* = |sin(6/2)*|ul* =
sin?(0/2)|ul? ja siten
sin?(0/2)|u|* = sin?(6/2).
Jakamalla nyt tdmi yhtdlo puolittain reaaliluvulla sin?(6/2) saadaan |ul?> = 1 eli
lu| = 1. O

Siirrytéddn tarkastelemaan puhtaiden kvaternioiden tuloa. Tutkielman kolmannes-
ta luvusta muistetaan, ettd kvaternioilla on myos vektoriesitys. Lisdksi tuossa luvussa
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méériteltiin puhtaiden kvaternioiden sisé- ja ristitulo (katso mééritelmé 3.31). Seuraa-
van lauseen mukaan puhtaiden kvaternioiden tulo voidaan kirjoittaa sisé- ja ristitulon
avulla.

LAUSE 4.23. Olkoot u,v € Im(H). Tdalldin puhtaiden kvaternioiden tulo on
uw=—(uev)l+uxuw.

TonISTUS. Koska aiemmin osoitettiin, ettd kuvaus §: Im(H) — R3, B(bi + ¢j +
dk) = (b, ¢, d) on isomorfismi, niin kvaternioita u ja v vastaavat avaruuden R? pisteet
(u1,us,u3) ja (v, ve,v3). Niiden pisteiden tulo on mééritelmén 3.13 nojalla piste

uwv = (uq, ug, ug)(v1, V2, v3) = (—U1V1 — UgVs — U3V3, UgV3 — UV, U V3 — Usg, U Uy — UV1 ).
Siten madritelmad 3.31 kayttden saadaan
uwv = —(ugv1 + ugvy + uzvg)l + (ugvg — uzve)i — (ugvs — u3)j + (ugve — ugvy )k
=—(uev)l +uxuwv.
O
Jatketaan puhtaiden kvaternioiden tulon tarkastelua. Jos puhtaat kvaterniot ovat

kohtisuorassa keskenéén ja toinen puhtaista kvaternioista on puhdas yksikkckvater-
nio, niin télléin ndiden kvaternioiden tulolle pétee seuraava yhtalo.

LEMMA 4.24. Olkoot u,v € Im(H) siten, ettd |u| =1 ja vewu = 0. Tdlloin

VU= X U= —uv=T0 =u" ‘v

ja siten erityisesti uvu = v.

TobisTus. Oletuksen nojalla u,v € Im(H) ja v e u = 0, joten lausetta 4.23
kayttden saadaan

vu=—(veu)l+vXxu=0vXu.
Puolestaan reaalilukujen laskusdédntojen nojalla
v X u = (Vauz — v3Up)i + (viuz — v3uy)j + (viug — voup )k
= —(u2v3 — ugv)i — (u1v3 — uzv1)j + (urv2 — uzv1)k

= —uv.

Nyt oletuksesta u € Im(H) seuraa —u = u ja ehdosta |u| = 1 saadaan v=' = u/|u|* =
u/1 = . Siten on osoitettu

VU= X U= —uv=Tv =u"v.

Kun edelld osoitettua yht#lod vu = u~'v kerrotaan vasemmalta kvaterniolla u saadaan
wvu = uu~ v eli vou = v. 0

Edellisen aputuloksen avulla voidaan osoittaa uusi esitystapa kvaternion ¢ konju-
goinnille yksikkdkvaterniolla s.

LAUSE 4.25. Olkoot v € Im(H) ja yksikkokvaternio s = cos(0/2)1 + sin(0/2)u,
missd u € Im(H) ja |u| = 1. Tdlldin ehdosta v e u =0 seuraa

s tws = (cos)v + (sinf)v x w.
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TobisTus. Koska kvaterniolle s pétee |s| = 1, niin

1 =3/|s|* =5 = cos(6/2) — sin(0/2)u.
Trigonometriasta muistetaan, etta sin(z+y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) ja cos(z+
y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y). Nyt hyodyntamilla edelld esitettyja laskukaavoja,
kvaternioiden distributiivisuutta ja lemmaa 4.24 saadaan

s tvs = (cos(0/2) — sin(0/2)u)v(cos(0/2) + sin(0/2)u)
= (cos(0/2)v — sin(0/2)uv)(cos(0/2) + sin(6/2)u)
= cos(0/2) cos(0/2)v — sin(0/2) sin(0/2)uvu + sin(6/2) cos(6/2)vu — sin(6/2) cos(6/2)uwv
= cos(0/2) cos(0/2)v — sin(0/2) sin(6/2)v + sin(0/2) cos(0/2)vu + sin(6/2) cos(0/2)vu
= (cos(0/2) cos(0/2) — sin(0/2) sin(0/2))v + (sin(0/2) cos(0/2) 4 cos(6/2) sin(6/2))vu
= cos(0)v + sin(0)v x wu.
O

Lisiiksi lauseen 4.25 tilanteessa pétee, ettd kvaterniot s~vs ja u ovat keskeni#in
kohtisuorassa.

SEURAUS 4.26. Lauseen 4.25 tilanteessa
(s7tvs) eu = 0.

TobISTUS. Lauseen 4.25 nojalla v e u = 0 ja s lvs = cosfv + sin v x u. Siten
lemmaa 4.24 ja kvaternioiden distributiivisuutta kiyttéden saadaan

(s7'ws) @ u = (cos v + sin v x u) e u
= (cosOv — sin fuv) e u

(cos 0 — sinfu)v e u

O

Kaikki edell esitetyt tulokset huomioiden pééstddan viimein osoittamaan tutkiel-
man padtulos. Osoitetaan siis, ettd kolmiuloitteisen avaruuden rotaatiot voidaan esit-
tad kvaternioiden konjugointikuvauksen avulla.

LAUSE 4.27. Olkoot s = cos(0/2)+sin(0/2)u, missi u on puhdas yksikkokvaternio.
Tilloin konjugointikuvaus os: Im(H) — Im(H), os(q) = s '¢s, on avaruuden R?
rotaatio akselin u suhteen kulman 6 verran.

Tobistus. Lauseen osoittamiseksi tulee nédyttédd, ettd puhtaiden kvaternioiden
konjugointikuvaus voidaan esittdd avaruuden R?® kiertokuvauksena ja etté avaruuden
R? kiertokuvaus voidaan esittéd puhtaiden kvaternioiden konjugointikuvauksena. To-
distuksessa hyddynnetédén lauseen 4.10 tulosta, jonka mukaan puhtaiden kvaternioi-
den matriisiesitysté ja R3 -esitysté voidaan kiyttdd rinnakkain.

Aloitetaan osoittamalla, ettd puhtaiden kvaternioiden konjugointikuvaus voidaan
esittdd kolmiulotteisen reaaliavaruuden kiertokuvauksena. Toisin sanoen nédytetéin,
ettd annettu konjugointikuvaus gs: Im(H) — Im(H) toteuttaa avaruuden rotaation
médritelmén 4.1 ehdot. Oletetaan, ettd on konjugointikuvaus g,: Im(H) — Im(H),



40 4. KVATERNIOIDEN YHTEYS AVARUUDEN ROTAATIOIHIN

0s(q) = s 1gs, missi kvaternio s = cos(6/2) + sin(6/2)q, # 0 ja g, on puhdas yksik-
kokvaternio. Olkoot liséksi ¢, € Im(H) siten, ettd g, ® ¢, = 0. Télloin siis kvaterniot
ovat kesken#ddn ortogonaaliset. Valitaan nyt kvaternio g, siten, ettd q, = qu. X qu,
ja tallsin puhtaiden kvaternioiden ristitulon mééritelmén 3.31 nojalla ¢, € Im(H).
Néitd puhtaita kvaternioita g, = w1l + usj + usk, ¢, = vl + voj + vsk ja g =
wyi+wsj +wsk vastaavat reaaliavaruuden R3 vektorit v = (uy, us, uz), v = (vy,v9,v3)
ja w = (wy, ws, ws).

Ensin tulee osoittaa, ettd konjugointikuvaus on itse asiassa lineaarinen isometria
kolmiulotteisessa reaaliavaruudessa. Aiemmin seurauksessa 4.11 nédytettiin yhdistetty
kuvaus Tj(gs) = Bogs03~ ! lineaarikuvaukseksi ja puolestaan seurauksessa 4.15 todet-
tiin yhdistetty kuvaus isometriaksi. Koska tuo yhdistetty kuvaus kuvaa avaruuden R?
pisteet edelleen avaruuden R3 pisteiksi, niin konjugointikuvaus g, voidaan tulkita li-
neaarisena isometriana avaruudessa R?. Osoitetaan sitten, ettd u, v ja w muodostavat
ortonormaalin kannan kolmiulotteisessa reaaliavaruudessa. Oletuksen nojalla ¢, e g,
eli uwev = 0, joten vektorit v ja v ovat ortogonaaliset. Liséksi kvaternio ¢, valittiin
niin, ettd ¢, = q, X ¢,. Siten w = u X v, joka ristitulon méadritelmén nojalla tarkoittaa,
ettd w L u ja w L v. Niin ollen avaruuden R? eridis ortonormaalikanta on {u, v, w}.

Seuraavaksi halutaan nayttéaa, ettd kvaternioita q,, ¢, ja q, vastaaville vektoreille
u, v ja w patee

0s(u) = u, 0s(v) =vcosh —wsinb, os(w)=vsinb + wcosb,
missd 0 € R. Lauseen 4.16 mukaan kuvaukselle os: H — H pétee rq, = 0s(rq.)
kaikilla » € R, joten selvésti konjugointikuvaus kiinnittda kvaterniota ¢, vastaavan

vektorin u. Edelleen lauseita 4.20 ja 4.22 kiyttéden saadaan, ettd kvaternio s voidaan
valita yksikkokvaternioksi. Siten lauseen 4.25 ja ristitulon antisymmetrisyyden nojalla

0s(qv) = cos(0)q, + sin(0)q, X ¢,
(1) = cos(0)q, — sin(0)q, x gy
= cos(0)q, — sin()qy.
Puolestaan lemmaa 4.24 kayttden saadaan ¢, X ¢u = QuQu, Qv = Gu X Qv = GuGv ja

Guqvqu = ¢v, joten kvaternion ¢, konjugointi kvaterniolla s voidaan kirjoittaa seuraa-
vasti

(
(
(2) (
(

Néin ollen korvaamalla yht#loissd (1) ja (2) puhtaat kvaterniot niitd vastaavilla vek-
toreilla saadaan

0s(u) = u, 0s(v) =vcosh —wsinb, ps(w)=wvsinb + wcosb,

kuten haluttiinkin. Nyt huomataan avaruuden R3 rotaation mééritelmii 4.1 tarkaste-
lemalla, ettd konjugointikuvaus gg: Im(H) — Im(H) toteuttaa avaruuden rotaatiolta
vaadittavat ehdot.

Osoitetaan sitten todistuksen toinen suunta, eli ettd kiertokuvaus R, g: R? —
R3 voidaan esittéisi kvaterniokonjugaattina. Oletetaan aluksi, ettd on kiertokuvaus
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R,p: R® — R3. Téllsin mééritelmén 4.1 nojalla on siis avaruuden R? ortonormaali-
kanta {u,v,w} siten, ettd

Ryp(u) =u, Ryp(v) =vcosf —wsinb, R,o(w) = vsinf + wcosb,

missd 0 € R. Pisteitd u = (uy, ug, uz),v = (v1,09,v3) ja w = (wy, wy, w3) vastaavat
puhtaat kvaterniot ovat ¢, = uiit+usj+usk, ¢, = vii+vsj+uvsk ja q, = wii+wsj+wsk.
Etsitdén nyt kvaternio s, jonka méérddmé konjugointikuvaus gg: Im(H) — Im(H)
vastaa annettua kiertokuvausta 2, 4.

Valitaan ensin konjugointikuvauksen ma#raavéa kvaternio s. Aiemmin lauseessa
4.16 naytettiin, ettéd jos g, on puhdas kvaternio, niin talloin konjugointi kvaterniolla
s = al+bq, pitaé kvaternion ¢, paikallaan. Nyt ¢, € Im(H), joten voidaan valita s =
al+bg,. Liséksi koska kanta {u, v, w} oletettiin ortonormaaliksi, niin |u| = 1 eli |g,| =
1. Néin ollen lauseiden 4.20 ja 4.22 nojalla s voidaan kirjoittaa yksikkckvaterniona
s = cos(0/2)1 + sin(6/2)q,.

Osoitetaan nyt, ettd konjugointikuvaus valitulla yksikkokvaterniolla s toteuttaa
vhtalst

0s(qu) = Gus 05(qw) = qu c0s(0) — qu sin(0), 0s(quw) = qusin(f) + g, cos(d).

Lauseen 4.16 nojalla ensimmaéinen yhtilé os(q,) = ¢, toteutuu. Puolestaan kaksi
muuta yhtélod saadaan, kun hyodynnetddn lausetta 4.25 ja tietoa, ettd {u,v,w} on
ortonormaalikanta. Koska avaruuden R?® eréis ortonormaalikanta on {u,v,w}, niin
pareittain kannan vektoreiden w,v ja w pistetulot ovat nollia sekd v = v X w ja
w = u X v. Erityisesti niitd kantavektoreita vastaaville puhtaille kvaternioille pétee
SUS Gy = Qu X Quy Gw = Qu X vy @ ®q, = 0,q,9q, =0 ja q,e®q, = 0. Siten vastaavasti
kuin aiemmin todistuksen kohdissa (1) ja (2) saadaan

0s(qw) = @y cos(0) — qu sin(0), 05(qw) = g sin(f) + g, cos(8).

Néin ollen 16ydettiin kvaternio s, jonka médrdama konjugointikuvaus gg: Im(H) —
Im(H) vastaa annettua kiertokuvausta R, . Toisin sanoen myos kolmiulotteisen re-
aaliavaruuden kiertokuvaus R, ¢ voidaan esittdd kvaterniokonjugaattina. U

Esitetdin seuraavaksi muutama havainnollistava esimerkki téstd avaruuden R? ro-
taatioiden ja kvaternioiden vélisestd yhteydestd. Aloitetaan yksinkertaisella esimer-
killd, missé tarkastellaan Avaruuden rotaatiot-aliluvussa esitettyé esimerkkié.

ESIMERKKI 4.28. Esimerkissi 4.2 néytettiin, ettd jos vektorille (1,1, 1) suorite-
taan peruskierto R, 1s0e, niin tuloksena saadaan vektori (1, —1, —1). Seuraavaksi sa-
ma kierto tehdddn puhtaiden kvaternioiden konjugointikuvauksen avulla edeltédvan
lauseen 4.27 kuvaamalla tavalla. Vektoria (1,1, 1) vastaa puhdas imaginaarikvaternio
i+j+k. Koska peruskierrossa I?, 1500 kierto tapahtuu x-akselin suhteen, niin valitaan
puhtaaksi yksikkokvaternioksi u = 4. Lisdksi § = 180°, joten konjugointikuvauksen
maéadradaviksi yksikkokvaternioksi saadaan

s = co0s(180°/2) +sin(180°/2)i = i.
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Edelld méaaritellyn yksikkdkvaternion s kéénteiskvaternio on huomautuksen 4.19 no-
jalla s71 =5 = cos(180°/2) — sin(180°/2)i = —i ja edelleen peruskvaternioiden kerto-
laskusaéantojen eli lauseen 3.7 mukaan saadaan
os(i+j+k)=s"(i+j+k)s

=—i(i+j+ k)i

=(1-k+ji

=i—ki+ji

=i—j—k
Néin ollen kvaternion i+j+k konjugointia kvaterniolla s vastaa siis vektori (1, —1, —1),

eli konjugointikuvauksella paadyttiin saamaan lopputulokseen kuin kiertokuvauksella
Rx,180° .

Seuraavaksi siirrytéén peruskierrosta hieman monimutkaisempaan avaruuden kier-
toon.

ESIMERKKI 4.29. Kierretddn vektoria (1,1, 1) akselin (1, —2,2) suhteen 180 astet-
ta. Talloin puhdas kvaternio ¢ = i+ j+ k vastaa vektoria (1,1, 1) ja puhdas kvaternio
u = i — 2j + 2k vastaa vektoria (1,—2,2). Aluksi huomataan, ettd |u| # 1, joten
jaetaan puhdas kvaternio v modulillaan

i—2j+2k 1
NS . s — ~(i—2j +2K).
lul 12+ (=2)2+22 3
Koska ylla lasketulle puhtaalle kvaterniolle u; pétee |u;| = 1, niin voidaan laskea
kvaternion ¢ konjugoinnin maérdava kvaternio s
1, 2, 2
= 90° in(90°)u; = =i — =j + -k.
s = c0s(90°) + sin(90°)u, sl + 3
Kvaternion s ka#dnteiskvaternioksi saadaan huomautusta 4.19 kayttéden
1. 2, 2
-1 o . o . .
= 90°) — 90 =—-i+-j— sk
s c0s(90°) — sin(90°)uy 51 + 3

Nyt lauseen 4.27 nojalla vektorin (1,1, 1) kiertoa kiertoakselin (1, —2,2) suhteen 180
astetta vastaa konjugointi

1, 2, 2 1, 2, 2
-1 . . . . . .
s(q) = = —-zi+-j—zk k)| -i—=j+=k].
o) =55 = (= g 3= k) g +a0 (i 35+ k)
Koska s7!, ¢ € Im(H), niin puhtaiden kvaternioiden sisi- ja ristitulon mééritelmis
(katso madritelméa 3.31) seké lausetta 4.23 kédyttiden saadaan
1 4, 1
1

s_q:—(s_loq)l—l—s_lXq:g—f—gi—gj—k.

Siten kvaternioiden tulon mééritelmén nojalla

1 4. 1 1. 2. 2
(LA T N(Lo2e 2
0s(q) <3+31 o )(31 3J+3)

7. 13, 5
=—i-—j— -k

9 9 9
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Téata ylla laskettua puhdasta kvaterniota vastaa kolmiulotteisen avaruuden vektori

(—g, —133, —g), joka siis kertoo vektorin (1,1, 1) kierron akselin (1, —2,2) suhteen 180

astetta.

Esitetdan vield yksi esimerkki, jossa ndytetdédn, kuinka lauseen 4.25 tulosta voi
hyodyntdd avaruuden kiertojen tarkastelussa.

ESIMERKKI 4.30. Lasketaan konjugointikuvausta gs: Im(H) — Im(H) kdyttden
kolmiulotteisen reaaliavaruuden vektorin (2, 1, —2) rotaatio, missé vektoria kierretdin
kiertoakselin (%, 2, 2) suhteen 30 astetta. Vektoria (2,1, —2) vastaava puhdas kvater-

3733
nio on v = 2i + j — 2k ja puolestaan vektoria (%, %, %) vastaava puhdas kvaternio on

u = 3i+ 2j + 2k. Konjugoinnin méériévi kvaternio s on téllsin
s = cos(15°)1 4 sin(15°)u,

jonka normiksi saadaan

= s (051 5]+ (s 5)'s (s ()
=1.

Siten kvaternio s on yksikkdkvaternio. Nyt huomataan, ettd puhtaan kvaternion u

normi on
1N\ /2% [/2\?
— — — — :1
=) < (G) - ()

joten w on itse asiassa puhdas yksikkokvaternio. Liséksi puhtaiden kvaternioiden v ja
u sisdtulolle patee

0. 112 9.2
) — R - —_ = =0().
veu 3 3 3

Néin ollen ristitulon méaéritelmén 3.31 ja lauseen 4.25 nojalla saadaan
0s(v) = cos(30%)v + sin(30°)v x u

V3

:7(21+j—2k)+%(2i—2j+k)
:(\/§i+\/7§j—\/§k)+(i—j+%k)

= (V3+1)i+ (? —Dj+ (—V3+ %)k,

ja titd puhdasta kvaterniota vastaa vektori (v/34 1, \/73 —1,—/3+ %) Siispé, vektorin

(2,1, —2) kiertoa 30 astetta kiertoakselin (3, 2, 2) suhteen vastaa vektori (vV3+1, ‘/7§ -
1,—V3+1).

Ylla osoitettiin siis puhtaiden kvaternioiden konjugointikuvaus hyodylliseksi tyo-
kaluksi avaruuden rotaatioiden késittelyssd sekd havainnollistettiin tatd esimerkein.
Edelleen kvaternioista voidaan siirtyéd oktonioiden joukkoon . Oktoniot muodosta-
vat 8-ulotteisen jakoalgebran, miké ei ole assosiatiivinen. Oktonioihin lukija voi ha-
lutessaan perehtyé lisdd esimerkiksi J. H. Conwayn ja D. A. Smithin teoksesta On
quaternions and octonions: Their geometry, arithmetic, and symmetry [2].






LIITE A
Esitietoja

Liitteessé palautellaan lukijalle mieleen joitakin peruskésitteitd ja tuloksia, joihin
tullaan viittaamaan tutkielman aikana. Esitiedot on jaoteltu nelja&n osaan: algebraan,
trigonometriaan sekd matriisi- ja vektorilaskentaan. Esitetyt madritelméat ja tulokset
pohjautuvat Tero Kilpeldisen luentomonisteeseen Yhden reaalimuuttujan analyysin
perusteet [3], Kai Rajalan kurssimonisteisiin Algebra [8] ja Algebra 1 [9] sekd Mikko
Saarijarven luentomonisteeseen Vektorilaskentaa euklidisissa avaruuksissa [10].

1.1. Algebraa

MAARITELMA A.l. Reaalilukujen a, b ja ¢ yhteen- ja kertolaskulle on voimassa
(1) a+b=b+ajaa-b=">-a (kommutatiivisuus),
(2) (a+b)+c=a+(b+c)ja(a-b)-c=a-(b-c)(assosiatiivisuus),
(3) a-(b+c¢)=a-b+ a-c (distributiivisuus).

MAARITELMA A.2. Ryhmdksi kutsutaan laskutoimituksella x varustettua epéatyh-
jéa joukkoa (G, missé laskutoimitukselle x patevit seuraavat ehdot
(1) kaikilla a, b, c € G pétee (axb) xc=ax (b*c),
(2) on olemassa neutraalialkio e € G siten, ettd e x a = a x e = a kaikilla a € G,
(3) kaikille a € G on olemassa kéénteisalkio d € G siten, ettd axd = dxa = e.

MAARITELMA A.3. Ryhmén G keskukseksi Z(G) kutsutaan joukkoa
Z(G) ={a € G: ag = ga kaikilla g € G} C G.

MAARITELMA A.4. Renkaaksi kutsutaan epétyhjia joukkoa A, joka on varustettu
kahdella laskutoimituksella ja niille laskutoimituksille ovat voimassa seuraavat ehdot
kaikilla a,b,c € A

(1) (a+b)+c=a+(b+0)
Ja+b=">b+a,
) on olemassa 04 € A siten, ettd a + 04 = a = 04 + a kaikilla a € A,
) kaikilla @ € A on olemassa d € A siten, ettd a +d = O,
)
)

a(be) = (ab)e,
(b—i—c)-ab—i—acm (a+b)c = ac + be,

(2

(3
(4
(5
(6
(7) on olemassa 14 siten, ettd a-14 = 14 - a kaikilla a € A.

MAARITELMA A.5. Olkoot renkaat A ja B. Kuvausta f: A — B kutsutaan ren-
gashomomorfismiksi, jos f(14) = 1p ja kaikilla a,b € A pétee

fla+b) = f(a) + f(b) ja f(ab) = f(a)f(b)-

MAARITELMA A.6. Olkoot renkaat A ja B. Rengasisomorfismiksi kutsutaan ku-
vausta f: A — B, joka on bijektiivinen rengashomomorfismi.

45
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1.2. Matriisilaskentaa

Kompleksiarvoiset matriisit toimivat vastaavasti kuin reaaliarvoiset matriisit [11].
Siten seuraavat laskusdinnot ja ominaisuudet patevit kompleksiarvoisille matriiseille.

LAUSE A.7. Olkoot A, B ja C kolme m x n -matriisia sekd reaaliluvut o ja [.
Tdalloin matriisien yhteen- ja kertolasku toteuttavat seuraavat sddnnot

A+ B=DB+A,

LAUSE A.8. Olkoot A, B ja C kolme matriisia, joiden yhteen- ja kertolaskut on
mddritelty. Tdlloin pdtevit seuraavat laskusddnndt

(1) (AB)C = A(BC),
(2) A(B+C)=AB+ AC,

(3) (A+ B)C = AC + BC,

(4) (aA)B A(aB) = a(AB) kaikilla reaaliluvuilla o,
(5) A1=A= 1A,

(6) A0 = A OA.

MAARITELMA A.9. Olkoot 2 x 2 -matriisi

ajp a2
A= ,
21 Q22
missé aq1, a2, o1, ase € R. Tall6in matriisin determinantiksi kutsutaan reaalilukua
aix G2
det A = = 11029 — A21013.
21 (22

LAuse A.10. Jos A ja B owvat kaksi samankokoista n X n -neliomatriisia, niin
pdtee

det(AB) = det A - det B.

MAARITELMA A.11. Olkoon m x n -matriisi A. Matriisin A transpoosiksi kutsu-
taan n X m -matriisia B = AT, missi b;; = a;; kaikilla indekseill 7 ja j.

1.3. Trigonometriaa

LAUSE A.12. Olkoot reaaliluvut x ja y. Tdlloin seuraavat yhtdlot pdtevdt
(1) (sinx)?® + (cosz)* =1,
(2) sin(z £ y) = sinx cosy + cosxsiny,
(3) cos(x £y) = cosxcosy Fsinzsiny.
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1.4. Vektorilaskentaa

MAARITELMA A.13. Kuvausta f: R" — R™ kutsutaan lineaarikuvaukseksi, jos se
toteuttaa seuraavat ehdot

(1) f(x+y) = f(x)+ f(y) kaikilla z,y € R" ja
(2) F(Az) = Af(z) kaikilla A € R ja = € R™.

MAARITELMA A.14. Olkoot joukot A ja B sekéd joukon A alkiot ay,as. Kuvaus
f:A— Bon

(1) ingektio, jos f(a1) # f(az) aina, kun a; # as,
(2) surjektio, jos jokaiselle b € B 10ytyy a € A siten, ettd b = f(a),
(3) bijektio, jos se on seké injektio ettéd surjektio.

MAARITELMA A.15. Bijektiota f: R® — R” kutsutaan isometriaksi, jos
|f(a) = f(b)| = |a — 0]
kaikilla a,b € R™.

MAARITELMA A.16. Olkoot x,y ja z kolme avaruuden R" vektoria seké reaali-
luvut « ja B. Talloin avaruutta R™ kutsutaan wvektoriavaruudeksi, jos sille péatevit
seuraavat ehdot

(

(2) z+y=y+u,

(3) v +0=ux,

(4) 2+ (—2) =0,

(5) (a+ p)r = ax + Pz,
(6) a(z +5) = az +ay,
(1) a(B2) = ().

8) 1 -z=ux.

MAARITELMA A.17. Olkoot x = (1, 9, x3) ja y = (1, Y2, y3) kaksi avaruuden R?
vektoria. Talloin vektorien x ja y sisdtuloksi kutsutaan reaalilukua

ey =T1Y1 + Tay2 + T3Y3
ja ristituloksi vektoria
T Xy = (Tays — T3y, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — TaY1)-

Sisdtulo on symmetrinen eli z @ y = y @ x, mutta ristitulo on antisymmetrinen, sill&
TXYy=—YXuT.
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LIITE B

Merkintoja

Selitys

Reaalilukujen joukko

Kompleksilukujen joukko

Kvaternioiden joukko

Peruskvaternioiden joukko {£1, +i, £j, £k}
Kompleksiluvun z = a + bi reaaliosa a € R
Kompleksiluvun z = a + bi imaginaariosa b € R
Reaalikvaternioiden joukko {al: a € R}

Puhtaiden kvaternioiden joukko {bi + c¢j + dk: b,c,d € R}
Moduli eli itseisarvo

Kompleksiluvun z = a + bi kompleksikonjugaatti
Kvaternion ¢ = al + bi 4+ ¢j + dk kvaterniokonjugaatti
Kiertokuvaus tasossa R?

Venytyskuvaus tasossa R?

Kiertokuvaus avaruudessa R?
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