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Tiivistelmé: Nesteiden virtausten mallintaminen tietokoneella on haastava ja paljon tutkittu
ongelma. Kirjallisuuskatsauksena toteutetussa tutkielmassa tarkastelen ja vertailen erilaisia
simulaatiomenetelmid keskittyen erityisesti tietokonegrafiikan sovelluksiin, joissa reaaliai-
kainen vuorovaikutus on yleinen tavoite. Menetelmét voidaan luokitella aineen tilan esitti-
mistavan perusteella ruudukko- ja hiukkasmenetelmiin. Molemmilla on omat etunsa ja haas-
teensa, mutta yleisid ongelmia liittyy mm. numeeriseen stabiilisuuteen ja laskennan aikavaa-
tivuuteen. Lisdksi kidyn vaihe vaiheelta 1dpi Stamin ruudukkomenetelmin, joka on monen

muun ruudukkomenetelmén perusta.
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Abstract: Computer simulation of the flow of liquids is a challenging and extensively re-
searched problem. In this literature review I examine and compare different simulation met-
hods with a focus on computer graphics applications, in which real-time interaction is often
desired. Methods can be categorized by their representation of the simulated material into
grid-based and particle-based methods. Both categories have their own advantages and chal-
lenges, but common problems include e.g. numerical stability and computational complexity.
Additionally, I provide a step-by-step overview of Stam’s Stable Fluids method, which forms

the basis of many other grid-based methods.
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1 Johdanto

Nesteiden mallintaminen tietokoneella on monella tapaa hyoddyllistd. Miiller, Charypar ja
Gross (2003) esittavit mallien kdyttokohteiksi mm. suunnittelun ja testauksen aerodynamii-
kan sovelluksissa. He toteavat kuitenkin, ettd nesteiden monimutkaisen vuorovaikutuksen
vuoksi tdhdn kuluu paljon laskenta-aikaa. Reaaliajassa tapahtuva laskenta on aikarajoitet-
tua, miki rajoittaa vuorostaan tulosten tarkkuutta ja sulkee pois tarkkuuskriittiset sovelluk-
set. Aikarajoituksen hyotynd on mahdollisuus vilittdméddn vuorovaikutukseen kiyttdjin ja
simulaation vililla. Tdma on tarpeen esimerkiksi tietokonepeleissi ja lddketieteellisisséd kou-
lutussimulaattoreissa, ja nopeampi laskenta nopeuttaa iterointia myos em. teollisuuskédytossi

(Miiller, Charypar ja Gross [2003).

Nesteiden mallintamisen ongelmaa voidaan ldhestyd monella tavalla, joten tulosten koonti
ja vertailu on yleiskuvan kannalta arvokasta. Siispd toteutan timén tutkielman kirjallisuus-
katsauksena. On vilttdmidtontd tuntea olemassaolevia menetelmii, jotta niitd voi kehittdd
eteenpiin tai valita niistd omiin tarkoituksiin sopivimman. Kaikki ndmé perustuvat kuiten-
kin pohjimmiltaan samaan fysikaaliseen malliin, joten yksityiskohtainen selostus yhdesti

menetelméstd auttaa ymmirtimiin myos muita.

Tutkin, minkélaisia menetelmii on kehitetty, ja vertailen niiden etuja ja haasteita. Keskityn
ldhinnd grafiikassa ja peleissd kiytettdviin menetelmiin, joissa tarkkuutta tarkeimpdi on ul-
koniko. Luvussa [2] aloitan yleiselld, kaikkia menetelmid yhdistdvilld teorialla. Luvussa [3]
luettelen, luokittelen ja vertailen menetelmid melko yleiselld tasolla, ja pureudun lopuksi
luvussa [] yksityiskohtaisesti Stamin menetelméin (2003)). Valitsin tdimén menetelmén tar-

kasteltavaksi sen yksinkertaisuuden ja aloittelijaystdvillisyyden takia.



2 Nesteet, simulaatiot ja reaaliaikaisuus

Kovien, tormédyksissd muotonsa sdilyttavien, kappaleiden keskindinen vuorovaikutus on ver-
rattain yksinkertaista, koska se tapahtuu vain kappaleiden rajapinnassa. Nesteiden, ja ylei-
semmin aineen virtaavien olomuotojen, tapauksessa sen sijaan ei voida puhua erillisisti kap-
paleista, vaan kaikissa aineen pisteissd tapahtuu jatkuvasti muuttuvaa vuorovaikutusta ym-
pardivien hiukkasten kanssa. Niitd virtaavia olomuotoja ovat nesteet, kaasut ja plasmat, ja
niitd kutsutaan fluideiksi. Sama matemaattinen malli kuvaa kaikkien ndiden olomuotojen

virtauksia.

Fluidin tilan kehitystd ajan suhteen kuvaavat Navier—Stokes-yhtélot (Zsolnai ja Szirmay-

Kalos [2012)

0 1
a—ltl = _(u.V)u—EVp—i—VVzu—i—Fex;, (2'1)

V.ou=0. (2.2)

Yhtilo (2.1)) kuvaa nopeuden muutosta, ja yhtilo (2.2)) méirittelee puristumattomuuden seki
massan sdilymisen. Tdssd u on paikallinen nopeus, v on viskositeetti, p on tiheys, p on paine,
ja Fey kuvaa ulkoisia voimia. Nédiden merkitysti kdsitellddn tarkemmin luvussad] Malli (2.1))
tdydennetddn sovellustilanteeseen sopivilla alku- ja reunaehdoilla (ks. esim. Moin ja Kim

1980; Wang, Wang ja Xin 2010).

Yhtilot (2.1)—(2.2)) kuvaavat viskoottisen (engl. viscous) aineen puristumatonta (engl. incompres-
sible) virtausta. Viskositeetista puhutaan arkikielessd usein paksuutena tai jaykkyytend. Se
johtuu fluidin hiukkasten tarttumiskyvysti viereisiin hiukkasiin ja hidastaa litkenopeuksien
muuttumista. Viskositeetin vaikutuksesta tapahtuvaa nopeuksien tasautumista kutsutaan dif-
fuusioksi. Toinen nopeuksiin vaikuttava ilmio on advektio, jossa fluidin osasten liikkuessa
niiden nopeudet ja muut ominaisuudet liikkuvat niiden mukana. Puristumattomuuden puo-
lestaan voi ajatella tarkoittavan sellaista tilannetta, jossa fluidin tiheys ei muutu. Nesteiden

virtauksissa puristuvuus on tavallisesti niin vidhiistd, ettd tdysin puristumaton malli approk-
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simoi niitd riittdvén tarkasti (Monaghan 2005, s. 1746).

Yksinkertaisimmassa mahdollisessa tilanteessa fluidi tdyttdd koko simulaatioavaruuden, ja
Navier—Stokes-yhtédloiden ratkaisu kuvaa tarkasti jarjestelmén kehityksen. Tdmé malli ei kui-
tenkaan yksindédn voi kuvata kaikkia vuorovaikutuksia, jotka ovat osallisena todellisen flui-
din liikkeissd. Muiden aineiden ja aineen olomuotojen ldsnéollessa yhtélot pétevit edelleen,

mutta aineiden viliset voimat noudattavat omia lakejaan.

Erityisesti nesteiden mallinnuksessa on yleistd, ettd fluidi ei tiytd koko avaruutta. Télléin on
olemassa eri aineiden vilisid pintoja, joihin kohdistuu omanlaisiaan voimia. Nesteissd hiuk-
kasten viliset puoleensavetidvit voimat aiheuttavat pintajdnnityksen, jonka vaikutus pyrkii
minimoimaan pinnan alan (Akinci, Akinci ja Teschner 2013). Kiinteiden aineiden ja nestei-

den viilisilld pinnoilla esiintyy lisédksi tarttumista aiheuttavia voimia.

Fluidin liitkkeiden mallintaminen algoritmisesti edellyttid mallin numeerista approksimoin-
tia ddrellisessd joukossa ajan ja avaruuden pisteitd. Jos laskentaan kéytettivdd aikaa ei ole
rajoitettu, voidaan kdyttdd suurta méadrdi laskentapisteitd ja ja lyhyttd aika-askelta ja tuottaa
varsin tarkkoja arvioita todellisuudesta. Usein on kuitenkin tarpeen, ettd simulaatio tapah-
tuu reaaliajassa, ts. laskenta tapahtuu samaan aikaan kuin sen tulosten esittiminen. T#ll6in
kiyttdjd voi suoraan vaikuttaa simulaation tilaan sen tapahtuessa. Tamé mahdollistaa kiyton

esimerkiksi peleissi tai simulaattoreissa.

Reaaliaikaisuus on merkittiva rajoite laskenta-ajalle — aika-askelen on oltava pidempi kuin
sen laskentaan kuluva aika. Tdmin saavuttamiseksi voidaan lisétd aika-askelen pituutta ja
saada niin lisdaikaa laskennalle liikkeen visuaalisen sujuvuuden kustannuksella, tai toisaalta
vihentdd tilallisten laskentapisteiden méérad ja vihentidd nédin aika-askelen edellyttimaa las-
kentaa yksityiskohtien kustannuksella. Molemmissa tapauksissa approksimaation fysikaali-
nen tarkkuus heikkenee. Tarkkuus- ja turvallisuuskriittisissd sovelluskohteissa, kuten aerody-
namiikassa, néin ei paistd riittdvin ldhelle todellisuutta. Niissékin tilanteissa nopeista mene-
telmisti voi tosin olla hydtyda — Prototyyppien testaus on sitd nopeampaa, mitd nopeammin
simulaatiot voidaan laskea. Yleensi reaaliaikaisissa sovelluksissa tarkkuutta tdrkedmpéd on

kuitenkin visuaalinen uskottavuus.

On olennaista, ettd simulaatio pysyy kiyttokelpoisena riippumatta siitd, miten pitkédédn se on



kidynnissd. Mikili laskennassa tapahtuvat virheet voivat kertyd ajan myoti rajatta suurem-
miksi, algoritmi on numeerisesti epdstabiili (Ames [2014, s. 36-37). Virheen kasvaessa si-
mulaatio muuttuu nopeasti hyodyttoméksi, joten numeerinen stabiilisuus on erittdin tiarked

ominaisuus.



3 Menetelmia

Tietokoneella laskettaessa avaruus on diskretoitava rajalliseen méérédén pisteitd, joissa voi-
daan approksimoida jatkuvien Navier—Stokes-yhtédloiden ratkaisuja. Pisteiden vilisid arvo-
ja voidaan arvioida interpoloimalla, ja mitd lihempénd pisteet ovat toisiaan, sitd tarkempia
tuloksia saadaan. Laskentapisteiden esitystavat voidaan luokitella kahteen ryhméén, jotka

perustuvat Eulerin ja Lagrangen mééritelmiin.

Eulerin méiritelméssa (engl. Eulerian specification) fluidin tilaa tarkastellaan paikallaan py-
syvissd avaruuden pisteissd. Pisteet voidaan valita monella tavalla, joten esitystapa tietora-
kenteena vaihtelee. Yksinkertaisimmillaan timé on suorakulmainen ruudukko, jota kuvataan

moniulotteisena taulukkona. Kutsun tdhiin perustuvia menetelmid ruudukkomenetelmiksi.

Lagrangen médritelmissi (engl. Langrangian specification) sen sijaan seurataan yksittéis-
ten fluidin osasten (engl. fluid parcel) liikeratoja. Tédtd voidaan mallintaa toistensa kanssa
vuorovaikuttavien hiukkasten jirjestelméni. Kutsun tihin perustuvia menetelmid hiukkas-

menetelmiksi.

Molempia esitystapoja on mahdollista kdyttdd my0os saman jirjestelmén osina. Esimerkiksi
Cohen, Tariq ja Green (2010) kiyttivit ruudukkomenetelméd eniten visuaalista tarkkuutta
vaativalla, kdyttdjin hallitsemalla alueella, mutta kauempana siirtyvit kevyempéén hiukkas-

pohjaiseen malliin.

3.1 Ruudukkomenetelmiit

Ruudukkomenetelmissé laskentapisteet pysyviét paikoillaan, ts. avaruuden rakenne on ennal-
ta madritelty. Tdma yksinkertaistaa laskentaa siltd osin, ettd toisin kuin hiukkasmenetelmis-
sd, avaruuden hetkellisen rakenteen selvittimiseen ei tarvita lainkaan laskentaa. Rakenteen

madrittelyyn on useita keinoja.

Yksinkertaisin tapa jakaa avaruus osiin ja valita laskentapisteet on rakentaa koordinaattiak-
selien suuntainen sd@nnollinen ruudukko. Ei kuitenkaan ole itsestdidn selvdd, missd kohtaa

ruudun sisélld piste on. Helppo valinta on suorittaa kaikki laskenta ruutujen keskipisteis-



sd (esim. Stam [2003)), mutta porrastamalla ruudukko siten, ettd nopeudet lasketaan ruutujen
rajapinnoissa ja muut arvot niiden keskipisteissd padstiddn tarkempaan lopputulokseen (Fed-

kiw, Stam ja Jensen 2001).

Suorakulmaisen ruudukon avulla voidaan kuvata tarkasti vain suorakulmaisesti rajattuja aluei-
ta. Viistoja pintoja siséltidvien tai muutoin monimutkaisempien kuvioiden kuvaaminen edel-
lyttdad avaruuden yksityiskohtaisempaa médrittelyd. Esimerkiksi Elcott ym. (2007)) kdyttavét

simulaatioavaruutena mielivaltaisesti madriteltyd kolmioverkkoa.

Yleisesti kiytetty 1dhtokohta ruudukkomenetelmille on Stamin (1999) stabiilit fluidit. Tdhén
perustuvat menetelmiit ovat stabiileja riippumatta aika-askelen pituudesta, mutta kérsivit nu-
meerisesta diffuusiosta: laskentavirheet aiheuttavat energian katoamista ja hidastavat fluidin
liikettd epdluonnollisen nopeasti (Elcott ym. 2007). Luvussa ] kidsiteltdvd menetelmi (Stam

2003) on jatkokehitetty versio stabiileista fluideista.

Yksinkertaisimmassa tilanteessa ruudukkona mallinnettua fluidia on kaikissa ruudukon pis-
teissd, ja puristumattomana sen tilavuus ja tiheys pysyvit vakioina. Téllaisissa tilanteissa
ruudukkomenetelmien etuna on toteutuksen yksinkertaisuus. Sen sijaan jos simulaatioon si-
sédltyy muuta ainetta tai tyhjaa tilaa, niin tdytyy ylldpitii tietoa fluidin pinnan sijainnista, mi-
ki lisdd monimutkaisuutta verrattuna hiukkasmenetelmiin. Téhén on olemassa useita mene-
telmid, jotka simulaatiomenetelmien tavoin voivat perustua ruudukkoon, hiukkasiin tai mo-

lempien yhdistelméédn (Enright ym. 2002).

Toinen haastava ongelma on vuorovaikutus liikkuvien kiinteiden kappaleiden kanssa. Jois-
sain tilanteissa riittdd yksisuuntainen vaikutus fluidista kappaleeseen tai pdin vastoin, mutta
usein tarvitaan ongelmallisempaa kaksisuuntaista vuorovaikutusta. Erids ratkaisu on Carlso-
nin, Muchan ja Turkin (2004) kiinted fluidi -menetelmd, jossa fluidin kanssa vuorovaikutuk-

sessa oleva kiinted kappale kuvataan ruudukossa muotonsa sdilyttdvini fluidin osa-alueena.

Merkittdava rajoite on, ettd ruudukon on katettava koko tarkasteltava avaruus, mutta kiytetta-
vissd on erityisesti reaaliajassa rajallinen midri laskentapisteitd. Téstd seuraa, ettd mallinnet-
tavan avaruuden koko on laskentatehon ja muistin rajoittama. Hiukkasmenetelmit sen sijaan
pystyvit ilman erityisid toimenpiteitd mallintamaan sellaisia fluideja, joita ei ole kaikkial-

la, joten niitd voidaan kdyttdd rajattoman suuressa tilassa; laskentateho rajoittaa vain aineen



kokonaismaaraa.

Kullekin ruudulle tehtivit laskelmat yhden aika-askelen aikana riippuvat koko jérjestelmin
tilasta aika-askelen alussa. Aika-askelen laskeminen yhdelle ruudulle ei vaikuta muiden ruu-
tujen lopputuloksiin. Tésti seuraa, ettd jokainen ruutu voidaan laskea samanaikaisesti. Toi-
sin sanoen ruudukkomenetelmit rinnakkaistuvat hyvin, ja niitd voidaan ratkaista tehokkaasti
niytonohjainlaitteston avulla (esim. Harris | 2005). Sama pétee padsididntoisesti myos hiukkas-

menetelmille.

3.2 Hiukkasmenetelmiit

Hiukkasmenetelmissa fluidi koostuu vapaasti liikkuvista hiukkasista, joilla on omat nopeu-
tensa ja massansa. Fluidimainen liike syntyy ldhekkdisten hiukkasten keskindisestd vuoro-
vaikutuksesta. Tdma ratkaisee joitakin ruudukkomenetelmissa esiintyvid haasteita yksinker-

taisella tavalla.

Koska kullakin hiukkasella on oma massa ja hiukkasten mééri ei yleisesti ottaen muutu, niin
massan sdilyminen on taattu ilman laskentaa (Miiller, Charypar ja Gross|[2003)). Liséksi hiuk-
kasten nopeus liikkuu luonnostaan niiden mukana, joten Navier—Stokes-liikemidrdyhtdlossi
nopeuskentin gradienttia tarvitsevan advektiotermin —(u - V)u (ks. luku [ vaikutus
toteutuu yksinkertaisesti hiukkasia liikuttamalla (Miiller, Charypar ja Gross|[2003). Myds va-
paiden pintojen ldsnédolo toteutuu yksinkertaisesti, kun hiukkaset tdyttdvét vain osan simu-
laatioavaruudesta. Pinnalla esiintyvét voimat edellyttivét edelleen omia laskelmiaan (Akinci,
Akinci ja Teschner 2013), mutta ruudukkomenetelmissi vilttdimétontd pinnan sijainnin seu-

raamista ei tarvita.

Hiukkasmenetelmien perustana on Gingoldin ja Monaghanin (1977)) tasoitettu hiukkashydro-
dynamiikka (engl. Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH). SPH on tapa muodostaa inter-
poloimalla erillisistd hiukkasista kentti, jonka arvo voidaan laskea kaikissa avaruuden pis-

teissd (Miiller, Charypar ja Gross |[2003).

SPH:n mukaan skalaarikentin A arvo pisteessi r on

A
As(t) = Y my =2 W (r —xp, ), 3.1)
b Pb
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missd b on hiukkasen indeksi, m;, on hiukkasen b massa, p; hiukkasten tiheys b:n kohdalla,
Ap A:n arvo b:n kohdalla, rj, hiukkasen b sijainti, ja W (r, k) on tasoitusydin (engl. smoothing
kernel), joka madrdd kunkin hiukkasen painotuksen (Monaghan 2005). Muuttuja & on mit-
takaavatermi, joka vaikuttaa tasoitusytimen muotoon. Yleensd muuttujan 4 arvo on ldhelld
hiukkasten etdisyyttd normaalitilanteessa ja W funktio, jonka arvo on nolla, jos etdisyys on

suurempi kuin 24 (Monaghan 2005, s. 1710).

Yhtilon (3.1) mukaan kaikki olemassaolevat hiukkaset vaikuttavat kaikkiin muihin hiukka-
siin. Laskenta-algoritmin aikavaativuus on tillin O(n?), missi n on hiukkasten lukumara.
Koska kidytetién tasoitusydinfunktioita, joiden arvo on aina nolla jonkin /:sta riippuvan alu-
een ulkopuolella, niin kédytdnnossd voidaan rajoittaa vaikuttavien hiukkasten miird niihin,
joiden etdisyys tarkasteltavasta hiukkasesta on tédtd pienempi. Ndin ollen aputietorakenteen
avulla voidaan sulkea pois suurin osa hiukkaspareista ilman tasoitusydinfunktion laskentaa.
Néin optimoituna menetelmin aikavaativuus on O(nm), missd m on vaikutusetidisyydelld

olevien hiukkasten keskiméirdinen lukumiird (Miiller, Charypar ja Gross 2003).

SPH on konseptina intuitiivinen — todellinen aine koostuu hiukkasista — mutta kdytéin-
nossd sithen liittyy haastavia rajoitteita, joiden kiertimiseen tai lieventdmiseen useimmat
sithen perustuvat menetelmadt tdhtdadavit. Ensimmaéinen ongelma, joka kaikkien menetelmien
on ratkaistava on, ettdi SPH-malli ei suoraan takaa fysiikan lakien toteutumista; esimerkiksi
hiukkasten vilisten voimien symmetrisyyden saavuttamiseksi tidytyy interpolointiyhtil6ihin

lisdtd tekijoitd (Miiller, Charypar ja Gross |[2003)).

SPH:n naapurihiukkasten summaan perustuva tiheysapproksimaatio voi aineiden rajapinto-
jen yhteydessd saada lepotiheyttd matalampia arvoja, mikd aiheuttaa negatiivisen paineen
ja vetdd hiukkasia toisiaan kohti muodostaen epduskottavia kasautumia (Macklin ja Miiller
2013)). Tama voidaan ratkaista esimerkiksi rajoittamalla paine ei-negatiiviseksi tai lisidmalla
kaikkialle keinotekoista painetta, mutta néin ei saada tiysin todellisuutta vastaavia tuloksia;
pintajiannityksen realistinen mallintaminen edellyttidd kehittyneempid menetelmid (Akinci,

Akinci ja Teschner 2013)).

Fysikaalisen tarkkuuden lisdksi ongelmia liittyy laskennan aikavaativuuteen ja stabiilisuu-

teen. Puristumattomalle virtaukselle ominaisen tasaisen tiheyden ylldpitdiminen on raskas



operaatio, joka voidaan suorittaa esimerkiksi ruudukkomenetelmissé tyypillisen projektion
(ks. luku[)) avulla. Heikosti puristuva SPH (engl. Weakly Compressible SPH, WCSPH) (Bec-
ker ja Teschner 2007) sen sijaan siséllyttdd puristumattomuusehdon jérjestelmin liikeyh-
taloon. Tdmidn menetelmén stabiilisuus edellyttdd lyhyitd aika-askelia (Becker ja Teschner

2007), miké rajoittaa reaaliaikaista kdyttoa.

Projektiot ja WCSPH ovat jokseenkin laskennallisesti vaativia menetelmid. Nopeampia, ja
siten reaaliajassa hyodyllisempid, menetelmii ovat esimerkiksi ennakoiva-korjaava puristu-
maton SPH (engl. Predictive-Corrective Incompressible SPH, PCISPH) (Solenthaler ja Pa-
jarola 2009) ja sijaintipohjaiset fluidit (engl. Position-Based Fluids, PBF) (Macklin ja Miil-
ler 2013). PCISPH-menetelméssé hiukkasten liikkeissd syntyvit tiheyden muutokset johde-
taan painevoimiksi, ja niitd iteroidaan, kunnes vakiotiheys saavutetaan. PBF-menetelmissi
liikkkeen eteneminen ja rajoitteet méadritelldin soveltaen Verlet-integrointia, jossa nopeuden
sijasta tallennetaan kaksi viimeisinti sijaintia (Hairer, Lubich ja Wanner 2003). Koska me-
netelmin liikerajoitteet kohdistuvat suoraan hiukkasten sijainteihin nopeuksien sijasta, niin
nopeuksien hallitsematonta kasvua ei voi tapahtua riippumatta aika-askelen pituudesta. Li-
saamilld simulaatioon keinotekoista painetta saadaan aikaan kasautumista ehkiisevii, jos-
kin fysikaalisesti perusteettomia pintajannitysvoimia. Nimé ominaisuudet parantavat mene-
telmin stabiilisuutta ja vihentdvit tarvittavaa hiukkastiheyttd verrattuna SPH-menetelmiin

(Macklin ja Miiller 2013)).

My6s muita aineen olomuotoja kuin fluideja voidaan mallintaa hiukkasten avulla. Kovat ja
pehmeit kiinteédt kappaleet voidaan sopivin liikerajoittein kuvata toisiinsa kiinnittyneiden
hiukkasten rykelmind. Téstd seuraa, ettd hiukkasmenetelmid kdyttdva jéarjestelmé voi kuva-
ta useiden erityyppisten kappaleiden ja fluidien vuorovaikutuksia saman ratkaisinohjelman

puitteissa (esim. Macklin ym. [2014)).



4 Stamin ruudukkomenetelma

Stamin (2003) ruudukkomenetelmaé on erittdin yksinkertainen ja siten hyvé ldhtokohta fluidi-
simulaatioihin tutustumiseen. Se kuvaa homogeenisté fluidia dédrellisen kokoisessa laatikossa
ja fluidin mukana litkkuvan muun aineen tiheyttd. Tédssd luvussa esitellddn tdmén menetel-

min pédpiirteet mukaillen Stamin (2003)) artikkelia.

4.1 Malli

Navier—Stokes-litkeméaidrdyhtdlon (2.1)) mukaan fluidin nopeutta muuttavia tekijoitd on nelja.
Advektio —(u - V)u kuvaa nopeuden liikkumista fluidin liikkeen mukana. Fluidin sisdinen
paine p aiheuttaa liikettd suuremman paineen alueilta pienemmén suuntaan kdédntden verran-
nollisesti fluidin tiheyteen: %)Vp. Diffuusiossa vV2u nopeus tasautuu viskositeetin vaikutuk-
sesta kohti ldhiympariston keskiarvoa. Lisédksi fluidiin voi vaikuttaa ulkopuolisia voimia F .,
kuten painovoima. Zsolnai ja Szirmay-Kalos (2012, s. 17-21) selittdvét termien fysikaaliset

ja matemaattiset perusteet yksitysikohtaisesti.

Stamin menetelmissé yhtilon (2.1)) arvoja approksimoidaan ensin vilittdmattd painetermis-
td ja puristumattomuusehdosta, ja lopuksi puristumattomuus palautetaan Helmholtz—Hodge-
hajotelmaan perustuvan projektio-operaation avulla. Projektiossa paine nollautuu (Stam|1999)),

ja ratkaistavaksi jad

Jdu

Frie —(u-V)u+vV2u+Fexz- 4.1

Fluidin mukana liikkuvan aineen tiheyttd kuvaa yhtilo

d
8_It) = —(u-V)p+«kV3p+S, (4.2)

missd p on kuljetettavan aineen tiheys, k on diffuusionopeus, u on ainetta kuljettavan fluidin
paikallinen nopeus, ja S on ainetta lisddvi tai poistava ldhdetermi. Sekd yhtidlon (4.1)) ettd

yhtilon (4.2)) oikea puoli muodostuu advektio-, diffuusio- ja ldhdetermin summana.

10



Laskenta-alueen diskretointi tapahtuu yksinkertaisesti sddnnollisend ruudukkona, ja kaikki
laskenta suoritetaan ruutujen keskipisteiden suhteen. Toisin sanoen laskentapisteet asetellaan

koordinaattiakselien suuntaisille suorille tasaisin valimatkoin.

Fluidin tilan kuvaamiseen n-ulotteisessa avaruudessa riittdd yksittdinen nopeutta kuvaava
vektorikenttd, joka on tietorakenteena n-ulotteinen taulukko n-ulotteisia reaalilukuvektorei-
ta. Mukana liikkuvaa tiheyttd kuvaa samankokoinen n-ulotteinen skalaarikenttd. Molempien
kenttien reunoilla on yliméérdinen kerros ruutuja, joissa lasketaan reunaehdot. Jos esimer-
kiksi fluidin poistuminen laskenta-alueelta halutaan estdd, voidaan reunaehto asettaa siten,

ettd nopeuden ulospidin suuntautunut komponentti on nolla laskenta-alueen reunalla.

4.2 Menetelméan vaiheet

Yhtiloiden (4.1) ja (4.2)) diskretointi paikan suhteen tapahtuu laskenta-alueen diskretointia
vastaavasti sddnnollisend ruudukkona. Ajan suhteen diskretointi tapahtuu valitsemalla sopi-
va aika-askellus. Esimerkiksi Turek 1999, s. 9—10 on luetellut puristumattoman virtauksen

simuloimisessa kdytettyjd aika- ja paikkadiskretointi- sekd ratkaisumenetelmien yhdistelmid.

Paikka- ja aikadiskretoinnin jdlkeen voidaan muodostaa ratkaistava yhtdloryhmi. Ratkais-
tavina muuttujina ovat nopeus ja tiheys, joiden muutosta ajan suhteen yhtilot (.1)) ja (4.2)
kuvaavat. Menetelmi etenee vaiheittain siten, ettd advektion, diffuusion ja ldhteiden vaiku-

tukset lasketaan erikseen.

Ratkaistavista muuttujista ensimmdisend lasketaan tiheys, johon vaikuttavat yhtilon (4.2)
mukaisesti fluidin nopeus, diffuusio ja ulkoiset ainetta tuottavat ldhteet. Niistd ensimméi-
send kisitellddn ulkoiset tiheyden lihteet. Menetelmai ei ota kantaa ldhteiden sijainteihin tai

voimakkuuksiin, vaan ldhteet otetaan syotteend kayttdjalta.

Diffuusiossa ainetta siirtyy ruutujen vililld suuremmista tiheyksistd pienempien suuntaan.
Ainetta siirtyy yksittidisen ruudun ja sen vilittdémien naapurien vélilld ndiden tiheyksien ero-
tuksen suhteessa. Helppo tapa laskea niméd muutokset olisi eksplisiittisesti laskea tiheyk-
sien erotukset ja lisdtd ne suoraan ruutujen nykyisiin arvoihin. Tdmi menetelmi on kuiten-

kin epistabiili ja tuottaa hallitsemattomasti kasvavia viridhtelyitd, kun diffuusionopeus on
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suuri. Erids tapa tuottaa kaikissa tilanteissa stabiili ratkaisu on implisiittinen aika-askellus:
etsitddn tiheys, josta diffuusio aika-askelen verran taaksepdin tuottaa nykyiset tiheyden ar-
vot. Saadaan lineaarinen yhtdloryhma, joka voidaan ratkaista iteratiivisesti Gauss—Seidel-
menetelmalld. Haittapuolena implisiittisessid aika-askelluksessa on yhtdloryhmén ratkaisuun

kuluva laskenta-aika.

Advektio fluidin nopeuskenttdd pitkin tapahtuu myos implisiittisesti. Jokaisen ruudun keski-
pisteeseen voidaan kuvitella hiukkanen, joka liikkui aika-askelen aikana sithen nopeuskent-
tdd seuraten jostain muusta pisteestd. Tdméan pisteen tiheys aika-askelen alussa on ruudun
uusi tiheys aika-askelen lopussa. Piste pédtyy todennikoisesti jonnekin ruudukon laskenta-
pisteiden vélimaastoon, jolloin sen tiheysarvo saadaan lineaarisesti interpoloimalla Idhim-
pien laskentapisteiden vililli. Tdm& on helppo, nopea ja numeerisesti stabiili tapa laskea
advektio, mutta paremman tarkkuuden ja energian sdilymisen voisi laskenta-ajan kustan-
nuksella saavuttaa jollain korkeamman asteen menetelmaélli (esim. Molemakerin ym. (2008))

kayttimi QUICK).

Yhtilo (@.1)) kuvaa nopeuskentin muuttumista ajan suhteen ja muistuttaa merkittéivisti tihey-
den yhtilod (4.2). Nopeuskentti liikkuu itsedédn pitkin, tasoittuu viskositeetin vaikutuksesta
ja ottaa vastaan voimia ympdristostd. Yhtildisyyksien vuoksi tiheyden ohjelmakoodia voi-

daan kdyttdd uudelleen nopeuden laskennassa.

Nopeuden laskennassa on tiheyden laskennasta poiketen huomioitava massan sdilyminen.
Puristumattomalle fluidille timé tarkoittaa, ettd jokaiseen pisteeseen tulee yhtd paljon mas-
saa kuin siitd ldhtee, ts. nopeuskentédn divergenssi on nolla kaikissa sen pisteissid. Tdma saa-
vutetaan Helmholtz—Hodge-hajotelmaan perustuvan projektio-operaation avulla (ks. esim.

Harris 2005)).

Projektiossa ja advektiossa tapahtuu energiahukkaa, joka vaikuttaa erityisen voimakkaasti
fluidin pyorteisyyteen (Elcott ym. 2007; Molemaker ym. 2008). Pyorteiden ldsndolo vaikut-
taa merkittdvisti simulaation visuaaliseen uskottavuuteen, joten pyorteisyyden sdilyttdmi-
seen tdahtddvit toimenpiteet, kuten usein kiytetty pyorteisyyden eristiminen (engl. vorticity
confinement) (esim. Fedkiw, Stam ja Jensen 2001), voisivat parantaa timdn menetelmén lop-

putulosten laatua.
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Stamin mukaan (2002)) jaksollisessa avaruudessa menetelmédd voidaan nopeuttaa Fourier-
muunnoksen avulla. Diffuusio- ja projektioaskelten suorittaminen Fourier-avaruudessa yk-
sinkertaistaa operaatioita merkittdvisti, mutta menetelmén kiyttokohteita rajoittaa jaksolli-
suuden vaatimus. Tamai tarkoittaa kdytdnnossd, ettd liikkeet laskenta-alueen reunan ylitse

siirtyvét vastakkaiselle reunalle, joten alueella ei voi olla kiinteité rajoja.
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5 Yhteenveto

Nesteiden ja muiden fluidien virtausten mallintaminen tietokoneella on haastava tehtdva.
Kaikkia hiukkastasolla tapahtuvia vuorovaikutuksia ei voida laskentatehon puitteissa ottaa
huomioon, joten tarvitaan makroskooppisen tason numeerisia approksimaatioita. Navier—
Stokes-yhtidlot ovat jatkuvassa avaruudessa toimiva matemaattinen malli, jonka numeeri-
siin ratkaisuihin simulaatiomenetelmit perustuvat. Nesteiden puristumattomuus tekee niiden

mallintamisesta erityisen haastavaa esimerkiksi kaasuihin verrattuna.

Reaaliajassa tapahtuvat simulaatiot ovat tiukasti rajoitetun laskenta-ajan vuoksi erityisen
vaativia valitun menetelmédn matemaattisten ominaisuuksien suhteen. Numeerinen stabiili-
suus on pystyttiva sdilyttiméin pitkistd aika-askelista ja harvoista laskentapisteistd huoli-

matta, mutta samalla on véltettdva liiallista energian menettimisté.

Fluidin rakennetta voidaan kuvata kahdella tavalla: paikallaan pysyvin ruudukon pisteissa tai
liikkkuvina hiukkasina. Ruudukoiden etu on tietorakenteiden yksinkertaisuus ja toteutuksen
helppous, kun mallinnettava jirjestelmi on yksinkertainen. Useiden keskeniin vuorovaiku-
tuksessa olevien aineiden mallintaminen sen sijaan edellyttdéd aineiden vélisten rajapintojen
kuvaamista ruudukossa, mikd monimutkaistaa mallia huomattavasti. Hiukkasmenetelmissa
rajapintojen paikallistaminen on suoraviivaista, mutta pinnoilla esiintyvien voimien uskotta-

va approksimointi on joka tapauksessa haastavaa.

Luvussa[]esitelty Stamin ruudukkomenetelmé on yksinkertainen, mutta jokseenkin epatark-
ka paineprojektioon ja implisiittiseen aika-askellukseen perustuva malli. Suuri osa reaalia-
jassa toimivista ruudukkomenetelmisti perustuu tdhin menetelméén, joten aloittelijalle se on

hyvi ldhtokohta kehittyneempiin menetelmiin tutustumiselle.

14



Lahteet

Akinci, Nadir, Gizem Akinci ja Matthias Teschner. 2013. “Versatile Surface Tension and
Adhesion for SPH Fluids”. ACM Trans. Graph. (New York, NY, USA) 32, numero 6 (mar-
raskuu): 182:1-182:8. 1SSN: 0730-0301. doi:10 . 1145/2508363 .2508395. http :
//doi.acm.orqg/10.1145/2508363.2508395.

Ames, William F. 2014. Numerical methods for partial differential equations. Academic

press.

Becker, Markus, ja Matthias Teschner. 2007. “Weakly Compressible SPH for Free Surface
Flows”. Teoksessa Proceedings of the 2007 ACM SIGGRAPH/Eurographics Symposium on
Computer Animation, 209-217. SCA ’07. San Diego, California: Eurographics Association.
ISBN: 978-1-59593-624-0. http://dl.acm.org/citation.cfm?2id=1272690.
1272719.

Carlson, Mark, Peter J. Mucha ja Greg Turk. 2004. “Rigid Fluid: Animating the Interplay
Between Rigid Bodies and Fluid”. Teoksessa ACM SIGGRAPH 2004 Papers, 377-384.
SIGGRAPH ’04. Los Angeles, California: ACM. doii10.1145/1186562.1015733.
http://doi.acm.org/10.1145/1186562.1015733.

Cohen, Jonathan M., Sarah Tariq ja Simon Green. 2010. “Interactive Fluid-particle Simu-
lation Using Translating Eulerian Grids”. Teoksessa Proceedings of the 2010 ACM SIG-
GRAPH Symposium on Interactive 3D Graphics and Games, 15-22. 13D *10. Washington,
D.C.: ACM. 1SBN: 978-1-60558-939-8. doi:10 . 1145/1730804 .1730807. http:
//doi.acm.org/10.1145/1730804.1730807.

Elcott, Sharif, Yiying Tong, Eva Kanso, Peter Schroder ja Mathieu Desbrun. 2007. “Stable,
Circulation-preserving, Simplicial Fluids”. ACM Trans. Graph. (New York, NY, USA) 26,
numero 1 (tammikuu). 1SSN: 0730-0301. doi;10.1145/1189762.1189766. http:
//doi.acm.org/10.1145/1189762.1189766.

15


http://dx.doi.org/10.1145/2508363.2508395
http://doi.acm.org/10.1145/2508363.2508395
http://doi.acm.org/10.1145/2508363.2508395
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=1272690.1272719
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=1272690.1272719
http://dx.doi.org/10.1145/1186562.1015733
http://doi.acm.org/10.1145/1186562.1015733
http://dx.doi.org/10.1145/1730804.1730807
http://doi.acm.org/10.1145/1730804.1730807
http://doi.acm.org/10.1145/1730804.1730807
http://dx.doi.org/10.1145/1189762.1189766
http://doi.acm.org/10.1145/1189762.1189766
http://doi.acm.org/10.1145/1189762.1189766

Enright, Douglas, Ronald Fedkiw, Joel Ferziger ja Ian Mitchell. 2002. “A Hybrid Particle
Level Set Method for Improved Interface Capturing”. Journal of Computational Physics 183
(1): 83-116. 1SSN: 0021-9991. doithttps://doi.org/10.1006/ jcph.2002.
7166.http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S002199
9102971664.

Fedkiw, Ronald, Jos Stam ja Henrik Wann Jensen. 2001. “Visual Simulation of Smoke”.
Teoksessa Proceedings of the 28th Annual Conference on Computer Graphics and Interacti-
ve Techniques, 15-22. SIGGRAPH ’01. New York, NY, USA: ACM. ISBN: 1-58113-374-X.
doi;10.1145/383259.383260. http://doi.acm.org/10.1145/383259.
383260.

Hairer, Ernst, Christian Lubich ja Gerhard Wanner. 2003. “Geometric numerical integration

illustrated by the Stormer/Verlet method”. Acta Numerica 12:399-450.

Harris, Mark J. 2005. “Fast fluid dynamics simulation on the GPU.” SIGGRAPH Courses
220.

Macklin, Miles, ja Matthias Miiller. 2013. “Position Based Fluids”. ACM Trans. Graph.
(New York, NY, USA) 32, numero 4 (heindkuu): 104:1-104:12. 1sSN: 0730-0301. doi:10 .
1145/2461912 .2461984. http://doi.acm.org/10.1145/2461912.
2461984\

Macklin, Miles, Matthias Miiller, Nuttapong Chentanez ja Tae-Yong Kim. 2014. “Unified
Particle Physics for Real-time Applications”. ACM Trans. Graph. (New York, NY, USA)
33, numero 4 (heindkuu): 153:1-153:12. 1SSN: 0730-0301. doi:10 . 1145/2601097 .
2601152, |http://doi.acm.org/10.1145/2601097.2601152,

Moin, P, ja J Kim. 1980. “On the numerical solution of time-dependent viscous incompres-

sible fluid flows involving solid boundaries”. Journal of computational physics 35 (3): 381-
392.

16


http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1006/jcph.2002.7166
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1006/jcph.2002.7166
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999102971664
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999102971664
http://dx.doi.org/10.1145/383259.383260
http://doi.acm.org/10.1145/383259.383260
http://doi.acm.org/10.1145/383259.383260
http://dx.doi.org/10.1145/2461912.2461984
http://dx.doi.org/10.1145/2461912.2461984
http://doi.acm.org/10.1145/2461912.2461984
http://doi.acm.org/10.1145/2461912.2461984
http://dx.doi.org/10.1145/2601097.2601152
http://dx.doi.org/10.1145/2601097.2601152
http://doi.acm.org/10.1145/2601097.2601152

Molemaker, Jeroen, Jonathan M. Cohen, Sanjit Patel ja Jonyong Noh. 2008. “Low Viscosity

Flow Simulations for Animation”. Teoksessa Proceedings of the 2008 ACM SIGGRAPH/Eurographics
Symposium on Computer Animation, 9-18. SCA ’08. Dublin, Ireland: Eurographics As-
sociation. ISBN: 978-3-905674-10-1. http://dl.acm.org/citation.cfm?id=
1632592.1632595.

Monaghan, J J. 2005. “Smoothed particle hydrodynamics”. Reports on Progress in Physics
68, numero 8 (heindkuu): 1703-1759. d0i:10.1088/0034-4885/68/8/r01. https:
//doi.org/10.1088%2F0034-4885%2F68%2F8%2Fr01.

Monaghan, J. J., ja R. A. Gingold. 1977. “Smoothed particle hydrodynamics: theory and
application to non-spherical stars”. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society 181,
numero 3 (joulukuu): 375-389. 1SSN: 0035-8711. doi:10.1093 /mnras/181.3.375.
eprint: http://oup.prod.sis.lan/mnras/article-pdf/181/3/375/
3104055/mnrasl181-0375.pdflhttps://dx.doi.org/10.1093/mnras/
181.3.375.

Miiller, Matthias, David Charypar ja Markus Gross. 2003. “Particle-based Fluid Simulation

for Interactive Applications”. Teoksessa Proceedings of the 2003 ACM SIGGRAPH/Eurographics
Symposium on Computer Animation, 154—159. SCA °03. San Diego, California: Eurograp-
hics Association. ISBN: 1-58113-659-5. http://dl.acm.org/citation.cfm?id=
846276.846298.

Solenthaler, B., ja R. Pajarola. 2009. “Predictive-corrective Incompressible SPH”. Teoksessa
ACM SIGGRAPH 2009 Papers, 40:1-40:6. SIGGRAPH ’09. New Orleans, Louisiana: ACM.
ISBN: 978-1-60558-726-4. doi:10.1145/1576246.1531346. http://doi.acm.
org/10.1145/1576246.15313406.

Stam, Jos. 1999. “Stable Fluids”. Teoksessa Siggraph, 99:121-128.

. 2002. “A Simple Fluid Solver Based on the FFT”. J. Graph. Tools (Natick, MA,
USA) 6, numero 2 (syyskuu): 43-52. 1SSN: 1086-7651.d01:10.1080/10867651.2001.
10487540, http://dx.dol1.0org/10.1080/10867651.2001.10487540.

. 2003. “Real-time fluid dynamics for games”. Teoksessa Proceedings of the game

developer conference, 18:25.

17


http://dl.acm.org/citation.cfm?id=1632592.1632595
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=1632592.1632595
http://dx.doi.org/10.1088/0034-4885/68/8/r01
https://doi.org/10.1088%2F0034-4885%2F68%2F8%2Fr01
https://doi.org/10.1088%2F0034-4885%2F68%2F8%2Fr01
http://dx.doi.org/10.1093/mnras/181.3.375
http://oup.prod.sis.lan/mnras/article-pdf/181/3/375/3104055/mnras181-0375.pdf
http://oup.prod.sis.lan/mnras/article-pdf/181/3/375/3104055/mnras181-0375.pdf
https://dx.doi.org/10.1093/mnras/181.3.375
https://dx.doi.org/10.1093/mnras/181.3.375
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=846276.846298
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=846276.846298
http://dx.doi.org/10.1145/1576246.1531346
http://doi.acm.org/10.1145/1576246.1531346
http://doi.acm.org/10.1145/1576246.1531346
http://dx.doi.org/10.1080/10867651.2001.10487540
http://dx.doi.org/10.1080/10867651.2001.10487540
http://dx.doi.org/10.1080/10867651.2001.10487540

Turek, Stefan. 1999. Efficient Solvers for Incompressible Flow Problems: An Algorithmic
and Computational Approach. Nide 6. Springer Science & Business Media.

Wang, Xiao-Ping, Ya-Guang Wang ja Zhouping Xin. 2010. “Boundary layers in incompres-
sible Navier-Stokes equations with Navier boundary conditions for the vanishing viscosity

limit”. Communications in Mathematical Sciences 8 (4): 965-998.

Zsolnai, Karoly, ja Laszl6 Szirmay-Kalos. 2012. “Real time simulation and control of New-
tonian fluids using the Navier-Stokes equations”. Tutkielma. https : //users . cg.

tuwien.ac.at/zsolnai/gfx/fluid_control_msc_thesis/.

18


https://users.cg.tuwien.ac.at/zsolnai/gfx/fluid_control_msc_thesis/
https://users.cg.tuwien.ac.at/zsolnai/gfx/fluid_control_msc_thesis/

	1 Johdanto
	2 Nesteet, simulaatiot ja reaaliaikaisuus
	3 Menetelmiä
	3.1 Ruudukkomenetelmät
	3.2 Hiukkasmenetelmät

	4 Stamin ruudukkomenetelmä
	4.1 Malli
	4.2 Menetelmän vaiheet

	5 Yhteenveto
	Lähteet

