Polynomiyhtalon ratkaiseminen

Anna-Mari Auvinen

Matematiikan pro gradu

Jyvéskyldn yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2018



i

Tiivistelma: Anna-Mari Auvinen, Polynomiyhtdilon ratkaiseminen (engl. Solving po-
lynomial equations), matematiikan pro gradu -tutkielma, 50 sivua, Jyviskylan yliopis-
to, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, kevét 2018.

Tamén tutkielman tarkoituksena on nayttdd, kuinka eri asteisia polynomiyhté-
l6ité ratkaistaan. Todistetaan toisen ja kolmannen asteen yhtéldiden ratkaisukaavat,
mutta ndytetddn myos tietyissé erikoistapauksissa toimivia tapoja ratkaista yht&loi-
td. Kolmannen asteen yhtéloiden ratkaisukaavaan perehdytédén tarkimmin.

Ennen kuin tarkastellaan polynomiyhtéloiden ratkaisutapoja, kerrataan kompleksi-
lukujen ominaisuuksia. Erityisesti tdytyy hallita De Moivren kaava, jota kaytetdan
esimerkiksi laskettaessa kompleksilukujen juuria. Témaé tuotti vaikeuksia kolmannen
asteen yhtalon ratkaisukaavassa, kun kompleksiluvusta taytyy ottaa kuutiojuuri. T&-
ta kutsutaan Casus irreducibilis-tilanteeksi. Tutkielmassa nayteta&n myos tapa, jolla
juurenotto véltetddn kosinin kolminkertaisen kulman kaavan avulla.

Toisen asteen yhtélod tarkastellaan ensiksi reaalikertoimisena. De Moivren kaavasta
nihdéén, ettd jokaisella kompleksiluvulla on kaksi neliGjuurta. Néin ollen reaaliker-
toiminen toisen asteen yhtélon ratkaisukaava voidaan yleistdd kompleksikertoimisen
yhtdlon tapaukseen, jossa se tuottaa (kertaluku huomioiden) aina kaksi ratkaisua.
Toisen asteen yhtélon, niin kuin myos muidenkin n-asteisien polynomien, kertoimilla
on yhteys sen juuriin. N&itd kutsutaan Vietan kaavoiksi.

Kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavat, Cardanon kaavat, saadaan johdettua muut-
tujanvaihdon, toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan ja Vietan kaavoja avulla. Carda-
non kaavat pitevit kolmannen asteen yhtélon supistettuun muotoon 2 + px +¢q = 0.
Jokainen kolmannen asteen yhtélo saadaan tdhédn muotoon sijoituksen avulla. Carda-
non kaavat antavat juuret supistetulle muodolle ja alkuperdisen yhtalon juuret saa-
daan selville sijoituksen avulla. Kolmannen asteen yhtdlon juuret saadaan selville
my0s determinanttimenetelmén avulla. Siinéd kaytetdén hyviksi determinantteja seka
tietoa toisen asteen yhtélon tekijoitymisestd tai kuutioon tdydentdmisté.

Toisen ja kolmannen asteen yhtaloiden ratkaisukaavat sisdltavit diskriminantin, jolla
pystytddn méaadrittdmadn polynomiyhtélon juurten laatu sekd médra. Juurien arvoa
silld ei saa selville. Tutkielmassa diskriminantti on mééritetty toisellakin tapaa, poly-
nomin juurien avulla. T&ll6in diskriminantti saadaan laskettua polynomin kertoimien
avulla.

Kaiken pohjan eri asteisien polynomiyhtéloiden ratkaisuille luo Algebran peruslause,
joka sanoo, etté jokaisella kompleksikertoimisella polynomilla on ainakin yksi komplek-
sinen juuri. Algebran peruslauseen seuraus sanoo, etté jokaisella n-asteisella polyno-
milla on kertaluvut huomioiden tésmélleen n kompleksista juurta. Lisdksi polynomi
voidaan esittdd juuriensa avulla.
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Johdanto

Téassé tutkielmassa esitellddan, kuinka eri asteisia polynomiyhtéloitd voidaan rat-
kaista. Pédosassa ovat kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavat, Cardanon kaavat.
Ennen kuin tutustutaan toisen ja kolmannen asteen yhtalon ratkaisukaavoihin kéy-
déan lapi helppoja ratkaisutapoja, joita ovat muun muassa arvaaminen ja ryhmittely.
Jos ndmé keinot eivét riitd, saadaan yhtédlon juuret ratkaisukaavojen avulla.

Aluksi palautetaan mieleen kompleksiluvut ja niiden ominaisuudet, joita tarvitaan
polynomiyhtéloiden ratkaisemisessa. Esimerkiksi silloin, kun negatiivisesta luvusta
taytyy ottaa neliGjuuri. Koulumaailmassa sanotaan, ettd toisen asteen yhtalolla ei
ole yhtddn ratkaisua, kun diskriminantti on negatiivinen. Ratkaisuja on, mutta ei
reaalilukujen joukossa vaan kompleksilukujen, silli v/—1 = 4. Lukua 7 kutsutaan ima-
ginaariyksikoksi. Entdpé jos juurrettavana on kompleksiluku? Silloin kompleksiluku
taytyy muuttaa polaarimuotoon. Télloin voidaan kayttadda De Moivren kaavaa juurien
l6ytamisessd. De Moivren kaava sanoo, etté jokaisella kompleksiluvulla on n:s juuri ja
juuria on tasan n kappaletta. Néin ollen toisen ja kolmannen asteen yhtélon ratkaisu-
kaavat saadaan toimiviksi olipa juurrettavana reaali- tai kompleksiluku. Kolmannen
asteen yhtélon ratkaisukaavojen johtamisessa tullaan tarvitsemaan ykkosen kolman-
sia juuria eli yhtdlon z® = 1 ratkaisuja.

Ratkaisukaavoista palautetaan ensiksi mieleen kaikille jo lukiosta tuttu toisen as-
teen yhtalon ratkaisukaava, jota tullaan tarvitsemaan Cardanon kaavojen johtamises-
sa. Ensiksi tarkastellaan reaalikertoimista toisen asteen polynomiyhtélod, mutta néh-
dédn, ettd jokaisella kompleksiluvulla on kaksi neligjuurta. N&in ollen ratkaisukaava
voidaan yleistdd kompleksikertoimisen yhtilon tapaukseen. (Reaali- ja kompleksilu-
kukertoimisen) toisen asteen yhtdlon juurilla on yhteys sen kertoimiin. Juurten tulolle
ja summalle saadaan todistettua kaavat, joita kutsutaan Vietan kaavoiksi. Niita tul-
laan tarvitsemaan myos Cardanon kaavojen johtamisessa.

Cardanon kaavat toimivat suoraan kaikille muotoa x4+ px + ¢ = 0 oleville kolmannen
asteen yhtélgille. Jokainen kolmannen asteen yhtélé voidaan saattaa téhén supistet-
tuun muotoon sijoituksen avulla. Cardanon kaavat saadaan johdettua toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavan ja sen ominaisuuksien avulla. Siind kolmannen asteen yhté-
16 saadaan Vietan kaavojen avulla muutettua toisen asteen yhtéloksi, jonka juuret
saadaan ratkaistua toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan avulla. Sen jélkeen tiettyjen
ehtojen avulla saadaan ratkaistua supistetun muodon juuret. Alkuperiisen yhtélon
juuret saadaan selville ensimmaéisen sijoituksen avulla.

Toisen asteen polynomiyhtalolla ei ole vélttamattd yhtddn reaalista ratkaisua. Sen
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JOHDANTO 2

sijaan kolmannen asteen polynomiyht&lollda on ainakin yksi reaalinen ratkaisu. Jos
kolmannen asteen yhtalolla on kolme reaalista ratkaisua, paddytdéan Cardanon kaa-
voja kaytettdessd ns. Casus irreducibilis-tapaukseen. Se tarkoittaa jakautumatonta
tapausta. Siind kompleksiluvusta taytyy ottaa kuutiojuuri. Juuret saadaan selville
De Moivren kaavan avulla. Tutkielmassa nédytetddn myos tapa, jolla kuutiojuuren-
otto kompleksiluvusta valtetadn. Siind kéytetddn hyodyksi kosinin kolminkertaisen
kulman kaavaa. Kolmannen asteen yhtélon ratkaisutavoista esitellddn myos determi-
nanttimenetelma, jossa juuret saadaan selville determinanttien ja kuutioksi tdyden-
tdmisen avulla.

Myo6s neljdnnen asteen yhtélolle on olemassa ratkaisukaava, jonka johtaminen me-
nee vastaavalla tavalla kuin kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavan johtaminen.
Siind muuttujanvaihdolla asteluku saadaan yhden pienemméksi. N&in ollen voidaan
kéyttad kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa hyvéksi ja saadaan neljinnen as-
teen polynomin ratkaisut selville. Neljannen asteen yhtélon ratkaisukaava alkaa ole-
maan sen verran monimutkaisempi, ettd yleensd turvaudutaan ratkaisemaan juuret
graafisesti tai numeerisesti, jolloin on tyydyttyvé likiarvoihin. Téssa tutkielmassa ei
neljannen asteen yhtaloon perehdyta tdmén tarkemmin.

Entépa korkeampi asteisilla yhtéloilla? Viidennen ja sitd korkeampi asteisien yhté-
l6iden ratkaisuun ei ole olemassa yleisid ratkaisukaavoja, mutta joihinkin erikoista-
pauksiin 16ytyy ratkaisuja. Silloin yht&loista yleensd puuttuu kertoimia, jolloin se
on supistunut yksinkertaisempaan muotoon ja juuret 16ytyvat helposti. Yleensé kor-
keampi asteisien polynomiyhtéldiden ratkaisemisessa kaytetddn numeerisia keinoja
selvittdmadn juurten likiméaréiset ratkaisut. Yksi keinoista on muun muassa Newto-
nin menetelmé, jossa nollakohdat etsitdén funktion ensimméisen derivaatan avulla,
mutta siihen ei tutkielmassani perehdyta.

Toisen ja kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavoihin liittyy diskriminantti, joka ker-
too juurten méaran ja laadun. On muistettava, ettd se ei kuitenkaan kerro juurten
arvoa. Kolmannen asteen yhtalon tapauksessa diskriminantti on méaaritetty ensiksi
yhtélon supistetulle muodolle. Tutkielmassa nédytetéén toinenkin tapa méaarittaa dis-
kriminantti. Siind diskriminantti saadaan méédritettyd juurten erotuksien neliGiden
tulona. Té&lloin diskriminantti saadaan laskettua polynomin kertoimien avulla. Tamé
médritelmé mahdollistaa yleistyksen n-asteisille polynomeille.

Kaiken pohjan eri asteisten polynomiyhtéloiden ratkaisuille luo Algebran peruslause
seké sen seuraukset. Algebran peruslause sanoo, ettd jokaisella kompleksikertoimi-
sella polynomilla on ainakin yksi kompleksinen juuri. Ndhd&én, ettd juuria on itse
asiassa polynomin korkeimman potenssin verran. Ne voivat tietenkin olla monikerto-
ja eli sama juuri esiintyy useamman kerran. Polynomi voidaan esittdé juuriensa avulla
olivatpa juuret reaalisia tai kompleksisia.



LUKU 1

Kompleksiluvut

Téasséd luvussa kerrataan kompleksilukujen ominaisuuksia, joita tullaan tarvitse-
maan eriasteisien yhtiloiden ratkaisukaavoissa. Palautetaan mieleen, kuinka komplek-
siluvut voidaan ilmaista trigonometristen funktioiden avulla ja néin ollen niisté saa-
daan helposti otettua juuria.

1.1. Johdatus kompleksilukuihin

Toisen asteen yhtilon ratkaisemisessa kaikki menee hyvin, jos diskriminantti on
positiivinen tai nolla, mutta mité sitten, jos se on negatiivinen esim. v/—1? Reaa-
liluvuista ei 16ydy enédd vastausta, joten téytyy siirtyd kompleksilukujen joukkoon.
Kompleksilukujen joukossa on luku 4, jolle 2 = —1 eli 4 = y/—1. Tété lukua kut-
sutaan imaginaariyksikoksi. Kompleksiluvuilla on tiettyjd ominaisuuksia, jotka ker-
rataan kappaleessa lyhyesti. Ndin saadaan tyokaluja polynomiyhtéldiden ratkaisemi-
seen. Varsinkin kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaavassa kompleksilukujen omi-
naisuudet ovat tarkeitéd ja hyodyllisia. Ensiksi palautetaan mieleen kompleksilukujen
médritelmé ja se, kuinka niitd voidaan esimerkiksi laskea yhteen ja kertoa kesken&én.

MAARITELMA 1.1. Kompleksiluvut ovat muotoa
z=x+y, x,y €R.
Kompleksilukujen joukkoa merkitaéan

C={x+vyi, z,y € R}

MAARITELMA 1.2. Olkoon z € C, z = x + yi. Télloin
xr = Re(z) = luvun z reaaliosa
ja
y = I'm(z) = luvun z imagin&ériosa.

Jos x = 0, kompleksiluku supistuu pelkédksi imagindériseksi luvuksi. Jos taas y =
0, niin kompleksiluku supistuu reaaliluvuksi ja néin ollen saadaan, ettd reaaliluvut
kuuluvat kompleksilukujen joukkoon.

MAARITELMA 1.3. Olkoon z,w € C, z =z + yi ja w = a + bi. Kompleksilukujen
yhteenlasku ja kertolasku mééritetddn seuraavasti:

z4+w=(x+a)+ (y+b)i
ja
2w = (za — yb) + (xb + ya)i.
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1.1. JOHDATUS KOMPLEKSILUKUIHIN 4

ESIMERKKI 1.4. Laske kompleksilukujen 1+ 2i ja 54 3¢ summa ja tulo. Summaksi
saadaan

(1+2i)+ (5+3i) = (1+5)+ (2+3)i = 6 + 5i

ja tuloksi

(142)(543i) = (1-5—2-3)+ (1-3+2-5)i = —1 + 13i.

Kompleksilukuku z € C, z = a + bi voidaan samaistaa zy-tason pisteen (a,b)
kanssa. Luvun z reaaliosa on Re(z) on siis pisteen x-koordinaatti ja imaginéériosa
Im(z) sen y-koordinaatti. T#lloin kompleksiluvun hahmottaminen on selvempéé ja
kompleksiluvun pituus saa geometrisen tulkinnan.

ESIMERKKI 1.5. Piirrd kompleksiluku z = 2 + 5¢ xy-koordinaatistoon.

Kuva 1.1. Kompleksiluku z = 2 + 52 xy-koordinaatistossa.
Kompleksiluvun pituus saadaan laskettua tutun Pythagoraan lauseen avulla.

MAARITELMA 1.6. Luvun z = 2 + yi € C moduli eli itseisarvo (pituus) on

= Vet P,

ESIMERKKI 1.7. Kompleksiluvun 3 4 44 moduli eli pituus on

2] = VB + 42 =5

Seuraavaksi méaritelladn, mikd on kompleksikonjugaatti eli liittoluku. Komplek-
siluku ja sen liittoluku poikkeavat toisistaan imaginaariosan osalta. Imaginéériosa on
muuten sama, mutta vain erimerkkinen I'm(z) = —Im(Z). Liittolukuihin térmétéan
polynomiyhtiloité ratkaistaessa. Esimerkiksi toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan dis-
kriminantin ollessa pienempéé kuin nolla, yhtalon ratkaisuksi saadaan kompleksiluku
ja sen liittoluku. Tahén palataan myohemmin tarkemmin.



1.1. JOHDATUS KOMPLEKSILUKUIHIN 5

MAARITELMA 1.8. Luvun z = xz + yi € C kompleksikonjugaatti eli liittoluku on
kompleksiluku

z=x—yieC.

Kompleksiluku ja sen kompleksikonjugaatti ovat koordinaatistossa toistensa peiliku-
via x-akselin suhteen.

Im

T )

wl

Kuva 1.2. Kompleksilukukonjugaatit xry-koordinaatistossa.

Huom! Kuten kuvasta néikyy kompleksiluvun ja sen kompleksikonjugaatin modulit
ovat yhtésuuret, |z| = |Z].

ESIMERKKI 1.9. Lukujen z = 3 + 2i sekd w = —9i kompleksikonjugaatti ovat

zZ = 3 —2i jaw = 9i. Kompleksiluvun w ja sen kompleksikonjugaatin |w| modulit
ovat |lw| =9 ja |w| = 9.

Seuraava lause on hyodyllinen esimerkiksi kompleksilukujen osamééréin selvitta-
misessa.

LAUSE 1.10. Olkoon z € C ja z sen kompleksikonjugaatti. Tdlloin
2Z = |z|?.
TobisTus.

22 = (x+yi)(x —yi) = 2° +9° = (Vo2 +y2)* = |z|2
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ESIMERKKI 1.11. Kompleksilukujen 1 4+ 2¢ ja 5 + 3¢ osamééara on
1+2i  (1+2i)(5— 31)
543 (5+30)(5— 3i)
1413
52— (36)2
-1+ 13

Kompleksiluvut voidaan ilmoittaa napakoordinaattien avulla ja esitystd kutsutaan
luvun z polaariesitykseksi. Tata hyodyntden kolmannen asteen yhtélon ratkaiseminen
onnistuu.

LAUSE 1.12. Olkoon z = x + yi € C. Talléin on olemassa 6 € R siten, ettd
z = |z|(cos @ + isin6)

ts.
x = |z|cosf ja y=|z|sinf

Im

|z|sind

|z|cost Re

Kuva 1.3. Kompleksiluvun polaariesitys.

Kuinka saadaan selville kulman 6 suuruus? Edella olevasta lauseesta kavi ilmi
se, mitd luvut x ja y vastaavat. Taytyy loytdé siis sellainen kulma, joka tayttai
molemmat ehdot. Kulman suuruus saadaan selville arkusfunktioiden avulla.

MAARITELMA 1.13. Kompleksiluvun z # 0 argumentti arg(z) on reaaliluku 0 €
| = m, 7], jolle
x = |z|cosf jay = |z|sind
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ts.

0 = arg(z) = arccos L — aresin 2
2] ||

Huom! Saatu argumenttikulma on yksikésitteinen 27:n monikertoja vaille.

ESIMERKKI 1.14. Etsitddn luvulle z = 2 — /127 sen polaariesitys. Luvun z pituus
on

2] = 1/22 + (—V12)2 = 4.

Seuraavaksi taytyy selvittdd, minkéd suuruisen kulman kompleksiluku muodostaa -
akselin kanssa. Kulman 6 taytyy toteuttaa yhtalot

=12
6 = arccos 1 = arcsin 1

Ratkaistaan ensin yhtalo

0 2 1
= arccos — = arccos —
4 2’

josta saadaan
0 =% +n2m tai 0 = -3 + n2m,

missd n € N.Vastaavasti toinen yhtalo

V12 V3

= arcsin 5

6 = arcsin
josta saadaan
0= —4?”—1—7127? tai 0 = —% + n2m,

missd n € N. Koska molempien yhtéloiden tulee olla voimassa, polaariesitykseksi
saadaan

z =4 (cos(—%F + n2m) +isin(—% + n2w)) .

Seuraavaa lemmaa, sinin ja kosinin summakaavoja, tarvitaan napakoordinaatti-
muodossa olevien kompleksilukujen kertolaskun todistuksessa sekéd myohemmin viela
kolmannen asteen yhtélon Casus irreducibilis-tilanteessa.

LEMMA 1.15. Olkoon x,y € R. Talloin
sin(z + y) = sinx cosy + cos z siny
ja
cos(x +y) = cosx cosy — sin x sin y.

TobisTus. Todistus loytyy ldhteesta [5] O
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LAUSE 1.16. Olkoon z1,z, € C\ {0}. Olkoon 0; € arg(z;),j = 1,2, ts.
z; = |2;|(cos B; + isin 6;).
Tdlloin
2129 = |21]|22|(cos (01 + O2) + isin(60; + 62)).
TobisTus. Trigonometristen funktioiden summakaavoja kiayttden saadaan
2129 = |z1|(cos 01 + isin by )|z2|(cos Oa + i sin 6;)
= |21]|22|(cos 01 + i sin 0;)(cos O3 + i sin 65)
= |z1||22]((cos 01 cos Oy — sin 6, sin O2) + i(cos Oy sin by + sin Oy cos b))
= |21||22|(cos(6y + O2) + isin(6y + 62)).
U

Edellisesta lauseesta saadaan tutut de Moivren kaavat, joita tullaan tarvitsemaan
kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavassa. Siind kompleksiluku on kerrottu itsensé
kanssa n kertaa.

LAUSE 1.17. Olkoon 8 € R. Kunn € N ja z = r(cosf +isinf), on voimassa
2" =r"(cosf +isin )" = r"(cos(nf) + isin(nh)).

De Moivren kaavan avulla saadaan selville, kuinka monta ratkaisua on yhtalolla
w™ = z,missé z on annettu luku. Niitd on tasan n kappaletta. Seuraava lause kertoo,
miten ratkaisut 16ydetdéan helposti.

LAUSE 1.18. Olkoon z € C,z = |z|(cosO+isinf),z # 0 jan =1,2,3,.... Tdalloin
yhtaldlle
w" =z
on tasmdlleen n eri ratkaisua
w = wy, = {/|z|(cos(HZT) + i sin(H2ET)),

missi k=0,1,2,...,n— 1.

ESIMERKKI 1.19. Ratkaise yhtilon w?* 4+ 16 = 0 juuret. Nyt w* = —16, joten
V2] = V/|16] = 2 seké 0 = 7. Juuret ovat téten muotoa

wy, = 2(cos(TEET) 4 ¢ sin(THET)),
misséd k = 0, 1,2, 3. Télloin juuriksi saadaan
) =V2+iv2
wy = 2(cos & +isin 3) = —V2+iV2
wy = 2(cos 2 +isin 2T) = —V2—iV2
w3 = 2(cos I +isin ) = V2 —iv2
Juuret sijaitsevat tasaisin vilein origokeskeisen, 2-siteisen ympyrén kehalla.

B r e
wy = 2(cos § +isin §
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Im

wy

w3

Kuva 1.4. Yhtdlén w* + 16 = 0 juuret ympyrin kehallA.

Seuraava esimerkki on vastaavanlainen kuin edellinen esimerkki, mutta sen yksi
juurista on oleellinen kolmannen asteen yhtalon ratkaisukaavan todistuksessa.

ESIMERKKI 1.20. Ratkaise yht#lon w? — 1 = 0 juuret. Nyt w?® = 1, joten /|z| =
|1 =1 sekd 0 = 0. Juuret ovat téten muotoa

Wy, = (Cos(sz“) + isin(%T”)),
missd k = 0, 1, 2. Talloin juuriksi saadaan

wy =cos0+4sin0 =1

1 3
wlzcos%ﬂ—i—isin%”:—ﬁ—i—i\/?_
1 3
wgzcos%”%—isin%“:—é—i%

Juuret sijaitsevat tasaisin vilein origokeskeisen, 1-siteisen ympyréan kehalla.

wy

Re

Kuva 1.5. Yhtdlén w® — 1 = 0 juuret ympyrin kehalli.
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Huom! Jatkossa tullaan kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavoissa tarvitsemaan
lukua ¢ € C, joka on eréds ykkdsen kolmas juuri. Merkitdan sita

2r _ —1+iV/3

¢ =cos 5 +isin % 5

1.2. Trigonometriset summakaavat

Kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavoissa padadytéadn tilanteeseen, jossa komplek-
siluvusta taytyy ottaa kuutiojuuri. T&td kutsutaan Casus irreducibilis-tilanteeksi.
Kuutiojuurenotto voidaan valttaa kosinin kolminkertaisen kulman kaavan avulla.

LAUSE 1.21. Olkoon x € R. Tdlléin
cos(3z) = 4 cos® v — 3cos .

Tobistus. Todistus saadaan kédyttdmaélla kosinin summakaavaa ja tietoa, ettd
cos(2x) = 2cos? x — 1 ja sin(2z) = 2sinx cos x seki sin?z = 1 — cos? r. Nyt

cos(3z) = cos(x + 2x) = cos (2 cos* —1) — sinz(2sinx cosx) = 4 cos® x — 3 cos .
U



LUKU 2

Toisen asteen yhtilo

Tassa luvussa tarkastellaan, kuinka toisen asteen reaali- ja kompleksikertoimisia
yhtaloita voidaan ratkaista. Ensiksi kdydéasdn 1dpi reaalikertoiminen toisen asteen yh-
talo, kunnes toisen asteen yhtalon ratkaisukaava voidaan yleistdéd kompleksikertoimi-
sen yhtélon tapaukseen. Toisen asteen yhtélon ratkaisukaava siséltédd diskriminantin,
joka kertoo, kuinka monta reaalista ja kompleksista ratkaisua toisen asteen yht&lol-
14 on. Muistettavaa on se, ettéd se ei kerro ratkaisuja vaan vain ratkaisujen médran
ja laadun. Toisen asteen polynomin juurilla ja kertoimilla on yhteys, joita kutsutaan
Vietan kaavoiksi.

2.1. Reaalikertoiminen toisen asteen yhtilo

Reaalikertoimisen toisen asteen yhtélon ratkaisukaava on jokaiselle lukiolaiselle
tuttu tai pitdisi ainakin olla. Se esiintyy monien eri aihepiirien yhteydessé ja on hyo-
dyllinen muistaa. Toisen asteen yhtalot voivat tietenkin joissakin erikoistapauksissa
ratketa helposti ilman ratkaisukaavaa, muun muassa jonkin juuren ollessa helposti
arvattavissa tai yhtéalon ollessa vaillinainen. Palautetaan mieleen myos toisen asteen
yhtélon diskriminantin ominaisuudet. Vaikka téssd kappaleessa yhtélo onkin reaali-
kertoiminen, saattavat sen ratkaisut olla kompleksisia.

MAARITELMA 2.1. Toisen asteen reaalikertoiminen polynomiyht&lé on muotoa
asx® + a1 + ag = 0,
missé ag, ar,as € R, as # 0.

Néytetdadn seuraavan esimerkin avulla, kuinka toisen asteen yhtalon ratkaisut saa-
daan selville ilman ratkaisukaavaa. Tétd tapaa kutsutaan arvaamiseksi.

ESIMERKKI 2.2. Ratkaise toisen asteen yhtilon x? 4+ 2z — 3 = 0 juuret. Arvataan,
ettd eréis ratkaisu on x = 1. Se on yhtdlon yksi juuri, koska sijoittamalla z = 1
yhtaloon yhtalo toteutuu. Talloin toisen asteen polynomi on jaollinen binomilla (x —
1), mik& seuraa Algebran peruslauseesta. Algebran peruslause on tarkemmin esitelty
luvussa 4. Jakamalla toisen asteen yhtélo télla binomilla, saadaan

2 +22-3=(z—1)(z+3)=0.
Néin ollen yhtélon juuret ovat z =1 ja z = —3.

Joskus saattaa olla hieman hankalaa arvata oikein yhtdlon jokin juuri, joten apuna
voi kiyttad jo lukiosta tuttua toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa.

11
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LAUSE 2.3. Jos ag,a1,as € R, as # 0, niin toisen asteen polynomiyhtdilon
asx® +a1x +ag =0

ratkaisut ovat

xr1 =

—ay ++/ai — 4asay —ay — /a2 — 4asag
ja x9 = .
2as 2ay
Huom! Toisen asteen asteen yhtdlon ratkaisut voivat olla joko reaalisia tar komplek-
51810,

Ratkaistaan edellisen esimerkin yhtélo ratkaisukaavojen avulle.

ESIMERKKI 2.4. Ratkaise yhtélon 22 + 22 — 3 = 0 juuret. Tehdién sijoitus toisen
asteen yhtélon kaavoihin. Saadaan, etti
—2+44/22—4-1-(-3)
e 21

=1

ja

:—2—\/22—4-1-(—3)

2.1 =3

X2

Ratkaisukaavojen avulla juuret saadaan mekaanisesti ratkaistua ilman, etta taytyy
arvata jokin juuri. Joissakin tapauksissa on jarkevampad jattasa kayttamatta ratkaisu-
kaavoja kuten esimerkiksi silloin kun toisen asteen yhtéld on vaillinainen. Esimerkiksi
jos a; = 0, niin yhtlé supistuu muotoon asx?+ag = 0 ja toisen asteen yhtild saadaan
helposti ratkaistua ilman ratkaisukaavaa.

ESIMERKKI 2.5. Ratkaise yht#lon 22 — 4 = 0 juuret.
2

—=4=0
=4
= +V4
r =22

Yhtalon juuret ovat siis 2 ja —2.

Toisen asteen polynomi voidaan jakaa tekijoihin ryhmittelemélld tai nollakohtien
avulla. Tamé& seuraa Algebran peruslauseesta:

LAUSE 2.6. Olkoon f(x) = ayx® + a1x + ag toisen asteen polynomi. Tdismdlleen
yksi seuraavista kohdista pitid paikkansa

e Polynomilla on kaksi eri suurta reaalista juurta xi ja xo. Tdlloin polynoma

f(x) = as(x — x1)(z — x2).
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e Polynomilla on vain yksi juuri a. Talloin yhtdlo voidaan jakaa tekijoihinsd
seuraavanlaisesti

f(z) = as(z — ar)?.

o Polynomilla on kakst erisuurta kompleksista juurta r ja v. Tdalloin yhtdlo

f(x) =as(x —r)(z — 7).

Huom! Toisen asteen yhtdldlle ei siis vilttamdttd ole yhtddn (reaalista) juurta x.

ESIMERKKI 2.7. Toisen asteen yht#lon 2%+ 2z —3 = 0 tapauksessa yhtilo voidaan
kirjoittaa muotoon

2 +2r -3 =1z —1)(z—(=3)) = (z — 1)(z + 3),

kun 1 ja —3 ovat yhtélon juuret.

Nyt olemme nidhneet toisen asteen yhtélon erilaisia ratkaisutapoja ja seuraavaksi
palautetaan mieleen, miké on diskriminantti ja mité se kertoo toisen asteen yhtélosta.

MAARITELMA 2.8. Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavassa neliéjuuren alla olevaa
lauseketta D = a? — 4asay kutsutaan diskriminantiksi.

Diskriminantti kertoo toisen asteen yhtéalon juurten laadun. Kun

e D > 0: Yhté&lolla on kaksi reaalista juurta.

e D = 0: Yhté&lolla on tasan yksi reaalinen juuri.

e D < 0: Yhtélolla on kaksi kompleksista juurta ja ne ovat toistensa komplek-
sikonjugaatteja eli liittolukuja.

ESIMERKKI 2.9. Toisen asteen yht#lolld —222 + 22 — 3 = 0 on kaksi kompleksista
juurta, koska
D = a? — 4asag
=24 (-2)(-3)
=-20<0.

Yhtalon juuret ovat

N _—2+\/22—4-(—2)-(—3)_—2+\/—_20_1+,\/5
1= = =5t

2-(-2) —4 2

ja

2224 (=2)(33) _ —2-v=20 1 V5

2-(-2) —4 2 2
Juuriksi saatiin kaksi kompleksilukua ja ne ovat toistensa liittoluvut niinkuin kuuluu-
kin olla.

)

Toisen asteen yhtalon diskriminantti D voidaan esittdd juurien avulla. Merkataan
tata A.



2.2. KOMPLEKSILUKUKERTOIMINEN TOISEN ASTEEN YHT4L6 14

LAUSE 2.10. Olkoon a; ja ag reaalilukuja ja ry ja ro toisen asteen yhtdlon x* +
a1z + a9 = 0 (reaaliset tai kompleksiset) juuret. Talloin diskriminantti

A = (T’l —7’2)2.

TobpisTUS. Nyt 7 ja ry ovat toisen asteen yhtilon 22 + a1z + a9 = 0 juuret.
T&lloin voidaan kirjoittaa, etta

2 + a1 +ag = (. —r)(x —19)
= 2% — ary — a1 + 117y
= 2?2 +2(—(r1 +713) +rr2 = 0.

Téstd saadaan, etté

a; = —(r +12) ja ag = rire.
Nyt
(r1 —ro)* =12 — 2ryry — 13
=(r — 7’2)2 — 2r1ry — 2r17T9
= (r — 7“2)2 — 47”17"2
= a? — 4ay.
Saatiin siis diskriminantti D. O

Loydettiin siis diskriminantille kaksi eri méaritelméaé. Maéritelmisté jalkimméinen
on helppo yleistdd korkeamman asteen polynomiyhtélolle. Luvussa 4 méaritelladnkin
n-asteisen polynomin diskriminantti.

2.2. Kompleksilukukertoiminen toisen asteen yhtilo

Edella on tarkasteltu toisen asteen yhtélod, jonka kertoimet ovat reaalisia. Mutta
entédpi, jos toisen asteen yhtélon kertoimet ovatkin kompleksisia? Millaisia ovat silloin
sen ratkaisut? Téssd kappaleessa tarkastellaan toisen asteen yhtélod, jonka kertoimet
ovat kompleksisia ja sen ominaisuuksia.

MAARITELMA 2.11. Toisen asteen kompleksilukukertoiminen polynomiyht#lé on
muotoa
s + a1 + ag = 0,
misséd ag, ar,as € C,as # 0.

Ensimmaisesséd kappaleessa selvisi, ettd jokaiselle kompleksiluvulla on n.juuri ja
juuria on tasan n kappaletta. Nain ollen jokaiselle nollasta eroavalla kompleksiluvulla
on kaksi kompleksista neligjuurta.

LAUSE 2.12. Jos z € C, z # 0, n#in on olemassa kompleksiluku w siten, ettd
w? = z, ts. jokaisella kompleksiluvulla on kompleksinen nelidjuuri. Néiti on kaksi

kappaletta, w ja —w.

Nyt voidaan toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava yleistdd kompleksikertoimisen
yhtélon tapaukseen.
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LAUSE 2.13. Jokaisella kompleksikertoimisella toisen asteen polynomiyhtdldlli ayx®+
arx + ag = 0, ag,ar,a9 € C,as # 0 on juuri kompleksilukujen joukossa C ja juuret

saadaan kaavalla
—ay + \/a% — 4dasag
2@2 )

Huom! Nelidjuurenotto kompleksiluvusta antaa kaksi juurta, jotka ovat toistensa komplek-
stkonjugaatteja.

TobpisTus. Taydennetdédn toisen asteen polynomi nelidksi ja ratkaistaan yhtalo
sen avulla.

asx® + a1 x4+ ag =0
a2x2 +a1x = —ag
4a§x2 + dasax = —4aqag
4a§x2 + dasax + a% = af — 4dasag

(2a97 + a1)* = ai — 4asag

2a91 + a1 = ¢/ a2 — 4asay
201 = —ayy/a? — 4dasag

—a14/ a% — 4dasag

20,2

O

Kompleksikertoiminen toisen asteen polynomi voidaan kirjoittaa juuriensa avulla
seuraavanlaisesti.

LAuse 2.14. Olkoon b ja ¢ kompleksilukuja. Tdlloin on olemassa kompleksiluvut
21 ja zo siten, ettd

2’4+ br+c= (v —2)(r — 2).

ESIMERKKI 2.15. Kompleksikertoimisen polynomiyhtélén z? — 5iz — 6 = 0 juuret
ovat

_ (=5 + V/(=5i)2 —4-1-(-6)
2.1

_ Bi+ /257 — 24
N 2
_ Bi4++/-25+24

2
_ 5i++/-1
N 2
_ Bi+i
D)

x

= 31
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ja toiseksi ratkaisuksi saadaan

o1 — 1
To = 5

= 2.

Yhtilo voidaan kirjoittaa muodossa z? — 5ix — 6 = (x — 3i)(x — 2i) = 0.

Edellisessa esimerkissé kéavi hyvin, kun diskriminantista tuli reaalinen, mutta en-
tapéa jos diskriminantti on kompleksinen?

ESIMERKKI 2.16. Ratkaise polynomin f(z) = 2% 4+ 2z + v/3i juuret. Nyt

—24 V22 —4.1-/3i
2.1

—2 4+ /4 — 4/3i
2

2
24 24/(1- Vi)
B 2

= —1+1/1—+3i.
Nyt téytyy kompleksiluvusta z = 1 — /3 ottaa nelidjuuri, joten téytyy kiyttid De
Moivren kaavaa. Moduliksi saadaan |z| = /12 + (—+/3)2 = 2 ja argumentiksi
1
0 = =
arceos o,
joten arkuskosinia vastaava kulma on
0 =" 4 n2r tai 0= —— +nom.
3 3
Lasketaan arkussiniéd vastaava kulma vastaavasti

V3

0 = arcsin 5

joten arkusiniéd vastaavat kulma on
4
0= —E—I—nQW tai 6 = —7T—|—n27r.
3 3
Nyt siis § = —% ja polaariesitykseksi saadaan

z = 2(cos(—3) +isin(—3)).

Juuret ovat taten muotoa

T 49k -+ 2k
Wi = 3 /_|2|(COS(3T“) n Sin(iﬁTﬂ)), missi k = 0, 1.
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Juuret ovat

_T19.0- .., =420
wo = /]2](cos(—E5T) 4 i sin(—25T))
— V/]2l(cos(S2) + i sin(5E))
= \/]2\((:08(—%) +isin(—%))
= V1218 = 39)
_ V6 2
=73 — 2t
ja vastaavasti
—Z42.1m —Z421m
wy =/ |2|(cos(—2 5— ) +sin(—=5—))
= |2|(cos(%’r) —I—z’sin(%’r))
(

Polynomiyhtélon juuriksi saadaan

6

-ngkulg—%z

ja
VB V2 V6
2

=iy =t

17

Jos polynomissa kaikki kertoimet ovat imaginaariset, voidaan yhteiseksi tekijéksi

ottaa ¢. T&ll6in juuret saadaan ratkaistua ratkaisukaavalla.

ESIMERKKT 2.17. Ratkaise polynomin f(z) = 2ix? — iz — i juuret. Nyt

f(z) = 2i2* —iz —i=i(22> —2 — 1) = 0.

Yhtalo toteutuu, kun o = —% tai x = 1.

(Reaali- ja kompleksilukukertoimisen) toisen asteen yhtdlon juurilla on yhteys sen
kertoimiin, silla juurten tulolle ja summalle patevit seuraavat kaavat, joita kutsutaan
Vietan kaavoiksi. Niitd tullaan tarvitsemaan kolmannen asteen yhtalon ratkaisemi-

sessa.

LAUSE 2.18. Olkoot x1, x5 € C polynomin P(x) = axx® + a1x + ag juuret, silloin

a1
1+ X9 = ——
a2

ja
Qo
T1Ty =— —.
a2
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TonisTus. Olkoon z; ja xo toisen asteen yhtilon P(z) = axx® + ayx + ag = 0

ratkaisut. Nyt
—ay + /a2 —dasag  —a; — \/a? — dasay
+
20,2 2@2

—a1 — ay —26L1 ay

T+ To =

2@2 2@2 a9
ja

T1X2 =

(—a1 ++/a? — 4a2a0> (—a1 — /a2 — 4a2a0)
2&2 2&2
(—a1)* = (/ai — 4azap)?

4a3
(—a1)? — (a} — 4aza)
4a3
2

ay — CL% + 4@2@0 . 4&2(10 o @

4a’  4a)  ay
U

ESIMERKKI 2.19. Ratkaise toisen asteen yhtdlén 22 — 9z + 20 = 0 juuret Vietan
kaavojen avulla.

Sijoitetaan toisen asteen yhtélén kertoimet Vietan kaavaan ja saadaan néin ollen
yhtélopari:

$1+$2:—T:9

20
T1T9 = T = 20.

Vietan kaavoista "ndhd&ian” selvésti, ettd juuret ovat z; = 4 ja x5 = 5. Ne tosiaan
ovat oikeat, koska sijoitettaessa ne toisen asteen yhtéloon, yhtalo toteutuu.

Edellisessé esimerkisséd kdavi hyvin ja juuret néhtiin helposti, mutta néin ei aina
kdy. Vietan kaavat eivét ole juurien ratkaisemiseen paras mahdollinen keino, koska
ratkaistaessa juuria se palautuu toisen asteen yhtéloksi. Talloin taytyisi kayttaa toisen
asteen yhtélon ratkaisukaavaa. Miksi sitéd ei tekisi sitten heti aluksi? Parempi keino
kéyttad Vietan kaavoja on esimerkiksi ratkaista polynomi, jonka juuret ovat tiedossa.
Téahéankin 16ytyy parempia keinoja, mutta tassé tutkielmassa niitd ei tarvita.

ESIMERKKI 2.20. Muodosta Vietan kaavojen avulla polynomi, jonka juuret ovat
1 ja —3. Haetaan polynomia muodossa 22 + a1z + ag eli ay = 1, jolloin Vietan kaavat
supistuvat yksinkertaisempaan muotoon. Nyt
T + To — —Q

T1T9 = Qg.
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Kertoimiksi saadaan
ap=—(1+(-3) =2
ap=1-(-3)=-3.

Polynomiksi saadaan z? + 2z — 3.

19



LUKU 3

Kolmannen asteen yhtilo

Tassa luvussa tutustutaan erilaisiin keinoihin ratkaista kolmannen asteen yhtélon
juuret. Lukiossa kolmannen asteen yhtéloita ratkotaan arvaamalla ensimméinen juu-
ri ja kdyttdmalla sen jélkeen jakokulmaa. T&ll6in vaillinaiseksi osamééréksi saadaan
toisen asteen yhtélo, jonka ratkaisut saadaan ratkaisukaavalla. Arvaaminen saattaa
kuitenkin osoittautua hieman hankalaksi ja tarvitaan muita keinoja. T&ll6in kolman-
nen asteen yhtélo voidaan ratkaista kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavalla, Car-
danon kaavoilla. My6s Cardanon kaavat siséltévét diskriminantin, jonka arvosta saa-
daan selville juurien méaaré ja laatu. Diskriminantin ollessa negatiivinen péaadytaan
Casus irreducibilis-tilanteeseen, jossa kompleksiluvusta taytyy ottaa kuutiojuuri. Té-
mé& onnistuu tutulla De Moivren kaavalla. Kuutiojuurenotto voidaan kylla valttda
kéayttamalld hyvéksi kosinin kolminkertaisen kulman kaavaa. Téssé luvussa esitelldéan
myo6s erds vahemmin tunnettu tapa, jolla saadaan kolmannen asteen yhtalo ratkais-
tua. Sitd voidaan kutsua determinanttimenetelméksi.

3.1. Kolmannen asteen yhtilon helppoja ratkaisutapoja

Téssé kappaleessa nédytetddan kuinka kolmannen asteen yhtaloita voidaan ratkaista
erikoistapauksissa seké kuinka juuret saadaan selville arvaamalla. Méaéaritellaan ensiksi
kolmannen asteen polynomiyhtélo ja katsotaan sen muutama ominaisuus.

MAARITELMA 3.1. Kolmannen asteen polynomiyhtélé on muotoa
asz® + asx® + a1 + ag = 0,
missé as, as, ar, a9 € R, ag # 0.

Toisen asteen polynomiyhtélolla ei valttamétta ole yhtaan reaalista juurta, mutta
kolmannen asteen polynomilla on ainakin yksi reaalijuuri.

LAUSE 3.2. Olkoon f(z) kolmannen asteen polynomi. Tdlloin loytyy aina reaaliluku
a siten, ettd f(a) = 0.

TobisTus. Tarkastellaan yht#lod f(z) = 0 eli azz® + ax2? + a1x + ag = 0. II-
man yleisyyden menetystd voidaan olettaa, ettd az > 0 (jos ag < 0, pdittely menee
oleellisesti samalla tavalla). T&lloin

lim f(z) =00

T—r00
ja
lim f(z) = —o0.
T—>—00
Koska f on jatkuva, niin Bolzanon lauseen ja edelld laskettujen raja-arvojen perus-
teella silld on ainakin yksi nollakohta. U

20
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Koska kolmannen asteen polynomille 16ytyy aina yksi reaalinen juuri a, niin talloin
jaettaessa polynomi binomilla (z — a) saadaan jakojaannokseksi alkuperiista polyno-
mia yksi aste alempi polynomi eli toisen asteen polynomi. Téten kolmannen asteen
polynomi voidaan aina esittdd ensimméisen ja toisen asteen polynomin avulla. Loput
juuret ratkeavat helposti toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla.

LAUSE 3.3. Olkoon f(x) = azx® + asx? + ayx + ag kolmannen asteen polynomi ja
a sen reaalijuuri. Tdlloin f(x) voidaan esittdd muodossa

flz)=(x— a)(b2x2 + bix + by),
missd bQ, bl,bo S R, bg 7é 0.

TobisTus. Lauseen 3.2 nojalla on olemassa reaaliluku a ja Algebran peruslauseen
nojalla polynomi f on jaollinen binomilla (z — a). Talléin polynomien jakoyht&losté
saadaan

f() a2z +axx® +aw +ag

(bgl’Q + bll' + bo)
r—a r—a

Seuraavaksi esimerkki tasta ratkaisutavasta.

ESIMERKKI 3.4. Kolmannen asteen polynomiyhtdlén 23 — 322 + 2 + 1 = 0 yksi
juuri on 1. Polynomi voidaan kirjoittaa muotoon

? — 37+ +1=(z—1)(2* -2z —1).

Toisen asteen yhtélon juuriksi saadaan

—(— —N2_4.1.(—
- (=2)+ (2? 4-1-(—1) 2+2\/§ 14+2
ja
—(=2)=~/(=2)2—41-(—1 _
- (—2) (2.1) (-1) 9 2\/§ 1 \/5

Kolmannen asteen polynomiyhtélon juuret ovat 1, 14 v/2 ja 1 — /2.

Kolmannen asteen polynomi voidaan esittdéd juuriensa avulla.

LAUSE 3.5. Olkoon f(z) = asz® + axx® + a1x + ag kolmannen asteen polynoms.
Tdasmdlleen yksi seuraavista kohdista pitdd paikkansa

e Polynomilla on yksi kolminkertainen reaalinen juuri x,. Tdlléin polynoma

f(z) = as(zx — z1)>

e Polynomilla on kaksi erisuurta reaalista juurta x, ja o, joista xo on kak-
sinkertainen juuri. Tdlloin polynomi voidaan jakaa tekijoihinsd seuraavan-
laisests

f(z) = as(z — 21)(z — 29)%
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e Polynomilla on kolme erisuurta reaalista juurta x1, xo ja x3. Talloin polyno-
mi voidaan jakaa tekijothinsd seuraavanlaisesti

f(z) =asz(x — z1)(x — z2)(x — x3).

e Polynomilla on yksinkertainen reaalijuur: x1. Tdlloin polynomi voidaan jakaa
tekijothinsd seuraavanlaisesti

f(z) = ag(z — 21)s(x)

missd s(x) on toisen asteen polynomi, jolla ei ole reaalisia nollakohtia.

Huom! Tdlloin juurina on x1 ja kompleksikonjugaatit z ja Z.

f(@) = as(z — 1) (x — 2)(2 = 2)

Kolmannen asteen yhtélolla on tédsmélleen kolme kompleksista juurta ja polynomi
voidaan esittdd tulomuodossa juuriensa avulla.

LAUSE 3.6. Olkoon x1,xs, 73 € C kolmannen asteen polynomin P(x) = azz® +
asx? + ayx + ag juuria. Tdllvin

P(z) = a32” + a2® + a1z + ap = az(x — 21)(x — 22)(x — w3).

Edella on néhty, kuinka polynomiyhtilo voidaan ratkaista arvaamalla. Naytetaan
seuraavaksi, kuinka kolmannen asteen polynomiyhtélé voidaan ratkaista ryhmittele-
mélld tekijit.

ESIMERKKI 3.7. Ratkaise yhtilon 2® 4+ 22 — 4r — 4 = 0 juuret ryhmittelemil-
14. Huomataan, ettii kahdesta ensimméisestd termistéi voidaan ottaa tekijiksi 22 ja
lopuista luku 4. Saadaan, etta

2*(x+1) —4(x+1) =0.
Nyt voidaan ottaa yhteiseksi tekijéiksi (z + 1) ja saadaan polynomi muotoon
(2> —4)(x+1)=0.

Polynomiyhtélo toteutuu, kun x = —1 tai x = 2. Polynomi voidaan jakaa tekijoi-
hinsé seuraavanlaisesti

4t —dr— 4= (v +1)(z+2)(x—2).

Téahadn mennessd kolmannen asteen yhtélo on saatu ratkaistua ryhmittelemalld
tekijat sekd arvaamalla. Kolmannen asteen yhtélo voi olla vaillinainen eli joku sen
kertoimista voi olla nolla, mutta tietenkin as # 0. Katsotaan ensiksi tapaus, jossa
kolmannen asteen yhtildssé as, a; = 0. Yhtilo supistuu talléin muotoon aga®+ay = 0,
joka on vastaavanlaisesti ratkaistavissa kuin toisen asteen yhtdlo Esimerkissd 2.5,
mutta ratkaisuun tarvitaan neligjuuren sijaan kuutiojuurta.
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ESIMERKKI 3.8. Ratkaise kolmannen asteen yhtdlon 2° — 8 = 0 juuret.

? —8=0
=38
x =8
r=2

;1:3—8:(33—2)3:0.

Jos kolmannen asteen yhtilossi ag = 0, yhtild supistuu muotoon aszz® + asz? +
a;x = 0. Talloin tekijéksi voidaan ottaa z, jolloin yhtélo saadaan muotoon

asx® 4 axx® + a1x = x(asr® + asxr 4+ ay) = 0.

Polynomiyhtéalo totetutuu silloin kun z = 0 tai ((13352 + asx + ay) = 0. Toisen asteen
yhtélon juuret saadaan ratkaistua ratkaisukaavalla.

ESIMERKKI 3.9. Ratkaistaan kolmannen asteen polynomin 23 + 22?2 — 3z juuret.
Kolmannen asteen polynomi voidaan kirjoittaa muotoon

2?4+ 22° — 3z = x(2* + 22 — 3).

Esimerkin 2.4 avulla néhtiin, ettd toisen asteen yhtélon juuret ovat 1 ja —3. Kol-
mannen asteen polynomin juuret ovat siis 1, —3 ja 0. Polynomi voidaan kirjoittaa
muotoon

3 +22° -3z = (2 — 0)(z — 1) (2 — 3) = x(z — 1)(x — 3).

Edellisesta kappaleesta tutut Vietan kaavat patevit myos kolmannen asteen yh-
taloon. Seuraava lause kertoo kolmannen asteen yhtélon juurien yhteyden yhtélén
kertoimiin.

LAUSE 3.10. Olkoot xy, 35,23 € C polynomin P(x) = azx® + axx® + a1 + ag
nollakohdat eli juuret, silloin
a
(21 + 20+ 23) = ——27
as

ay
1T + Tol3 + r3xy = —
as
ja
Qo
T1X9X3 — ——.
as
TonisTus. Olkoon zy, o3 ja x3 kolmannen asteen yhtélon P(x) = azx® + agz? +
a1 + ag juuret. Talloin
2
(x —21)(x — 22)(x — 3) = (2° — 229 — TX1 + T122) (T — T3)
= 23 — 2?09 — 221 + X120 — XT3 + TLoT3 + TT1T3 — T1ToT3

= 2° + 23 (—11 — 2o — 23) + (2179 + ToT3 + T371) — T1ToT3.
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Nyt

3 2 3 G2 o a1 Qo
x4 a7 (—xy — xy — x3) + (179 + ToT3 + T3T1) — T1Towy = T° + —x° + —x + —,
as as as

josta saadaan, etté
a2
(1'1 -+ i) + 1'3) = -,
as
ay
T1Tg + ToX3 + X3x1 = —
3
ja
)
T1X2x3 — ——.
as

U

Edellisessé luvussa huomattiin, ettd Vietan kaavat eivit ole paras mahdollinen
keino etsid yhtdlon juuria. Seuraavaksi esimerkki, jossa taytyy madrittda kolmannen
asteen polynomi, kun juuret tiedetaén.

ESIMERKKI 3.11. Etsi kolmannen asteen polynomi f(z) = azx® + asz® + a1z +
ag, jonka juuret ovat —3,2 ja 7. Valitaan a3 = 1, jolloin Vietan kaavat supistuvat
yksinkertaisempaan muotoon. Siten polynomin kertoimiksi saadaan

as=—(—3+2+7)=—6,
4y =—3-24+2-T+7(=3) = —13
ja
ap = —(—3)-2.7=42.
Kolmannen asteen polynomi on f(x) = x® — 62* — 13x + 42.

Edelld on esitetty muutamia erilaisia tapoja ratkaista kolmannen asteen yhtalon
juuret, mutta aina ei pa#std ndin helpolla. Silloin on otettava kayttoon toisenlaiset
ratkaisukeinot. Seuraavaksi pédstddan tutustumaan Cardanon kaavoihin, joiden avulla
jokainen kolmannen asteen polynomiyhtélo voidaan ratkaista.

3.2. Cardanon kaavat

Kolmannen asteen yhtilon ratkaisukaavojen historia on mielenkiintoinen. Vaikka
ratkaisukaavoja kutsutaan Cardanon kaavoiksi, Cardano ei itse keksinyt niitd. Han
kylldkin kehitti ratkaisukaavoja ja ratkaisi apulaisensa, Ferrarin, kanssa neljannen as-
teen yhtélon ratkaisukaavatkin. Naitd kutsutaan Ferrarin kaavoiksi, mutta niihin ei
tésséd tutkielmassa perehdyté.

Kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavan takana on Fontano, joka luovutti ratkaisu-
kaavan runomuodossa Cardanolle paremman tyopaikan toivossa. Cardano lupasi olla
paljastamatta ratkaisua kenellekddn. Cardano huomasi kaavojen ongelman, jossa ne-
gatiivisesta luvusta tdytyy ottaa neliGjuuri. Cardano kysyi neuvoa Fontanolta, mutta
tadmé vastasi vaikeaselkoisesti, koska halusi harhauttaa Cardanoa. Hén kuitenkin on-
nistui padtteleméasn, kuinka ongelma ratkaistaan.
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Lupauksesta piittaamatta Cardano julkaisi kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaa-
van omassa teoksessaan, jolloin Fontano raivostui. Héan kirjoitti loukkaavia komment-
teja Cardanosta, jolloin Ferrari suuttui. Hian haastoi Fontanon “kaksintaisteluun”,
jossa taytyi ratkaista kolmannen ja neljinnen asteen yhtéloitd. Fontano kieltaytyi
tasta halutessaan haastaa vain Cardanon. Kuitenkin kuullessaan hyvésté tyopaikasta
Bresciassa Fontano ajatteli ndyttéé taitonsa suostumalla Ferrarin haasteeseen.

Fontano huomasi ensimmaéisend haastepéiviné, ettd Ferrari osasi ratkaista yhtaloitéa
paremmin kuin hén itse. Niinpéa hén hdpedn pelossa poistui paikalta salaa yon aikana.
Vaikka Fontano oli alun perin kolmannen asteen yhtdlon ratkaisukaavan keksija, han
joutui elaméan loppueldménsi koyhyydessia. Haasteeseen osallistumisen takia hénelle
ei enéd ensimmaéisen vuoden jialkeen maksettu Bresciassa palkkaa. Cardano sen sijaan
oli arvostettu matemaatikko ja lagkéari.

Fontano esitti kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavan runona.

Kun kuutio ja asiat yhdessé

Ovat yhté kuin jokin hienovarainen luku,

Etsi kaksi muuta lukua, jotka eroavat siita.
Sitten otat tavaksesi

Etté niiden tulo on aina sama

Kuin kolmannen asian kuutio.

Loput ovat sitten aina

Véhennettyind kuutiojuuristaan

Saman suuruisia kuin térkein asia

Néista naytoksissa toisessa,

Ja kun kuutio on yksin,

Huomaat ndma muut yhtéléisyydet:

Jaat heti luvun kahteen osaan

Niin ettd yksi kerrottuna toisella tuottaa selvisti
Tésmélleen kolmannen asian kuution.

Sitten naistd kahdesta osasta

Otetaan kuutiojuuret ja lasketaan yhteen,

Ja tdmé& summa on ajatuksesi.

Kolmas néisté laskuistamme

Ratkeaa toisen avulla jos olet huolellinen,

Silla ne vastaavat melkein toisiaan luonnostaan.
Nama asiat sain tietdd, enkéa laiskoin askelin,
Vuonna tuhat viisisataa kolmekymmenté ja nelja.
Vahvoin ja tukevin perustein

Meren vyottamassa kaupungissa.

Selvyyden vuoksi johdetaan kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaavat matemaatti-
sesti.
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Lihdet#éin tarkastelemaan yht#lod asz® + a2 + a1z + ag = 0, a3 # 0. Voimme olet-
taa, ettd az = 1. Voimme jakaa silld yhtédlon molemmat puolet ja néin ollen yht&ld
muotoutuu yksinkertaisempaan muotoon. Sijoittamalla yht&loon z = z — % saadaan
eliminoitua toisen asteen termi. Nyt

as

a2 a2

as?® + ay?® + a1z +ag = (v — 3)3 + as(z — 3)2 +ay(r — 3 ) + ag
o Gy 5 2wag a_% o 2ma a_%
= (x 3)(:17 3 +9)+a2(x 3 +9)
a
+ a1 (x — 32) + ap
_ A 222, x_a% B r?ay  2wal B a_%
3 9 3 9 27
2xa?  al aa
+ agpz? — 32+§2+a1x— 132+a0
2 3
ot a(ay — D) g 2, 26
z° + x(ay 3)+a0 3 +27.
Yksinkertaistetaan muotoa merkkaamalla kertoimiksi
a3 o ajay  2a3
= Qa _— — = _ —.
p 1 3 Ja q 0 3 o7

Alkuperiinen yhtdlo saadaan supistettuun muotoon, jossa ei ole enéé toisen asteen
termié

2 +pr+q=0.
Sijoitetaan tdmén jilkeen yhtaloon x = u + v, jolloin saadaan
2 +pr+qg=(u+v)’+plu+v)+gq
= (u+v)(u® + 2uv + v*) + pu+ pv + ¢q
= u® + 200 + w? + v + 20%u + v+ pu+pv 4 ¢
= (u* +v* 4+ q) + Buv + p)(u+v) = 0.

Yhtélo toteutuu ainakin, jos

w403 = —¢q ja uv:—g.
Oikeanpuoleinen yhtéls voidaan kirjoittaa muotoon u?v® = (—£)3, jolloin Vietan

kaavojen nojalla u? ja v® ovat toisen asteen yhtdlon

w2—|—qw—(§)320

ratkaisuja. Téstéd eteenpéin yhtalo osataan ratkaista toisen asteen yhtalon ratkaisu-
kaavoja kiyttden. Saadaan, ettd

R e R (R0
s Bk ORI

ja
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Toisen asteen yhtilon ratkaisut ovat siis v ja v? eli u® = w; sekd v3 = w,, joten

@

ja
o4 (1) (1_9)3
”_\/ 3V E) G
Niinpéa
o O - O -
U’ + v 2+ 7 + 3 + 9 9 + 3 q
ja

o= (2@ B (4 ) -

“ < 2TV 2) T3 2 2) T\3 3/
Siispé u+v on yksi yhtélén 22 +px + ¢ = 0 ratkaisu. Onko yhtilolld muita ratkaisuja?
Kompleksilukujen ominaisuuksista selvisi, ettd yhtélolla w™ = 2z on tésmélleen n eri

ratkaisua kompleksilukujen joukossa, joten molemmille muuttujille u seké v saadaan
kolme ratkaisua u, Cu, (*u ja v, (v, (*v, missi ¢ on eris ykkdsen kolmas juuri (¢2 = 1,

¢ =cos 2 4 isin 2 = =13 ) Tillsin jos
O
+ 2 +(3
niin mydéskin
et )
((u’ =’ = =5 +4/(3) +(3

@ =t =3/ (5) + (5)

Titen ehdon u?v® = —(£)? toteuttavia ratkaisupareja (u,v) on yhdeksén. On muis-

tettava, ettd lisidksi halutaan, ettd uv = —%. Jos nyt (ug,v) on jokin ratkaisu, niin se
tayttda ehdon

ja jonkin tuloista
ugv , up(Cv) tai up(¢?v)
téytyy toteuttaa ehto uv = —%. Oletetaan, ettd toinen tulon tekijoistd on vy. Nyt
ensimmaiseksi ratkaisuksi saadaan
21 = Ug + vp.

Muut ehdon téyttiviit ratkaisuparit ovat (Cug,(?vg) ja (C%ug, Cvp), joista saadaan
loput ratkaisut eli

= Cug + C*vo ja 23 = CPug + Cvo.
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Esimerkiksi ratkaisupariksi ei kity (¢*u, (*v), koska niiden tulossa on yliméirdinen ¢

Cuc?o = Chuv = CH(=E) = (C*(=5) = (C*(=5) = (= D).

Ratkaisut voivat tietenkin olla samoja, jolloin saadaan kaksinkertainen tai kolminker-
tainen juuri.

Huom! Alkuperiisen yhtdlon azz® + a02? + a1z + ag = 0,a3 # 0 ratkaisut saadaan

ensimméisen sijoituksen z = x — % avulla.

LAUSE 3.12. (Cardanon kaavat) Yhtilon
P 4+pz+q=0, pgeC
ratkaisut ovat kompleksiluvut
2 =ug+ o, 22 = Cuo+ (g ja 25 = CPug + (o,

missd

ja

ja kuutiojuurten arvojen tdytyy tdyttid ehto

p
Uy = — <.

3

TobisTus. Kolmannen asteen yhtéalolla on maksimissaan kolme ratkaisua, jotka
edelliselld johtamisella 16ydettiin eli nédin ollen Cardanon kaavaa ei téssa tutkielmassa
endd sen kummemmin todisteta. U

ESIMERKKI 3.13. Ratkaise yht#lo 2% — 22 + 4 = 0 Cardanon kaavojen avulla.

Nyt p = —2 ja ¢ = 4, joten

w=1\-3+/(3) + ()
= {/—24 /0
27

ja
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Vaadittava ehto tayttyy eli ugvyg = % Yhtalon ratkaisuja ovat siis

_ 3 100, 3 o [0 _ _
1= 2+ 57 * 2 o = 2

2
_ [ =1+iv3)\ 3 100 —1+iV3 3 100
o= (25) 2 4 (2500)" 2
—_1 §/_2_|_ M+</_2_ M)_}_
2 \ 27 \/ 27
i3 | 3 100 3 100
+T<\/—2+\/2—7—\/—2—\/2—7>

=3 ()P () =1+

ja

Yhtalon juuret ovat siis =2, 1 +4 ja 1 —1.

MAARITELMA 3.14. Kolmannen asteen yhtdlon supistettu muoto on
2* 4+ pr+q=0,

missé p,q € C.

Kaikki kolmannen asteen (reaali- ja) kompleksikertoimiset yht&lot voidaan palaut-
taa supistettuun muotoon muuttujanvaihdon avulla. N&in ollen saadaan ratkaistua
juuret Cardanon kaavojen avulla.

LAUSE 3.15. Olkoon x®+asx®+a1x+ag, as, ar,ag € C kolmannen asteen polynomi.

Muuttujanvaihdolla x = y — % saadaan sievennettyd polynomi supistettuun muotoon

a:3+pa:+q,

.. a% . aiaz 2‘1%
missa p = ay — 5 ja q=ag— —3> + *.
Huom! Alkuperdisen polynomin juuret saadaan selville lisidmélld — %

muodon juuriin.

supistetun
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ESIMERKKI 3.16. Ratkaise yhtélon 2% — 422 + 62 — 4 = 0 juuret. Nyt ay = —4,
a; = 6 ja ap = —4, joten

(-4 2
-6 — S
b 3 3
ja
6)(=4) , 2(=4)° 20
— 4 — -~
a T 57
Télloin yhtélon supistettu muoto on
2 20
3
Sr—22 20
T

Ratkaistaan tdma yhtélo Cardanon kaavojen avulla, jolloin saadaan

we R O

3 10+ 4
27 27
T
27 33
ja
i 2 R0)
‘ 2 2 3
~ s/10 4
V27 27
_ o102
27 33
2
ja ehto upug = —5 = —% tayttyy. Supistetun yhtalon ratkaisuiksi saadaan
2
zp =1ug+vg =y ;—‘;+ﬁ§+ ¥ %—%257
. N2
2 = Gug + CPug = (158 o0y 2oy (2408) /10 2
1 L
=—=+4+1
3
ja
_ 2, _ [ —=1+iV3 2 3/10 2 —1+iv3) 3/10 2
23 = Cug + vy = 5 ﬁ‘l‘ﬁg‘i‘ 5 ﬁ_ﬁ
1

=——-—1

3
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Alkuperéisen yhtalon juuret ovat

+4 2+4 2
T1 = 2 —_ = — —_ =
1 1 3 3 3 3
1 . 4 )
$2=2’2+§=—§+Z+§—1+2
ja
4 1 .4
I3223+§:—§_2+§:1_Z

3.3. Casus irreducibilis

Kolmannen asteen yhtélon ratkaisemissa Cardanolle tuli ongelmia, kun komplek-
siluvusta piti ottaa kuutiojuuri. Tata kutsutaan Casus irreducibilikseksi, joka tarkoit-
taa jakautumatonta tapausta. De Moivren kaavan avulla saadaan otettua kompleksi-
luvuista kolmas juuri trigonometriasta tuttujen kaavojen avulla. Néin ollen Cardanon
kaavat sailyvét toimivina.

Seuraavassa esimerkissd ndytetddn, kuinka Casus irreducibilis-tilanne saadaan rat-
kaistua. Siind kompleksiluvusta otetaan kuutiojuuri ensimmaéisesta luvusta tuttua De
Moivren kaavaa kayttamalla.

ESIMERKKI 3.17. Ratkaise yht#lon 2° — 7z + 6 = 0 juuret. Nyt p = —7 ja g = 6,

joten
3 6+\/<6)2+<—7>3
Uy = A —— Z -
0 2 2 3
3 100
— +/—3 i
+ 27
10
= 0| =3+ —i.
3v3
ja

Vg = —3—£z
0 3\/—-

Muutetaan kompleksiluvut z; = —3 + 3 \[Z ja z9g = — 3 \[z polaarimuotoon.
Kompleksiluvun z; moduli on
7\?
5)

1= e ) -

Lasketaan luvun z; argumentti eli kulma 6. Maaritelméan 1.13 mukaan kulman 6 pitéa
toteuttaa yhtalo

0, = arccos ,
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joten 0y = 147, 3 tai 2w — 0 = 212,7. Kulman 6 tulee toteuttaa myos yhtélo

10
i _ 10
(1)3 V343
V\3

joten Oy ~ 32,7 tai (m — 0,) ~ 147, 3. Argumenttikulma on siis 0 ~ 147, 3. Komplek-
siluvun z; polaariesitys on
73
2 = §(COS¢9 +isinf).
Juuret ovat tdten muotoa

0+ 2k 0 + 2k
wy, = g (cos (%) + isin (%)) , missd k =0, 1,2.

Koska z5 ja z; ovat kompleksikonjugaatteja, niin |z1| = |29| ja arg(z2) = —arg(z1).
Télloin kompleksiluvun z, polaariesitys on

29 = g(cos(—Q) + isin(—0)).

0, = arcsin

Juuret ovat taten muotoa

qr = g (COS (ﬂ) —+ 7sin (ﬂ)) , missa k = 0, 1,2

Kuutiojuurten arvojen taytyy tayttda ehto uv = —_?7 = % Ehdon téayttavat luvut
ovat wy ja qo, koska

Woqo = \/g (cos (g) + isin( )) % (cos (—
= (/3 (cos(S + (=9)) +isin(d + (-

= \/2)2(cos0 +isin0)

7

3

Yhtéalon ratkaisuiksi saadaan

wl
WD

) + ¢sin (—g))

)

w|D

Ty =wi+q =2
zy = Cuy + ¢’ = =3
z3 = Cw; +(q = 1.

3.4. Diskriminantti

Luvussa 2 palautettiin mieleen diskriminantti. Myds Cardanon kaavoissa nelio-
juuren alla olevaa lauseketta kutsutaan diskriminantiksi ja sen arvon perusteella saa-
daan tietoon ratkaisujen méara ja laatu. Méaaritelladn seuraavaksi kolmannen asteen
yhtélon supistetun muodon diskriminantti.
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MAARITELMA 3.18. Olkoon x® + px + q = 0, p,q € C. Yhtilon diskriminantti on

Diskriminantin arvosta nahd&an, kuinka monta reaalista ja kompleksista juurta
on yhtalolla.

LAUSE 3.19. Olkoon D kolmannen asteen yhtilin x* + px +q = 0 diskriminantti.
Jos

e D > 0: Yhtdlolld on yksi reaalinen juuri ja kaksi kompleksista juurta, jotka
ovat toistensa kompleksikonjugaatteja eli liittolukuja.

e D = 0: Yhtdlolla on kaksi reaalista juurta.

e D < 0: Yhtdlélld on kolme reaalista juurta.

Tobistus. Tapaus D > 0: Kun

D=(3)'+(2) o

Cardanon kaavojen avulla ensimméiseksi juureksi z; = ug + vy tulee reaalinen. Kos-
ka D > 0, neliojuuresta tulee reaalinen luku, joten kuutiojuuren alle tulee myd6skin
reaaliluku. Toinen juuri saadaan kaavalla
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Kolmanneksi juureksi saadaan

34

w5 ) ) (49) - 0+ ()
)iy ()« (2 W% () (6

+ (%)2+(§)3+\3/—%— (4) + (s )

/(8 + () \/ (8) + () ).

Huomataan, etta zo ja z3 ovat toistensa liittolukuja, imaginaariosa on nollasta eroava.
Télloin ne ovat todella kaksi toisistaan eroavaa kompleksista ratkaisua. Juuriksi saa-
tiin yksi reaalinen juuri ja kaksi kompleksista juurta, jotka ovat toistensa liittolukuja.

Tapaus D = 0: Diskriminantin ollessa nolla, taytyy olla p < 0 tai p =0 ja ¢ = 0. Jos

p < 0, Cardanon kaava antaa

q
Uy = 3 —5
ja
q
Vo = 3 —5

Talloin juuret ovat

zch\/—igH?{’/—ig
L
:(—1J;i\/§)</_7%+(

23_2

7 ) 2
—1—¢\/§>3_g
2 2
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73 = sz/ —g + Gy —g

—1-4/3, [ ¢, —1+i/3, [ q
= S

q

5
Niahdéan, ettd zo ja z3 ovat samat. Saatiin ratkaisuiksi 2 reaalista juurta ja toinen
niistd on kaksinkertainen juuri. Ja jos p = 0 ja ¢ = 0, niin silloin yht&lolla on kolmin-
kertainen juuri z = 0.

ja

Tapaus D < 0: Talléin p < 0. Kirjoitetaan ug ja vy muotoon

O )
w=—51\V5) T3

q q\? . (P\?
d=-5-y() +(5)-

Huomataan, ettd nyt ug ja vy ovat kompleksikonjugaatteja, koska diskriminantti on
negatiivista. Néin ollen kaavan nelijuuri on puhtaasti imaginaarinen. Diskriminantti
voidaan kirjoittaa kompleksilukujen ominaisuuksien takia muotoon v D = iv/—D,

kun D < 0. Taten
ub = —g +ivV—D

vy = —g — 1V —=D.

Kompleksiluvuista —2 + iy/—((£)? + (§)?) ja =4 — i\/—((2)2 + (§)3) téytyy ottaa
kuutiojuuri, joten muodostetaan niiden polaariesitykset r(cos @ + isinf). Moduliksi
saadaan

ja

ja
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Nyt
P
cosl = = = —=——,
(VB
joten
q
0 = arccos ;pg.
(v—%)
Télloin
0 0 k
we = /() =) (costz + =) +isin(z + 50)
0 2k 0 2k
= —%)(cos(g - Tﬁ) - ism(§ + %))
ja
0 2k 0 2k
e = 1] (4 /—§)3<cos(§ + TW) - zsm(g + %))
0 2k 0 2k
= =5 {esG+ ) —ising + 50))
missd k = 0,1,2. Ehto upv; = —% piétee, kun & = [ ja u; ja vp ovat toistensa
kompleksikonjugaatit, joten upvy, = ugiiy = |ug|* = —£. Supistetun muodon ratkaisut
ovat

21 = Ug + Vg

= ,/—§<cosg+ismg> +1/—§<cos§—z’sin§>

= /—§<c0s(§+ A%) +isin(g —|—%’T)) —i—,/—g(cos(g + A7) — isin(

Kun p < 0, kaikki juuret ovat talloin reaaliset ja eri suuruiset. Néin ollen saatiin
kolme eri ratkaisua. U

@i
+
wl§
N—
~
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ESIMERKKI 3.20. Yhtilolld 2 — 22 + 4 = 0 on yksi reaalinen juuri ja kaksi
kompleksista juurta, koska

Lauseen 3.19 todistuksessa huomataan, ettd diskriminantin ollessa tiedossa kol-
mannen asteen yhtalon juuret supistuivat yksinkertaisimpiin muotoihin. Seuraavassa
esimerkissé tarkastellaan tilannetta, jossa diskriminantti on positiivinen.

ESIMERKKI 3.21. Ratkaise yhtélon 23 — 22 + 4 = 0 juuret. Edellisestd esimerkisté
niahdéan, ettd D = 100 > (. Talloin yhtalon juuret ovat

o4 100 ] 4 0 _
2=\ 3 27 2 o7~ ©

1 4] 4 116 ./ 4
— i 22 -2 D
2= =5 2+\/27+\/2 VD)

N R

=143

ja

232—1(\/——+¢_+ ———\/_)

AR

Edelld on n&hty, kuinka Casus irreducibilis saadaan ratkaistua De Moivren kaa-
vaa kéayttden, mutta esitelldén toinenkin tapa ratkaista se. Siind kéaytetddn kosinin
kolminkertaisen kulman kaavaa ja nédin ollen valtetddn kuutiojuurenotto kompleksi-
luvusta.

Silloin kun D < 0, taytyy p < 0. Tehddédn kolmannen asteen yhtdlon supistettuun
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muotoon sijoitus x = 2y, /=P. Talloin saadaan

[—p —p
® +pr+q=(2y ?)3+p(2y <)+

—p.s —p
:83—2 2 [
y(3)+yp 5 Ta
3 3
. 3_p 1 —p .1
=8y (557)2 +2y(—5-)2 +4¢
_p§

=2(5)2(y’ =3y —¢) =0,

(SIS

missi ¢ = R Yhtilo 22 + pz + ¢ = 0 toteutuu siis tdsmailleen silloin kun
3
4P — 3y =¢.
Sijoitetaan saatuun yhtéloon y = cos(t) ja ¢ = cos(¢), missd ¢ = arccos(q¢’) =
q
arccos(— ). Tdmé& on mahdollista tapauksessa D < 0, koska |¢'| < 1 . Télloin

—»)3
myos |y| < 1, koska muulloin lausekkeen |4y — 3y|>1. Yhtilo saadaan muotoon
4cos?(t) — 3cos(t) = cos(¢).

Luvusta 1 tuttua kosinin kolminkertaisen kulman summakaavaa cos(3t) = 4 cos®(t) —
3 cos(t) kiyttéden saadaan yhtalo muotoon cos(¢) = cos(3t). Yhtélo toteutuu, kun

[0) ¢ 2 ¢ Ar
t=1ft-, =+ =), £(+ =)}
ERIPT L L)
Koska cos(u) = cos(—u), niin voidaan valita
6 & 2w b 4

t:{§>(§+ 3)’(§+ 3)}-

Télloin juuret ovat

ja

missi ¢ = arccos(— 2 %)

Nihdéan, ettd viimeisin tapa oli selvésti lyhyempi ja vaati vain muistutusta kosinin
kolminkertaisen kulman summakaavasta. Seuraava lause tiivistda edellisen johtamisen
tuloksen.
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LAUSE 3.22. Jos D < 0, niin yhtilon x> + px + q¢ = 0 juuret ovat

2/ Leos(2) 2/ Leos(@+20) ja 20/ Peos(@ 12T

Ratkaistaan Esimerkki 3.17 edellisen lauseen avulla.

ESIMERKKI 3.23. Ratkaise yhtdlon 23 — 72 4+ 6 = 0 juuret. Nyt p = —7 jaq¢ =6
seké,

o= arccos(— %) = arccos(— (23)3>
3

w

Yhtalon juuret ovat

T =2 cos — = 2
3
. 2
Ty =2 <3 ) cos(g + %) =-3
seké
. 4
3 =2 (37>cos(§+§):1

Kuten toisen asteen yhtélon tapauksessa myos kolmannen asteen yhtélon diskri-
minantti D voidaan ilmaistaa juurien avulla ja saadaan diskriminantille toinen méé-
ritelméa A.

MAARITELMA 3.24. Olkoon 7y, 19, r3 kolmannen asteen yht#lon o3 +asx? +a12+ag
juuret. Talloin diskriminantti A on

A = (7"1 — 7“2)2(7”1 — Tg)z(’f‘g — T3)2

Seuraava lause kertoo, kuinka kolmannen asteen polynomiyhtélon diskriminantti
voidaan ilmaista polynomin kertoimien avulla.

LAUSE 3.25. Olkoon as,a1,ay reaalilukuja. Kolmannen asteen polynomin x> +
as2? + ayx + ag diskriminantti

A = 18aza,a0 — 4aiag + a3a® — 4a’ — 27a.
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TobisTus. Vastaavasti kuin toisen asteen yhtélon tapauksessa. Nyt
2+ ar® + ayx 4+ ag = (v — 1) (x — 1) (20 — 73)
=2® + 2(—r) — 19 — 1r3) + 2(r1ry + 7173 + ToT3) — T1ToT3.
Téstéa saadaan, ettd ag = —(r1 + 19 + 13), a1 = (r1re + ri7rs + ror3) ja ag = —rirers.
Nyt
(r1 —79)2(r1 — 73)%(ro — 73)* = 18asa,1a¢ — 4a3ag + a3at — 4a’ — 27a;.

4

LAUSE 3.26. Olkoon /\ kolmannen asteen polynomin diskriminantti. Jos

o A < 0: Yhtdalolla on yksi reaalinen juuri ja kaksi kompleksista juurta, jotka
ovat toistensa kompleksikonjugaatteja.

o A = 0: Yhtalolld on kaksi reaalista juurta.

e A > 0: Yhtdlolla on kolme reaalista juurta.

TobDI1sTUS. Todistus sivuutetaan. O

Esimerkissa 3.20 ratkaistiin polynomin juurien mééré ja laatu supistetun muodon
diskriminantin avulla. Ratkaistaan nyt saman polynomin juuret Lauseen 3.25 avulla.

ESIMERKKI 3.27. Miiritd kolmannen asteen yht#lén 23 —2x+4 = 0 juurien laatu
ja madrd. Nyt as =0, a1 = —2 ja ap = 4, joten

A=18-0-(=2)-4—4-0>-4+(0)* (=2)* —4-(=2)> =27 (4)> = 400 < 0

Polynomilla on yksi reaalinen juuri ja kaksi kompleksista juurta, jotka ovat toistensa
kompleksikonjugaatteja.

3.5. Ratkaisu determinantin avulla

Lopuksi esitelladn vield eréds tapa ratkaista kolmannen asteen yhtéloitd. Se on
determinanttimenetelmé. Siinéd kéytetddn avuksi determinantteja seké teoriaa toisen
asteen yhtélon tekijoitymisestd tai kuutioon tdydentdmistd. Determinanttimenetel-
méssé ratkaisut jaetaan kolmeen erilaiseen tapaukseen ja tutkitaan ne erikseen.

Léhdetaan liikkeelle siitd, ettd jokainen kolmannen asteen polynomiyhtéld voidaan
kirjoittaa muodossa

23+ 3ax® + 3bxr 4+ c =0,
missé a, b, c € C.
Tarkastellaan toisen asteen apuyhtaloa

22

b|=0.
c

Q= =
SR W

Kehittelemélld determinantti ylimmén rivinsad suhteen saadaan toisen asteen yhtélo

A+ B2+ C =0,
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missé
. 1 a_ 2
A_a b_b ,
:b 1:ab—c
c a
ja
C:Z lc):ac—b2

Apuyhtilostd saadaan toisen asteen ratkaisukaavaa kdyttden tietoon, ettéd sen diskri-
minantti on D = B? — 4AC. Diskriminantin D ja apuyhtilén termin kertoimen A
avulla saadaan tietoon ratkaisut ja ne voidaan jakaa kolmeen tapaukseen.

e A = 0: apuyhtél6 on lineaarinen ja varsinaisella yhtélolla on kolme eri rat-
kaisua.

e A0 ja D =0: Yhtalolla on yksi kaksinkertainen juuri.

e A#0ja D # 0: Yhtalolla on kaksi erillistd ratkaisua.

Tutkitaan ensiksi tapausta, missi A = 0. Talléin b = a?, jolloin alkuperdinen
yhtéld voidaan kirjoittaa muotoon

23 + 3ax® 4 3bx + ¢ = 2° + 3ax® + 3a*x + ¢
=2+ 2az® + a*v + ax® + 2a*r + a® +c—a®
= (v +a)(2* + 2ax +a®) +c—a®
:(x+a)(x+a)2+c—a3
=(z+a)P+c—a®=0.

Ottamalla yhtilostd (z + a)® = a® — ¢ puolittain kuutiojuuri saadaan selville yht#lon
ratkaisut:

z=—a+ (a®—c)ich,

missd £ = 0,1,2 ja ¢ on ykkosen kuutiojuuri.

Seuraavaksi tarkastellaan tapausta, missd A # 0 ja D = 0. Nyt alkuperdinen yh-
talo voidaan kirjoittaa muotoon

Bx? B?x 3Bax B?x B? 3aB?

x3+3a$2+3bx+c:x3+&—|—3am3— — _ + + +
A A A? A AAZ 443 T 442
:x3+&+3a3§3— Bz* B’ 3Bax+32x+ B3 +3aBQ
A A A? A AAZ 443 T 442
Bxr B2 B
= (=S + o) (e + 4 +3)
:<x2_&+3_2><x+§+%>
A 4A2 A A
:<x2_@+8_2)<x+3+3a,4>
A 4A2 A
B \?2 B+ 3aA
=(r-gq) (=) =0
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Yhtalon ratkaisut ovat siis
B
T = ﬂ
ja
B+ 3aA
1 .

Kun toisen asteen apuyhtélolld on kaksinkertainen juuri
on kaksinkertainen juuri alkuperdiselle yhtélolle.

To =

B B
—571, hiin sen vastaluku 2%

Viimeisené tarkastetaan tapaus, missd A # 0 ja D # 0. Tamé& on tyypillinen ta-
paus, jossa toisen asteen apuyhtélolla on kaksi erisuurta juurta. Olkoon ne « ja (3,
jolloin saadaan Vietan kaavojen avulla, ettd

oz—i—ﬁ——E—C_Gb 'aaﬁ—g—ac_bz
TTA 2T AT

N&hdéan, etta kayttamalla juuria o ja § saadaan alkuperdinen yhtéaléo muotoon

2® + 3az® + 3bx + ¢ = ° + 3az® + 3 (a (%) - acij) T

b—a? b—a?
va () - 5mr) - ()
= (a— B)(2® + 3az® + 3(a(a + B) — aB)x
+a((a+8)" —ap) — abla+ B))

=(a=p)(z+a) = (a—a)(z+B)°
=0.

Siispé jos a # [, niin alkuperdinen yht#lé saadaan muotoon

(a=B)(z+a)’ = (a—a)z+5)".
Yhtalon juuret 16ydetédn ottamalla uuden yhtalon molemmista puolista kuutiojuuret,
joka antaa kolme lineaarista yhtalod muuttujalle:

bz +a) =ti(v + B)¢", k=0,1,2,

missé t; = (a — a)% ja ty = (a — B)3 ovat mitd tahansa kuutiojuuren erikoisvalintoja
ja ¢ on ykkosen kuutiojuuri. Tésta seuraa, ettd
Bti¢* — aty
T a1y
Se supistuu muotoon
T = —a — tity(t, 2k + toC"),

kun nimittiji ja osoittaja kerrotaan lausekkeella t3¢?% + t1toC% + t2.

Jos toisen asteen apuyhtélolla on kaksi eri suurta juurta, niin Vietan kaavoja hy-
viksi kdyttaen voidaan alkuperdinen yhtalo esittdd muodossa, josta on helppo ratkais-
ta alkuperdisen yhtalon juuret ottamalla yhtédlon molemmista puolista kuutiojuuri.
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LEMMA 3.28. Kun « ja B ovat apuyhtilén Az? + Bz + C = 0 kaksi erillistd
ratkaisua, voidaan yhtils 23 + 3ax? + 3bx + ¢ = 0 esittid muodossa

(a=B)z+a) =(a—a)z+p)"

ESIMERKKI 3.29. Ratkaise kolmannen asteen yhtilo 23 — 1222 — 62 — 10 = 0 de-
terminanttimenetelméan avulla.

Nyt a = —4, b = —2 ja ¢ = —10 seké apuyhtélé on muotoa
1 z 22
1 -4 =2|=0.
-4 -2 -10
Kehitteleméllda determinantti ylimmén rivinsé suhteen saadaan toisen asteen apuyh-

télo 22 — 2z — 2 = 0. Apuyhtélon juuret ovat -1 ja 2. Nyt alkuperdinen yhtélo voidaan
kirjoittaa muodossa

—6(z —1)* = =3(z + 2)*.
Sieventamiélld ja ottamalla molemmista puolista kuutiojuuret saadaan kolme lineaa-
rista yhtalod eli x + 2 = 2%&(1; —1), £ =0,1,2. Saadaan, etti
_25¢F 42

== . k=0,1,2.
25Ck +1

Tk

Yhtépitivisti voidaan kirjoittaa, ettd z = 4 — (=3)3(—6)3[(—=3)3¢%* + (—6)3¢H],
Juuriksi saadaan

7o =4 = (=3)3 (=6)3[(=3)3 (F52)° o (=6)3 (Z42)']
=4 +3(V2 +2%)
~ 12,54

1

1 =4— (—3)5(—6)%[(_3)%(—1“\/3)2 + (_6>§(—1+z‘\/§)1]
3(1+iv3) N 3i(v/3 + 1)

25 2
~ —0,27+ 0,851

=4

To =4 — (—3)%(—6)%[(_3)%(—1“\/3)4 + (_6>%(—1+z‘\/§)2]
_30+v3) | 3i(V3+i)

V2 923
~ —0,27 — 0, 85i.

=4

Juuriksi saatiin yksi reaaliluku ja kaksi kompleksilukua, jotka ovat toistensa komplek-
sikonjugaatteja.
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Determinanttimenetelmén diskriminantti saadaan toisen asteen apuyhtélosta. Jos
kertoimet a, b ja ¢ ovat kaikki reaalisia ja
e D < 0: Yhtalolla on kolme reaalista juurta,
e D = 0: Yht&lolla on kaksi erillistd ratkaisua.
e D > 0: Yhtalolla on on yksi reaalinen juuri ja kaksi kompleksijuurta, jotka
ovat toistensa kompleksikonjukaatteja

ESIMERKKI 3.30. Ratkaise millaisia ovat kolmannen asteen yhtilon 3 + 322 +
6z + 5 = 0 juuret. Kolmannen asteen yhtdlon kertoimet ovat a =1, b = 2 ja ¢ = 5.
Apuyhtilon Az? + Bz + C = 0 kertoimiksi saadaan
A=b—ad*=2-1=1,

B=ab—c=1-2-5=-3
ja

C=ac—b=1-5-2>=1.
Talloin

D=(-3?-4-1-1=5>0.
Yhtalolla on yksi reaalinen juuri ja kaksi kompleksijuurta, jotka ovat toistensa komplek-
sikonjugaatteja.



LUKU 4
n-asteinen yhtilo

Téassd luvussa tarkastellaan polynomia yleisesti ja sitd, mikd mahdollistaa po-
lynomin juurien loytdmisen ja olemassaolon. Maéritellain kompleksikertoiminen n-
asteinen polynomi ja mitd polynomin juuri tarkoittaa. Algebran peruslause kertoo,
etté jokaisella kompleksikertoimisella polynomilla on ainakin yksi kompleksinen juuri.
Ja Algebran peruslauseen seurauksesta ndhdaén, ettd n-asteisella polynomilla on juu-
ria n kappaletta. Ne voivat tietenkin olla monikertoja. Reaalikertoiminen n-asteinen
polynomi voidaan esittdd aina ensimméisen ja toisen asteen polynomien avulla, kun
taas kompleksikertoiminen voidaan esittdéd ensimméisen asteen polynomien tulona.
Lopuksi vield Vietan kaavat seké diskriminantti n-asteiselle polynomille.

4.1. Algebran peruslause

Maaritelladn ensiksi n-asteinen kompleksikertoiminen polynomiyhtélo seké se, mi-
ta tarkoittaa, jos jokin luku on polynomin juuri.

MAARITELMA 4.1. Astetta n oleva kompleksilukukertoiminen polynomi P(z) € C
on muotoa
P(z) = apx™ + ap_12™ "+ -+ ayx + a,

missé kertoimet a,,, a,_1,--- ,a1,a9 € C.

Polynomin juuret ovat ne muuttujan x arvot, joilla polynomi saa arvon nolla.

MAARITELMA 4.2. Jos P(z) = 0 niin silloin « on polynomin nollakohta eli juuri.

Luvussa 3 kerrottiin, ettd kolmannen asteen polynomilla on ainakin yksi reaalinen
juuri. Sen kuvaaja leikkaa aina x-akselin jossakin pisteessé. Toisen asteen polynomin
tapauksessa télldista ei valttamétta ole. Tdhén ei perehdytd sen tarkemmin, mutta
seuraavat kuvat hahmottavat polynomien reaalisia juuria. Kuvien polynomit poik-
keavat toisistaan vakiolla. Toisen asteen yhtéalolla tapauksessa reaalisia juuria on joko
yksi, kaksi tai ei yhtddn. Kolmannen asteen yhtédlon tapauksessa reaalisia juuria on
ainakin yksi, kaksi tai kolme.

45
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4 72 X/
o

-3

Kuva 4.1. Toisen asteen polynomeja (vasemmalla) ja kolmannen as-
teen polynomeja (oikealla).

Seuraava lause kertoo yleisesti, milloin polynomilla on aina reaalinen juuri.

LAUSE 4.3. n-asteisella polynomilla P(x) = a,x™ + ay,_ 12" + -+ + a17 + ag on
korkeintaan n kappaletta reaalisia juuria.

e Jos n on pariton, reaalisia nollakohtia on aina vdhintddn yksi.
e Jos n on parillinen, reaalisia nollakohtia ei vdlttamdttd ole yhtddn.

Jos jokin luku a on polynomin juuri, niin silloin polynomi on jaollinen polynomil-
la (r — a). TAm& edesauttaa meitd 16ytdmédn jossakin tapauksissa lisdd polynomin
juuria.

LAUSE 4.4. Luku a on polynomin p juuri jos ja vain jos p on jaollinen binomilla
T — a.

TobisTus. Todistusta ei tutkielmassa néytetd, mutta se perustuu polynomien ja-
koyht&loon, joka sanoo, etta jos luku ¢ on polynomin P(z) juuri, polynomi on jaollinen
binomilla (z — ¢) ja tdlloin jakojddnnokseksi saadaan polynomia P(x) yhtd astetta
alempi polynomi Q(z). O

Algebran peruslauseen todistus pohjautuu pitkélti edistyneempéin analyysiin ja
sitd varten tarvitaan seuraavaa analyysin lemmaa, joka on kaksiuloitteinen versio
jatkuvan funktion a#riarvojen selvittdmiseksi jollakin tietylla valilla.

LEMMA 4.5. Jos f : D — R on jatkuva ja D C R on suljettu ja rajoitettu
(kompakti), niin silloin funktio f(x,y) saavuttaa pienimmdn ja suurimman arvonsa
joukossa D.

Tobistus. Todistus 16ytyy ldhteestd Euklidiset avaruudet 0

Ennen kuin péadstadn Algebran peruslauseeseen ja sen todistukseen, tarvitaan vield
muutama lemma.
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LEMMA 4.6. Olkoon f(x) kompleksikertoiminen n-asteinen polynomi. Silloin funk-
tion itseisarvo | f(x)| saavuttaa pienimmdn arvonsa jossakin pisteessd zg € C.

Tobistus. Olkoon s = |f(0)|. Koska | f(z)| kasvaa rajatta, kun |z| kasvaa rajatta,
on olemassa > 0 niin, ettéd |f(z)| > s, kun || > r. Jatkuva funktio | f| saa suljetussa
pallossa B = {x : || < r} (joka on kompakti) pienimmén arvonsa m = | f(zo)|. TAmé&
arvo on funktion |f| pienin arvo koko kompleksitasossa. 0

LEMMA 4.7. Oletetaan, ettd f(x) on kompleksikertoiminen polynomi ja f(z) ei
ole vakio. Jos f(xo) ei ole nolla, silloin funktion itseisarvo |f(xo)| ei ole funktion
itseisarvon |f(x)| pienin arvo.

Tobistus. Olkoon f(z) kompleksikertoiminen polynomi ja f(z) ei ole vakio. Ole-
tetaan, etté pisteessd xy funktio ei ole nolla. Tehdddn muuttujanvaihdos x + xg, joka
muuttaa pisteen o origoon. Nyt voimme olettaa, ettd f(0) # 0. Seuraavaksi kerro-
taan funktio f(x) luvulla ﬁ, jolloin f(0) = 1. Téytyy osoittaa, ettd 1 ei ole |f(x)|
minimiarvo.

Olkoon k # 0 funktion matalin nollasta eroava potenssin arvo. Téalloin voidaan olet-
taa, etta
f(z) =1+ az® + termit, jotka ovat asteluvultaan > k.

Olkoon « luvun —L—ll k. juuri, mikd saadaan De Moivren kaavan avulla. Tehdddn muut-
tujalle x lopullinen muuttujan vaihto, ax. Funktio saadaan muotoon

f@) =1—a"+ 2" g(a),

missid g(x) jokin polynomi. Kun x on positiivinen reaaliluku, saadaan kolmioepéyh-
talon perusteella

[f(@)] < 1= 2%+ 2" g()].
Mutta ¥ < 1 pienilld z reaaliarvoilla, joten saadaan, etté
[f(@)] <1 =a" + 2" g(2)] = 1 - 2*(1 — 2|g()]).

Pienilla reaaliarvoilla z|g(x)| on pieni, jolloin xy voidaan valita siten, etté xg|g(zo)| <
1. Tésté seuraa, ettid x5 (1 — xo|g(wo)|) > 0, joten |f(xg)| < 1 =|f(0)|. O

Yhdistdamalla nyt Lemmat 4.6 ja 4.7 saadaan todistettua Algebran peruslause,
joka sanoo ettéd jokaiselle kompleksilukukertoimiselle polynomille, joka ei ole vakio
16ytyy kompleksinen juuri.

LAUSE 4.8 (Algebran peruslause). Jos f(z) on kompleksilukukertoiminen polyno-
mi ja f(x) ei ole vakio, niin silloin funktiolla f(x) on vihintidn yksi kompleksinen
JUUTT.

TobisTus. Olkoon f(x) kompleksinen polynomi ja se ei ole vakio. Lemma 4.6
sanoo, ettéd funktiolla | f(z)| on minimi arvo jossakin pisteessd xo € C. Lemmasta 4.7

seuraa, ettéd |f(zo)| = 0 ja néin ollen f(zo) = 0 koska muutoin se ei olisi minimi arvo.
Siksi funktiolla f(x) on kompleksinen juuri. O
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Nyt tiedetéddn, ettd jokaiselle polynomille 16ytyy kompleksinen juuri. Juuria on
itseasissa niin monta, kuin polynomi on asteluvultaan.

SEURAUS 4.9 (Algebran peruslauseen seuraus). Olkoon f(x) reaaliluku- tai komplek-
silukukertoiminen polynomi jan > 0. Polynomilla on nyt kompleksinen juuri ja juuria
on tasan n kappaletta. Polynomi voidaan kirjoittaa muodossa

flz)=an(x—r)...(x — 1),
missary,...,r, ovat polynomin f(x) kompleksisia juuria ja a, korkeimman asteluvun
kerroin.

TobisTus. Algebran peruslauseesta seuraa, ettd jos funktio f,, on n:nnen asteen
polynomi, niin sill4 on kompleksinen juuri r,,. Téllin f, voidaan jakaa termilla (z—7},)
ja tulokseksi saadaan (n — 1)-asteinen polynomi f, 1, ts.

folz) = (x — 1) fu1 kaikillaz € C.

Nyt my6s polynomilla f,,_; on kompleksinen nollakohta r,_; (mikéli n > 1). Télléin
16ytyy (n — 2)-asteinen polynomi f,, o siten, ettd

folz) = (x —rp)(x — 1p—1) fn—2 kaikillaz € C.
Tata jatketaan niin kauan, kunnes osamééréksi saadaan binomi. Tall6in
fl@)=ay(x—r1)...(x —1).
O

Luvussa 2 néhtiin, ett jos toisen asteen reaalikertoimisen yhtalon juuri on komplek-
siluku, niin my6s sen kompleksikonjugaatti on toinen juuri.

LAUSE 4.10. Jos reaalikertoimisen polynomin f(x) juuri on z € C, silloin myds
Z on juuri.
TobpIsTUS. Loytyy ldhteestd [1] O

Reaalikertoiminen polynomi voidaan kirjoittaa ensimmaéisen ja toisen asteen po-
lynomien tulona.

LAUSE 4.11. Olkoon f(x) reaalikertoiminen polynomi ja n > 0. Polynomi voidaan
kirjoittaa muodossa

f(z) = (:L'—rl)...(x—rj)(x2 + bz +er). .. (27 + b+ ),

missd ry,...,r; ovat reaalijuuria ja jokainen juurt esiintyy niin monta kertaa kuinka
moninkertainen juuri se on ja toisen asteen yhtdlé on kompleksikonjukaattien muo-
dostama.

TobisTus. Oletaan, ettd f(x) on reaalikertoiminen polynomi ja xi,...,x, ovat
sen reaalisia tai kompleksisia juuria, jolloin

flz) =an(x —x1) ... (x — x,),

missé a, on funktion f(x) korkeimman potenssin kerroin.

Jos x; on reaalinen, (z — x;) on reaalinen tekija. Jos taas x; on kompleksinen, niin
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silloin sen kompleksikonjugaatti z; on myoskin juuri. Télléin (z —z;)(x — Z;) on toisen
asteen tekija (z2 + by + ¢;). O

ESIMERKKI 4.12. Reaalikertoiminen funktio f(z) = 2° — 2? +4x — 4, jonka juuret
ovat 1, 1 4+ 4,1 — ¢ voidaan Kkirjoittaa muodossa

f(x) = (v —1)(2® + 22 + 2)(2* — 27 + 2).

Algebran peruslauseen seuraus sanoo, ettd n-asteisella polynomilla on tasan n kap-
paletta juuria. Juuret eivit valttamaétta ole erisuuria vaan ne voivat olla monikertoja.

LAUSE 4.13. Olkoon f(x) reaaliluku- tai kompleksilukukertoiminen polynomi ja
n > 0. Olkoon silld tismdlleen k mddrd erisuuria juuria xi,Ts,...,Ty ja M;, Missd
1 <i <k on funktion juurien monikertoja. Tdlloin

f(x) = an(z —21)™ (2 = 29)"™ - (2 — 2p))™

Esimerkin 4.12 funktiolla oli kompleksisia juuria, joten nyt toisen asteen yhtélo

funktioiden avulla.

ESIMERKKI 4.14. Kompleksikertoiminen funktio f(x) = 2° — 2* + 4z — 4, jonka
juuret ovat 1, 1 +¢ ja 1 — ¢ voidaan kirjoittaa muotoon

fl@)=(z =1z —(1+9)(@—(1-i)

Aiemmista luvuista on néhty polynomin kertoimien ja juurien yhteys. Vietan kaa-
vat patevit myos n-asteisille polynomeille. Seuraava lause kertoo yhteyden yleisesti
n-asteisille polynomeille.

LAUSE 4.15. Olkoot 1, xs, . .., x, n-asteisen polynomin
P(z) = apx™ + ap_12™ "+ -+ ayx + a,
MISSE Gy, Ap_1, - .., 01,09 € C ja a, # 0 juuret. Silloin
Uy
R
Uy
(2122 + @123+ B100) + (205 + DoTa+ @) o Ty = 2
ao
T1To -k, = (—1)"—
e = (<170
ToDISTUS. Loytyy lédhteesté [2] O

Lopuksi vield diskriminantti juurien avulla ilmaistuna n-asteiselle polynomille.

MAARITELMA 4.16. n-asteinen polynomiyhtalon a,z"+a,_ 12" ' +- - -+a1x+ay =
0 diskriminantti A saadaan

ATy, mn) = H (ri—rj)Q
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