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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld kaksi erilaista jatkuvuuden mééritel-
méd ja tarjota mahdollisuus ndiden méaritelmien kéyton vertailuun. Lisdksi pohdi-
taan jatkuvuuden kasitettd lukio-opetuksessa. Ensin on kuitenkin méaéariteltdava tiet-
tyjé késitteitd, ettd paastadn késiksi jatkuvuuteen. Aluksi annetaan virallinen maé-
ritelmé vélille ja lisdksi médritellddn avoin joukko ja esitellidn néiden tarkeimpié
ominaisuuksia.

Jatkuvuutta tarkastellaan ensin aidosti monotonisten funktioiden avulla, ja pikku-
hiljaa méaaritelméaé kehitetddn laajemmaksi. Lopulta jatkuvuus mééritellaédn avointen
joukkojen avulla. Avointen joukkojen avulla méaritelty jatkuvuus késittelee funktion
jatkuvuutta joukossa. Toinen esitelty jatkuvuuden méaritelmé késittelee pisteittaista
jatkuvuutta. Tutkielmassa kuitenkin ndytetdén ndiden kahden jatkuvuuden mééritel-
mén yhtéapitavyys. Lisdksi esitellddn jatkuvien funktioiden erilaisia ominaisuuksia ja
namé todistetaan kahden eri jatkuvuuden mééritelmén avulla. Tietyn ominaisuuden
todistukset kahdella eri tavalla on asetettu perékkéin, joten lukijalla on mahdollisuus
vertailla médritelmié ja niiden kayttoa.

Tutkielmassa my0s tarkastellaan avointen joukkojen ominaisuuksia ja niiden poh-
jalta esitellddan kaksi tdrkedd matemaattista lausetta. Nédiden lauseiden avulla voidaan
todistaa, ettd jatkuva funktio kuvaa suljetun vélin suljetuksi ja rajoitetuksi viliksi.
Lopuksi kdydédan ldpi lukion opetusmateriaaleja eri kirjasarjojen avulla. Erityisesti
tarkastellaan, miten kirjasarjat esittelevit, méérittelevat ja opettavat jatkuvuuden
késitteen. Lisdksi pohditaan, voisiko jatkuvuuden opetustapaa muuttaa ja 16ytyisiko
tdmén tutkielman esittelemisté jatkuvuuden méaaritelmista apua tdhén. Lopuksi kir-
jataan ylos ajatuksia opettajan mahdollisista opetuksen tyokaluista ja eriyttdmisen
keinoista tdmén hetken lukion matematiikan opetuksessa.



Johdanto
Luku 1.
Luku 2.
Luku 3.
Luku 4.
Luku 5.

Sisalto

Vili

Jatkuvuuden méérittely

Jatkuvien funktioiden ominaisuuksia
Jatkuvuus ja avoimet joukot

Jatkuvuus lukio-opetuksessa

Kirjallisuutta

ii

13
21
26
30



Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on avata jatkuvuuden késitetté ja esitelld kaksi
jatkuvuuden méadritelmaé. Lisdksi halutaan tarjota jatkuvien funktioiden ominaisuuk-
sien todistuksia kahden eri jatkuvuuden maéaaritelmén avulla, jolloin on mahdollista
vertailla niiden eroja ja yhtélaisyyksia kaytossa. Jotta padstdéan késiksi varsinaiseen
jatkuvuuteen, taytyy maééaritella erilaisia joukkoja ja niiden ominaisuuksia. Tutkielma
on pyritty tekeméén niin, ettd suurempia analyysin esitietoja ei tarvita. Yleensa jat-
kuvuus on totuttu médritteleméaéin lukujen € ja 6 avulla, mutta téssi tyossi esitelldédn
myo6s jatkuvuuden médritelmé, jonka pohjana ovat avoimet joukot.

Tutkielmassa tarkastellaan padasiassa Mauden Mathematical Analysis -kirjan [10]
médritelmié, tuloksia ja todistuksia. Asioita kidydaan lapi hieman eri jarjestyksessi,
koska halutaan késitelld aluksi hieman helpompia tuloksia ja paastd mahdollisimman
nopeasti késiksi jatkuvuuden késitteeseen. Tarkoitus on myos sidéstdd matemaatti-
sesti vaativammat tulokset tutkielman loppupuolelle. Todistukset ja pohdinnat, jotka
liittyvét jatkuvuuden e — §-mééritelméin, seuraavat melko tarkasti Thompsonin Real
Elementary Analysis -kirjan [12] sekd Kilpeldisen Analyysi 1 -luentomonisteen [9] teo-
riaa ja tuloksia. Apuna ja tukena on kuitenkin kaytetty myos Spivakin Calculus-kirjan
[11] teoriaa ja todistuksia.

Aluksi maéaritelliin hieman itsestdanselvid, mutta kuitenkin téarkeitd kasitteita,
kuten mitéd tarkoitetaan luvun vilissdololla ja miten mé&éritelladn véli ja sen paé-
tepisteet. Luvussa 1 esitellddn myos joukkojen ja erityisesti vélien tarkeitd ominai-
suuksia ja tuloksia. Lisdksi maéritelldén joukkojen summa ja tulo ja niihin liittyvat
erikoistapaukset ja naytetddn, ettd kahden valin summa on véli. Luvussa 1 esitelladn
viela taydellisyysaksiooma hieman erilaisessa muodossa, kuin missé se on totuttu né-
kemé&an.

Kappaleessa 2 tutustutaan jatkuvuuden késitteeseen ja méaarittelemiseen. Jatku-
vuuden tarkastelu aloitetaan aidosti monotonisista funktioista ja niiden ominaisuuk-
sista. Ensin méaritellidn monotonisen funktion jatkuvuus ja tdmén jéilkeen pyritdan
yleistdmédn jatkuvuuden méaritelmad. Huomataan, ettd avoimia joukkoja tarvitaan
jatkuvuutta méiriteltdessé ja tdman vuoksi esitellidn avoin joukko ja joitain niiden
ominaisuuksista. Luvussa esitelldén jatkuvuudelle kaksi méaritelméé, joista toinen on
tutumpi € — §-mééritelmé ja toinen Mauden kayttadmé avointen joukkojen avulla teh-
ty jatkuvuuden méédritelméa. Lopuksi ndytetddn, ettd ndmé kaksi médritelmad ovat
yhtéapitavia.

Seuraavaksi kappaleessa 3 otetaan edellisesséd kappaleessa esitellyt jatkuvuuden
madritelmét kiayttoon. Tarkoituksena on esitelld jatkuvien funktioiden ominaisuuksia
ja tarjota niille kaksi erilaista todistusta kahden eri méaritelméan avulla. Kappaleessa
todistetaan yhdistetyn funktion, summafunktion, tulofunktion ja osaméa#rifunktion
jatkuvuudet. Joihinkin todistuksiin tarvitaan sinélldén térkeitd aputuloksia ja myos
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JOHDANTO 2

niamé esitellddn ja todistetaan téssd kappaleessa. Lisdksi nédytetddn muutamien tut-
tujen funktioiden jatkuvuus ja todistetaan, ettd vakiolla kerrottu jatkuva funktio on
myos jatkuva. Néytetddn myos, ettd jatkuva funktio on rajoitettu lokaalisti. Saman
ominaisuuden todistukset on asetettu ldhes aina perédkkéin, jotta niiden vertailu hel-
pottuu. Tarkoituksena on huomata todistusten erot ja yhtéldisyydet ja tarjota myos
mahdollisuus selvittdd kumman méaéritelméan kaytté on selkeimpéé tai helpompaa.

Luvussa 4 palataan hiukan taakse pain. Aletaan tarkastella taas avoimia joukkoja
ja niiden ominaisuuksia. Téssé kappaleessa esitellaan kaksi tdrkeédd lausetta, jotka ovat
Heine-Borellin lause ja jatkuvien funktioiden véliarvolause. Naiden lauseiden avulla
voidaan ndyttaa, ettéd jos funktio f on jatkuva avoimella valilla J siten, etté [a, b] C J,
niin télloin f([a, b]) on suljettu ja rajoitettu véli. Liséksi saadaan perusteltua, miksi
jatkuvuuden maéaaritelméaé laajennettiin siten, ettd ldhtéjoukon ei tarvitse olla avoin
vali.

Viimeisessa kappaleessa perehdytéén jatkuvuuteen opettajan ndkokulmasta ja va-
litaan vertailuun nelja eri lukion pitkdn matematiikan kirjasarjaa. Tarkasteluun ote-
taan Pyramidi-kirjasarjan kurssit 7 Derivaatta [7] ja 13 Differentiaali- ja integraali-
laskennan jatkokurssi [8]. Lisdksi tutkitaan Matematiikan taito 7 Derivaatta [1] ja
13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi [2] -kirjoja. Kaksi muuta kirjasar-
jaa olivat melko uusi Juuri-kirjasarja, josta tarkastellaan kirjoja 6 Derivaatta [3] ja
13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi [4] sekéd Lukion Calculus -sarjan
kirjat Calculus 4 [5] ja Calculus 13 [6]. Tarkoituksena on pohtia, miten kirjasar-
ja pohjustaa jatkuvuuden késitteeseen siirtymisté ja missé jérjestyksessé se esittelee
jatkuvuuden maérittelyn kannalta oleelliset asiat. Liséksi tutkitaan, mité eri jatku-
vien funktioiden ominaisuuksia ja tuloksia kirjasarjat nostavat esille. Vertailtavana
kohteena on myos kirjojen tarjoamat tehtévét ja niiden laajuus ja monipuolisuus. Lo-
puksi mietitddn vield tutkielmassa esiteltyjen méaéritelmien mahdollista kayttoa lukio-
opetuksessa verrattuna kirjasarjoissa kaytettyyn raja-arvon avulla mééariteltyyn jat-
kuvuuteen ja pohditaan matematiikan opettajan tyotapoja ja tyckaluja jatkuvuuden
opettamiseen tdmén hetken koulumaailmassa.



LUKU 1
Vili

Reaalilukujoukko, jolle pétee, ettd joukon jokaisen kahden luvun vélissd oleva lu-
ku kuuluu myos joukkoon, on véli. Vileja ja niiden ominaisuuksia tarvitaan etenkin
késiteltdessd avoimia joukkoja, joita tarkastellaan myohemmin. Téssd kappaleessa
médritellddn vili ja esitelladn véleille tédrkeitd ominaisuuksia. Naméa maéarittelyt ja
ominaisuudet seuraavat melko tarkasti Mauden Mathematical Analysis [10] -kirjan
kappaleessa 2 esiteltyjé tuloksia. Néitd ominaisuuksia voidaan kayttaa hyvéksi myo-
hemmissé todistuksissa. Maéritelladn ensin, mité tarkoitetaan luvun vélissédololla.

MAARITELMA 1.1. Olkoot luvut a, b ja c siten, ettid a, b, c € R. Luvun ¢ sanotaan
olevan lukujen a ja b valissd, jos jompi kumpi seuraavista epayhtéalopareista pétee:

(1) a>cjab<c, jolloina <c<b
(2) a<cjab>c, jolloin b < c < a.

Koska edellisen mééritelmén perusteella tiedetdan, mitéa tarkoittaa lukujen vilis-
sdolo, voidaan sen pohjalta antaa virallinen maaritelmé vélille.

MAARITELMA 1.2. Joukko I C R on vili jos ja vain jos kaikille «, § € I pétee,
ettd jos luku = on lukujen « ja [ vélissé, niin talloin z € 1.

Vilejd on monen tyyppisid. On olemassa suljettuja, avoimia ja puoliavoimia vé-
leja. Naissé eri tapauksissa vilin paétepisteet voivat kuulua viliin tai sitten eivit.
Esimerkiksi olkoot a,b € R siten, ettd a < b. Joukko I; = [a,b] on suljettu véli.
Joukko I =]a, b[ on avoin vili, jota voidaan merkitd myos (a, b). Joukko I3 = [a, b[ on
puoliavoin vili. Naissé esimerkeissd vilien padtepisteet esitellddan lukujen a ja b avulla,
mutta annetaan seuraavaksi paétepisteille ja erilaisille véleille viralliset méaritelmat.

MAARITELMA 1.3. Olkoon joukko [ vili siten, ettéd ¢ € I. Piste a on vélin pai-
tepiste, jos siitd ettd a on pisteiden ¢ ja z vilissd seuraa, ettd x ¢ I, ja toisaalta
kaikille x, jotka ovat pisteiden c ja a vilissa pétee, ettd x € I. Jos a < ¢, niin a on
vélin I vasemmanpuoleinen péaétepiste, ja jos ¢ < a, niin a on vélin I oikeanpuoleinen
paatepiste.

MAARITELMA 1.4. Olkoot a,b € R pisteité siten, ettd a < b.

(a) Avoin vili on muotoa Ja,b[= {x € R|a < z < b}, missé vélin pédtepisteet
eiviit kuulu joukkoon |a, b|.

(b) Suljettu véli on muotoa [a,b] = {xr € R|a < z < b}, missi vilin paitepisteet
kuuluvat joukkoon [a, b].

(¢) Puoliavoin véli on esimerkiksi muotoa [a,b[= {x € R|a < z < b}, mis-
sé oikeanpuoleinen pédtepiste b ei kuulu joukkoon [a, b]. Vastaavasti voi olla
tilanne, missd oikeanpuoleinen péaitepiste b kuuluu joukkoon |a, b ja vasem-
manpuoleinen paitepiste a ei kuulu joukkoon |a, b].
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1. VALI 4

Vilin péaédtepistettd ei aina ole olemassa, silld on myd6s vileja, joissa toista paéte-
pistettd ei voida maééaritelld. Esimerkiksi joukko

| —o00,b) ={x € A|lz <b}

on téllainen. Seuraavaksi herdéd varmasti kysymys, ettd entéd jos kumpaakaan pédte-
pistettéd ei voida médritelld. Tarkastellaan joukkoa | — 0o, 00| ja huomataan, ettd se
on koko reaaliakseli. Jos tdytyy saada tietdd, onko jokin joukko véli, niin todistami-
seen voidaan kayttad vilin méaritelmaéd. Voidaan myos kayttdda apuna ehtoa, jonka
seuraava lause tarjoaa.

LAUSE 1.5. Epdtyhji reaalilukuja sisdltavi joukko I on wvdli jos ja vain jos on
olemassa piste ¢ € I siten, ettd jokaiselle v € I pdtee, ettd jos ¢ < x < v ta
v <z <c, nun tdilloin z € 1.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd I on véli. Olkoot pisteet ¢,y € I. Vilin maéri-
telmén nojalla, jos piste x on pisteiden c¢ ja  vélissé, niin talloin z € I.

Oletetaan nyt, ettd on olemassa piste ¢ € [ siten, ettd jos v € I ja x on pistei-
den c¢ ja v vilissd, niin téalloin x € I. Taytyy osoittaa, ettd I on vali. Olkoot pisteet
a,d € I ja lisdksi piste b nédiden vélissa. Talloin piste b voidaan esittdd muodossa

b=a+t(d—a),
missé ¢ €]0, 1[. Edelleen lauseke voidaa saattaa muotoon
(b—a)(1—t)=(d—Db)t.

Koska 1 —¢ > 0 jat > 0, niin a — b ja d — b ovat erimerkkisid. Koska a — b ja d — b
ovat erimerkkisié, niin talloin @ — b tai d — b on samanmerkkinen luvun b — ¢ kanssa,
paitsi jos b = c¢. Médaritelladn 7 seuraavasti:

{(b—c)/(a—c) jos (a—b)(b—c)>0.
(b—c)/(d—c) jos (d—=0b)(b—c)>0

Edelleen lauseketta muokkaamalla saadaan se muotoon

—b j —b)(b—c) >0
(b—)(1—7) = (a—b)T J'OS (a—b)(b—c) ‘
(d=b)T jos (d=0b)(b—c)>0
Talloin 1 —7 ja 7 ovat samanmerkkisié. Jos 1 —7 ja 7 olisivat negatiivisia, niin téalloin
1 < 7 < 0, miké ei voi pitdd paikkaansa. Siispd 1 — 7 > 0 ja 7 > 0 ja néin ollen
0 < 7 < 1. Talloin pisteelle b péatee joko
b=c+7(a—c)
tai
b=c+7(d—c),
missd 0 < 7 < 1. Tamé tarkoittaa siis, ettd piste b on pisteiden a ja c¢ vélissa tai

pisteiden d ja c vélissd. Tai voi myos olla, ettd b = c. Kaikissa néissé tapauksissa
kuitenkin oletuksen nojalla b € I, jonka perusteella I siis on véli. 0

Vileja voidaan yhdistaé siten, ettd saadaan edelleen vili. Seuraavassa lauseessa
nédytetddn, miten se on mahdollista tehda.



1. VALI 5

LAUSE 1.6. Olkoon {I,} epdtyhji joukko wvileji siten, etti on olemassa piste c,
joka sisdltyy jokaiseen joukon {1,} viliin. Tdlloin |J,, 1, on vili, joka sisdltid pisteen
c.

Tobistus. Mille tahansa luvulle v € |, I, on olemassa yhdisteen mééritelmén
mukaan indeksi a, jolle v € I,. Joten valin mééritelmén perusteella, jos x on pisteiden
c ja y vilissd, niin « € 1, ja siispa « € |, I,. Talléin lauseen 1.5 perusteella | J,, 1, on
vili. Nyt siis ¢ € |, 1o, koska ¢ € I, ainakin yhdelld indeksilld a, silld {I,} sisdltdd
ainakin yhden véalin. 0

LAUSE 1.7. Jos {I,} on mikd tahansa joukko vdlejd, niin tdlloin (), I, on vdli.

TobisTus. Jos luvut 7,8 € (), o, niin talléin v, § € I, kaikilla o.. Koska jokainen
1, on vili, niin vilin maéritelméan mukaan, jos v < x < 9, niin = € [, kaikilla «. Siispa
z € (), Lo Joten jos sekd v, € (), Lo ettd v < & < 4, niin x € (), I,. Siispd (), o
on vili. 0

Seuraavaksi voidaan médritelld kaksi tapaa, joilla mitkd tahansa kaksi joukkoa
voidaan yhdistda. Joukot voidaan yhdistdd summaamalla tai kertomalla ne kesken&dén.

MAARITELMA 1.8. Olkoot X ja Y mité tahansa reaalilukujoukkoja. T&ll6in joukot
X +Y ja X -Y miéritellidn seuraavasti:
(a) X+Y ={z2]z=2+4+y, missi z€X ja yeY}
(b) X YV ={z|z=2z-y, missi z€X ja yeY}

Seuraavat joukot A ja B ovat méaritelmén 1.8 joukkojen erityistapauksia. Méaéri-
tellddn joukko

A={a}+1={a+1i|iel}
ja joukko
B={a}-I={a-i|ie I}
Tamén jalkeen voidaan todistaa, ettd jos I on véli, niin myo6s joukot A ja B ovat
vélejé.
LAUSE 1.9. Jos reaalilukuja sisdltivé joukko I on vdli ja a € R, niin talloin {a}+1
ja {a} - I ovat vilejd.
Tobistus. Jos v,y € {a}+ljarz <y,ninzx—a,y—a€ljar—a<y—a.
Siispd mille tahansa z, jolle x < z < y, pétee

r—a<z—a<y—a

ja koska I on vili, niin z —a € I. Koska z —a € [, niin z =a+ (2 —a) € {a} + [
joukon {a} + I médritelméin perusteella. Siispd {a} + I on vili.

Oletetaan, ettd a # 0. Jos x,y € {a} - I ja oletetaan, ettd x < y, niin t&llin
x/a, y/a € I. Talloin myos mille tahansa z, jolle x < z < y, pitee, ettd z/a on
pisteiden z/a ja y/a vilissd. Jos a > 0, niin

r/a < zla<yla
ja jos a < 0, niin
y/a < z/a < x/a.



1. VALI 6

Koska I on vili niin z/a € I, ja siten z € {a} - I. Siispd {a} - I on vili. Jéljelle
jdéneessd tapauksessa, missd a = 0 pitee {a} - I = {0} = [0,0], paitsi jos I = 0,
jolloin my®s {a} - I = 0. O

Oletetaan, ettd madritelmén 1.8 (a) joukot ovat vileja. Todistetaan, ettd myos
kahden valin summa on vali.

LAUSE 1.10. Jos I ja J owvat vdlejd, niin myds joukko I + J on wvili.

TobisTus. Jos joko [ tai J on tyhji joukko, niin t&lléin myos 74 J on tyhjé joukko
ja tyhja joukko on vili. Oletetaan, ettd molemmat joukot I ja J sisédltdvéit lukuja.
Lauseen 1.9 nojalla voidaan yksinkertaistaa todistusta siten, etta valitaan vilit, jotka
molemmat siséltivit luvun 0. Olkoot = € I ja y € J. Merkitdin I’ = I — {z} ja
J = J—{y}. Talléin

I'+J =I+J—{z+y}
Olkoon z € I' 4+ J', joka voidaan kirjoittaa muodossa z = 2 + ¢, missi z € I ja
y € J. Edelleen z voidaan kirjoittaa muodossa,

z=m—c+y—y=x1+y — (r+v),

missid 21 € I ja y; € J. Lauseen 1.9 mukaan I' ja J ovat vileja. Téaytyy todistaa,
ettd I +.J on vili, jolloin I +.J =1 +J + {z +y} on villi. Koska0 € I' ja0 € J’
niin 0 € I' +.J. Olkoon w € I' 4+ J'. T&lléin on olemassa luvut u € I' jav € J' siten,
ettd w = u 4 v. Oletetaan, ettd s on lukujen 0 ja w vilissd. Taytyy siis nayttaa, etta
scI +J.Nyts=su/w+ sv/w, ja0 < s/w < 1. Siispd (s/w)u on lukujen 0 ja u
vilissi ja vastaavasti (s/w)v on lukujen 0 ja v vilissi. Siispa su/w € I ja sv/w € J ,
joten s € I' + J'. Tallgin I' + J' on vili. O

Seuraava aksiooma takaa, ettei reaaliakselilla ole aukkoja tai puuttuvia pisteita.
Taméa aksiooma tunnetaan paremmin nimelld tdydellisyysaksiooma.

AxksiooMA 1.11. Olkoon I C R vili ja olkoot pisteet ¢ ja d siten, ettd ¢ € I ja
d ¢ I. Télloin on olemassa padtepiste a € I, joka on pisteiden ¢ ja d vélissé.

T&amé on yksi muoto, miten taydellisyysaksiooma voidaan esitelld ja tatd muotoa
my0s kaytetddn todistuksissa. Tutumpi muoto sanoo, ettéd jos A C R on epéatyhji ja
ylhaélta rajoitettu joukko, niin télloin on olemassa sup A.

LAUSE 1.12. Olkoon I epdtyhjd avoin vdli. Lisiksi olkoot myéds J ja K epdtyhjid
avoimia vileji siten, etti J N K = 0. Tdlloin I # JUK.

Tobistus. Tehdéadn vastaviite, etta olisikin I = JU K. On olemassa luvut a € J
ja b € K siten, ettd b ¢ J. Lisdksi aksiooman 1.11 nojalla on olemassa vilin J
padtepiste ¢, joka on lukujen a ja b vélissi. Koska J on avoin vili, niin ¢ ¢ J. Toisaalta
oletuksen nojalla on oltava, ettéd ¢ € I, koska ¢ on lukujen a ja b vilissd. Koska ¢ ¢ J,
niin taytyy olla, ettd ¢ € K, ettd vastaoletus olisi totta. Oletetaan, ettd a > ¢. Nyt
koska K on avoin vili, ¢ ei ole péatepiste, joten on olemassa luku § € K, jolle pétee
¢ < B < a. Jos taas a < ¢, niin vastaavasti loytyy a € K siten, ettd a < o < c. Tésta
seuraa ristiriita, silld vastaoletuksen nojalla kaikkien pisteiden pisteiden a ja c vélilta
piti kuulua joukkoon J, mutta loytyikin piste a tai § pisteiden a ja c vililta siten,
ettd a, f € K. Siispé alkuperéinen véite pétee. O



LUKU 2

Jatkuvuuden méarittely

Téssé kappaleessa tutustutaan jatkuvuuden késitteeseen ja sen méérittelemiseen.
Aloitetaan tarkastelu monotonisista funktioista ja tdydennetddn mééaritelméaé edet-
tdessd. Madritellddn myos, mitd tarkoitetaan avoimella joukolla ja esitellidn niihin
liittyvid tuloksia. Huomataan, ettd avoimet joukot liittyvit oleellisesti funktion jat-
kuvuuteen. Jatkuvuudelle esitelldin kaksi méiritelméa ja lopuksi myos niytetédén,
ettd ndméa madritelmat ovat yhtapitavat. Téssd kappaleessa on kaytetty Mauden
Mathematical Analysis [10] -kirjan kappaleita 3 ja 5 sekd Elementary Real Analy-
sis [12] -kirjan kappaletta 5. Jatkuvuus on yksi analyysin tdrkeimmisté asioista. Sen
tarkeys havaitaan, kun huomataan mité tuloksia jatkuvuuden méaéritelmésta seuraa
ja mitéd kaikkia sovelluksia néilld tuloksilla on. Aluksi termi jatkuva funktio saattaa
heréttad mielikuvan, ettéd se on funktio, jonka graafi ei katkea tai siiné ei ole hyppyja.
Tama selitys kuullaan usein ainakin lukiossa. Téama selitys liittyy kylla oleellisesti jat-
kuvuuteen, mutta ei kerro lainkaan riittdvésti, mitd jatkuvalta funktiolta vaaditaan.
Jatkuvuuden késite on paljon monimutkaisempi.

Aloitetaan siihen syventyminen tarkastelemalla ensin monotonisia funktioita ja
niiden yhteyttd funktion jatkuvuuteen. Osoitetaan ensin, ettd aidosti monotonisella
funktiolla on olemassa kadnteisfunktio. Tamaé on yksi aidosti monotonisen funktion
tarkeimmistd ominaisuuksista.

LAUSE 2.1. Jos funktio f : E — F, miss¢ E,F C R ja F = f(F), on aidosti
monotoninen joukossa E, niin sille on olemassa kédnteisfunktio f~' : F — E.

TobisTus. Oletetaan, ettd luvut z,y € F ja f(z) = f(y). Jos olisi, ettd x < y
tai x > y, niin f(x) # f(y). Talloin taytyy olla, ettd myds = = y. Siispé jokaiselle
z € F on olemassa yksi vastaava luku x joukossa F siten, ettd f(z) = z. Télloin siis
f~Yz) = z, joten funktio f~!: F — FE on funktion f kiinteisfunktio. O

Seuraavasta lauseesta saadaan aidosti monotonisen funktion ominaisuus, joka an-
taa jollekin luvulle, joka on joidenkin kahden luvun valissé, hyodyllisen ehdon.

LAUSE 2.2. Olkoon f : E — R aidosti monotoninen funktio joukossa E, ja olkoot
pisteet a,b ja c siten, etti a,b,c € E. Tdlloin luku b on lukujen a ja c vilissd jos ja
vain jos luku f(b) on lukujen f(a) ja f(c) vdlissd. Toisin sanoen

(@—=0)(b—c) >0 jos ja vain jos(f(a) — f(b))(f(b) — f(c)) > 0.

Tobistus. Oletetaan, ettd funktio f on aidosti kasvava. Télloin kaikille a,b € E
pétee, ettd a < b jos ja vain jos f(a) < f(b). Siispa f(a) — f(b) on samanmerkkinen
kuin a — b. Liséksi my6s kaikille b, ¢ € E pétee, ettd f(b) — f(c) on samanmerkkinen
kuin b — ¢. Siispa (f(a) — f(0))(f(b) — f(c¢)) on samanmerkkinen kuin (a — b)(b — c¢).
Oletetaan nyt, ettd funktio f on aidosti vaheneva. Talloin kaikille a, b € E pétee, etta
a < b jos ja vain jos f(a) > f(b). Siispd (—1)(f(a) — f(b)) on samanmerkkinen kuin

7
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a —b. Liséksi myos kaikille b, ¢ € E pitee, ettd (—1)(f(b) — f(c)) on samanmerkkinen
kuin b—c. Siispd myos téssa tapauksessa (f(a)—f(b))(f(b)— f(c)) on samanmerkkinen
kuin (a — b)(b — ¢). O

Aidosti monotonisuus on vahva ominaisuus, mutta se ei tarkoita, etté selvidisimme
kaikista aidosti monotonisista funktioista ilman pédnvaivaa. Olkoon g funktio siten,

etta
2z, jos x>1
g(r) = : :
r, jos x<1

Nyt, jos valitaan mitkéd tahansa pisteet x; ja xs, niin ne voivat olla todella ldhell&
toisiaan, mutta silti voisi olla, ettd z1 < 1 < 5. Tall6in g(x1) < 1 ja g(x2) > 2, joten
pisteet, jotka nayttivit olevan lahes samat 1ahtopisteiné ovatkin tarkasteltaessa funk-
tion g arvoa aivan erit. Taytyy siis huomoida funktiot, joiden arvojoukossa on auk-
koja, kuten funktiolla g on arvojoukossaan aukko lukujen 1 ja 2 valilla. Maaritellaan
seuraavaksi monotonisen funktion jatkuvuuden ehto.

MAARITELMA 2.3. Olkoon funktio f aidosti monotoninen avoimella vililla J.
Funktio f on jatkuva joukossa J jos ja vain jos funktion f kuva mistd tahansa avoi-
mesta vilistd [ C J on avoin vali f([).

Voidaan siis valita jokin avoin véli I aidosti monotonisen funktion f ldhtdjoukosta.
Sen jdlkeen tutkitaan, miten f(1) kiyttaytyy. Jos huomataan, etta f(I) koostuu kah-
desta erillisesté avoimesta vilistd yhden avoimen viélin sijaan, niin voidaan paételld,
ettd f ei ole jatkuva. Epéjatkuvuus seuraa myos, jos f(I) ei ole avoin véli. Graafises-
ti tdmé voi havainnollistaa etenkin epdjatkuvuutta selkedmmin ja konkreettisemmin.
Aidosti monotonisten funktioiden tarkastelu antaa hyvén pohjan jatkuvuuden méi-
rittelylle, ja tastd on hyvéa alkaa kehittdmé&an madritelméa.

Seuraava lause takaa, ettd aiemmin mainitun funktion g esimerkkitapauksen kal-
taisia aukko-tilanteita ei synny myoskédan alkukuvien suhteen.

LAUSE 2.4. Olkoon f : J — F, missd J on avoin vdili ja F' C R, aidosti monoto-
ninen funktio. Funktio f on jatkuva jos ja vain jos jokaiselle avoimelle vdlille I pdtee,
ettd f~1(I) on avoin wdili.

TobisTus. Jos funktio f on jatkuva, niin f(.J) on avoin véli. Nyt

) = I f(),
joten voidaan olettaa, etti I C f(J). Olkoot a, 8 € f~1(I) luvut siten, ettd f(a), f(3) €
1. Mille tahansa luvulle z, joka on lukujen « ja [ vélissé pétee, etté
(o —z)(x—B) >0,

joten lauseen 2.2 nojalla myds

(f(@) = f(@))(f(z) = f(B)) > 0.

Koska I on vili, niin f(x) € I ja etenkin z € f~1(I). Siispid f~'(I) on véli. Olkoon
a € f71(I) miké tahansa luku. Koska I on avoin vili, on olemassa luvut a,b € I
siten, ettd a < f(a) < b. Tallsin f~'(a), f~1(b) € f~1(I) ja luku  on lukujen f~(a)
ja f71(b) viilissd. Siispi « ei ole vilin f~1(I) p#itepiste, joten f~(I) on avoin viili.



2. JATKUVUUDEN MAARITTELY 9

Oletetaan nyt, etti jokaiselle avoimelle vilille I pitee, ettd f~(I) on avoin vili.
Taytyy siis osoittaa, ettéd funktio f on jatkuva. Olkoon U C J avoin vili ja oletetaan,
ettd a, f € U. Olkoon gy luku lukujen f(«) ja f(5) valissa. Jos yo ¢ f(U), niin olisi

FU) = f(U) N ((=00,50) U (o, 20)),
missd (—o0,yo) U (yo, 00) = R\{yo}. Tésté taas saadaan, ettd

U=Un(f"((~00,4)) U f((y0,0))).
Funktion f oletusten nojalla U N (f~((—o0,v0) ja U N f~1((yo, >0)) ovat kuitenkin
avoimia vileji. Koska f~!(yo) on lukujen « ja 3 vilissd funktion f monotonisuuden
nojalla, niin luku a on toisessa niistd edelld mainituista avoimista vileistd ja [ on
toisessa. Lisdksi
(=00, %0) N (Yo, 00) = 0,
jolloin my®s
(U N fH((=00,50))) N (U N f~H (o, 00))) = 0.

T#lloin tamé on ristiriidassa lauseen 1.12 kanssa, joten yo € f(U), jolloin siis f(U) on
vili. Nyt kaikille y; € f(U) pétee, ettd f~'(y1) € U, missd U on avoin vili. On siis
olemassa luvut a,b € U siten, ettd a < f~'(y1) < b, miki tarkoittaa siis, ettd luku
f~Yy1) on lukujen a ja b vilissi. Muistetaan, ettd f(a), f(b) € f(U), joten y; ei voi
olla villin f(U) paatepiste. Télloin f(U) on avoin vali. O

Lauseen 2.4 avulla saadaan néytettyé, ettd avoimella vililla aidosti monotonisen
ja jatkuvan funktion kadnteisfunktio on myos aidosti monotoninen ja jatkuva.

LAUSE 2.5. Olkoon funktio f aidosti monotoninen ja jatkuva avoimella vdlilld 1.
Téllgin funktio f=' on aidosti monotoninen ja jatkuva avoimella vdlilli f(I).

TobpisTus. Tiedetéddn, ettéd funktio f on aidosti monotoninen joukossa . Tall6in
patee, etta
(a—b)(f(a) = f(b))

on samanmerkkinen kaikilla a,b € I, eli yhtapitavéasti

(f ) = (B = B)
on samanmerkkinen kaikilla o, 3 € f(I). Tallin siis funktio f~! on aidosti monotoni-
nen vililla f(7). Jatkuvuuden méiritelmén perusteella funktio f~! on jatkuva vélilla
f(I) jos ja vain jos kaikille avoimille vileille J C f(I) pitee, ettd f~'(J) on avoin
vali. Siispa koska funktio f on jatkuva vélilla I, niin lauseen 2.4 nojalla my6s funktio
7! on jatkuva valilla f(I). O

Maaritelladn seuraavaksi avoin joukko ja esitellién joitain avoimien joukkojen
ominaisuuksia.

MAARITELMA 2.6. Joukko U C R on avoin joukko jos ja vain jos on avointen
vilien kokoelma {I,} siten, ettd U =, Ia.

Seuraava lause on ikédén kuin vaihtoehtoinen méaritelmé avoimelle joukolle. Usein
onkin helpompi kéyttda tatéa lausetta, kuin varsinaista avoimen joukon maéaritelméa
esimerkiksi todistuksissa.

LAUSE 2.7. Joukko U C R on avoin joukko jos ja vain jos kaikille x € U pdtee,
ettd x € 1, C U, missd I, on avoin vdli.
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Tobistus. Koska U on avoin joukko, niin U on yhdiste avointen vélien kokoel-
masta {I,}. Joten = € U jos ja vain jos x € I, jollakin a, missa I, C U.
Olkoon x € U. Téllloin on olemassa avoin véli I, siten, ettd x € I, C U. Téalloin

vcl|JLcUu oi U={]L.
zeU zelU
Siispd U on avoin joukko. 0

Esitelladan seuraavaksi merkintédtapa
B(z,6) =]z — 6,z + 0[.

Yhtéapitavasti méadritelman 2.6 kanssa, joukko U on avoin, jos kaikille z € U on
olemassa 0 > 0 siten, ettd B(z,d) C U.

Néytetddn, ettd avointen joukkojen kokoelman yhdiste on avoin joukko. Myds
minkéd tahansa avointen joukkojen &érellisen kokoelman leikkaus on avoin joukko,
mutta téitd tulosta ei todisteta.

LAUSE 2.8. Awvointen joukkojen kokoelman yhdiste on avoin joukko.

Tobistus. Olkoon {U,}, missé a € Q, kokoelma avoimia joukkoja. Kaikille
T € U U,

on yhdisteen médritelmén nojalla olemassa a € € siten, ettd x € U,. Siispd lauseen
2.7 nojalla on olemassa avoin véli I, jolle pétee, ettd x € I C U,, joten

vrelc|JUa

ae)

Lauseen 2.7 nojalla | J ., U, on avoin joukko. O

acf)

Aiemmin esiteltiin jatkuvuuden mééritelmé, kun késiteltiin aidosti monotonisia
funktioita. Nyt maéaritelméd halutaan laajentaa siten, ettd kyseessé ei tarvitse olla
ainoastaan aidosti monotoniset funktiot. Maaritelmén laajentamisessa taytyy tarkas-
tella avointen vélien alkukuvia. Avoimet joukot mééritellidn avointen vélien yhdistei-
né ja jatkuville funktioille alkukuvat avoimista véleistd ovat avoimia joukkoja. Maa-
ritelladn nyt funktion jatkuvuus siten, ettd funktion ldhtojoukkona on oltava avoin
vali.

MAARITELMA 2.9. Olkoon f : J — R funktio siten, ettd J C R on avoin vali.
Funktio f on jatkuva jos ja vain jos jokaiselle avoimelle vilille I, f~(I) on avoin
joukko.

Siispd monotoninen funktio, joka oli jatkuva mééritelmén 2.3 nojalla, on myos
jatkuva ylla mainitun méaaritelmén nojalla. Liséksi lauseen 2.2 nojalla, jos funktio
f on aidosti monotoninen ja I on vili, niin f~!(I) on vili. T&ll6in ei ole olemassa
médritelmén 2.3 nojalla olevia epéjatkuvia aidosti monotonisia funktioita, jotka olisi-
vatkin jatkuvia mééritelmén 2.9 nojalla. Saatetaan jatkuvuuden mééritelmé lopulta
seuraavanlaiseen muotoon.

MAARITELMA 2.10. Funktio f : E — R on jatkuva joukossa E jos ja vain jos
jokaiselle avoimelle vilille I, f~!(I) on jonkin avoimen joukon ja joukon E leikkaus,
eli toisin sanoen f~!(I) on avoin joukossa E.
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Haluttiin siis laajentaa funktion f ldhtojoukko miksi tahansa joukoksi E. Se, miten
tdhén laajennukseen paddyttiin, perustellaan tarkemmin kappaleessa 4 lauseen 4.8
jélkeen.

Nyt on mééritelty jatkuvuus avointen joukkojen avulla. Esitelld&n seuraavaksi
tutumpi méaritelmé jatkuvuudelle, joka tunnetaan myos nimella jatkuvuuden & — §-
médritelmé. Huomataan, ettd méaritelmé 2.10 kasittelee jatkuvuutta joukossa E, kun
taas seuraava madritelmé tarkastelee jatkuvuutta aluksi pisteessé xg.

MAARITELMA 2.11. Olkoon E C R ja g € E. Funktio f : E — R on jatkuva
pisteessi o, jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd |f(x) — f(zo)] < €, kun
|r — x| < 0 ja x € E. Funktio f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessi
To € E.

Maaritelmén 2.11 ehto voidaan myos kirjoittaa muodossa
f(B(z,0) N E) C B(f(20),¢)
tai muodossa
B(x0,6) NE C [~ (B(f(x0), ).

Méaritelladan vield, mitéd tarkoitetaan pisteen ympéaristolla.

MAARITELMA 2.12. Joukkoa V sanotaan pisteen zy ympéristoksi, jos on olemassa
avoin joukko U siten, ettd xqg € U C V.

Yhtéapitdvisti V on pisteen zq ympéristo, jos B(zg, ) C V jollakin r. Seuraavista
lauseista selvidd, ettd méaaritelmét 2.10 ja 2.11 ovat yhtapitéavia jatkuvuudelle joukossa
E.

LAuse 2.13. Olkoon funktio f : E — R ja xq € E. Tdlloin seuraavat ehdot ovat
yhtdpitdvdt:
(a) funktio f on jatkuva pisteessd xg.
(b) Jokaista pisteen f(xg) ympdristoa V kohti on olemassa pisteen xoy ympdristo
U siten, etta f(UNE) C V.
(c) Jokaista pisteen f(xq) ympdristoa V' kohti on olemassa pisteen xo ympdristo
U siten, etti UNE C f~1(V).

TobIsTUS. Osoitetaan ensiksi, ettd (a) = (b). Olkoon V pisteen f(xy) ympéristo.
Talloin on € > 0 siten, ettd B(f(zo),e) C V. Koska f on jatkuva pisteessi g, niin
on olemassa ¢ > 0 siten, etti

f(B(xo,6) N E) C B(f(x0),8) C V.

Siis U = B(xg,0) on vaadittu pisteen zy ympéristo.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd (b) = (c¢). Ehdosta f(U N E) C V seuraa, ettd
UNE C f~1(V), koska jos z € UN E, niin f(x) € f(UNE)C V. Siispiz € f~1(V).
Viimeisend néytetéién, ettd (¢) = (a). Olkoon € > 0. Talloin V' = B(f(xg),e) on
pisteen f(zy) ympéristo. Tiedetédén, ettd on olemassa pisteen x ympéristo U siten,
ettd UNE C f~Y(V). On siis olemassa § > 0, jolle pitee, etti B(xq,d) C U. Téllsin

B(x0,0) N E C f7H(B(f(x0),€)).

Siispéd f on jatkuva pisteessi x. 0
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Edellinen lause késitteli pisteittdista jatkuvuutta, ja seuraava lause késittelee jat-
kuvuutta joukossa F.

LAUSE 2.14. Olkoon f : E — R funktio. Funktio f on jatkuva € — §-mddritelmdan
mukaan jos ja vain jos jokaiselle avoimelle joukolle V pitee, etti joukko f=(V') on
avoin joukossa F.

TopisTus. Oletetaan, ettd f on jatkuva. Olkoon V avoin joukko ja xq € f~1(V).
Valitaan luvut « ja 8, missd o < 3, siten, etté |, S[C V ja lisdksi g € f~ ( 5[)
Téalloin o < f(xg) < 5. Halutaan 16ytaa luvun zo ympéaristo U siten, ettd o < f(z) <

[ pitee kaikilla x € U N E. Olkoon ¢ = min(8 — f(xo), f(zo) — «). Funktion f
jatkuvuuden nojalla on olemassa luku § > 0 siten, etté jos
r € EN|xg — 9, x¢ + 4],
niin
| f(z) = f(zo) [<e.

Téalloin

f(x) = f(zo) < B — f(zo),
ja edelleen f(x) < (. Vastaavasti

f(@) = fzo) > = f(x0),
siis samalla paattelylla f(x) > «. Siispa

Jzg — 0,20 + [NE C [ (Jo, B)) € f (V) eli U =]wg— 0,20+ 9.
Koska tdméi pétee kaikille o € f~1(V), on f~1(V) avoin joukossa FE. (Vertaa lausee-
seen 2.7)
Oletetaan, etté jokaiselle avoimelle vélille |, B[, missd o < 3, piitee, ettd f~! (]a, B[)

on avoin joukossa E. Olkoon xg € E. Taytyy siis ndyttia, ettd funkto f on jatkuva

pisteessd xg. Olkoon € > 0. Liséksi olkoot 8 = f(zg) + € ja a = f(xg) — . Oletuksen
nojalla f~! (]a, 6[) on avoin joukossa E. Siispa

f71<]aaﬁ[) = U]azabz[mEa

misséd yhdiste on pareittain erillisten avointen vélien &dédrellinen yhdiste. Yksi néisté
villeistd sisdltédd pisteen xg. Olkoon se vili |a;, b;[. Olkoon

d = min(xy — a;,b; — xo).
Kun |  —zo |< 0 jax € E, niin y €]a;,b;[NE, ja siten o < f(z) < f. Koska
B = f(xg)+ejaa= f(xg)—e, niin tdytyy olla, ettd | f(x)— f(zo) |< €, joten funktio
f on jatkuva pisteessi xg. 0

Siispd huomataan, ettéd jatkuvuuden méaéritelmét ovat yhtéapitavia ja seuraavassa
kappaleessa ndytetdén, miten molempia mééritelmid voidaan kayttda todistettaessa
jatkuvien funktioiden téarkeimpié ominaisuuksia.



LUKU 3

Jatkuvien funktioiden ominaisuuksia

Jatkuvilla funktioilla on useita eri ominaisuuksia. Téassa kappaleessa esitelldén néi-
td ominaisuuksia ja todistuksia niille. Todistukset tai niiden ideat, joissa kdytetéddn
apuna maaritelmééd 2.11 seuraavat Elementary Real Analysis -kirjan [12] tuloksia
ja teoriaa, joita esitelld&n kyseisen kirjan kappaleessa 5.4. Lisdksi néissa todistuksis-
sa on kidytetty apuna Kilpeldisen Analyysi 1 -luentomonisteen [9] todistusideoita ja
teoriaa. Médritelmén 2.10 pohjalta tehdyt todistukset seuraavat melko tarkasti Mau-
den Mathematical Analysis -kirjan [10] kappaleessa 5 esiteltyja todistuksia. Useat
tulokset todistetaan siis kahdella eri tavalla kdyttden apuna jatkuvuuden méaéritel-
mié. Tarkoituksena on huomata, mité eri pohjatietoja todistukseen tarvitaan riippuen
madritelmésta, jota kaytetddn. Lisdksi perdkkéin asetetut todistukset antavat mah-
dollisuuden vertailla todistuksia, jolloin voidaan kiinnittda huomiota todistustapojen
ongelmakohtiin sekéd hyviin ja huonoihin puoliin.

Aloitetaan todistamalla kahden jatkuvan funktion yhdistetyn funktion jatkuvuus
kahta eri méaritelméaa kayttaen.

LAUSE 3.1. Jos funktio f on jatkuva joukossa E ja funktio g on jatkuva joukossa
F siten, ettd f(E) C F, niin talloin funktio g o f on jatkuva joukossa E.

TobisTus. Huomataan, etta

(go f)~ (D) =fg (1))

Jotta 16ydetéidn (go f)~!(I) avoimille véileille I, tiytyy huomata, ettd U = g~ *(I)NF
on avoin joukossa F. Tastd syystd U = (g, Lo) N F, missé I, on avoin vili kaikilla
a € . Koska f on jatkuva joukossa F, jokaiselle v € §2 piitee, ettid f~'(I,) on avoin
joukossa E. Siten f~H(U) =g, f'(I,) on avoin joukossa E. Néin ollen

(go )M = fTog (D)= f g (1)) = f7(U)
on avoin joukossa E, joten g o f on jatkuva joukossa F. U

Edellisen lauseen todistukseen kaytettiin jatkuuvuden méaritelméé, jossa tar-
kastellaan avoimia joukkoja. Todistetaan vastaava tulos pisteittéiselle jatkuvuudelle
kayttden apuna jatkuvuuden € — d-maaritelmaé.

LAUSE 3.2. Olkoon f: E — R jatkuva pisteessd xg ja g - F' — R jatkuva pistessd
f(zo) € F siten, ettd joukoille E ja F pitee f(E) C F. Tdlloin funktio go f : E — R
on jatkuva pisteessd xg.

TobisTus. Olkoon € > 0. Koska ¢ on jatkuva pisteessd f(x¢), on olemassa 6, > 0
siten, etta

| 9(y) — g(f (o)) |< e,

13
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jos | y — f(zo) |< 64 jay € F. Koska f on jatkuva pisteessi zy, on olemassa luku
0 > 0 siten, ettéd

| f(2) = fl2o) [< b,

jos |z —uzg|<dfjax e E Elikun |z — 0 |<dfjax € E, on

| (g0 f)(@) = (go flxo) | =] 9(f(x)) — g(f(z0)) [<e,
koska f(z) € Fja| f(x) — f(xo) |< . O
Todistetaan, ettd kahden jatkuvan funktion summa on myos jatkuva funktio. Té-
man lauseen todistukset eri madritelmien avulla seuraavat samaa ideaa. Kun kéyte-
tddan maaritelmad 2.11, avuksi tarvitaan vain itse méaritelméé ja kolmioepéyhtéloa.
Télloin lause saadaan todistettua melko suoraan ja kohtuullisen vaivattomasti. Nay-

tetddn siis ensin, ettd kahden jatkuvan funktion summa on jatkuva kdyttden ¢ — o-
médritelméa.

LAUSE 3.3. Olkoot f : E —- R, g: E — R ja xy € E. Olkoot f ja g pisteessd x

jatkuvia funktioita. Tdlloin myos funktio f + g on jatkuva pisteessd xg.

TobisTtus. Olkoon € > 0. Voidaan arvioida kolmioepéyhtélon avulla, jolloin

| f(@) +g(x) = (f(xo) + g(w0)) [ <| f(2) = f(wo) [+ [ 9(x) = g(x0) | -

Nyt funktion f jatkuvuuden nojalla on olemassa 6, > 0, jolle | f(z) — f(=z0) |< 5, kun
| z — x |< 07 ja x € E. Edelleen funktion ¢ jatkuvuuden nojalla on olemassa dy > 0,
jolle | g(z) — g(zo) |< 5, kun | x — o [< 3 ja x € E. Nyt siis
e €

| f(@) = f(2o) | + | g(z) — g(z0) |< 515

kun | z — z |< min(dy, 92) ja x € E. O

:6’

Maaritelméd 2.10 kaytettdessd tarkastellaan avoimen vélin [ alkukuvan jokais-
ta pistettd y ja ndytetdén, ettd on olemassa pisteen y ympéristo U, jonka leikkaus
funktion f lihtdjoukon kanssa kuuluu alkukuvaan f~'(I). Voidaan siis mééritelméin
lisdksi kéayttdd apuna lausetta 2.7. Edelld mainittua viitettd voidaan yksinkertais-
taa siten, ettd on tarpeen tarkastella vilejd, jotka ovat pisteen y ympéristoja, eli
vilejd |y — e,y + ¢[= B(y,¢), missd € > 0. Jos [ =]a,b[ ja y € I, niin valitaan
e =min(y —a,b—y), ja saadaan B(y,c) C I. Joten mille tahansa avoimelle vélille J,
jolle z € J ja f(x) =y, péatee, etti jos f(J) C B(y,e) niin myds f(J) C 1.

LAUSE 3.4. Olkoot f : E — R ja g : E — R, missi £ C R, jatkuvia funktioita
joukossa E. Tdlloin funktio f + g on jatkuva joukossa E.

Tobistus. Olkoon y € (f + ¢)(F) ja olkoon B(y,¢) =]y — €,y + €[, missé € > 0,
pisteen y ympiristo. Olkoon lisiksi xg € E siten, ettd (f+g)(zo) = y. Koska oletettiin,
ettd y € (f+¢)(E), niin tiedetdin, ettd yhtalolla (f +¢)(xo) = y on olemassa ainakin
yksi ratkaisu. Nyt

] f(z0) — /2, f(zo) +¢/2[ + Jg(wo) — /2, 9(x0) +¢/2[ =]y — e,y +e[.

Toisin sanoen tamé tarkoittaa, etta

B(f(x0)7€/2> + B(g(x0>75/2) = B(y,{—j).
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Koska tiedetdén lauseen 1.10 nojalla, ettd kahden vilin summa on my6s véli, niin riit-
taa, etta tarkastellaan vélien paétepisteitd. Funktion f jatkuvuuden nojalla tiedetéén,
etta

fH(B(f(20),2/2)) = Uy
on avoin joukossa E ja vastaavasti, koska funktio g on jatkuva, niin
9~ (Blg(x0),2/2)) = U,
on myos avoin joukossa F. Lisdksi zg € Uy ja x¢ € Uy, joten on olemassa avoin véli
U, joka on pisteen xy ympéristo siten, etté
xoc UNECUrNU,.
Nyt mille tahansa avoimelle vilille I ja pisteelle y € (f + ¢)(F) loydetdéan pisteen y

ympéristd B(y,e) C I. Siispé jokaiselle pisteelle z € (f + ¢g) ' (I) N E 16ytyy pisteen
x ympéristd U siten, etta

UNEC(f+g9) " (B(y.e)).

Lauseen 2.7 nojalla (f +g¢)~*(I) on avoin joukossa E ja siten funktio f+ ¢ on jatkuva
joukossa F. O

Tarkastellaan tilannetta, missé jatkuvaa funktiota kerrotaan reaaliluvulla. Tutki-
taan, ettd onko téllainen tulofunktio myos jatkuva. Esitellddn kaksi erilaista todis-
tusta. Ensimmaéisesséd todistuksessa kaytetddn jatkuvuuden perinteistd maéaéritelmas
apuna ja tarkastellaan jatkuvuutta pisteessé xg, kun taas toisessa todistuksessa tar-
kastellaan jatkuvuutta joukossa F.

LAUSE 3.5. (a) Olkoot f: E— R ja zo € E. Olkoon f jatkuva pisteessi xg.
Tdlloin myds funktio \f, missi X € R, on jatkuva.
(b) Olkoot funktio f : E — R jatkuva joukossa E ja A € R. Tdlloin myds funktio
Af on jatkuva joukossa E.

TODISTUS. (a) Jos A = 0, niin tulofunktio on 0, joka on vakiofunktio ja

tunnetusti jatkuva. Oletetaan siis, ettd \ # 0.
Olkoon € > 0. Nyt

| Af (@) = Af (o) [=| A(f(z) = f(xo)) [=[ MI f(2) = f(zo) |-
Funktion f jatkuvuuden nojalla on olemassa 6 > 0, jolle | f(z)— f(zo) |< A
kun | z — ¢ |< 0 ja x € E. Siispé kun | x — ¢ |< J, niin

€
| Af(@) = Af(zo) |=] A(f(z) = f(wo)) [=[ A flz) = fxo) [<| A = c
(b) Jos A = 0, niin jokaiselle avoimelle vilille I on olemassa alkukuva

1 JE, JosOel
() <1>—{®’ 01

missd A\f(z) = 0 kaikilla z € E. Nyt F =] — 00,00[NE ja ) = 0 N E ovat
avoimia joukossa FE.
Jos X\ # 0, niin jokaiselle avoimelle vilille I pétee

A =G D).
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Nyt, koska funktio f on jatkuva joukossa F, niin (f )*1(%] ) on avoin joukossa
E, koska % - I on vili lauseen 1.9 nojalla, eikd se voi myoskéddn siséltéaa
paatepisteitdan.

0

Osoitetaan, ettd kahden jatkuvan funktion tulo on jatkuva funktio. T&t4 ennen
todistetaan kuitenkin muutamien tuttujen funktioiden jatkuvuus.

LAUSE 3.6. Olkoot f, g ja h funktioita siten, ettd
flx) =z, € R, g(x) =22 € R ja h(z) = 1/x,z € R\ {0}. Nimdi funktiot ovat
Jatkuvia mddrittelyjoukoissaan.

TODISTUS. (a) Funktio f on jatkuva, silld mille tahansa joukolle E pétee
f~Y(E) = E. Joten erityisesti mille tahansa avoimelle vilille I, f~'(I) = I
on avoin vili.
(b) Tarkastellaan rajoitettuja avoimia véleji (a,b). Nyt

<_\/57 _\/a) U <\/57 \/5)7 (O S CL)
g7 ((@,)) = fela < 2 < b} = { (v, V), (a<0<b)

0, (a<b<0).
Kaikissa tapauksissa g~*((a, b)) on avoin joukko ja t#llsin funktio g on jat-
kuva.
(c) Edelleen tarkastellaan rajoitettuja avoimia vélejé (a, b). Funktio h on jatkuva,

silla

(1/b,1/a), (a,b>0)

h((0,8) = { (—00,1/a) U (1/b,0), (a <0 <b)
(1/b,1/a) (a,b<0)

on avoin joukko jokaisessa tapauksessa. Kun a ldhestyy lukua 0 negatiiviselta
puolelta niin 1/a — —oo ja kun a ldhestyy lukua 0 positiiselta puolelta, niin
1/a — oo. Samoin kéy luvulle b, kun b — 0.

O

Nyt voidaan nayttaa aiempien tulosten perusteella, ettd kahden jatkuvan funktion
tulo on myos jatkuva.

LAUSE 3.7. Olkoot f ja g jatkuvia funktioita joukossa E. Tdalloin funktio f - g on
jatkuva joukossa E.

TobisTus. Huomataan, ettéd funktio f - g saadaan muokattua muotoon
fra=35(f+9° = (f*+¢°).
Nyt tiedetdin, ettid f+ g on jatkuva joukossa E lauseen 3.4 nojalla. Lisiksi (f + g)2,
f? ja ¢g? ovat jatkuvia joukossa E lauseiden 3.1 ja 3.6 perusteella. Koska siis f? + ¢*
on jatkuva joukossa F lauseen 3.4 perusteella ja edelleen —(f% + ¢*) = (=1)(f% + ¢?)
on jatkuva joukossa F lauseen 3.5 perusteella, niin myos (f + ¢)2 + (=1)(f? + ¢*) on
jatkuva joukossa FE lauseen 3.4 mukaan. T&lloin f - g on jatkuva joukossa E lauseen

3.5 perusteella.
O
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Todistetaan, ettéd jatkuva funktio on lokaalisti rajoitettu.

LAuse 3.8. Olkoon f : E — R funktio, joka on jatkuva pisteessi xg € E. Tdlloin
f on rajoitettu pisteen xo ympdristdssd, eli on olemassa luvut M > 0 ja § > 0 siten,
etta
| flz) |< M, kun |z —x¢|< 0 ja xz€E.

Tobistus. Valitaan ¢ = 1. Koska f on jatkuva pisteessid xg, niin on olemassa
6 > 0 siten, etté

| f(@) = f(zo) |[<e=1,
kunhan | z — x¢ |< J.
Nyt
| f(@) |=| f(z) + flzo) = f(zo) || flzo) | + | f(z) — f(20) |< fl2o) + 1.

Siispé voidaan valita M = f(zg) + 1. O

Tama tulos saatiin melko helposti todistettua. Mychemmin huomataan, ettd on
huomattavasti haastavampaa todistaa, ettd jatkuva funktio on rajoitettu suljetuilla
ja rajoitetuilla valeilld. Se vaatii jo useamman aputuloksen ja syvempéé tarkastelua.

Seuraavassa esimerkissd todistetaan tutun funktion jatkuvuus kéyttden jatkuvuuden
£ — 0 -madaritelméa.

ESIMERKKI 3.9. Olkoon funktio g : R — R siten, ettéi g(z) = 2. Todistetaan,
ettd g on jatkuva joukossa R. Olkoon zy € R ja e > 0. Nyt pétee
| 9(x) — g(zo) | =] 2* — 2o® | =| (x — x0) (2 + z0) | .
Halutaan, etta
| (x — o) (x + z0) |< €.
Olkoon
|z —xo|< 6 <1,
jolloin
| x4z |=| 200+ —20 | <| 220 | + |z — 20 | <| 220 | +1 <| 220 | +2.
Nyt

| (z —xo)(z+ 20) |< €, jos |z —x|< ja |z +mo | <] 2x0 | +2.

£
‘2330 | +2

Valitaan

0= min(l, ;>
| 2.’170 ‘ +2
Talloin aina, kun | x — xo [< 0, on | x 4+ x¢ | <| 220 | +2, silld | x — 2 |< 1. Téll6in

3

|I2_1’02|:|<LL’—$0)<I+LL’0) |<m

Siis funktio g on jatkuva joukossa R.

Edellisen esimerkin funktion jatkuvuus todistettiin jo lauseessa 3.6 tarkastellen
rajoitettuja avoimia vélejé, jolloin todistus oli huomattavasti lyhyempi. Seuraavaksi
voidaan esimerkin 3.9 ideaa hyoddyntéden todistaa kahden jatkuvan funktion tulon
jatkuvuus kayttden hyviksi jatkuvuuden & — §-méaritelméaa.
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LAUSE 3.10. Olkoot f : E— R ja g : E — R jatkuvia funktioita pisteessi xg € F.
Talloin myds funktio fg on jatkuva pisteessd xg.
TobisTus. Olkoon € > 0. Huomataan, etta lauseke f(x)g(x)— f(xo)g(zo) voidaan

muokata muotoon f(z)(g(z) — g(zo)) + g(zo)(f(z) — f(z0)). Nyt kolmioepéyhtalon
nojalla patee, ettéa

| f(@)g(x) = fzo)g(xo) | <| f(2) [ 9(x) — g(o) | + [ g(wo) [| f(x) = f(o) | .
S Y

Lauseen 3.8 mukaan on olemassa M > 0 ja §; > 0 siten, ettd | f(z) |< M, kun

| . — 2o |< 61 ja x € E. Télloin
£ £

— <M — M ==
| f(2) |l 9(z) = g(xo) [< M | g(2) = g(z0) |< M7r = 5
kun | z — o |< 0y ja | x — xg |< dy ja x € E. Tésséd d9 on funktion ¢ jatkuvuuden
médritelméstd saatua lukua 53; vastaava d. Toisaalta on olemassa d3 > 0 siten, etté,
€
f(@) = f(xo) I< 577575
kun | z — zg |< 03 ja x € E. Téllsin
€ €
T T)— f(T < T < =,

kun | x — x¢ |< 3 ja x € E. Téssd 03 on funktion f jatkuvuuden méadritelmésté

saatua lukua mrl) vastaava d. Yhdistetdin nyt kaikki ldpikdydyt tilanteet. Ne

ovat voimassa, kun kaikki ehdot

|z — o |[< 61, | @ —x0 [< I ja |z — 1m0 |< I3

tayttyvat. Tamé tapahtuu, kun valitaan § = min(dy,d9,03) ja | x —zg |[< d jax € E.
Nyt siis

| f(2)g(x) = f(zo)g(xo) | <[ f(z) || 9(x) = g(wo) [+ [ g(xo) || f(z) — f (o) |
< g + g =c.

O

Madritelmén 2.10 avulla todistettu kahden jatkuvan funktion tulofunktion jatku-
vuus onnistuttiin todistamaan aiempiin tuloksiin viittaamalla, kunhan tehtiin lausek-
keeseen vain pieni muokkaus. Myos € — d-médritelméd kéytettédessa todistus alkaa
lausekkeen muokkauksella, jonka jidlkeen voidaan kédyttad kolmioepayhtalod ja lauset-
ta 3.8. Téssé todistuksessa joudutaan kuitenkin myos varsinaisesti maarittamasan so-
pivat luvut 4y, 05 ja d3 toisin kuin méaaritelméad 2.10 kaytettaessa.

Néytetdan vield, ettd kahden jatkuvan funktion osaméiréd on jatkuva funktio.
Esitellaéan tdhankin kaksi tapaa, joilla osamédrafunktion jatkuvuuden voi todistaa.

LAUSE 3.11. Olkoot funktiot f : E — R ja g : E — R jatkuvia ja lisiksi g(x) # 0
kaikilla x € E. Tdlldin funktio f/g: E — R on myds jatkuva.

TobisTus. Naytetaéan, ettd funktio 1/¢g on jatkuva, jolloin lauseen 3.7 nojalla
myos funktio f-1/g = f/g on jatkuva. Olkoon h(x) = 1/x, joka on jatkuva lauseen
3.6 ¢)-kohdan nojalla, kun = # 0. Nyt funktio h o g = h(g(z)) = 1/g(z) on jatkuva
lauseen 3.1 mukaan ja télloin myos funktio f/g on jatkuva.
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U

Toiseen todistustapaan tarvitaan apulause, joka esitelldén ja todistetaan seuraa-
vaksi.

LAUSE 3.12. Olkoon funktio f : E — R jatkuva pisteessi xo € E. Jos f(xg) > 0,
niin on olemassa luku § > 0 siten, ettid f(x) > f(xg)/2 > 0 kaikilla x € E, joille
pdtee |x — xo| < 4.

Tobistus. Olkoon € = f(zy)/2 ja x € E, jolloin funktion f jatkuvuuden nojalla
on olemassa ¢ > 0 siten, etti
| f(x) = fzo) |< f(x0)/2 =¢,
kun | x — x |< J. Talloin kaikille z €]zy — 6, x — 0[NE pitee, ettd
f(x) = (f(x) = f(@0)) + f(x0) = flxo)— | fx) = f(x0) |
> f(zo) — & = flzo) — [(20)/2 = f(z0)/2> 0.
U

Nyt aputulosta ja jatkuvuuden € — d-mééritelméaé kayttden voidaan todistaa, ettd
osamaarifunktio on jatkuva.

LAuse 3.13. Olkoot funktiot f : E — R ja g : E — R jatkuvia pisteessi xg € F.
Tdlloin myds funktio f/g on jatkuva pisteessd xq, jos g(xo) # 0.

TobisTus. Apulauseen 3.12 nojalla g(x) # 0 kaikilla pisteilld x pisteen zy ympé-
ristossi. Riittda ndyttad, ettd funktio 1/¢g on jatkuva pisteessi xg, silla tulofunktion
jatkuvuuden nojalla funktio f-1/g = f/g on jatkuva pisteessé . Olkoon € > 0. Nyt

et - |9@) = a(wo) | _ 1
| 1/g(x) — 1/g(x0) | 9(z)g(zo) | 9(x) || g(o) |

Apulauseen 3.12 nojalla on olemassa 9; > 0 siten, etté

gt > LA2L

| g(x) —g(zo) | .

kun | z — zg |< 07 ja x € E. Téllin

‘g(x) —9(xo)| _ 2[g(x) = g(xo) |
g(x)g(xo) (9(x0))*
g(20)’

Koska funktio g on jatkuva, niin on olemassa lukua ==3*~ > 0 vastaava luku o, > 0

siten, ettd kun | x — x¢ |< 02 ja x € E, niin | g(z) — g(z0) |< %. Siispé téllaisilla
T patee

2| g(x) — g(xo) | 2 eglwo)®
G@)? g 2O
joten
| 1/g(@) — 1glao) |< 21D —9@o) | _

(9(0))?
kun | z — x¢ |< 0 ja z € E. Taméi tapahtuu, kun valitaan ¢ = min (01, d5). Siispé
funktio 1/¢ on jatkuva pisteessi g ja tulofunktion jatkuvuuden perusteella f-1/g =
f/g on jatkuva pisteessé x. O
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Molemmissa todistuksissa tehdddn aluksi huomio, etté riittdd todistaa funktion
1/g jatkuvuus. Todistettaessa osaméariafunktion jatkuvuutta mééritelmén 2.10 avulla
kédytetddn hyviksi yhdistetyn funktion jatkuvuutta ja tietoa funktion 1/z jatkuvuu-
desta. Maaritelméa 2.11 kaytettdessa tarvitaan apulausetta, jonka avulla todistus on
melko suoraviivainen.

Yhteenvetona madritelmad 2.10 kédytettdessd monet todistukset pohjaavat aiem-
piin tuloksiin, jolloin jatkuvuus késitteené jaa irralliseksi ja ei tule niin selvésti esil-
le. Lisdksi avoimia joukkoja on vaikeampi hahmottaa, jolloin tilanteen visualisointi
esimerkiksi omassa mielessé voi olla haastavaa. Todistukset, joissa kiytetdan ¢ — o-
menetelméid tarjoavat selkeimmén mahdollisuuden tilanteen visualisointiin. Liséksi
ldhes jokainen todistus konkreettisesti tehdédn etsien sopivat luvut € ja ¢, jolloin
todistusten samankaltaisuus auttaa myos ymmaértédméan jatkuvuuden késitetta ja ai-
kaisemmista todistuksista voi saada jopa apukeinoja tai ideoita mydhempiin todis-
tuksiin.



LUKU 4

Jatkuvuus ja avoimet joukot

Tassa kappaleessa kdydadan lapi tdrkeitd avoimiin joukkoihin liittyviad tuloksia ja
liséksi tarkastellaan, miten jatkuvuus ja avoimet joukot liittyvat toisiinsa. Erityisesti
esitellddn kaksi tdrkedd tulosta, jotka tunnetaan paremmin nimilld Heine-Borellin
lause ja jatkuvien funktioiden véliarvolause. Ndiden lauseiden avulla voidaan nayttéa,
ettd jos funktio f on jatkuva avoimella vélilld J ja [a,b] C J, niin tallsin f([a,b]) on
suljettu ja rajoitettu véli. Téassa kappaleessa esitellyt tulokset ja todistukset seuraavat
Mauden kirjan Mathematical Analysis [10] kappaleissa 4 ja 5 esitettyjd tuloksia ja
todistuksia.

Seuraavan lauseen avulla ndhdééan, ettd avoimen joukon muodostavat vélit voidaan
valita erillisiksi.

LAUSE 4.1. Joukko U C R on avoin jos ja vain jos on olemassa kokoelma avoimia
vileji {1} siten, ettd I, N1z =0, jos a # B, jaU =, Ia.

ToDISTUS. Avoimen joukon mééritelmén nojalla joukon U avoimuuden néytté-
miseksi riittéd, ettd on olemassa kokoelma avoimia véleja {1, } siten, ettd U = |J,, -
Lauseessa esiintyvid eritysehtoa I, N Ig = 0 ei tarvitse huomioida, silld se ei vaikuta
lopputulemaan milldén tavalla.

Taytyy todistaa vield, ettd jos U on avoin joukko, niin 16ytyy téllainen kokoelma
erillisid avoimia véleja {I,} siten, ettd U = |, I,. Olkoon piste € U. Lauseen 2.7
nojalla on olemassa avoin véali I C U siten, ettd x € I. Olkoon A, télldisten vilien
yhdiste. Télloin lauseen 1.6 nojalla A, on véli ja z € A,. Liséiksi lauseen 2.8 nojalla
A, on avoin joukko, joten A, on siis avoin véli. Nyt jos kahdelle téllaiselle joukolle A,
ja A, pitee, ettd A, N A, # 0, niin tarkastellaan pistettd z € A, N A,. Koska A, ja
A, ovat avoimia vilejé ja z € A, ja z € Ay, niin téllsin A, C A, ja A, C A,. Koska
A, on avoin vili ja z,y € A,, niin siitd seuraa, ettd A, C A, ja A, C A,. Siispé
A, = A, = A,. Vilien joukko {A,} voidaan esittdd yhden indeksin avulla, kuten
joukko {I,}, jolloin voidaan merkiti, ettda A, = I, kaikille x € I,. Télléin joukko
{I.,} on tarvittava kokoelma avoimia vileja.

O

HuomAuTUS 4.2. Lauseen 4.1 joukkoja I, sanotaan joukon U komponenteiksi.

LAUSE 4.3. Jos I, on avoimen joukon U komponentti ja piste a on vélin I, pdd-
tepiste, niin talloin a ¢ U.

Tobistus. Koska I, on avoin vili, niin a ¢ I,,. Oletetaan, ettd on olemassa joukon
U komponentti Ig, jolle pétee, ettd a € I5. Télloin koska {a} U I, on vili, niin myds
({a} U1,) U Ig on véli. Koska a € I3, niin

({a} U[a) U Ig = [a U [ﬁ,
21
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joka on avoin. Koska [, on joukon U komponentti, niin mille tahansa avoimelle vélille
J pétee, etté jos I, C J C U, niin J = I,. Siispd a € 1,UIg = I,. T&m4 on ristiriita.
Siispd ei ole olemassa komponenttia Iz, jolle pétee, ettd a € Iz ja télld perusteella
a¢U. O

Seuraava lause niyttad, ettd suljetun ja rajoitetun valin peittdmiseen riittda dé-
rellinen méara avoimia véleja tai joukkoja. Tama lause tunnetaan paremmin nimell&
Heine-Borellin lause.

LAUSE 4.4. Jos {U,} on kokoelma avoimia joukkoja joukossa R ja [a,b] C U, Ua,
missd a < b, niin on olemassa ddrellinen mddrd avoimia joukkoja {Uy,,Usy, ..., Ua, }

siten, ettd

(a,0] € | U, -
r=1
Tobistus. Olkoon [, = [a,z], missd a < z < b siten, ettd on olemassa joku
dérellinen kokoelma avoimia joukkoja {Ug,, ..., Us, } C {Us.}, jolle piitee
k
L, c | JUs,

=1
missid x € [a, b]. Olkoon A niiden pisteiden joukko, joilla on yll4 mainittu ominaisuus.
Koska a € U, jollakin a ja I, = {a} on yksi véleist4, niin a € A. Siispa A ei ole tyhja
joukko. Olkoon
I=JL.

z€A

Télloin a € I, kaikilla x € A. Siispé lauseen 1.6 nojalla I on vili ja a € [ paitsi, jos
I = 0. Selvisti I, C [a,b] kaikilla x € A ja télloin myos I C [a,b] kaikilla z € A.
Tamén ja aksiooman 1.11 perusteella voidaan sanoa, ettd joukolla I on olemassa
padtepiste ¢. Nyt ¢ € [a,b] C |, Ua, joten on olemassa joukko U, siten, ettéd ¢ € U,.
Koska U, on avoin joukko, niin on olemassa luku yq siten, ettd a < yo < cja yy €
U,NI. Taten yo € I ja on olemassa luku xzy € A siten, ettd yo € [a,xo]. Téten on
olemassa kokoelma

{Uﬁm X U,Bk} - {Ua}v

siten, ettd

k
la, o] C UUBz-
=1
Muodostetaan yhdiste joukon U, kanssa ja saadaan

k
la,c] CU,U U Ug,.
=1
Vali I siséltyy siis joukkojen U, &direlliseen yhdisteeseen. Talloin I = [a, |, koska
c € Aja[a,c| C I siten, ettd I on suurin véleistd I, missd x € A. Lisiksi ¢ = b, silld
jos ¢ < b, niin U, sisdltdd pisteen x; siten, ettd ¢ < x; < b ja siten
k
la,z1] C U, U U Up,

=1
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ja ¢ < 1 € I, miké on ristiriita sen kanssa, ettd c on joukon I péitepiste. Téten

k
la,0] € U, U| U,
=1
Siispa vélin tayttdmiseen vaadittu kokoelma on joukko {Ug,, ..., Ug,, U, }. U

Seuraavaksi todistetaan jatkuvien funktioiden véliarvolause, joka takaa jatkuvuu-
den nojalla tiettyjen yhtaloiden ratkaisujen olemassaolon.

LAUSE 4.5. Jos funktio f on jatkuva avoimella vdlilla J ja |a,b] C J, niin jokai-
selle luvulle d, joka on lukujen f(a) ja f(b) vdlissi, on olemassa vihintdidn yksi luku
¢ €la, bl siten, ettd f(c) = d.

TobisTus. Joukko |—o00, co[\{d} on kahden erillisen avoimen vilin |—oo, d|, |d, 00|
yhdiste. Koska d on lukujen f(a) ja f(b) vélissd, niin tadytyy péted, ettd luku f(a)
kuuluu toiseen edelld mainituista erillisistd avoimista vileistd ja luku f(b) kuuluu
toiseen erilliseen avoimeen véliin. Olkoon 1, se vili, jolle f(a) € I, ja olkoon I, toinen
vili siten, etté f(b) € I. Koska funktio f on jatkuva, niin joukko f~!(1,) on avoin ja
a € f~(I,). Edelleen funktion f jatkuvuuden nojalla myos joukko f~1(1;) on avoin ja
b€ f71(I). Lisiksi koska | — 0o, d[N]d, oo[= 0, niin t&llsin myds f~1(1,)Nf~1(L) = 0.
Nyt lauseen 4.1 nojalla on olemassa joukon f~1(I,) komponentti J siten, ettd a € J.
Liséiksi b ¢ f~1(1,) eli b ¢ J. Tiydellisyysaksiooman nojalla on siis olemassa joukon
J péitepiste ¢ siten, ettii a < ¢ < b. Lauseen 4.3 nojalla ¢ ¢ f~1(I,). Lisiiksi jos
Jo on joukon f~!(I,) komponentti, niin J N Jy = @ eli J ja Jy ovat joukon J U Jy
komponentteja ja lauseen 4.3 nojalla ¢ ¢ Jy, joten ¢ ¢ f~1([,). Siispd ¢ ¢ f~'(I,) U
YD) eli f(c) ¢ 1, U I, =] — oo, 00[\{d}, joten tiytyy olla f(c) = d. O

Vaikka ratkaisuja yhtalolle f(c) = d voi olla useita, niin téssé todistuksessa riit-
taa 1oytaa yksi ratkaisu. Jos funktio f olisi monotoninen, niin yhtélolla voisi olla vain
yksi ratkaisu. Téssé todistuksessa luku ¢ on pienin luku vélilta [a, b], jolle f(c) = d.
Edellisen lauseen seurauksena saadaan Bolzanon lause, joka on siis jatkuvien funk-
tioiden véliarvolauseen erikoistapaus ja lisdksi saadaan tieto, ettd jatkuvan funktion
alkukuva vilistd on itsessdédn vali. Tama tilanne kdydadn lapi seuraavaksi.

LAUSE 4.6. Jos funktio f on jatkuva avoimella valillid J ja I on mikd tahansa vdli
siten, ettd I C J, niin tdllom f(I) on vdli.

Tobistus. Olkoot a, 8 € f(I). Oletetaan, ettd f(a) = « ja f(b) = [. Talloin
jatkuvien funktioiden véliarvolauseen nojalla mille tahansa luvulle d, joka on pisteiden
a ja [ vélissd, on olemassa luku c¢ pisteiden a ja b vilissé siten, ettd f(c) = d. Siispa
d e f(I), joten f(I) on véli. O

Seuraavaksi herdéd varmasti kysymys, ettd onko rajoitetun vélin kuvajoukko rajoi-
tettu vali tai onko suljetun vélin kuvajoukko suljettu vili. Todistetaan sitten lauseen
4.4 avulla seuraavat tulokset jatkuvan funktion f kuvajoukolle suljetusta vélista [a, b].

LAUSE 4.7. Jos funktio f on jatkuva avoimella vililla J ja [a,b] C J, niin tdlloin
f([a, b)) on rajoitettu.

TobisTus. Vilien kokoelma {] —n, n[|n € N} on jokaisen reaalilukujoukon avoin

peite, koska (J,,cn] — 1, n[=] — 00, 00[. Erityisesti se on joukon f([a,b]) avoin peite.
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Siispé joukkojen f~!(] — n,n[), jotka ovat avoimia funktion f jatkuvuuden nojalla,
kokoelma {f~!(] — n,n[)|n € N} on joukon [a,b] avoin peite. Lauseen 4.4 nojalla on
olemassa #érellinen osapeite

fil (] — Ny, nl[), vy fil (] — nk,nk[)
Koska

k
[aa b] C Ufil(} - nlanl[)a
niin talloin -
) C 0 — g, m[=] = N, N[,
I=1
missd N = max{n|l = 1,...,k}. Vali | — N, N[ on rajoitettu vili, joten f([a,b]) on
rajoitettu. U

Nyt koska tiedetédén, ettd f([a,b]) on rajoitettu, niin voidaan valita tarkemmin
sopiva peite ja todistaa, ettd f([a,b]) on myds suljettu.

LAUSE 4.8. Jos funktio f on jatkuva avoimella valilla J ja [a,b] C J, niin joukko
f([a,b]) on suljettu vdli.

TobisTus. Lauseiden 4.6 ja 4.7 avulla tiedetéén, ettd f([a,b]) on rajoitettu véli.
Oletetaan, ettd vilin padtepisteet ovat m ja M. Télloin mahdolliset valit ovat muotoa

|m, M|, [m, M|, m, M]tai[m, M].
Jos M ¢ f([a,b]), niin vilien kokoelma
{lm —a, M — z[|z > 0}
olisi joukon f([a,b]) avoin peite. Koska funktio f on jatkuva, niin

{f_l(]m—x,M—x[)|x>O}

olisi joukon [a, b] avoin peite. Lauseen 4.4 nojalla olisi joukon [a, b] dérellinen osapeite.
Olkoon se osapeite

{7 (0m =21, M —a1]), 7 (Jm — 20, M — @), oo, [ (Jm — @i, M — 3]) }.
Siispé,

k
C U m — Iy, —Il{
=1

ja joukon oikeanpuoleinen péadtepiste olisi pienempi tai yhtdsuuri kuin suurin luvuista
M — zy,.... M — xp. Mutta koska z1,...,2; > 0, niin M ei voi olla joukon f(|a,b])
pédtepiste, mikd on ristiriita. Siispd M € f([a,b]). Samanlainen péaittely voidaan
tehdd vasemmanpuoleiselle péétepisteelle. Jos m ¢ f([a,b]), niin vilien kokoelma
{Im +y, M + y[ly > 0} olisi joukon f([a,b]) avoin peite. Funktion f jatkuvuuden
nojalla

{f"(m+y, M +y[)|y >0}
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olisi joukon [a, b] avoin peite ja lauseen 4.4 nojalla olisi olemassa joukon [a, b] d4rellinen
osapeite. On siis olemassa joukko {yi, ..., yx} siten, ettd

k/
f([a,b]) C U]m+yl7M+yl[’
I=1
joten m ei voi olla joukon f([a,b]) alaraja. Siispa m, M € f([a,b]) ja f([a,b]) =
[m, M]. O

Kun tarkastellaan lauseiden 4.5, 4.6, 4.7 ja 4.8 lopputuloksia, niin huomataan, et-
td ne koskevat niitd funktion arvoja f(z), joille z € [a, b]. Jos méaritelladn funktio g
vélilla [a, b] siten, ettd g(x) = f(z) jos ja vain jos = € [a, b], niin edelld mainitut lausei-
den lopputulokset pateviat myos funktiolle g. Siispd esimerkiksi g([a, b]) on suljettu
vali. Taytyy myos olla, ettd funktion g alkukuva mistd tahansa avoimesta vélista I,
g~ '(I), on oltava avoimen joukon leikkaus vilin [a, b] kanssa. Tilléin on perusteltua
laajentaa jatkuvuuden kisitettd méadritelmassa 2.10 esitettyyn muotoon.

LAUSE 4.9. Jos funktio f : [a,b] = A, A C R on jatkuva vililld [a,b], niin f([a,b])
on suljettu ja rajoitettu vdli.

Tobistus. Todistus seuraa lihes kokonaan lauseiden 4.5, 4.6, 4.7 ja 4.8 todistuk-
sia, joten todistuksen yksityiskohtia ei kdyda ldapi. Nyt taytyy vain ottaa huomioon,
etté tarkasteltaessa avoimien vélien

(—n,n),(m—x,M—w)ja(m—i—y,M—i—y)

alkukuvia tarvitaan eréds lisdys, ettd péadstddn késiksi avoimiin joukkoihin. Olkoon
I avoin vili, jolloin f~(I) = [a,b] N U, missd U on avoin joukko. Nyt aiempien
todistusten avoimet peitteet voidaan korvata téllaisilla vélin [a, b] suhteen avoimilla
peitteilld ja voidaan taas kayttéda lausetta 4.4 samalla tavalla kuin aiemminkin. Téasta
saadaan, ettd f([a,b]) on suljettu ja rajoitettu véli. O



LUKU 5

Jatkuvuus lukio-opetuksessa

Téasséd kappaleessa tarkastellaan jatkuvuuden késitettd lukio-opetuksessa. Tutki-
taan, miten jatkuvuus esitellddn ja miten monipuolisesti sitd kaydéaan lapi. Tarkaste-
luun otetaan muutama lukion pitkissd matematiikassa kédytettdava kirjasarja, joiden
vélisiéd eroja ja yhtélédisyyksid pohditaan. Liséksi otetaan huomioon, miten jatkuvuus
késitelladn peruskurssilla ja miten sen késittely muuttuu, kun siirrytdan syventaville
kurssille. Tarkasteltavat kirjasarjat ovat Pyramidi, Lukion Calculus, Juuri ja Matema-
tiikan taito. Kyseisistd kirjasarjoista tutkitaan kurssien MAAT Derivaatta ( [7],[5],[3],
[1]) ja MAA13 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi ( [8],[6],[4], [2]) ta-
poja esitelld ja késitellda funktion jatkuvuutta. Liséksi tarkastellaan minkélaisia ja
minké tasoisia tehtévia eri kirjasarjat tarjoavat. Tarkoituksena on my6s pohtia, 10y-
tyisiko téssd tyossd aiemmin esitellyistd jatkuvuuden méadritelmistd apua, tukea tai
vaihtoehtoisia tapoja jatkuvuuden ymmaértadmiseen ja opettamiseen.

Kaikissa tarkastelluissa lukiotason oppikirjoissa jatkuvuus mééritelldén raja-arvo-
késitteen kautta, ja koska raja-arvoa ei ole téssé tutkielmassa mééritelty, niin maari-
telladn raja-arvo toispuoleisten raja-arvojen avulla. Funktion f raja-arvo on a € R,
jos

xkg;Jrf(x) = mll)g)l_ f(x)=a eli a;lig:lo f(z) =a.
Kirjoissa kiydasan ensin ldpi, mitéd raja-arvolla tarkoitetaan. Témén jélkeen on luon-
nollista edeté jatkuvuuden mééarittelyyn raja-arvokésitteen avulla. Esitellaén seuraa-
vaksi jatkuvuuden raja-arvomééaritelma.

Oletetaan, ettd funktio f on médritelty valilla |a, b siten, ettd xy €]a, b[. Funktio
f on jatkuva pisteessa x, jos

lim f(x) = lim f(x) = f(w),

T—T0— T—T0+

tal toisin sanoen, jos

lim f(z) = f(zo).

T—rT0

Tutkitaan nyt, miten eri kirjasarjat pohjustavat jatkuvuuden késitettd Derivaatta-
kurssilla. Pyramidi-kirja aloittaa kidytdnnon esimerkein, missé tarkastellaan erilaisia
kuvaajia luonnonilmiGista pankkitilin saldoon. Ndméa kuvaajat tarjoavat esimerkkejé
niin jatkuvasta kuin epéjatkuvastakin funktiosta ja lisdksi esitellddn havainnollistava
esimerkki méérittelyjoukon vaikutuksesta. Varsinainen méarittely aloitetaan toispuo-
leisesta jatkuvuudesta ja kdydaan lapi sekd jatkuvuus vasemmalta ettd jatkuvuus
oikealta havainnollistavien graafien kera. Juuri-kirja aloittaa pohtivalla esimerkilla,
jossa tarkastellaan, miké vakion b arvo tulisi valita, jotta funktion kuvaaja olisi kat-
keamaton. Lisdksi tarjolla on digijohdanto, jossa tehtdvéné on niin ikéddn tehda ku-
vaajasta katkeamaton. Témén johdannon jélkeen méaéaritelldsin jatkuvuus annetussa

26
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kohdassa suoraan raja-arvomaéaritelméan avulla. Myos Matematiikan taidossa padtel-
laén ensin kuvaajista raja-arvoja ja niiden olemassaoloja. Funktion jatkuvuus anne-
tussa kohdassa mééritelldédn raja-arvon avulla sanallisessa muodossa, eikéd niin for-
maalisti kuin Juuri-kirjassa. Lukion Calculus aloittaa kertomalla, ettd funktio f on
jatkuva pisteessa xq, jos sen kuvaaja on tésséd kohtaa yhtenéinen, katkeamaton kayra.
Kirja kuitenkin heti peréddn huomauttaa, etté vaikka tdmé on hyvin havainnollistava
mielikuva, niin se ei ole sopiva jatkuvuuden mééaritelméksi. Myos téssa kirjassa méaé-
ritellddn seuraavaksi jatkuvuus raja-arvon kautta ja tdmén jélkeen ohimennen myds
mainitaan toispuoleisesta jatkuvuudesta. Selkeéisti pohtivat esimerkit ja havainnollis-
tavat kuvat ovat hyva aloitus jatkuvuutta ldhestyttaessa.

Seuraavaksi tarkastellaan, mité jatkuvuuden ominaisuuksia ja térkeita tuloksia eri
kirjasarjat nostavat esille. Pyramidi-sarjan kirja Derivaatta méaarittelee pohjustuksen
jalkeen jatkuvuuden vililla ja joukossa, kuten voisi olettaakin. Tamén jalkeen kirja
listaa jatkuvan funktion tdrkeimmét ominaisuudet, joista moni todistettiin myos té-
mén tutkielman luvussa 3. Kirja kertoo, ettd ndiden ominaisuuksien avulla voidaan
todistaa alkeisfunktioiden jatkuvuus. Seuraavaksi kirjassa tehddédn jatkuvuustarkas-
teluja ja esitelladn graafisen tarkastuksen mahdollisuus. Pyramidi kidy jatkuvuutta
lépi laajasti ja seuraavassa kappaleessa esitelladn jatkuvia funktioita koskevia lausei-
ta. Kirjassa todetaan, ettd jatkuva funktio saa suljetulla valilla suurimman ja pie-
nimmé&n arvonsa ja kaikki arvot niiden valilta. Liséksi kirjassa esitellidin Bolzanon
lause. Pyramidi kdy jatkuvuutta Derivaatta-kirjassa ldpi niin tarkasti ja monipuoli-
sesti, ettd Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssilla jatkuvuuteen viitataan
vain derivaatan yhteydessa, eika sitd kdydd endd uudestaan sen tarkemmin l&pi.

Lukion Calculus 4 Derivaatta -kirja esittelee jatkuvuuden méérittelyn jélkeen jat-
kuvuuden valilla. Alkeisfunktioiden jatkuvuutta ei perustella, vaan annetaan sainto,
jonka mukaan alkeisfunktiot ovat jatkuvia méarittelyjoukossaan. Tamén jéilkeen esi-
telladn jatkuvien funktioiden tarkeimpid ominaisuuksia ja positiivista on, ettd yksi
ominaisuuksista todistetaan mééritelméan avulla seuraavalla tavalla. Olkoot funktiot
f ja g jatkuvia kohdassa x¢. Télloin summafunktio (f+g¢)(x) = f(x)+g(x) on jatkuva
pisteessa xg. Nyt

lim f(z+ g)(x) = lim (f(z) + g(x)) = lim f(z)+ lim g(z)

=l
T—T0 T—T0 T—T0 Tr—xTQ

= f(z0) + g(x0) = (f + 9)(20)-

Tama siis tarkoittaa jatkuvuuden raja-arvoméaritelmén nojalla, ettd summafunktio
f+g on jatkuva pisteessi xy. Lukion Calculuksen Differentiaali- ja integraalilaskennan
jatkokurssi ei teorian puolesta tarjoa jatkuvuudesta muuta kuin kertausta ja hieman
erilaisia tehtavia.

Juuri-sarja méérittelee myos Derivaatta-kirjassa jatkuvuuden raja-arvomé&éritel-
mén jéalkeen jatkuvuuden vililld ja antaa sithen my6s hyvén esimerkin, jossa tutkitaan
funktion f(z) = 1/z jatkuvuutta eri véleilla ja funktion méérittelyjoukossa. Tamén
jélkeen esitelldédn Bolzanon lause. Jatkuvien funktioiden ominaisuuksia ei kdyda lapi,
mutta tekstin seassa mainitaan, ettd polynomifunktiot ja rationaalifunktiot ovat jat-
kuvia. Té&ssa kirjasarjassa jatkokurssilla jatkuvuuden teoriaan ei kdyteta paljon aikaa,
mutta kerrataan méaéritelmé ja ilmoitetaan, ettd alkeisfunktiot ja niiden yhdistelmét
ovat jatkuvia.
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Matematiikan taito 7 etenee jatkuvuudesta pisteesséd suoraan jatkuvuuteen vélil-
la. Tamén jalkeen kaydadn lapi jatkuvuuden sidilyminen laskutoimituksissa. Lisdk-
si méaritellddn mitd tarkoittaa, ettd funktio on jatkuva kaikkialla. Kirjasarjan jat-
kokurssi tarjoaa selkedn kertauksen jatkuvuuden méaritelmésta ja lisdksi méadritel-
lddn mitéd tarkoittaa jatkuvuus joukossa. Néytetddn nyt, miten kirja todistaa itsei-
sarvofunktion jatkuvuuden. Maaritelldén funktion f itseisarvofunktio | f | yhtalolld
| f](z)=| f(z)|. Olkoon x, funktion f midrittelyjoukon piste. On osoitettava, etté

lim [ f(z) [ =] f(zo) | .
T—T0
Kolmioepéayhtédlon nojalla saadaan

L f() [ =1 Fwo) [[ < f2) = Flwo) |-

Olkoon ¢ > 0. Koska lim,_,,, f(x) = f(z0), on olemassa ¢ > 0 siten, etté

| f(z) = f(xo) [<e,

aina kun | x — 2o |< §. Mutta nyt edellisista epayhtéloista saadaan, ettd

| f(2) | = [ f(zo) [[< e,

joten viitos seuraa raja-arvon méaritelméstd. Samantapainen todistus tehdaén yh-
distetyn funktion jatkuvuudelle ja tdmé& avaa jo jatkuvuuden késitettd ihan uudelle
tasolle. Téssd yhteydessd voisi hyvin esitelld myo6s virallisesti jatkuvuuden € — 6-
madritelméan.

Pyramidi-kirjasarja tarjoaa monipuolisesti tehtédvié ja tehtéavit ovat aseteltu sopi-
vasti teoriakappaleen alaotsikoiden alle, jolloin on helppo palata katsomaan vinkkej&
tehtaviin esimerkeistd. Ensimmaéisissé tehtédvissa tutkitaan kuvaajia ja jatkuvuutta
niiden avulla. Kuvan tutkiminen on hyvé aloitustapa, koska se ei ole niin teoreetti-
nen. Seuraava kappale késittelee jatkuvuustarkasteluja ja oleellisesti myos tehtédvissé
tutkitaan erilaisten funktioiden jatkuvuutta. Viimeisené esitelladn erilaisia tuloksia
liittyen jatkuviin funktioihin ja tehtavissa taytyy osata kayttdaa esimerkiksi Bolzanon
lausetta apuna.

Matematiikan taito tarjoaa perustehtévid ja syventévia tehtavida. Tamé kirjasar-
ja on melko teoreettinen ja antaakin ehkd parhaat ldhtokohdat, jos ajatellaan aitoa
matematiikan ymmaértamista. Jatkokurssin tehtédvéit ovat lahes pelkéstidn osoittamis-
tehtéavid ja osa tehtédvistd on haastavuudeltaan jo melko vaikeita. Jatkokurssilla myos
todistetaan harjoitustehtdviné aidosti monotonisen funktion kdanteisfunktion olemas-
saolo ja jatkuvan monotonisen funktion kadénteisfunktion jatkuvuus, jotka todistettiin
myos tassé tutkielmassa. Lukion Calculus tarjoaa perustehtiavii ja vaativampia teh-
tavid, mutta niitd on muihin verrattuna méaarallisesti vihédn. Tama kirjasarja on kui-
tenkin ainoa, joka tarjoaa myos kdytdnnonléheisid tehtévid, missd esimerkiksi tulee
piirtda taulukon pohjalta postimaksu kirjeen painon funktiona, ja tutkittava tdmén
graafin jatkuvuutta. Ajatus on hyvé, mutta ehké tutkittava taulukko voisi olla hieman
enemmaén lukiolaista kiinnostavasta aiheesta.

Viimeisené tarkastellaan Juuri-kirjasarjan tehtdvétarjontaa. Kirjasarja jaottelee
tehtaviat katevisti kolmeen alaotsikkoon: ydintehtavit, vahvistavat tehtévat ja sy-
ventavit tehtdvit. Opettajan ndkokulmasta tdmé on todella hyodyllisté, silla tehté-
vét on jo ikddn kuin valmiiksi eriytetty, jolloin tehtévien valinta eritasoisille oppijoille
on helpompaa. Kirja tarjoaa myos teknologian kehityksen huomioon ottaen tehtavia,
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joita voi tehdé appletilla. Paras ominaisuus, jota ei l10ytynyt mistddn muusta kirjasta,
on kuitenkin takasivulle tehty niin sanottu vinkkiosio. Sieltd 16ytyy moniin tehtéviin
pieni vinkki, joka voi auttaa tehtdvin aloittamisessa tai ongelmakohdasta etenemi-
sessé. Yleensd kirjan takana on ainoastaan vastaus ja pieni selitys, mikd vie oival-
tamisen ja onnistumisen riemun, mutta nyt vinkkiosion ansiosta oppilas voi vihjeen
avulla ratkaista tehtédvén itse ja saada siten iloa ja itseluottamusta. Témén kirjasarjan
jatkokurssi tarjoaa samoin selkein alaotsikoin runsaasti monipuolisia tehtéavia.

Tutkittuani neljaé kirjasarjaa mielesténi selkein tapa johdattaa oppilas jatkuvuu-
den méiritelméin on edelleen raja-arvokisitteen kautta. Se on selkeé askel juuri opi-
tusta aiheesta ikddn kuin sen sovellukseen. Jatkuvuutta on helpoin havainnollistaa
kuvien ja graafien avulla, ja ldhes kaikki oppikirjat niitd kayttdvétkin runsaasti.
Mielestani peruskurssilla riittédd, ettd madritellaan jatkuvuus raja-arvon avulla, sil-
14 jatkuvuus on vaikeasti ymmérrettdava asia ja erittdin térked késite. Vaihtoehtoi-
set méadritelmat saattaisivat vain hdmmentédd oppilaita. Differentiaali- ja integraali-
laskennan jatkokurssi syventdvéna kurssina tarjoaa kuitenkin mahdollisuudet vaih-
toehtoisten méadritelmien esittelyyn ja kayttoon. Nain tehdiddin Matematiikan taito
-kirjassa ottamalla kéyttoon luvut e ja §. Téstd voisi helposti esitelld jatkuvuuden
£ — d-médritelmén formaalisti ja antaa pari todistustehtéavid, joissa kédytetdan kyseis-
td méaaritelméa. Lisdksi Matematiikan taito -kirjassa todistetaan aidosti monotonis-
ten jatkuvien funktioiden ominaisuuksia, joten téssé olisi mahdollisuus sivuta myos
Mauden, Mathematical Analysis -kirjassa, esitteleméé jatkuvuuden méaaritelméa - ai-
nakin koskien monotonisia funktioita ja mahdollisesti syvemminkin. Avoimet joukot
ja niiden ominaisuuksien ymmértdminen vaativat mielestini kuitenkin aika paljon
matemaattista ajattelua. Sen ymmaéartdmiseen ei vélttdmatta riitd kuvien ja graafien
tarkastelu. Jos opettaja haluaa esitelld vaihtoehtoisen maaritelmén, on mielesténi pa-
rempi valita ¢ — -mééaritelmé, koska se on helpommin ymmérrettivissa, kunhan eri-
koisia, uusia merkint6ja ei vierasta liikaa. Etenkin matematiikassa eriyttdminen on
todella iso asia, joten on elintdrkedd, ettd opettajat kayttavit useita saatavilla olevia
oppimateriaaleja. Monien eri kirjasarjojen kidyttdminen palvelee sekéd oppilaita etté
opettajaa. Opettaja pystyy tarjoamaan monipuolisempia ja eritasoisia tehtédvid. Niil-
le, joille matematiikka on haastavaa, on mahdollisuus tarjota enemmén perustehtévia
ja matemaattisesti lahjakkaammille erilaisia syventédvia tehtévia. Vaikka jatkuvuus on
médritelty jo pitkén aikaa samalla tavalla, opetustavat ja oppilaiden oppimistavat ke-
hittyvét koko ajan ja siksi on tarkedé, ettéd opettajalla on kiytossadan mahdollisimman
monta erilaista tyokalua ja tyotapaa.
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