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Tamén tutkielman tarkoituksena on tarkastella erilaisia uhkapelaajan strategioita
niin kutsutussa puna — musta -pelissé pelinjérjestédjaa vastaan. Tutkielmassa méaéa-
ritellddn puna — musta -peli siten, ettéd peli koostuu yksittaisista kierroksista, jotka
voivat péattyd vain ja ainoastaan pelaajan voittoon tai hdvioon. Voittaessaan kier-
roksen pelaaja saa asettamansa panoksen suuruisen varallisuuden pelinjérjestajalté ja
hévitessdan menettad kierroksen panoksen. Pelaaja pelaa kunnes hén on saavuttanut
alemmin asettamansa tavoitteen tai hdnen varansa ovat loppuvat.

Yksittédisen kierroksen voiton todennékéisyyden perusteella pelit voidaan luokitella
pelaajan kannalta suotuisiksi, epasuotuisiksi tai neutraaleiksi. Erilaisille peleille eri-
laiset strategiat toimivat eri tavalla. Strategiaa, jolla pelaajan todennédkoisyys saa-
vuttaa asettamansa tavoite on suurin, kutsutaan optimaaliseksi strategiaksi. Tutki-
muksen merkittdvimpié tuloksia onkin optimaaliset strategiat yksittdisen kierroksen
eri voittotodennéakoisyyksille.

Tutkielmassa keskitytédén kahteen erilaiseen pelaajan strategiaan. Strategiat ovat ni-
metty pelkurin strategiaksi ja rohkeaksi strategiaksi. Strategioiden merkittédvin ero on
tapa, jolla kierroksittainen panos valitaan. Pelkurin strategian keskeinen idea on pela-
ta mahdollisimman pienelld kierrospanoksella, kun taas rohkeassa strategiassa panos
valitaan mahdollisimman suureksi. Tutkielmassa perehdytéén kierrosten lukuméérén
odotusarvoon ja todennidkdéisyyksiin saavuttaa tavoitevarallisuus edelld mainituilla
strategioilla. Tutkielman lopussa késitellidn muutamaa vaihtoehtoista pelaajan stra-
tegiaa.

Suotuisassa pelissé, jossa pelinjéirjestdja on asettanut minimipanoksen, on pelaajan
kannattavinta pelata mahdollisimman pienelld kierroksittaisella panoksella. Suotui-
sassa pelissd, jossa pelinjérjestiaja ei ole rajoittanut pelid minimipanoksella, on pe-
laajan suotuisaa pienentédéd panosta loputtomiin. Pienempi panos tuottaa jatkuvasti
paremman todennékoisyyden onnistua. Yleisesti suotuisista peleistéd voidaan todeta,
ettd pienet kierroksittaiset panokset lisdévit pelaajan todennikoisyytta saavuttaa ta-
voite. Suotuisassa pelissd kierroksittaiset todennikoisyydet ovat pelaajan puolella ja
siten mitd enemmén suotuisia kierroksia, sitd suurempi todennédkdoisyys saavuttaa ta-
voite. Optimaalinen strategia on siis pelkurin strategia.

Epésuotuisissa peleissé on onnistumisen todennéakoisyyden kannalta kannattavaa pyr-
kid saavuttamaan tavoite mahdollisimman nopeasti. Kierroksittainen voiton todenné-
koisyys on pelinjérjestdjan puolella ja yliméariisié kierroksia on syyté valttas, mikali
pelaaja haluaa saavuttaa tavoitteen suuremmalla todennékoisyydelld. Optimaalinen
strategia on siis rohkea strategia. Strategian heikkoutena tavalliselle viihdepelaajalle
voidaan kuitenkin pitdd kierrosten odotusarvon pientd méadrda. Vaikka todennékoi-
syys onnistua on suuri, pelit paattyvit todennédkoisesti muutaman kierroksen jalkeen.
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Johdanto

Téassé tyossa tutkitaan kahta erilaista pelistrategiaa pelaajan ja pelinjarjestédjan
vilisessd puna — musta -pelissi. Strategioista tutkitaan erityisesti kierrosten luku-
madrdn odotusarvoa ja todennédkoisyyttd saavuttaa pelaajan tavoittelema padoma
ennen varojen loppumista. Pelid tutkitaan pelaajan ndkokulmasta, jossa yksittdinen
kierros voi padttyé joko voittoon tai havioon. Vastaavasti kierrosten satunnaiskulusta
koostuva peli voi padttyd joko onnistumiseen, jolloin pelaaja saavuttaa haluaman-
sa varallisuuden tai epdonnistumiseen, jolloin hénen varansa loppuvat. Téssa tyossé
kéasiteltava puna — musta -peli on yksinkertainen, mutta myos hyvin yleinen uhkape-
laamisen muoto. Pelit joissa tapahtumat voivat paattyi kahdella mahdollisella tavalla
voidaan yleistad puna — musta -peliksi. Esimerkkeja puna — musta -peleisté, joihin
tutkimuksen strategioita on mahdollista soveltaa, ovat muun muassa yhdet maailman
tunnetuimmista casinopeleisté kuten Ruletti ja Craps.

Eri strategioiden hyoddyt ja haitat riippuvat usein siitd mitéd pelaaja peliltdéan ha-
luaa. Tavallinen viihdepelaaja haluaa usein peliltd sekd viihdettd ettd voittoa, jo-
ka on uhkapelissd pelinjarjestdjaid vastaan melko haastava yhdistelmé. Valitsemalla
strategiansa oikein voi pelaaja maksimoida todennékoisyyden saavuttaa tavoite joko
mahdollisimman nopeasti tai mahdollisimman varmasti. Voittoa tavoitteleva pelaaja
valitsee luultavasti strategian, jossa todennékoisyys saavuttaa tavoitevarallisuus on
kaikkein suurin. Pelit jaetaan tésséd tutkimuksessa karkeasti suotuisiin ilman minimi-
panosta, suotuisiin minimipanoksella, neutraaleihin ja epésuotuisiin. Téassé tutkimuk-
sessa selvitdmmekin, mikéd strategia pelaajan kannattaa valita, jotta todennékdisyys
saavuttaa tavoitevarallisuus ennen varojen loppumista olisi mahdollisimman suuri eli
toisin sanoen mikéd on optimaalinen strategia.

Vaikka tutkielmassa kisitelldsin tarkemmin vain kahta strategiaa, on muistettava et-
td mahdollisia strategioita on olemassa lukematon méérd ja muutama niistd esitel-
ldén paapiirteittdin tutkielman lopussa. Tutkimuksessa keskitytddn strategian tutki-
miseen ja asetetaan tietyt oletukset pelinjarjestajalle. Pelinjérjestéjé ei tutkimuksessa
voi asettaa panokselle yldrajaa eiké pelinjarjestédjan varat voi loppua. Todellisuudes-
sa kaikki tutkimuksen oletukset eivit ole voimassa, silld esimerkiksi panoksen ylara-
jalla voidaan rajoittaa tiettyjen strategioiden toimivuuttaa. Esimerkiksi Martingale-
strategia, jota kéasitellddn péadpiirteittdin tutkielman lopussa muuttuu merkittavésti,
jos panokselle on asetettu ylaraja.

Tutkielman todistukset perustuvat vahvasti diskreettiin matematiikkaan. Eri strate-
gioiden tutkiminen suoritetaan toisiaan muistuttavalla kaavalla. Strategiat toisistaan
erottava tekiji on tapa valita kierrosten panos, jota kutsutaan panostusfunktioksi.
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2 JOHDANTO

Panostusfunktion kautta tarkastellaan varallisuuden kehittymistd pelaajan voittaes-
sa tai hévitessd seuraavan kierroksen. Téta kautta padstddan késiksi funktioon, joka
kuvaa pelaajan varallisuutta suhteessa tavoitevarallisuuteen. Kyseisia funktioita kut-
sutaan téssd tutkimuksessa onnistumisfunktioiksi ja ne ovat eri strategioiden opti-
maalisuuden kannalta merkittdvimpid mittareita. Téméa tutkimus perustuu Lester E.
Dubins ja Leonard J. Savagen vuonna 1965 julkaisemaan How to gamble i f you must
-kirjaan [4], ja erityisesti sen luvusta Red and Black kertovaan teokseen [7].



LUKU 1
Pelin luonne

Téassé tutkielmassa keskitymme tarkastelemaan erilaisia pelistrategioita uhkape-
laamisessa. Pelistrategioilla tarkoitetaan pelaajan tekemié taktisia valintoja, jotka
kidytannossa tarkoittavat kierroksittaisen panoksen suuruutta. Eri strategioissa pe-
laaja valitsee asettamansa panoksen erilaisen panostusfunktion avulla. Pelimuotona
tapauksissa on yksinkertainen malli, jossa on kaksi osallistujaa, pelaaja seké pelin-
jarjestaja. Pelaaja asettaa itselleen tavoitevarallisuuden, johon yrittda pédstd ennen
varojen loppumista. Jos pelaaja saavuttaa tavoitevarallisuuden ennen varojen loppu-
mista, pelaajan voidaan sanoa onnistuneen pelissid. Tavoitevarallisuutta ja varojen
loppumista pidetdén lopetuspisteiné, silla talloin pelaaja lopettaa pelaamisen. Itse
peli koostuu kierroksista, jotka voivat padttya kahdella mahdollisella tavalla. Pelaa-
ja joko voittaa tai havida. Pelinjéarjestdja ei aseta rajoituksia yksittéisten kierrosten
panokselle, pelaajan lopetuspisteelle eikéd pelin jérjestdjan varat voi loppua. Kaikki
valta on siten itse pelaajalla ja pelaajan onnistumisen todennékéisyys riippuu mate-
maattisesti pelaajan valitsemasta strategiasta. Naihin erilaisiin strategioihin ja niiden
todennékoisiin seurauksiin tutustumme téssé tutkielmassa.

1.1. Perustapaus ja satunnaisuus

Pelaajalla on kaytossa alkuvarallisuus, josta pelaaja asettaa ennen kierrosta stra-
tegiansa mukaisen panoksen. Voittamalla kierroksen pelaaja ansaitsee panostamansa
varallisuuden kokoisen voiton ja haviolla menettdd asetetun panoksen. Neutraalissa
pelissa yksittéisen kierroksen voiton ja hévion todennédkéisyydet ovat yhta suuret. Pe-
lit voivat kuitenkin olla my6s pelaajan kannalta suotuisia, jolloin yksittdisen kierrok-
sen voiton todennékoisyys on yli % tai vastaavasti epdsuotuisia, jolloin yksittéisen kier-
roksen voiton todennékoisyys on alle % Yksittaiset kierrokset valitussa pelissd ovat
toisistaan riippumattomia ja identtisid tapahtumia. Varallisuus X = Xg, X1,..., X,

voidaan ajatella Markovin ketjuna.

MAARITELMA 1.1. Markovin ketju
Jono Xy, X1, ... satunnaismuuttujia on Markovin ketju, jos

P (X, = j|Xo =io, Xa = i1, ..., X1 = 1) = P (X, = j[ X1 = in1)
kaikille satunnaismuuttujien mahdollisille arvoille.

Markovin ketjun jono Xy, X1, ..., X,, kuvaa tapahtuminen historiaa tapaukseen n
asti. Satunnaismuuttujan X, arvo riippuu vain sitd edeltdvan muuttujan X,,_; arvos-
ta. Markovin ketjun tulevaisuuden arvot tunnetusta hetkestéd eteenpéin ovat ehdol-
lisesti riippumattomia ketjun menneisti arvoista. Matemaattisesti n:nnen kierroksen
tulosta voidaan kuvata satunnaismuuttujalla [,,, jonka mahdollisia arvoja ovat 0 ja
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4 1. PELIN LUONNE

1. Jos pelaaja voittaa n:nnen kierroksen, niin merkitéddn I,, = 1 ja vastaavasti jos pe-
laaja havidd, niin merkitdan I,, = 0. Jos p € [0,1] on yksittdisen kierroksen voiton
todennékdisyys, niin pétee

P(l,=1)=p ja P(l,=0)=1-p.

Kun p = 0 pelaaja hévida varmasti ja kun p = 1 pelaaja voittaa varmasti. Tapauk-
set ovat vedonlyonnin kannalta harvinaisia ja matemaattisesti selvid. Vedonlytnnissa
tarkasteltava pelaajan voiton todenniksisyys p kuuluu usein vélille |0, 1[. Tarkastel-
taessa vedonlyontié erilaisia pelintarjoajia vastaan, kuten vedonlyontiyhtiot tai casi-
not, todennékoisyys on yleensd 0 < p < % Tamé tarkoittaa kayténnossé sitd, etté
yksittaista kierrosta tarkasteltaessa pelintarjoaja voittaa pelaajaa todennédkoisemmin.

Pelaajan varallisuus tietylld hetkelld riippuu Markovin ketjun mukaisesti edelté-
vasta kierroksesta. Olkoon pelaajan varallisuus ldhtotilanteessa X ja n:nnen pelin
jalkeen X,,. Satunnaismuuttujan X,, arvoon vaikuttaa edellisen kierroksen jélkeinen
varallisuus X, 1, kierroksella n kaytetty panos Y, ja kierroksen lopputulos I,,. Tar-
kasteltavan n:nnen kierroksen mahdollinen voitto tai hévié on muotoa (21, — 1) Y.
Talloin n:nnen kierroksen ollessa pelaajan kannalta tappiollinen eli 7,, = 0 pelaajan
varallisuus X,, on

Xp=Xn 1420, —1)Y, =X, 1 +(2:0=1)Y, = Xp_1 — Y,

Pelaajan varallisuus on siis edellisellé kierroksella asetetun panoksen verran pienempi
kuin ennen kyseisté kierrrosta. Vastaavasti jos n:s kierros on pelaajalle voitollinen eli
I, = 1, niin

Xp =X 1420, —1)Y, =X, 1+ (2-1=1)Y, = X,_1 +2Y,.

Pelaajan varallisuus n:nen kierroksen jélkeen on kasvanut kaksi kertaa edellisen kier-
roksen panoksen suuruisella varallisuudella. Voidaan siis todeta, ettd pelaajan varal-
lisuus n kierroksen jélkeen on

(1.1) X, = Xo_1 + (21, — 1)Y,.

1.2. Pelaajan strategia

Pelaajalla on useita erilaisia mahdollisia strategioita. Erilaisissa strategioissa kier-
roksittainen panos valitaan eri tavoilla. Koska pelaajan asettama tavoitevarallisuus
ja yksittaisen kierroksen voiton todennékoéisyys pysyvét pelissd samoina, on ainoas-
taan tavalla valita panos vaikutus onnistumisen todenndkoisyyteen. Tapaa valita pa-
nos kutsutaan panostusfunktioksi ja eri strategioilla on erilaiset panostusfunktiot.
Pelaajat pyrkivit useimmiten mahdollisimman suureen todenndkdéisyyteen saavuttaa
tavoittelemansa varallisuus. Tutkimuksessa pyritdéan tarkastelemaan mika olisi pelaa-
jan kannalta optimaalinen strategia, ettd todennékoisyys saavuttaa haluttu varalli-
suus olisi mahdollisimman suuri.

Pelaajan varallisuuden odotusarvo n pelin jalkeen on E(X,,). Kaavan (1.1) nojalla
siis

E(X,) = E(X, 1) + (21, — 1)Y,)
(Xn-1) + E((2], — 1)Y;)

E n
E(Xn-1) + (2p = DE(Y2),
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missd p € [0,1] on pelaajan todenniksisyys voittaa yksittidinen kierros ja E (I,,) =
pxl+(1—p)x0=p. Josp< %,niin

E(X,) = E(X,_1) + (2p — DE(Y,)
< E(X,_1).

Jos p > 5, niin epéyhtélon merkki kidntyy ja E(X,) > E(X,_1). Jos p = %, niin

epayhtilosté tulee yhtéls ja E(X,) = E(X,,_1). Edellisten tulosten nojalla on siis sel-

véd, ettd pelaajan varallisuuden odotusarvo kasvaa edelliseen kierrokseen néhden jos

voiton todennékoisyys on suurempaa kuin %, pienenee jos todennékoisyys on pienem-
1

péd kuin % ja siilyy samana jos todennikdisyys on 3.

1.3. Pelaajan lopetusehto

Pelaajan on mahdollista maarittaa itselleen lopetusehto varallisuuden ja tavoitte-
lemansa varallisuuden avulla. Lopetusehdoksi kutsutaan varallisuutta, jonka saavutet-
tuaan pelaaja lopettaa pelaamisen ellei varat ole loppuneet aikaisemmin. Merkitédn
tavoitevarallisuutta a. Ajatellaan pelaajan jatkavan pelaamista kunnes hénen varal-
lisuutensa X, loppuu tai hén saavuttaa haluamansa tavoitevarallisuuden a. Téll6in
voidaan maarittdd pelaajan varallisuuteen liittyvé lopetusaika N siten, etta

N =min{n e N: X,, =0 tai X, =a},

missd lopetusaika N voidaan ajatella myos pelattujen pelien méaarand ennen lope-
tusehdon saavuttamista. Varallisuuden odotusarvo lopetusehdon taytyttya lopetusa-
jassa N voidaan laskea diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvoa hyodyntéden, kun
Xy = 0 tai Xy = a. Pelaajan asettama panos on positiivinen luku, joka ei voi olla
suurempi kuin tavoitevarallisuus, sillda muuten pelaaja olisi jo saavuttanut tavoitteen.
Pelaaja ei saa myoskéddn asettaa panosta siten, ettéd voittaessa varallisuus kasvaisi yli
tavoitellun varallisuuden. T&ll6in

E(XN) = O]P(XN = O) + CL]P(XN = CL)
= aP(Xy = a).






LUKU 2

Pelkurin strategia

Pelkurin strategiassa pelaaja asettaa jokaiselle kierrokselle pienen vakiopanoksen.
Pelaaja pelaa niin kauan kunnes lopetusehto toteutuu. Oletetaan pelaajan asetta-
maksi panokseksi 1€. Talloin jokaisella kierroksella pelaajan varallisuus joko kasvaa
yhdelld tai pienenee yhdelld kunnes lopetusehto toteutuu. Télloin pelaajan varallisuus
(Xo, X1, ...) on Markovin ketju, joka saa arvoja joukosta {0, 1, ...,a}, kun a on pelaa-
jan tavoittelemana varallisuuden pdamadrané positiivinen luku. Varallisuus on Mar-
kovin ketjun mukainen satunnaiskulku, jonka arvo n:nnen kierroksen jélkeen riippuu
edellisen kierroksen varallisuudesta ja n:nnen kierroksen panoksesta ja tuloksesta.

2.1. Tavoitteen saavuttamisen todennikdisyys pelkurin strategialla

Pelaaja onnistuu tehtdvéssdan, mikali han saavuttaa tavoittelemansa varallisuu-
den a. Muodostetaan pelaajan onnistumistodennéakdéisyytta kuvaava funktio siten, et-
td x on pelaajan varallisuus ja a on pelaajan tavoittelema varallisuus. Ajatellaan seké
varallisuus, ettéd tavoiteltu varallisuus muuttujina.

LAUSE 2.1. Jos x on pelaajan alkuvarallisuus ja a tavoitevarallisuus, nitn pelaajan
onnistumistodenndkaisyysfunktiolle f(z,a) = P(Xy = a|Xo = x) pdtee

flz,a) =1 —=p)f(x+1,a)+pf(x —1,a), re{l,2,..,a—1}.

TobpisTUs. Yksittéiset kierrokset ovat toisistaan riippumattomia. Merkitdan to-
dennékoisyytta voittaa kierros p:ld ja héavitd (1 — p):lla. Jos pelaaja hiavidd ensim-
méisen kierroksen ja menettdd yhden € varojaan, on tdmén jéalkeen todennédkoisyys
saavuttaa tavoiteltu varallisuus P(Xy = a|Xo = = — 1). Jos pelaaja voittaa ensim-
maéisen kierroksen, on todennékéisyys vastaavasti P(Xy = a|Xo = = + 1). Téllsin
todennéakoisyyden laskuséddntojen mukaan

PXy=alXg=2)=pP( Xy =a|Xo=2+1)+ (1 —p)P(Xy =a|Xg=2—1)
eli onnistumisfunktiolle pétee

f(.’IJ,CL) :pf(:c—l—l,a)—l—(l—p)f(:c—l,a)
kaikille z € {1,2,...,a — 1}. 0

Jos pelaajan varallisuus x = 0, niin pelaaja on saavuttanut lopetusehdon mu-
kaisen lopetuspisteen varojen loputtua ja epdonnistunut saavuttamaan asettaman-
sa tavoitevarallisuuden. Téll6in onnistumisfunktiolle pitee f(0,a) = 0. Jos pelaa-
jan varallisuus x = a, niin vastaavasti lopetusehto tayttyy ja pelaaja on onnistunut
saavuttamaan asettamansa tavoitevarallisuuden. Télloin onnistumisfunktiolle pétee
f(a,a) = 1. Lauseen 2.1 nojalla funktio f(z,a) toteuttaa toisen kertaluvun lineaari-
sen differenssiyhtélon. Sijoitetaan funktioon muuttujan x paikalle x4 1, jolloin funktio
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8 2. PELKURIN STRATEGIA

saadaan muotoon

fx+1a) =pf(r+2,a)+ (1 —p)f(r,a)
eli
fx+1 a) N 1—p
p p

Funktio f toteuttaa yhtdlon yy o — %yk—&-l + %yk = 0, jonka karakteristinen yht&lo
on

f(x+27a)_

f(z,a) =0.

1, 1-
Noar—L o
p p

eli
(2.1) pA2 = A +q=0,

kun g = 1 — p. Késitelldén ensin tapaus p # % Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla
saadaan karakteristiselle yhtéalolle kaksi reaalista ratkaisua, silla diskriminantti D =
1 — 4pq on positiivinen oletuksen p £ % perusteella.

LAUSE 2.2. Toisen kertaluvun homogeenisen differenssiyhtilon

Yk+2 + aYrg1 + byr, = 0
ratkaisu on
Yk = Cﬂ“’f + Czr§, C1,C eR

jos r1 # ro ovat karakteristisen yhtdlon kaksi erisuurta reaalijuurta. Jos karakteristi-
sella yhtdlolld on kaksinkertainen juuri eli ry = 19, niin ratkaisu on muotoa

Y = Cl’l",f + Cgk?’l“é;.

Lause on diskreetin matematiikan keskeisia tuloksia. Lause on esitetty esimerkiksi
ldhteessd [3]. Ratkaistaan yhtélosta (2.1) toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla juuret
)\1 ja )\2. Talloin

112 —4pg  1E\/1—4p(1—p) 1E£/4p>—4dp+1 14./(1-2p)?
N 2p N 2p N 2p N 2p
jolloin karakteristiselld yhtalolla on kaksi ratkaisua. Kun p # %, niin erityisesti 1% #+1
ja ratkaisut karakteristiselle yhtélolle ovat

1 1-2p

A

Y

/\1:— g
2p 2p p
ja
1 1-2
)\2:—— pzl
2p 2p

Talloin yleinen ratkaisu toisen kertaluvun lineaariselle ja homogeeniselle differenssiyh-
talolle on lauseen 2.2 mukaan

flx,a) = C11% 4+ Cy (Z%)ﬂ”



2.1. TAVOITTEEN SAAVUTTAMISEN TODENN&K6ISYYS PELKURIN STRATEGIALLA 9
Funktiolle f(x,a) patee f(0,a) =0 ja f(a,a) =1, joten
f(0,a) =C1+Cy=0
ja
fa,a) = C1 + Cy (%) ~ 1.

Ratkaistaan edellisten avulla C ja (5, jolloin

Talloin onnistumistodennékoisyysfunktiolle patee

(22) [EN ) p—— ﬁ (?) - L

() - ()

kun z € {0,1,...,a}. Tama ei selvisti pade kun p = % Tutkitaan seuraavaksi erikois-
tapausta, jossa yksittdisen kierroksen voiton todennékoisyys p = % Télloin karakte-
ristisen yhtélon diskriminantti on 0 ja kaavan (2.1) juuret ovat nyt

1

CIZ_ ja CQZ—

M=—=1
1 2p
ja
1
Ay=—=1
2p

Juuret ovat yhtéd suuret ja yleinen ratkaisu on muotoa
f(z,a) = C1x1® + Co1% = Chz + Oy,

joten 0 = f(0,a) = Cy ja vastaavasti 1 = f(a,a) = Cra+ Cs. Siten C} = % ja yleiselle
ratkaisulle pétee

1 =z
(2.3) f(z,a) =2— = —, xe€{0,1,...,a}.

a a
Kuvassa 2.1 on onnistumisfunktion kuvaaja yksittdisen kierroksen voiton todenné-
koisyyden p esimerkkiarvoilla. Funktion f(z,a) arvo lahestyy 1, kun varallisuus z
lahestyy tavoitevarallisuutta a. Yksittédisen kierroksen voiton todennikoisyyden olles-
sap > %, on funktio konkaavi. Kun p < %, on funktio konveksi. Kun p = %, on funktio
lineaarinen. Konkaaveista ja konvekseista funktiosta lisdé tietoa 16ytyy esimerkiksi
lahteestd [8].

ESIMERKKI 2.3. Pelaaja astuu kasinon rulettipdytédin. Pelaajan alkuvarallisuus
x on 100€ ja hén pédattdéd pelata vain yhden euron panoksella valitsemaansa véri.
Télloin voiton todennédkdoisyys p = % ja hévion vastaavasti ¢ = %. Pelaaja lopettaa
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Onnistumisfunktio eri p arvoilla

10

fix,a)

04

02

0o
|

Kuva 2.1. Onnistumisfunktion kuvaaja kun p saa esimerkkiarvoja 0.7,
0.5 ja 0.3 ja x € [0, a.

pelaamisen jos hédnen varansa loppuvat tai hdn saavuttaa asettamansa tavoitevaralli-
suuden a = 150. Kaavan (2.2) mukaan

Iz

1

o
Ni

W[
=

< >100
—1
£(100,150) = ~T2 o~ 0.067.

Pelaajan todennikoisyys saavuttaa tavoitevarallisuus a on siis noin 6.7%.

w‘»—-lw»—t
oo~

ESIMERKKI 2.4. Haviostadn suuttunut pelaaja haastaa kaverinsa vastaavaan uh-
kapeliin, jossa jokaisella kierroksella toinen pelaajista voittaa 1€ suuruisen panoksen
ja toinen vastaavasti hévidd. Pelissd kierroksen voiton todennékéisyys p = % Ta-
voitteenaan pelaajalla on saavuttaa tavoitevarallisuus a = 150, kun alkuvarallisuus
x = 100. Télloin todennékdoisyys saavuttaa tavoitevarallisuus on kaavan (2.3) mukaan

100 2
f(z,a) = 50~ 3

Pelaajan todennakoisyys saavuttaa tavoitevarallisuus a on siis noin 67%.

Esimerkissa 2.3 yksittéisen kierroksen voiton todennékoisyys on hyvin lahella rei-
lua, mutta siitd huolimatta tavoitevarallisuuden saavuttamisen todennikdisyys on
pieni. Esimerkisséd 2.4 peli on yksittdisen kierroksen voiton todennékéisyydelta reilu
ja pelaajan todenndkoisyys saavuttaa tavoitevarallisuus on merkittéavasti esimerkkia
2.3 suurempi. Mielenkiintoisen tilanteesta tekee se, ettd yksittédisen kierroksen voiton
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todennikoisyys on ainoastaan %4 suurempi esimerkissé 2.4, mutta tavoitteen saavut-

tamisen todennékoisyydessd on suuri ero.

2.2. Kierrosten odotusarvo pelkurin strategialla

Tutkitaan seuraavaksi kuinka monta kierrosta pelaajan voidaan olettaa pelaavan
pelkurinstrategialla.

LAUSE 2.5. Pelaajan alkuvarallisuuden ollessa x pelattavien kierrosten odotusarvo
g(x,a) = E(N|X, = x) toteuttaa differenssiyhtdilon

g(lL‘,(l) = qg(ZE - ]_,CL) +pg($+ ]_,CL) +1, LS {1,2,...,CL— 1}

TobisTus. Jos pelaaja voittaa ensimmaéisen kierroksen hénen varallisuutensa kas-
vaa yhdelld € ja télloin pelaajan varallisuus on x + 1. Talloin kierrosten odotusarvo
on 1 +E(N|Xy =2+ 1), missd E(N|X, = x + 1) vastaa pelattavien kierrosten odo-
tusarvoa varallisuudella x + 1. Vastaavasti hivittdessa varallisuus pienenee yhdelld €
ja kierrosten odotusarvo on 1+E(N|Xy = x—1). Siten kierrosten odotusarvolle pétee

E(N|Xo=2)=pl+EN|Xo=2z+1))+q(1+E(N|Xg=2—-1))

E(N|Xo=2)=pE(N|Xo=2+1)+¢EN|Xo=2—-1)+1
eli

g(:c,a) = qg(l’ - 1,&) +pg($ + 1,@) + 17
missd z € {1,2,...,a — 1}. O
Kierrosten odotusarvolle pétee ¢(0,a) = 0, silld pelaajan varat ovat talloin loppu

ja lopetusehto toteutuu varojen loputtua. Vastaavasti g(a,a) = 0, silld pelaaja on
saavuttanut tavoitevarallisuuden ja lopetusehto toteutuu. Funktio g(x,a) toteuttaa

toisen kertaluvun lineaarisen epdhomogeenisen differenssiyhtalon. Epadhomogeenisuus
johtuu yhtalon vakiotermista 1.

LAUSE 2.6. Toisen kertaluvun epdhomogeenisen differenssiyhtdlon

Ciit2 + ColYpy1 + Yy =1,

missd r # 0, yleinen ratkaisu y, on kaksiosainen. Ratkaisu koostuu vastaavan homo-
geenisen differenssiyhtilon ratkaisusta yy, ja erddstd yhtalon ratkaisusta y;. Tdalldin
epdhomogeenisen differenssiyhtilon ratkaisu on muotoa

Lause 2.6 on vastaavasti kuin lause 2.2 diskreetin matematiikan keskeisia tuloksia.
Tulos on esitetty myos ldhteessd [3]. Tutkitaan ensin tapausta, jossa p # % Talloin
yi(z) = ﬁ on differenssiyhtélon erés ratkaisu ja vastaavan homogeeniyhtélon yleinen

ratkaisu on yi(z) = C4 <]%> + (5. Siten kierrosten lukumééran odotusarvo g(z,a) on
muotoa

g(z,a) = JE C, (g) + Oy,
q—0p b
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missé yhtaloista ¢(0,a) = 0 ja g(a,a) = 0 seuraa

Cl+0220 ja Cl (g) +02: —L.
p q—p

Yhtélosta ¢(0,a) = g(a, a) ratkaistaan C; ja Cy, jolloin

Cy+Cy=C (%) +Cy

ja

_(q—p) ((,%)a— 1)'

Talloin kierrosten lukumaéaran odotusarvo on

g(z,a) = P (g-p) (@“_1) (E) " (q—p)<

q—p q—p
missd « € {0,1,...,a}.

Tutkitaan seuraavaksi tapausta, jossa p = % Talloin homogeenisen differenssiyh-
télon yleinen ratkaisu on y,(x) = Ciz + Cy. Karakteristisella yhtdlolld on kak-
sinkertainen juuri 1. Haetaan epdhomogeenisen yhtélon erédstd ratkaisua muodossa
Yp(r) = az® + bz + ¢, joka toimii kun a = —1 ja b = ¢ = 0. Téllsin yleinen ratkaisu

g(x,a) = Cy + Cox — 2°.
Yhtilsistd g(0,a) = 0 = Cy ja g(a,a) = 0 = Cia — a? seuraa, ettd funktio voidaan
kirjoittaa muotoon
g(x,a) = ar — 2* = x(a — ).

Kuten kuvasta 2.2 ndhdééan, yksittéaisen kierroksen voiton todennékoisyydellda on vai-
kutusta kierrosten lukuméérin odotusarvoon. Funktio g saavuttaa suurimman mah-
dollisen arvonsa %-, kun pelaajan varallisuus = 3 ja yksittédisen kierroksen voiton
todennékdisyys p = 3.

Valitsemalla @ = = + m, on funktio muotoa g(x,a) = (z +m)z — 22 eli

a2

g(x,a) =xm, re{l,2,...,a}l jaméeR.
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x=a/2

y=a’/4

- ~“““

o=o
S O

= RS
T T

°\

Kuva 2.2. Kierrosten lukuméaran odotusarvon kuvaaja pelkurin stra-
tegialla eri yksittdisen kierroksen voiton todennékédisyyksille.

Tasté seuraa, ettd

lim g(z,a) = 0.

m—ro0
Kierrosten lukumééran odotusarvo g(x,a) kasvaa siis rajatta, kun m — oo ja va-
rallisuus x séilyy vakiona. Mielenkiintoista tuloksesta tekee se, ettd vaikka pelaajan
varallisuus olisi ennen kierrosta 1, ja pelit voivat mahdollisesti paéttya yhden pelatun
kierroksen jélkeen, kasvaa kierrosten lukuméérin odotusarvo silti rajatta ldhestyen
daretontd, kun m — oo.

ESIMERKKI 2.7. Pelaaja pelaa rulettia, jossa yksittdisen kierroksen todennékoi-
syys voittoon on p = %. Pelaajan varallisuus on x = 100€ ja tavoitevarallisuus
a = 150€. Peli loppuu jos pelaajan varat loppuvat tai hin saavuttaa asettamansa
tavoitevarallisuuden. Téalloin pelattavien kierrosten odotusarvo on

19 \ 100
37
100 150 (3) -1
¢(100, 150) = T 1 S ST ~ 3330.
37 37 37 37 (%) -1
37
Kierrosten lukuméaéran odotusarvo on 3330 vaikka esimerkin 2.3 mukaan pelaajan
todennikoisyys saavuttaa asettamansa tavoitevarallisuus on 6, 7%. Odotusarvoltaan

pitkésta pelistd seuraa siis todennékoisesti pelaajan kannalta epamieluisa tulos.
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ESIMERKKI 2.8. Pelaaja pelaa pelid, jossa yksittiisen kierroksen todennikdisyys
voittoon on p = % Pelaajan varallisuus on x = 1€ ja tavoitevarallisuus on a = 100 €.
Peli loppuu jos pelaajan varat loppuvat tai hén saavuttaa asettamansa tavoitevaral-
lisuuden. Talloin pelattavien kierrosten odotusarvo on

g9(1,100) = 1(100 — 1) = 99.

Kierroksia tullaan odotusarvon perusteella pelaamaan 99.

2.3. Panoksen vaikutus

Pelaajan varallisuus ja tavoitevarallisuus voivat erota merkittavésti toisistaan.
Tutkitaan seuraavaksi kuinka panoksen pienentéminen vaikuttaa pelaajan tavoiteva-
rallisuuden saavuttamisen todennékoisyyteen pelkurin strategialla. Jos pelaaja puo-
littaa kierroksittaisen panoksen, se vastaa kdytdnnossé tilannetta jossa panos séilyi-
si samana, mutta alkuvarallisuus ja tavoitevarallisuus kaksinkertaistettaisiin. T&ll6in
siis pelaajan alkuvarallisuus on 2x, tavoitevarallisuus 2a ja panos kullakin kierroksella
1€. Talloin sijoittamalla tavoitevarallisuus ja alkuvarallisuus funktioon (2.2) pétee

()= () -r (e ()
(24)  f2r20) = 2 g— = S x S = fla,a) .
(B -1 G- G B

Kasitelladn kolme tapausta, jotka eroavat yksittdisen kierroksen voiton todennakoi-
syydelti. Jos p < %, niin % > 1 ja funktiolle f pétee
(1) +1

(}%)w+1 -
W < f(x, G)W = f(x,a).

Jos p > %, niin % < 1 ja funktiolle f pétee
4q ; q ¢
(2) +1 (1) +1
4 a
(1) +1

f(2I72a) = f(x,a) \°
(1) +1
Jos p = 3, niin % =1 ja selvésti f(2z,2a) = f(z,a). Edelld mainitut tulokset osoit-
tavat, etté pelattaessa pelkurin strategialla, pelaajan kannalta viisaampaa on pelata
suurilla panoksilla mikéli yksittédisen kierroksen todennékoisyys voittoon on alle puo-
li. Vastaavasti on viisaampaa pelata pienemmilld panoksilla jos p on yli puoli. Jos p
on tasan puoli, ei panoksen suuruudella ole vaikutusta tavoitevarallisuuden saavutta-
misen todennékoisyyteen.

hSETS)

f(2z,2a) = f(z,a)

SIS

>f($7a) :f(x,a).

ESIMERKKI 2.9. Yksittédisen kierroksen voiton todennékdisyys p = é—?. Pelaajan
alkuvarallisuus z = 100 € ja tavoitevarallisuus a = 150 €. Jos pelaaja valitsee panok-
seksi yhden € esimerkin 2.7 mukaan voiton todennakéisyys on noin 6, 7%. Jos pelaaja
paattad pelata pelid puolet pienemmaélld panoksella voiton todennékéisyys on
Fl > 100 o

-
00|

£(22,2a) = £(100, 150) <

=l

Sl |4
N———

o ~ 0,004,

+1
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Pelaaminen 0, 5€ panoksella laskee tavoitevarallisuuden saavuttamisen todennékoi-
syyden noin 0, 4%.






LUKU 3

Rohkea strategia

Rohkeassa strategiassa pelaaja yrittdd saavuttaa tavoitevarallisuuden mahdolli-
simman nopeasti. Pelaaja asettaa kierroksen panokseksi pienimmén mahdollisen pa&-
oman, jolla hén voi saavuttaa tavoitevarallisuuden tai kaikki varansa, jotka hénell&
on jéljelld. Pelaajan varallisuus on pelin alussa pienempi kuin hénen tavoittelemansa
paamédra eli x < a. Seuraavaksi tutkitaan pelaajan todennikoisyytti saavuttaa ta-
voitevarallisuus rohkean pelaajan strategialla. Téssé strategiassa merkittava vaikutus
on pelaajan varallisuudella pelin alussa.

Laskujen yksinkertaistamiseksi oletetaan, ettd pelaajan tavoitevarallisuus a = 1
ja alkuvarallisuus 0 < x < 1. Tahén tilanteeseen pédstadn kertomalla alkuperdiset
satunnaismuuttujat X, ja Y, luvulla é Téamé skaalaus ei vaikuta n:nnen kierroksen
varallisuutta kuvaavaan yhtialoon (1.1) eli se pitee myds uusille, skaalatuille satun-
naismuuttujille.

Rohkeassa strategiassa pelaaja pyrkii jokaisella kierroksella padseméan mahdolli-
simman ldhelle tavoiteltua varallisuutta sitd kuitenkaan ylittaméatta. Alkuvarallisuus
x € [0, 1] ja pelaajan voittaessa kierroksen pelaajan varallisuus kasvaa kierroksen pa-
noksen suuruisella méérélla. Jos pelaajan varallisuus z € [0, %], niin pelaaja asettaa
panokseksi kaiken jéljella olevan varallisuutensa ja panokselle piatee S = z. Jos pe-
laajan varallisuus = € [%, 1], niin pelaaja asettaa panokseksi summan, jolla voittaes-
saan saavuttaa tavoitteen sitd kuitenkaan ylittaméatta. T&lloin pelaajan asettamalle
panokselle péatee S = 1 — x. Panos valitaan siten funktiolla

=)
—_ N

]
]

Panostusfunktio kuvaaja on esitetty kuvassa 3.1. Kuvasta voidaan havaita panoksen
olevan enintain %, kun tavoitevarallisuus on 1.

x T €|
1—x T €|

(3.1) S =min(z,1 —2) = {

Y

N =

3.1. Tavoitteen saavuttamisen todennikdisyys rohkealla strategialla

Oletetaan ettid pelaajan tavoitevarallisuus on a = 1, kun pelaajan varallisuus en-
nen pelid on x € [0, 1]. Olkoon F'(x) todennékdisyys saavuttaa tavoite alkuvarallisuu-
della x. Tutkitaan pelaajan todennakoisyytta saavuttaa tavoittelemansa lopetuseh-
don mukainen lopetuspiste a = 1 pelaajan eri varallisuuksilla. Kun x € [0, %], pelaaja
asettaa panokseksi kaikki varansa panostusfunktion (3.1) mukaan. Voittaessaan kier-
roksen pelaajan varallisuus on 2z ja hévitessa 0. Koska todennékoisyys voittaa kierros
on p ja hévitd on 1 — p = ¢, niin onnistumisfunktio F' toteuttaa yhtéalon

F(z) = pF(2z) + qF(0) = pF(2x),

17
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Panostusfuntkio

04 05
|

03
|

0.1

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Kuva 3.1. Rohkean strategian panostusfunktion kuvaaja

missé F/(0) = 0. Jos & € [3,1], niin pelaajan asettama panos on 1 — z ja télloin F(z)
voidaan kirjoittaa muotoon

F(z) =pFQ1) +qF(z — (1 —2)) = p+qF(2z - 1),

missd F'(1) = 1. Siispd onnistumisfunktio rohkealla strategialla on

Pl {pF<2x> @ €[0,3]

(3.2) a p+qF (2 —1) S [%’ 1]

Onnistumistodennékdéisyysfunktio ei télloin toteuta lineaarista differenssiyhtéloa. Jot-
ta pelit jatkuvat, on pelaajan voitettava kierros varallisuuden kuuluessa vilille |0, %[ ja
vastaavasti hivittavé, kun varallisuus kuuluu |3, 1[. Pelaajan onnistumista kuvataan
kuitenkin usein funktiolla d, joka on

(3.3) d:[0,1] — [0,1],d(z) = 2z — |z] = {zi . ’i i Fz’ ﬂ

Funktiota voidaan kutsua tuplausfunktioksi, joka on yhtenevé funktion d(z) = 22 mod 1
kanssa. Funktio d vastaa varallisuuden muodostamaa jonoa z,d(z),d(d(z)),.... Ku-
vassa 3.2 on tuplausfunktion d kuvaaja. Kuvaaja esittda pelaajan varallisuutta ennen
pelin lopettavaa kierrosta.

3.2. Binidirimuoto

Pelaajan varallisuuden kehittymisen tarkastelua varten alkuvarallisuus x voidaan
esittdd binddrimuodossa.
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Tuplausfunktio mod 1

08 0.8 1.0
| | I

04

02
|

0.0

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Kuva 3.2. Tuplausfunktion d kuvaaja

MAARITELMA 3.1. Luku z € [0, 1] voidaan esittdd muodossa
=Y
n=1

jossa x, = {0,1}. Talloin luku = voidaan kirjoittaa muodossa 0.x1xs.... Termit xy
ovat luvun z bittejéd, kun k£ € N.

ESIMERKKI 3.2. Esimerkiksi luku 0.1234,7 voidaan kirjoittaa binddrimuodossa
0.00011111100...,. Talloin

0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
0.123410—21+§+§+?+25+2 +?+2 +¥+ﬁ+ﬁ+ﬁ+

= (0.000111111001...5.
Luku on téll6in muotoa 0.z1x5..., joka koostuu biteista xy.

Merkitaan varallisuuden bindirimuotoa
o0
X

20
i=1

xr =

missd x; € {0,1} kaikille i € N . Edelld mainittu esitys varallisuudelle on yksikésit-
teinen, kun x ei ole dyadisesti rationaalinen luku. Dyadisesti rationaalisella luvulla
tarkoitetaan téssé varallisuuden muotoa x = 2%, missin € Ny jak € {1,3,...,2"—1}.
Pienintd mahdollista n arvoa kutsutaan téssé x:n asteeksi. Dyaadisesti rationaaliselle
luvulle z, jonka aste on n, kidytetddn jatkossa binédéariesitysté, jossa x, = 1 ja z; =0

kaikilla 7 > n.
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Tarkastellaan seuraavaksi pelin kulkua varallisuuden bindédrimuodon ja sen bittien
avulla. Kun z € [0,1] ja z; = {x1, 2o, ..., } voidaan varallisuus esittdd bindarimuodos-
sa, jossa bitit x; saavat arvoja 0 tai 1. Talloin

d(x) =2z (mod 1) 22

oo z;
i1 (mod 1) = ZQi—l'

=2

Sijoitetaan nyt edelliseen j = ¢ — 1. T&ll6in kun x = Zj; 5+ pétee

&) 2 > . )
d(x) = Z i1 = Z ;j = (ZL’l.ZIJgI‘g...) = {xi+1}~
i=2 =1

Siten tuplausfunktiolle pétee d(x); = z;41, kun € [0, 1[. Tamé& osoittaa, ettd pelin
kulkua rohkealla strategialla voidaan kuvata tarkastelemalla kierroksittain bittejé,
jotka kuvaavat pelaajan varallisuutta ja vertaamalla niitd bitteihin, jotka kuvaavat
yksittéisten kierrosten lopputuloksen I; satunnaiskulkua.

Rohkean strategian sddntdjen mukaan on selvéd, ettd pelaaja saavuttaa tavoit-
teensa todennékoisyydelld p, jos pelaajan sen hetkinen varallisuus kuuluu vélille [%, 1].
Jos pelaajan varallisuus kuuluu vélille [0, %], on pelaajan voitettava kierros, jotta va-
rat eivit loppuisi. Voittaessaan kierroksia pelaajan hetkellinen varallisuus kasvaa jél-
leen vilille [%, 1]. Niin voidaan péitell, ettd rohkealla strategialla pelaajan kierrokset
jatkuvat niin kauan kun pelaaja voittaa kierroksen varallisuuden kuuluessa [0, 2] ja
hévidd kierroksen varallisuuden kuuluessa vélille [1, 1]. Esitetéén onnistumisfunktiol-
le F'(x) muoto, jota hyodynnetédén jatkossa esimerkiksi tulevien pelien lukuméérin
odotusarvon laskemisessa. Kun merkitdéan py = p ja p1 = ¢ = 1 — p, voidaan onnistu-
misfunktio kirjoittaa muotoon

(3.4) F(z) = prl...pxn_lpxn.
n=1

Summan termeistid nollasta eroavia ovat siis vain ne, joita vastaava bitti x,, on 1.
Dyaadisille rationaaliluvuille £ summassa on siis aina vain #dérellisen monta nollasta
eroavaa termid, kun taas irrationaaliluvuille nollasta eroavia termejéa on dédrettoméan
monta.

Oletetaan, ettd pelaajan varallisuus = € [0, 1]. Rohkean strategian mukaisesti pe-
laajan kierrokset jatkuvat niin kauan kun pelaaja voittaa kierroksen varallisuudella
z €]0, [ ja hévidd kierroksen Varalhsuudella x E] , 1[. Merkitdaan kierrosten jatku-
mista, I =1—2z; kun j € {1,2,. —1}. Jos peh loppuu kierroksella k, niin pétee
I;=1—2; kun j € {1,2, ..., k — 1} ja I, = xy. Jos I, = x;, = 0, peli loppuu rahojen
loppumiseen ja jos I, = x; = 1, niin pelaaja saavuttaa tavoitteensa. Kierroksen k
varallisuutta vastaava bitti z; vastaa télloin kyseisen kierroksen tulosta. Pelin loppu-
minen voidaan todeta tapahtuvan kolmella mahdollisella tavalla.

Tapaus 1: Pelaajan varallisuus x = %, jolloin pelaaja saavuttaa sekid voitolla et-
ta haviolla lopetuspisteen. Jos kierros k on viimeinen kierros, niin I, = x. Jos pelaa-
ja héviaa kierroksen, niin [, = 0 = ;. Jos pelaaja voittaa, niin I, = 1 = xy.
Tapaus 2: Pelaajan varallisuus x €]0, %[ ja pelaaja hévida seuraavan kierroksen. Tél-
16in pétee I = 0 = xy,
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Tapaus 3: Pelaajan varallisuus x 6]%, 1] ja pelaaja voittaa seuraavan kierroksen.
Talloin pétee I, =1 = xy,

ESIMERKKI 3.3. Pelaajan tavoitevarallisuus on 1 ja pelaaja kédyttda rohkeaa stra-
tegiaa saavuttaakseen tavoitevarallisuuden ennen kuin hénen varansa loppuvat. Roh-
kean strategian onnistumisfunktion (3.2) mukaan lasketaan

F(3)=pFQ1)=p
P =0F () =7
F(3)=p+aF (3) =p+apF (1) =p+pq

Kun tunnetaan funktion F' arvot pisteissa 0, % ja 1, saadaan laskettua arvot myos
pisteissa i ja %. Seuraavaksi lasketaan arvot niille dyaadisille rationaaliluvuille, joissa
jakajana on 2% = 8. Téllsin x = £, kun n = 2 ja k € {1, 3,5, 7}. T4llsin
1\ _ 2y _ 3

F(3)=pF () =p

F(5)=pF () =r(1+q)

FQ)=p+el (§) =p+a’

F(H)=p+qF(8)=2p+qFE)=2p+qp(1+q) =p(¢*+q+1) =p+pq+ pq*.

Vastaavaan paddytdin kaavan (3.4) ja varallisuuden bindérimuodon avulla, kun mer-
kitdan py = p ja p; = ¢. Talloin

F (3) = F(0.0015) = ps,pe,pT3 = popoprs = p°

F (2) = F(0.0113) = ps,pxs + PayPaypTs = pop + pop1p = p° + p°q

F (2) = F(0.1015) = px1 + po,Puypxs = p + prpop = p + qp°

F (L) = F(0.1113) = px1 + ps,pT2 + PayP2yPTs = p+ P10 + p1p1p = p + pq + pq°
Rohkean strategian onnistumisfunktion (3.2) ja varallisuuden bindérimuotoa hyodyn-
tavan kaavan (3.4) avulla saadut onnistumistodennikoisyydet vastaavat siis toisiaan.
Vastaavasti voitaisiin laskea arvot, kun x = 2% ja sen jalkeen myos suuremmille muo-
toa 2" oleville jakajille.

3.3. Kierrosten odotusarvo rohkealla strategialla

Olkoon kierrosten lukuméérin odotusarvo G(z) = E(N| Xy = ), missd varallisuus
x € [0, 1]. Kuten tuloksen (3.4) yhteydessa todettiin, pelaajan kierrokset jatkuvat niin
kauan kun hén voittaa kierroksen varallisuuden kuuluessa viélille |0, %[ ja hdviaa varal-
lisuuden kuuluessa vilille |1, 1[. Voimme siis kuvata kuvata kierrosten lukumééirdén
odotusarvoa funktiolla

(3.5) Glz) = {1 + pG(2x),

A A
i L

i
T

IAN A

1+ q¢G(2z — 1),

o= O

Kun pelaajan varallisuus = on 0, niin G(0) = 0. Vastaavasti jos varallisuus x on 1,
niin G(1) = 0. Pelaajan varallisuus on t&lléin joko loppu tai pelaaja on saavuttanut
tavoitteen ja uusia kierroksia ei siten tule.
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Olkoon r(x) luvun z aste. Jos = on dyaadisesti irrationaalinen, niin r(z) = oo.
Oletetaan ettd pelaajan varallisuus x € [0, 1] ja merkitaén t&llin

N =min{k e N, : [, = x) tai k =r(x)}.

Oletetaan ettd = on dyaadisesti rationaalinen ja sen aste on r(x). Peli jatkuu kunnes
jonkin kierroksen k tulos I, on sama kuin luvun x k:s bitti x tai varallisuus saavut-
taa arvon % Jos pelaajan varallisuus panosta asetettaessa on %, pelaaja saavuttaa
tavoitevarallisuuden tai menettédd kaikki varansa riippumatta kierroksen voitosta tai
héaviosta. Varallisuus voi saavuttaa arvon %, kun kierroksia on pelattu r(z) — 1 kap-
paletta. Esimerkiksi jos alkuvarallisuus = on muotoa & = 7, niin r(z) = 3 ja peli
loppuu viimeistain kolmannen kierroksen jélkeen, silld varallisuuden asteluku piene-
nee jokaisella kierroksella védhintdéan yhdelld. Voittamalla kaksi seuraavaa kierrosta
varallisuus on muotoa % ja kierros on viimeinen riippumatta kierroksen voitosta tai
h&aviosta.

Jos x on dyaadisesti irrationaali luku, kierroksia pelataan niin kauan kunnes kier-
roksen tulos [, vastaa kierroksen varallisuutta x,. Kierrosten lukuméarin odotusar-

volle pétee

G(z) = E(N| Xy = x)
=1«P(N=1)+2*P(N=2)+3*xP(N=3)+ ...+ kxP(N=k)+ ...
=P(N>1)4+P(N>2)+P(N >3)+..

Jos N > k, niin pelit eivit lopu ennen N = k kierrosta. Téll6in todennékoisyys
P(N > k) vastaa todennikoisyyttd, jossa pelit eivdt lopu ensimméiselld, toisella
eikd vield k:mnella kierroksella. Kierrokset ovat keskenédén riippumattomia ja t&lloin
P(N > k) = ps,...ps, . Siten kierrosten lukumééréén odotusarvolle patee

r(z)—1
(3.6) G(z) = Z Day--Da, s
n=0

kun pg = p,p1 = ¢ =1 —p jax € [0,1] on pelaajan varallisuus binddrimuodossa.
Kun n = 0, niin summan ensimméisen termin sovitaan olevan 1. Valinta selittyy
silld, ettd kun x €]0, 1, pelissd pelataan varmuudella ainakin yksi kierros. Summassa
on adrellinen méaara termejé, kun x on dyaadisesti rationaalinen ja &ddretén jos x on
dyaadisesti irrationaalinen luku.
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ESIMERKKI 3.4. Lasketaan kierrosten lukumaaran odotusarvo varallisuudella x =

{¢: i=1,..,7} kaavan (3.5) avulla. Tll5in

1 2 1

2 1
3 3 1
G(—):1+pG(—>:1+p+pq<—>:1+p+pq
8 4 2
4
—)=1
(s)
G(2)=14qa(3) =144+
YA q 1]~ q T+ pq
6 1
7 3
— =1 “l=1 2
G(S) +qG(4) +q+q

Vastaavasti kaavan (3.6) mukaan

G(0.0012) =1+ pyy + Pay Py = L +po +popo =p* = 1+ p +p°

Q @Q
~/~
0N 00|
I

G(0.013) =14+p,, =1+po=1+p

Q

G(0.0113) = 1+ pay + payPey = 1+ po + popr = 1+ p + pq

Q

=1

G(0.1012) = 1+ pyy + PeyPey = 1L+ p1 +p1po = 1 + g+ pg

)

G0.11ly)=14p,, =14+p=1+¢q

@Q

@Q
AN TN TN TN N

0|3 Co| O 00| Ut O = Co| W

A e e W A - U
Il
2
=)
—_
[}

Kierrosten lukuméérin odotusarvon kaavan (3.5) ja varallisuuden bindérimuotoa hyo-
dyntéavén kaavan (3.6) avulla saadut kierrosten lukuméérin odotusarvot vastaavat toi-
siaan. Vastaavasti voitaisiin laskea arvot, kun x = 2—’“4 ja sen jilkeen myd6s suuremmille

muotoa 2" oleville jakajille.
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Tutkitaan seuraavaksi kierrosten lukumédran odostusarvoa neutraalissa pelissé.

Jos yksittéiisen kierroksen voiton todennédkéisyys p = %, niin
Gla) = 2 — ﬁv x on dyaadisesti rationaalinen
2, x on dyaadisesti irrationaalinen

Téma seuraa kaavasta (3.6). Kun = on dyaadisesti irrationaalinen luku, on summassa
ddreton madrd termejd eli r(r) = oo. Kun p = 3, niin py = p; = 5 ja siksi

G(r) = prl...pxn = Z ()" =2
n=0 n=0

Dyaadisesti irrationaalisille luvuille kierrosten lukuméaéran odotusarvo on siis G(x) =
2.

Kun z on dyaadisesti rationaalinen, summassa on darellinen méara termeja. Kun
p= %, niin pg = p1 = % ja siksi

r(z)—1
G(x) = Z Day D,
n=0
r(z)—1 r(z) (z)
_ Z (l)nzl_(%) _ 1 _ (%)
S -G 1-G) 1-0G)
B 1
o 27’(1)71 '
Dyaadisesti rationaalisille luvuille kierrosten lukuméaran odotusarvo on siis
1

Kuvassa 3.3 on jakauma kierrosten odotusarvosta G(z), kun varallisuus
x = {% :k=0,1,...,8} on dyaadisesti rationaalinen luku.
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G(x)

o
[
o
o
o
o
o

o

172
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xT

Kuva 3.3. Rohkean strategian kierrosten lukumééiran odotusarvon ja-
kauma, kun p = %
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LUKU 4

Optimaalinen strategia

Optimaalisella strategialla tarkoitetaan pelaajan strategiaa, jolla todennékoisyys
saavuttamaa tavoite ennen varojen loppumista on suurin. Strategiat toimivat erilai-
sissa peleissa eri tavalla, joten luokittelemme pelit kolmeen eri luokkaan. Yksittédisen
kierroksen voiton todennikdisyyden kannalta pelit voivat olla epésuotuisia, suotuisia
minimipanoksella tai suotuisia ilman minipanosta.

Merkitaéin pelaajan mahdollisten varallisuuksien joukkoa kirjaimella A ja mahdol-
listen panosten joukkoa B,. Joukko A koostuu pelkurin strategialla luvuista 0,1, ..., a
ja vastaavasti rohkealla strategialla luvuista [0, 1]. Pelaaja asettaa panoksensa aina
siten, ettd panoksen suuruus ei voi ylittaéd pelaajan varallisuutta. Liséksi pelaaja aset-
taa maksimissaan panoksen, jolla saavuttaa tavoitevarallisuuden. Pelaaja ei siis voi
saavuttaa suurempaa varallisuutta kuin on tavoitevarallisuudekseen asettanut. Tal-
16in rohkeaa strategiaa kiytettdessd panos asetetaan panostusfunktion (3.1) mukaan
eli

S = min(z,1 — z), x € A

Onnistumisfunktioina kaytetdan aikaisemmin osoitettuja funktioita (2.2) ja (3.2), jot-
ka kertovat todennékdisyyden saavuttaa tavoitevarallisuus ennen varojen loppumista.
Strategia on optimaalinen, jos sen onnistumistodennékoisyysfunktiolle V' (z) pétee

(4.1) U(z) < V(z)

kaikilla z € A, kun U(z) on miké tahansa johonkin toiseen strategiaan liittyvé onnis-
tumistodennékoisyysfunktio.

4.1. Ehto strategian optimaaliudelle

Todistetaan seuraavaksi lause, jonka avulla strategioiden optimaaliutta voidaan
tarkastella erilaisissa peleissd. Lauseen avulla todistetaan tédmén tutkimuksen tér-
keimmaét paidtulokset seuraavissa kappaleissa.

LAUSE 4.1. Strategia S, jonka onnistumisfunktio on V' on pelaajan kannalta op-
timaalinen jos

(4.2) pViz+y +q¢V(e—y) <V(zx), kun x € A jay € B,

TobisTtus. Olkoon T" miké tahansa strategia ja U siihen liittyvad onnistumisto-
dennékoisyysfunktio. Muodostetaan 7T:n ja S:n avulla uusi strategia seuraavasti: n
ensimmaistéd kierrosta pelataan strategialla T' ja sen jdlkeen jatketaan strategian S
mukaisesti. TAmén uuden strategian mukainen onnistumistodennékéisyys on V(X,,),
kun (X, X1, Xs,...) on strategian 7" mukainen varallisuuksien jono. Varallisuuden
odotusarvolle pétee siis

E[V(X,)|Xo = 2] = EpV (Xp_1 4 Vo) + ¢V (Xu1 — V)| Xo = ]

27
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ja ehdon (4.2) mukaan
E[V(Xn)‘XO = :C] < E[V(anlﬂXO = x]? n e N> r e A

Toistamalla péadttely n kertaa ndhdédén, ettd E[V (X,,)|Xo = 2] < V(x) kaikille n € N
ja r € A. Merkitdan strategian T lopetusehdon mukaista lopetushetked N. Télloin
patee

lim E[V(X,,)|Xo = 2| =E[V(XyN)|Xo = 2] < V(z), r € A

n—o0

Toisaalta strategian 7' onnistumisfunktiolle patee U(x) = E[V (X y)|Xo = 2] ja siten
Ux) < V(x), r € A
Siispé strategia S on optimaalinen strategia. U

Optimaaliseen strategiaan vaikuttaa pelaajan varallisuutta merkittavéasti enem-
man yksittdisen kierroksen voiton todennékoisyys p. Téahédn tutustutaan enemmén
seuraavissa kappaleissa.

4.2. Suotuisat pelit minimipanoksella

Pelinjarjestéjid vastaan pelattavissa peleissd panokset ovat usein rajattu minimi-
ja maksimipanoksella. Erityisesti minimipanoksen merkitys korostuu suotuisia peleja
tarkasteltaessa. Tésséd kappaleessa késitelladnkin optimaalista strategiaa suotuisessa
pelissd, kun minimipanos on asetettu.

Oletetaan yksittdisen kierroksen voiton todennédkoisyys pelaajan kannalta suotui-
saksi tai vahintdankin neutraaliksi eli p > % Olkoon yksittéisen kierroksen panos €

tai sen monikerta k€, missi k& € N. Pelaajan varallisuus A = {0,1,...,a} ja panos
B, ={0,1,....min{x,a — x}}.

LAUSE 4.2. Pelkurin strategia on optimaalinen strategia, kun yksittdisen kierrok-
sen voiton todenndkdisyys p > %

TobisTus. Pelkurin strategian onnistumisfunktio (2.2) on
f(z,a) = —45— x€{0,1,...,a},

kun p > 3. Kun p = 1, kaavan (2.3) mukaan pitee
f(z,a) = g, re{0,1,...,a}.

Jos p= %, niin funktiolle f pétee

U(x):pf(x+y)+Qf(x—y):x;;Ly_inLy:;_Z:S:f(m’a):V(x)
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ja siten strategia on optimaalinen. Jos p > %, niin

) () T

+q

r+y T—y x
=) +i(3) =)
p p b
y —y
) )
p p
koska <%>a —1 < 0. Funktio f(z) = ¥ on konveksi funktio, kun 0 < z < oo jay > 1,

jolloin pétee
pf (g) +qf (73) > f (pg + qz—)> — 1) =1.
p q p q

Pelkurin strategia on siis optimaalinen strategia suotuisissa peleisséd ilman minimi-
panosta. Pelintarjoajia vastaan pelattavissa uhkapeleissé suotuisten pelien 16ytédminen
on kuitenkin hyvin harvinaista, silla pelit tehddén usein pelintarjoajille tuottoisiksi.

O

4.3. Suotuisat pelit ilman minimipanosta

Suotuisat pelit minipanoksella ovat teoreettinen tilanne suotuisista peleisté, silla
todellisuudessa panoksen valitseminen rajattoman pieneksi ei ole mahdollista. Kap-
paleessa kuitenkin néytetddn kuinka panosta pienentdmélld rajattomasti pelaajan on
mahdollista onnistua saavuttamaan tavoite varmasti.

Oletetaan nyt, ettd yksittdisen kierroksen voiton todennékoisyys p > % Pelissé
on mahdollista panostaa myos rajattoman pienilla panoksilla. Pelaajan varallisuus on
nyt A =[0,1] ja panos z € A on B, = [0, min{z, 1 — z}]. Seuraavissa tuloksissa hyo-
dynnetéén pelkurin strategian tuloksia ja onnistumisfunktio (2.2) on muotoa f(j,a),
missé a on tavoitevarallisuus ja pelaajan varallisuus j € [0, al.

LAUSE 4.3. Suotuisassa pelissd ilman minimipanosta optimaalisen strategian on-
nistumisfunktiolle V' pdatee

V(z) =1, kaikilla x €]0, 1.

TobisTus. Oletetaan ettd pelaajan alkuvarallisuus on rationaaliluku z = % V-

liltd [0, 1]. Kun m € N, olkoon pelaajan valitsema panos # Tama vastaa tuloksen
(2.4) mukaan sité, etta pelaaja tavoittelee mk varallisuudella tavoitevarallisuutta mn,
kun tavoitevarallisuus alunperin on a = 1. T&lloin pelkurin strategian mukaiselle on-
nistumisfunktiolle pétee

f (mnnx k,mn) = f(mk,mn) = —45m——

VRS
SRS
——
3
=
|
—_

x € [0,1].

VRS
SIS
N—
3
S
I
—_
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Kun m — oo,

lim f(mk,mn) = lim

p
mk
limoe (2)7 =1
= mn — —— = 17
lim,, o (g) ~1 -1

mk mn
koska % < % ja talloin lim,, o <§> — 0. Vastaavasti lim,,_, (%) — 0 kaikilla
k,n > 0. Voidaan siis 16ytd4 jono strategioita S; siten, ettd niiden onnistumisfunk-
tioille V; pédtee V;(z) — 1 ja siten

V(z)=1,  z€]0,1].

Jos oletetaan alkuvarallisuuden x olevan irrationaaliluku, niin onnistumisfunktion
V jatkuvuuden avulla voidaan todistaa edellisen kappaleen tulos V' (z) = 1. Todistuk-
sen osaa irrationaalisille alkuvarallisuuksille ei kuitenkaan esiteta tassa tutkimuksessa,
mutta todistus 16ytyy esimerkiksi ldhteesta [2]. O

Suotuisissa peleissé ilman minimipanosta optimaalista strategiaa ei siis ole sillé,
kun m — oo pelkurin strategian mukainen panos pienenee loputtomiin ja pienem-
pi panos tuottaa aina aikaisempaa paremman onnistumisfunktion. Todennékdisintéa
onnistumista tavoittelevan pelaajan tulee siis pelata pelkurin strategian mukaisesti
adrettoman pienelld panoksella. Télloin pelaaja saavuttaa tavoitteensa varmasti. Té-
man strategian toteuttaminen on tietysti mahdotonta todellisia pelinjérjestéjia vas-
taan, silla darettoméan pieni panos on ennemminkin kielikuva tai matemaattinen malli,
jota on mahdoton asettaa todellisessa pelissé.

4.4. Epéasuotuisat pelit

Epésuotuisat pelit ovat uhkapeleista kaikista yleisimpid. Epésuotuisiksi peleiksi
voidaan laskea kaytdnnosséd kaikki pelinjirjestdjéas vastaan kéaytaviat uhkapelit. Pe-
laajat ovatkin jo pitkdéan pyrkinyt keksiméédn strategian, jolla todennédkoinen tappio
voitaisiin kadntad onnistumiseksi. Téassd kappaleessa ei esitetd strategiaa varmaan
onnistumiseen, mutta sen sijaan naytetdin, ettd rohkealla strategialla padstdéan to-
dennékoisimpéddn onnistumiseen.

Oletetaan, etté yksittédisen kierroksen voiton todennékdisyys on pelaajan kannalta
epasuotuisa tai neutraali eli p < % Rajataan edelleen pelaajan varallisuus siten, ettéa

A = [0,1]. Pelaajan asettaa panokset omista varoistaan, jolloin z € A ja panos on
B, = [0,min{z, 1 — z}].

LAUSE 4.4. Pelaajan kannalta optimaalinen strategia on rohkea strategia, kun yk-
sittdisen kierroksen voiton todenndkoisyys on pelaajan kannalta epdsuotuisa.

TobisTus. Merkitédén rohkean strategian onnistumisfunktiota F', jolle F/(0) = 0
ja F(1) = 1. Rohkea strategia on optimaalinen jos ehdon (4.2) mukaan pétee

pF(s+1t)+qF(s —t) < F(s)
0< F(s) = [pF(s + 1) + qF (s — 1)],
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kun s € A jat € B,. Merkitdin nyt s = %ﬂ jat = %57, Oletetaan ettd luvuille x ja
y patee 0 <z <y < 1, jolloin edellinen epéayhtilo saa muodon

OSF(%) _ {pF(x;rery;x) +qF(x42ry_’y;:p)}
(4.3) 0<F (%y) pF )+ aF (o).

Merkitédén epéayhtélon oikeaa puolta
T+y

De.) = F (232) = bF () + 4 (o)

ja todistetaan, ettd D(z,y) > 0, kun z ja y ovat dyaadisia rationaalilukuja. Epdyhtilo
D(z,y) > 0 todistetaan kiyttdmailld induktiota lukujen = ja y asteen suhteen. Ta-
paukset, joissa z ja y saavat arvoja joukosta {0, 1}, muodostavat induktiotodistuksen
alkuaskeleen, silld lukujen x ja y aste on téllin 0.

Kaisitelladn ensin déritapaukset, jossa x ja y saavat arvoja {0,1}. Jos z = 0 ja
y = 0, niin

D(0,0) = F (0) — [pF(0) + ¢F(0)] = 0.

Jos z =0 jay=1, niin

D(0,1) = F (%) Q) + gF(0)] = pF(1) — pF(1) - gF(0) = 0,

Josx=1jay =1, nin
DL, =F1)-[pF)+qF()]=1-p—qg=1—(p+q) =0
ja siten kaikille luvuille x ja y, joille 0 < x < y < 1 ja lukujen aste on 0 pétee
D(x,y) > 0.
Seuraavaksi esitetdéin induktioaskel dyaadisesti rationaalisten lukujen z ja y asteen
ollessa m. Induktioaskeleesta seuraa, ettéd véiite patee myos dyaadisesti rationaalisien

lukujen asteille m + 1. Kuten aikaisemmin esitettiin, rohkean strategian onnistumis-
funktio on

_ JpF(22) ,x € [0, 3]
Flz) = {p+qF(2:c—1) o € [4,1]

Luvut x ja y ovat dyaadisesti rationaalisia, jolloin erilaisia tapauksia on neljd kappa-
letta.

(1) Jos x <y < 1, niin myds “3¥ < 1. Tallsin

D(z,y) = pF (x +y) — [pP*F(2y) + qpF (2)]
=p[F (x +y) — [pF(2y) + qF (22)]]
= pD(2x, 2y).

Jos x ja y ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m + 1, niin 2z ja 2y ovat
dyaadisia lukuja, joiden aste on m. Tama seuraa siité, ettd dyaadiselle luvulle
T patee

_ _k — k.
T = 557D <2 = 5
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ja vastaavasti dyaadiselle luvulle y. Niinpé jos oletetaan, ettd véite pétee
korkeintaan astetta m oleville luvuille, saadaan D(2z,2y) > 0, josta laskun
perusteella seuraa D(z,y) > 0.

(2) Jos % < x <y, niin myos % < x—;y Talloin

D(z,y)=p+qF (z+y—1)— [P+ pgF(2y — 1)+ qp + ¢*F(2z — 1)]
=q[F(x+y—1)—[pFQ2y—1)+qFQ2z - D]] +p(1 —p—q)
=qD(2x — 1,2y — 1),

koska 1 — p = q. Jos = ja y ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m + 1, niin
2z — 1 ja 2y — 1 ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m. Tamé seuraa siita,
ettd dyaadiselle luvulle z pétee

k—2m

_ _k 1 =
T =g & 20— 1 =538

ja vastaavasti dyaadiselle luvulle y. Niinpa jos oletetaan, ettd viite pétee
korkeintaan astetta m oleville luvuille, saadaan

D2z —1,2y —1) >0,

josta laskun perusteella seuraa D(z,y) > 0.
(3) Josxgzﬂgégy,niin

D(z,y) =pF (z+y) —plp+qF(2y — 1)] — q[pF(2z)]
= p> +pgF (2z + 2y — 1) — [p* + pgF (2y — 1) + qpF(2z)]

=p* +qF (x +y— %) +¢*F(2x) = [p* + pgF (2y — 1) + qpF (22) + ¢* F(27)]
=q [F (x +y— %) —pF(2y — 1) — qF(22) | — pgF (2z) + ¢*F(2z)
=qD (2z,2y — 1) — pqF(27) + ¢°F (2x).

Jos x ja y ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m + 1, niin 2z ja 2y — 1
ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m kuten edellisissd tapauksissa. Jos
oletetaan, ettd viite pétee korkeintaan astetta m oleville luvuille, saadaan

D(2z,2y — 1) > 0.
Lisiksi ¢ > pq, kun ¢ > p ja tilloin erityisesti
¢*F(2x) — pqF(2z) > 0.

Edellisesté laskusta seuraa siis D(z,y) > 0.
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(4) Jos x <
D(z,y)

x_l’_y .o
< = <y, nin

N =

p+qF(z+y—1)—[p°+pgF(2y — 1) + qpF(2z)]

1
=p+pFlr+y—3) —p* — [p* + pgF (2y — 1) + qpF (2)]

=p 1+F(fﬂ+y—%)—p—[p+qF(2y—1)+qF(2$)]}

—p[ L2 Pty = 5) = laFCy 1)+ o (2]

—p[g=p+ Floty=3)~ P @y - 1)+ ar(2o)]]

Edellinen lasku seuraa siité, ettd F(z +y — 1) = pF(2z + 2y — 2) ja
Flzx+y— %) =p+ qF(2z + 2y — 2), jolloin

1
qF(fﬁ+y—1)=pF(r+y—§)—p2-

Lisdksi 1 —2p =q —p, kun ¢ +p = 1.
Jos nyt 2y — 1 < 2z, niin

D(x,y) =p [q—p+F(w+y—%)—pF(2x)— [qF(2y—1)+qF(2$)—pF(2x)]]

=p[q—p+F(x+y—%)—pF(Z%)—qF(Qy—l)—qF(%)erF(?w)]

=plg—p—qF(2z) + pF(2z)] + pD(2y — 1,2x)
=plqg —p)[l — F(2z)] + pD(2y — 1, 2x).

Jos x ja y ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m + 1, niin 2z ja 2y — 1
ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m kuten edellisissd tapauksissa. Jos
oletetaan, ettéd viite péitee korkeintaan astetta m oleville luvuille, saadaan

D(2y —1,2z) > 0.
Lisiiksi pg > p?, kun ¢ > p ja télloin erityisesti
(pq —p*)[1 — F(22)] > 0.

Edellisesté laskusta seuraa siis D(z,y) > 0.
Jos kuitenkin 2x < 2y — 1, niin

Dly) =p 4=+ Floty = 5) = pF2y— 1)~ (P20~ 1)+ oF (20) ~ pF(2y ~ 1)

—p [0 p Fle by = )= pPy— 1) = g (20) - g2y - 1)+ pFRy - 1)
=plg—p—qF(2y—1)+pF(2y — 1)+ pD(27,2y — 1)
=plg—p)[l = F(2y — 1)] + pD(2z,2y — 1).

Jos x ja y ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m + 1, niin 2z ja 2y — 1
ovat dyaadisia lukuja, joiden aste on m kuten edellisissd tapauksissa. Jos
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oletetaan, etté viite pétee korkeintaan astetta m oleville luvuille, saadaan
D(2z,2y — 1) > 0.
Lisiiksi pg > p?, kun ¢ > p ja télloin erityisesti
(pg —p")[1 = F(2y — 1)] > 0.
Edellisesté laskusta seuraa siis D(z,y) > 0.

Té&lloin kaikille dyaadisesti rationaalisille luvuille = ja y patee D(x,y) > 0. Irratio-
naalisille luvuille x ja y epdyhtélo seuraa funktion F' jatkuvuudesta. Téssé tutkimuk-
sessa funktion F' jatkuvuutta ei todisteta, mutta todistus 16ytyy esimerkiksi ldhteesté
[1]. Siten yksittéisen kierroksen voiton todennikéisyyden ollessa pelaajan kannalta
epasuotuisa, on induktion nojalla rohkea strategia optimaalinen strategia. U

Epésuotuisissa peleissd suurin todennékoisyys saavuttaa tavoite ennen varojen
loppumista on siis rohkealla strategialla. Viihdepelaajien kannalta tdma ei kuitenkaan
ole hyva uutinen, silld jannitys tiivistyy todennékdoisesti usein ainoastaan muutamiin
kierroksiin. Olettaen, ettd pelinjéarjestdjad vastaan pelattavat uhkapelit ovat ldhes
poikkeuksetta epésuotuisia, voidaan siis yleistda rohkean strategian olevan pelaajalle
onnistumisen kannalta paras mahdollinen strategia.



LUKU 5

Muita strategioita

Tassa kappaleessa tutustutaan pédpiirteittdin muutamiin vaihtoehtoisiin strate-
gioihin ja niiden tuloksiin. Pelatessa kasinoa tai muuta pelinjirjestdjad vastaan on
hyvin todennékoisté, etté yksittdisen kierroksen voiton todennikoisyys p < % Edelli-
sessé kappaleessa todistettiin, ettd rohkea strategia on optimaali talldisessa tilantees-
sa. On olemassa kuitenkin muitakin optimaalisia strategioita.

5.1. Rohkean strategian variaatiot
Rohkeassa strategiassa panos valittiin panostusfunktion (3.1) mukaan, jolloin

x ,xE[O,%]
1—=x ,xe[%,l]

S:min(m,l—x):{

Rohkeaa strategiaa voidaan kuitenkin muokata valitsemalla kierroksittainen panos
erilaisella kaavalla. Panos voidaan valita esimerkiksi kaksihuippuisella panosfunktiolla

(2, O§x<%
1 1 1
3T 1ST<;3
_J1 1
Sa(x) = 9 3 T =3
P-1 t<asd
3
(1 — =, T<z<1

jonka kierroksittaista panosta esittivd kuvaaja on kuvassa 5.1. Strategiaa voidaan

Sa(x)

0.6
05 ~

0.4 7/ \

03 / N
0.2

0.1

Kuva 5.1. Kuvaaja panostusfunktiosta Sy(z).

soveltaa my06s nelihuippuiselle panostusfunktiolle, jonka kuvaaja on kuvassa 5.2, kun
z € [0,1]. Vastaavalla tavalla kuin Sp(x) ja S3(z) panostusfunktioden tapauksessa

35
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S,(z) 07

Kuva 5.2. Kuvaaja panostusfunktiosta S3(x).

voidaan kehitella myo6s n asteen panostusfunktio

Sn+1($> = %7 T = %
18,2z —1), x€li 1]

Panostusfunktioiden Sy, Ss,...,S, mukaiset rohkeat strategiat ovat myo6s optimaalisia
strategioita, kun kyseessé on neutraali tai pelaajan kannalta epédsuotuisa peli. Todis-
tukset kyseisille strategoille 16ytyy esimerkiksi ldhteesté [6]

5.2. Martingale-strategia

Martingale-strategiaa pidetdéan strategiana, jolla pelaajan on mahdollista kasvat-
taa varallisuuttaan varmasti. Strategiassa ideana on, etté kierroksittainen panos kak-
sinkertaistetaan jokaisen havityn kierroksen jilkeen. Té&lloin hévitessa kierroksen pe-
laaja menettdd panoksen, mutta seuraavan kerran voittaessaan saavuttaa varallisuu-
den huipun ennen kierrosten havidmisti. Voittaessaan kierroksen pelaaja aloittaa stra-
tegian toteuttamisen alusta pienimmaélld panoksella eli alkupanoksellaan. Jos pelaa-
ja voittaa useamman kierroksen putkeen, niin pelaajan varallisuuden huippu kasvaa
entisestddn. Strategia kuulostaa varmalta tavalta ansaita varallisuutta. Sitad se kéy-
tdnnossda onkin ilman rajoitetteita kierrosten lukumaéérille, pelaajan varallisuudelle
ja panoksen suuruudelle. Pelinjérjestéjiat ovat esimerkiksi reagoineet tdmén kaltaisiin
strategioihin asettamalla panokselle ylarajan.

Oletetaan, ettd ennen voittoa on ollut n haviollista kierrosta, kun pelaajan aloi-
tuspanos on B. Todennékoisyys n perdakkaiselle hiaviolle on ¢™. Pelaaja on menettéanyt
talldin varojaan

> B2l =B(@2" - 1)
=1

Pelaajan héavitessd monta periikkéisté kierrosta sekéd panos ettéd havittyjen varojen
médra kasvaa hyvin nopeasti kuten kuvasta 5.3 voidaan havaita.
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180 1

panoksen suuruus

160 1

140 1

120 1

100 1

80 1

60 -

40 1

20 1

Kuva 5.3. Martingale-strategian kierroksittaisen panoksen kuvaaja,
kun n on perédkkéisten havittyjen kierrosten lukumééara

Jos todennékoisyys n perdkkéiselle héviolle on ¢", niin todennikdisyys ettd pe-
laaja ei havia kaikki kierroksia on 1 — ¢". Télloin yksittédisen kierroksen varallisuuden
odotusarvo on

(1-¢")B - q"B(2" —1) = B— Bq" — 2"Bq" + Bq" = B(1 - (29)").

Jos p < %, niin 1 — (2¢)™ < 0 ja siten varallisuuden odotusarvo on negatiivinen.
Talloin pelattaessa Martingale-strategialla varallisuuden odotusarvon perusteella pe-
laaja menettédd keskimédrin enemmaén varojaan kuin voittaa. Panoksen B kasvattami-
nen ei myoskddn muuta odotusarvon etumerkkia positiiviseksi, kuten jotkut strategi-
aan uskovat luulevat vaan ainoastaan nopeuttaa odotusarvon mukaista varallisuuden
vahenemista.[5]

Martingale-strategian suosio ja vahvuudet perustuvat kaytdnnossa siihen, etti pe-
laajan varojen ja panoksen ylidrajan salliessa pelaajalla on aina mahdollista padsté

takaisin varallisuuden huipulle. Kohdattaessa monta perdakkiistd héaviota kierroksen
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100 kierrosf ta 1000 kierrosta 10000 kierrosta

-20000~

-40000 -

varallisuus

60000 -

2% 50 75
kierrokset 0 250 500 750 1000 0 2500 5000 7500 10000

(a) (B) (©)

Kuva 5.4, Simulaatiot pelaajan varallisuuden kehittymisesté
Martingale-strategialla, kun rajoittavia tekijoité ei ole.

panos kuitenkin kasvaa nopeasti ja saattaa tuottaa ongelmia pelaajalle. Jos pelaajan
varallisuus ei riitd tai pelinjirjestdja ei salli Martingale-strategian mukaista suurta
panosta, on pelaajalla suuri riski hévitd osa varoistaan. Kuvassa 5.4 on kolme simu-
laatiota pelaajan varallisuuden kehittymisestd Martingale-strategialla. Kuvan kohdas-
sa (A) on pelattu 100, (B):ssd 1000 ja (C):ssé 10000 kierrosta. Simulaatiossa ei ole
kéytetty rajoittavia tekijoitd. Toisin sanoen pelaajan varallisuus ei voi loppua eiké
panokselle ole asetettu ylarajaa. Télloin simulaatioista voidaan ndhda pelaajan varal-
lisuuden kasvavan pitkalld aikavililla jatkuvasti. Voidaan kuitenkin havaita, etté pit-
kalla aikavéalilla sarjoissa esiintyy usean hévion sarjoja, jotka koituvat usein pelaajan
ja kyseisen strategian kohtaloksi ilman pelaajan loputtomia varoja.



Lihdeluettelo

BILLINGSLEY, PATRICK: Probability and Measure Wiley, New York; kolmas painos, 1995.
BREIMAN, LEO: Optimal Gambling Systems for Favorable Games Proceedings of the Fourth
Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Proba.bility, ensimméinen painos: Con-
tributions to the Theory of Statistics, 6578, University of California Press, Berkeley, 1961.
GRIMALDI, RALPH: Discrete Mathematics and Its Applications. Chapman and Hall/CRC,
1999.

LESTER E. DUBINS ja LEONARD J. SAVAGE: How to gamble if you must. McGraw-Hill, 1965.
MITZENMACHER, MICHAEL ja UPFAL, ELI: Probability and Computing: Randomized Algo-
rithms and Probabilistic Analysis Cambridge University Press, 2005.

PENDERGRASS, MARCUS ja SIEGRIST, KYLE: “Generalizations of bold play in red and black”
Stochastic Processes and their Applications Department of Mathematical Sciences University of
Alabama in Huntsville, 2001.

SIEGRIST, KYLE: How to Gamble If You Must: Red and Black Department of Mathematical
Sciences University of Alabama in Huntsville.

VLADIMIR A. ZORICH: Mathematical Analysis I: Part 1 of Mathematical Analysis. Springer
Science and Business Media, 2004.

39



