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Tassa tutkielmassa késitelldan van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaalia,
joka méaritelladan

1
J(u) = / e|Vul? + =(1 — u?)* du,
Q €

misséd € > 0 on pieni luku. Néistd energiafunktionaaleista muodostuu funktionaaliper-
he, johon kuuluvat funktionaalit riippuvat parametrista e. Téssa tutkielmassa tdhéan
funktionaaliperheeseen kuuluvia funktioita minimoidaan avaruudessa, joka muodos-
tuu W2 —funktioista, joiden keskiarvo alueessa 2 on vélilld (-1,1). TAm& minimoin-
tiongelma on perdisin fysiikan tieteenalalle sijoittuvasta teoriasta, joka mallintaa faa-
sitransitioita. Nyt lahestymistapa on kuitenkin puhtaasti matemaattinen.

Energiafunktionaalin minimointiongelma on modernin variaatiolaskennan piiriin kuu-
luva variaatio-ongelma, joten sen késittelyssd voidaan hyddyntédd tunnettuja variaa-
tiolaskennan tuloksia. Liséksi energiafunktionaalia minimoidaan Sobolev-avaruuden
suljetussa ja konveksissa aliavaruudessa, joten myds Sobolev-avaruuksien teoriasta on
apua tutkielman péadtulosten todistamisessa. Minimointiongelman ratkaisun olemas-
saolo seuraa energiafunktionaalin ja Sobolev-avaruuksien ominaisuuksista. Tutkiel-
man padtuloksen mukaan van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaalin arvo-
jen infimum on &érellinen aiemmin maééritellyssé minimointijoukossa.

Minimointiongelman ratkaisu toteuttaa vilttamattd Euler-Lagrangen yhtalon seké
heikossa ettd vahvassa muodossa. Kun ndmé yhtalot kirjoitetaan auki, saadaan esiin
varsin yksinkertaisia ehtoja, jotka minimointiongelman ratkaisuksi kelpaavan funk-
tion on toteutettava. Variaatio-ongelman ratkaisujen tutkiminen ehdolla ¢ — 0 osoit-
tautuu erittdin mielenkiintoiseksi. T&lloin energiaunktionaalin minimoivan funktion
itseisarvofunktio suppenee nimittdin kohti vakiofunktiota 1. Liséksi energiafunktio-
naalien ratkaisuista koostuvalla jonolla on osajono, joka suppenee kohti funktiota,
joka saa ainoastaan arvoja 1 ja -1.

Toinen mielenkiintoinen erikoistapaus energiafunktionaalin minimointiongelmasta saa-
daan, kun syvennytdin minimointiongelman yksiulotteiseen tapaukseen. Variaatio-
ongelman ratkaisuksi kelpaavan funktion lauseke voidaan télloin ratkaista eksplisiit-
tisesti. Kun minimointiongelman ratkaisu tunnetaan, péaastééan luonnollisesti kéasiksi
my0s energiafunktionaalin minimiarvoon. Yksiulotteisessa tapauksessa kyseinen arvo

8
on 3.
Avainsanat: van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaali, minimointiongel-
ma, variaatiolaskenta, Sobolev-avaruus, funktionaali



W=

4.
Liit

SISALTO

Johdanto

Pohjatietoja

Energiafunktionaalin J(u) minimointiongelma
Minimointiongelman ratkaisut

e A. Youngin epayhtalo

Viitteet

23
31
43
44



1. Johdanto

van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaali mééritellaéan
2 1 212
Je(u) = / €|Vul + =(1 — u)* dx,
Q €

missd parametri € > 0 on pieni reaaliluku. Téssé tutkielmassa perehdytédan funktio-
naaliperheeseen (Je(u))€>0 kuuluvien funktionaalien minimointiin avaruudessa, joka
koostuu sellaisista W1?(Q)) —funktioista, joiden keskiarvo alueessa  on vililld (—1,1).
Jatkossa funktionaaliperheeseen (Je(u))6>0 kuuluvia funktionaaleja kutsutaan ener-
giafunktionaaleiksi. Kirjallisuudessa kyseisille funktionaaleille on useita eri nimié, esi-
merkiksi "Modica-Mortola funktionaali” sekéd "Ginzburg-Landau funktionaali”. Tut-
kielman keskeisimmaét tulokset liittyvit energiafunktionaalin minimoimiseen, kun sen
lausekkeessa esiintyvélle parametrille € patee e — 0. Tam& minimointiongelma on
peréisin van der Waals-Cahn-Hilliard teoriasta, joka mallintaa faasitransitioita. Mini-
mointiongelma on muotoiltu tésséd tutkielmassa oleellisesti samalla tavalla kuin Mo-
dican artikkelissa [1], jonka keskeisintéd tulosta my6s tdmén tutkielman péédtulos mu-
kailee.

Tamén tutkielman tavoitteena on esitelld van der Waals-Cahn-Hilliardin minimoin-
tiongelmaa, todistaa ratkaisun olemassaolo seké tutkia tarkemmin minimointiongel-
man ratkaisuja kun € — 0. Tutkielma on jaettu kolmeen lukuun. Ensimméisessé lu-
vussa kaydédan 1api pohjatietoja, joita tarvitaan tutkielman péétulosten esittdmiseen
ja ymmaértdmiseen. Luku painottuu funktionaalianalyysin perusteisiin sekd Sobolev-
avaruuksiin, joiden liséiksi se keskittyy esimerkiksi variaatiolaskennan perustuloksiin.
Seuraavassa luvussa néita pohjatietoja sovelletaan van der Waals-Cahn-Hilliardin mi-
nimointiongelmaan, joka kuuluu modernin variaatiolaskennan aihepiiriin. Tutkielman
toisessa luvussa osoitetaan, kuinka energiafunktionaalin minimointiongelman ratkai-
sun olemassaolo seuraa ensimmaéisessd luvussa esitetyistd tuloksista. Téamén liséksi
toisessa luvussa johdetaan energiafunktionaalin variaatiointegraalia vastaavan FEuler-
Lagrangen yhtélon heikko ja vahva muoto. Namé ovat ehtoja, jotka minimointion-
gelman ratkaisu valttamatta toteuttaa. Kahdessa ensimméisesséd luvussa kiytetaan
useammassa kohdassa ldhteenéd Petri Juutisen kirjoittamaa variaatiolaskennan luen-
tomonistetta [2].

Kolmannessa luvussa muotoillaan ja todistetaan tutkielman pédtulos. Luvussa to-
distetaan, ettd van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaalin arvojen infimum
on ddrellinen aiemmin méaritellyssd minimointijoukossa kaikilla parametrin € pienill&
positiivisilla arvoilla. Luvussa osoitetaan myos, ettd kun ¢ — 0, niin minimointion-
gelman ratkaisufunktion itseisarvo suppenee kohti vakiofunktiota 1 L'(£2)—normin
mielessd. Téaméan lisdksi todistetaan, ettd funktionaalien J.(u) minimoijista koostu-
valla jonolla on osajono, joka suppenee kohti karakteristista funktiota kun ¢ — 0. Ka-
rakteristisella funktiolla tarkoitetaan tédssi yhteydessd funktiota, joka saa mééritte-
lyjoukossaan ainoastaan arvoja 1 ja —1. Kaikkien tutkielman p&atulosten osoitetaan
olevan voimassa yleisesti R"—avaruuksissa. Kolmannen luvun lopussa syvennytain
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kuitenkin my6s van der Waals-Cahn-Hilliardin minimointiongelman yksiulotteiseen
tapaukseen. Luvussa l6ydetdén eksplisiittinen esitys energiafunktionaalin minimoijal-
le kun Q = (—1,1) ja € — 0. Tamén liséksi médritetddn energiafunktionaalin J.(u)
minimiarvo yksiulotteisessa tapauksessa, kun € — 0. Kyseinen arvo on g.
Tutkielmassa on kyse variaatiolaskennan teorian soveltamisesta spesifiin minimoin-
tiongelmaan. Ty0 ei siis sisdlld uusia yleisid matemaattisia tuloksia, mutta se ei myos-
kéédn ole perinteinen kirjallisuustyt. Ensimmaéisessa luvussa kidytetddn runsaasti ldh-
dekirjallisuutta. Luvun on tarkoitus olla ymmérrettavissd vahéisin pohjatiedoin, ja
esitystéd on pyritty selkeyttdméan esimerkkien avulla. Toinen ja kolmas luku koostu-
vat puolestaan ensimméisessd luvussa esitettyjen tietojen soveltamisesta tutkimuk-
sen kohteena olevaan van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaalin minimoin-
tiongelmaan. Néissd luvuissa ldhdekirjallisuutta on kaytetty niukasti, mutta osa to-
distuksista pohjautuu ideoihin, joita on sovellettu kirjallisuudessa muihin variaatio-
ongelmiin. Tutkielman péétulos todistetaan oleellisilta osin Modican artikkelissa [1],
mutta téssd tutkielmassa tulokselle esitetdédn selvésti erilainen todistus, jota en ole
ndhnyt kirjallisuudessa aiemmin. Sama pitee myos tutkielman viimeisessé kappalees-
sa esitettéville tulokselle, joka sisdltdd esimerkiksi energiafunktionaalin J(u) mini-
miarvon méadrittdmisen yksiulotteisessa tapauksessa ehdolla € — 0.



2. Pohjatietoja

van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaalin minimointiongelmaan syven-
tyminen vaatii jonkin verran esitietoja. Téssd luvussa esitelladn funktioihin, vektori-
kenttiin, funktionaalianalyysiin ja Sobolev-avaruuksiin liittyvéa teoriaa, jonka tunte-
minen on valttamétonta tyon padaiheena olevaan minimointiongelmaan liittyvien tu-
losten ymmartamisen kannalta. Luvussa maaritelldin runsaasti késitteita, joita tarvi-
taan mychemmin tutkielman pa&tulosten muotoiluun ja todistamiseen. Méaaritelmien
lisdksi luku siséltda paljon analyysin perustuloksia seké niiden todistuksia. Tutkielma
on pyritty laatimaan niin, ettd sitd voi lukea varsin vahéisin esitiedoin. Pohjatietoja
esitteleva luku on siis tarkoituksella laaja.

2.1. Analyysin perusteita. Téssa kappaleessa tutustutaan funktioihin seké vek-
torikenttiin. Kappaleen tarkoitus on esitelld joitakin analyysiin liittyvid késitteité ja
tuloksia, joita tarvitaan variaatio-ongelmien késittelyssd. Perehdytédan aluksi puoli-
jatkuvuuteen seké konveksisuuteen, jotka ovat funktioihin liittyviad kéasitteita.

Méaritelladn ensin funktion puolijatkuvuus, joka on tavallista jatkuvuutta heikom-
pi ominaisuus.

MAARITELMA 1. Olkoon G C R" epétyhjé joukko. Funktio f: G — R on alhaal-
ta puolijatkuva pisteessid x € G jos liminf f(y) > f(z).
y—T

Funktiota f kutsutaan alhaalta puolijatkuvaksi, jos se on alhaalta puolijatkuva kaikis-
sa pisteissd x € G. Ylhailta puolijatkuvuus méadritelldan vastaavasti; funktio f: G —
R on ylhdaltd puolijatkuva jos limsup f(y) < f(z) kaikilla z € G.
y%.’L’
Funktion f ylhailtd puolijatkuvuus on yhtéapitavad funktion —f alhaalta puoli-
jatkuvuuden kanssa. Liséksi voidaan todeta, ettéd funktio on jatkuva jos ja vain jos se
on alhaalta ja ylh&alta puolijatkuva.

Maééritelmissda olevat lim inf ja lim sup mahdollistavat puolijatkuvuuden tarkaste-
lun myos sellaisissa pisteissé, joissa funktiolla ei ole raja-arvoa. Havainnollistetaan
asiaa seuraavalla esimerkill&

ESIMERKKI 2. Olkoon g: R — [-1, 1],

sin(1), kun z #0
g(z) = o
—1, kun x = 0.

Funktiolla g ei ole raja-arvoa nollassa. Maéritelmésta ndhdaéan kuitenkin, ettéd funktio
g on alhaalta puolijatkuva pisteessd = = 0.

Madritelladn seuraavaksi konveksi joukko ja konveksi funktio.

MAARITELMA 3. Joukko G on konveksi, jos ehdosta z,y € G seuraa, etté
tr 4+ (1 —t)y € G kaikilla ¢ € [0, 1].
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Jos G C R"™ ja G on konveksi, niin kaikki joukkoon G kuuluvien pisteiden viliset
janat sisédltyvit myos joukkoon G.

MAARITELMA 4. Olkoon G € R" konveksi joukko. Funktio f: G — R on konveksi,
jos
fltx+ (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y) kaikilla ¢ € [0, 1].
Konveksin funktion lokaali minimiarvo on aina myos kyseisen funktion globaali
minimi. Td&mé&n ominaisuuden takia konveksisuus on tirkeéd késite variaatio-ongelmien

yhteydesséa. Funktion konveksisuuden selvittdminen tapahtuu usein derivaatan avulla,
seuraavaa lemmaa hyodyntaen.

LEMMA 5. Olkoon Q0 avoin seki konveksi joukko, ja f € C*(Q). Tdlloin funktio
f on konveksi jos ja vain jos sen toisen kertaluvun osittaisderivaatoista muodostuva
n X n-matriisi on positivisesti semidefiniitti kaikille x € €.

ToDISTUS. Perustelu esitetddn Petri Juutisen luentomonisteessa [2, s. 12-14]. O

Tapauksessa n = 1 lemman tulkinta on, ettd funktio f on konveksi jos ja vain jos
f"(x) > 0 kaikilla z € Q.

Siirrytédn seuraavaksi tarkastelemaan vektorikenttid. Vektorikentéllé tarkoitetaan ku-
vausta, joka kuvaa ldhtojoukon alkiot vektoreiksi. Annetaan seuraavaksi tarkka mas-
ritelmé kyseiselle kasitteelle.

MAARITELMA 6. Olkoon F': R"™ — R™ kuvaus. Jos m > 1, niin kuvausta F
kutsutaan vektorikentéksi.

Vektorikentté voi olla yhden tai useamman muuttujan funktio, tdmaé riippuu luon-
nollisesti lahtoavaruuden dimensiosta.

ESIMERKKI 7. a) F': R — R? F(t) = (sin(t), cos(t)) on yhden muuttujan vekto-
rikentta.

b) G: R® = R? G(z,y,2) = (vy, —2xz") on kolmen muuttujan vektorikentt.

Useamman muuttujan funktioille sekéd vektoriarvoisille funktioille on méaéritelty
operaattoreita, jotka voidaan tulkita reaalifunktioille méaéritellyn derivaatan yleistyk-
siksi. Luodaan seuraavaksi lyhyt katsaus tdmén tutkielman kannalta keskeisimpiin
operaattoreihin. Téssé yhteydessé ei perehdytd tarkemmin vektorikenttien derivoitu-
vuuteen, ja my0s osittaisderivaatan késite oletetaan tunnetuksi. Namé maéaritelladn
tarkasti kirjassa [3]. Tutustutaan sen sijaan gradientin ja divergenssin kisitteisiin,
joita tarvitaan myochemmin energiafunktionaalin minimointiongelmaan liittyvissa las-
kuissa.

MAARITELMA 8. Olkoon joukko U C R™ avoin. Olkoon lisdksi funktiolla f: U —
R olemassa kaikki osittaisderivaatat pisteessi xy € U. Talloin funktion f gradientti

pisteesséi To On Vf(l'g> = (81f(a:0), 82f(x0), ceey 8nf(x0))

Gradientista kaytetdan kirjallisuudessa myos merkintaéd “grad”, mutta téssa tut-
kielmassa funktion gradienttia merkitddn symbolilla” V”. Kuten mééritelméstikin
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ndhdééan, funktion gradientti on vektori, jonka dimensio on sama kuin funktion ldh-
toavaruuden dimensio.

ESIMERKKI 9. Olkoon f: R? — R, f(x,y) = e**—xy. T4lléin funktion f gradientti
on

Vf(m,y) = (262x - Y, _:B)'

MAARITELMA 10. Olkoon joukko U C R™ avoin ja F': U C R™ — R" jatkuvasti
derivoituva vektorikenttéd. Télloin vektorikentén F' divergenssi on divE = V - F' =
oI+ 0. F5+ ...+ 0, F, .

Divergenssi on siis skalaarisuure. Se kuvaa pisteeseen tulevan tai pisteestéa lahtevan
vektorivuon tiheyttd. Divergenssin késite on keskeinen esimerkiksi fysiikan ilmioiden
mallintamisessa.

ESIMERKKI 11. Olkoon F': R® — R3, F(z,y, 2) = (z, —y, 7z) . Tilloin kuvauksen
F divergenssi on div(f) =1+ (—-1) + 7 = 7.

Madritellddn vield Laplacen operaattori. Se on skalaariarvoinen operaattori, jota
voidaan soveltaa niin vektorikenttiin kuin funktioihinkin.

MAARITELMA 12. Olkoon joukko U C R™ avoin ja f: U C R" — R funktio, jolla
on olemassa kaikki toisen asteen osittaisderivaatat pisteessd xg. Talloin funktion f
Laplacen operaattori pisteessd xy on

Af(zo) =V -V f(m0) = 05 fi(wo) + 05 fa(zo) + ... + O fu(wo).

Ylla madriteltyja kasitteita tarvitaan myohemmin, kun tarkastellaan energiafunk-
tionaalin J,(u) ominaisuuksia. T#lloin on syytéd tuntea myos joitakin vektorikenttien
integraalilaskentaan liittyvid médritelmis ja tuloksia. Médritellisin ensin C*—pinta.

MAARITELMA 13. Olkoon 2 C R™ epétyhja joukko, ja 9€2 joukon €2 reuna. Joukko
09 on Ck-pinta jos on olemassa funktio f: R® — R siten, etti f € CH(R"), 00 =
{zr e R": f(z) =0} ja Vf(z) # 0 kaikilla z € 09.

C*-pinnat ovat siis k kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden tasa-arvopintoja.
Siledlls pinnalla tarkoitetaan jatkossa pintaa, joka on C*—pinta jollakin k > 1.

ESIMERKKI 14. Joukko S = {(z,y,2) € R®*a? + y* + 2% = 1} eli yksikkopallon
kuori on 2-ulotteinen siled pinta. Vastaavasti neliulotteisen yksikkopallon kuori on
3-ulotteinen siled pinta.

Pinnan yksikkonormaalilla tarkoitetaan vektoria, joka on pintaan ndhden kohti-
suorassa ja jonka pituus on 1. C*—pinnalle voidaan mééritelld kaksi keskenssin vas-
takkaissuuntaista yksikkénormaalia. Toinen normaali osoittaa siis pinnasta ulospéin,
ja toinen sisddnpéin. Maaritelmén 13 mukaisen pinnan yksikkonormaaleille saadaan
pinnan maééarittelevan funktion f avulla seuraavat lausekkeet:

Vi(z) : _ .

N = ——" ja Ng = —Nj.

IV ()]
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Pinnasta M tulee suunnistettu pinta, kun kayttéon otetaan jompikumpi kahdesta
normaalivektorikentédsta; n: M — R™ tai 7io: M — R™. Téssa tutkielmassa valitaan
ﬁ - ’fl:l.

Méaritellddn seuraavaksi vektorikentén pintaintegraali ja tutustutaan divergenssi-
lauseeseen, joka on kéteva tyokalu pintaintegraalien laskemiseen.

MAARITELMA 15. Olkoon M C R” siled pinta, joka on suunnistettu normaali-
vektorikentélld 7. Talloin vektorikentén F': M — R™ pintaintegraali pinnan M yli

normaalin 77 suuntaan on
/ F-dﬁ:/ F.ids™ 1.
M M

Vektorikentéan F': M — R"™ pintaintegraalia pinnan M yli normaalin 77 suuntaan
kutsutaan myos vektorikentdn F' vuoksi pinnan M lapi vektorin 77 suuntaan.

LAUSE 16. Olkoon 2 C R™ avoin, rajoitettu ja yhtendinen joukko, jonka reuna on
siled pinta, joka on suunnistettu ulkoisella yksikkénormaalilla ii. Tdmdn lisdksi olkoon
F: G — R" jatkuvasti differentioituva vektorikenttd, joka on mddritelty sellaisessa
avoimessa joukossa G, ettd cl()) C G. Tdlloin pdtee yhtdilo

/ F~dﬁ:/divF.
a0 Q

TobisTus. Lauseen todistus esitetédén kirjassa [4, s. 164-165]. O

ESIMERKKI 17. Lasketaan vektorikentéin F': R® — R3 F(z,y, z) = (2, 2y, 3z) vuo
pallopinnan V = {(z,y,2) € R®: 2? + y? + 2% = 16} l4pi, kun pinta on suunnistettu
normaalilla, joka osoittaa pallon kuoresta ulospéin. Vuon laskemiseen kannattaa nyt
soveltaa divergenssilausetta. Vektorikentdn F' divergenssi on divF = V-F' = 14243 =
6. Vuoksi saadaan nyt

4
/ F-dn:/divF:6/1:6]|V|]:6-—7T-43:5127r.
ov 1% 1% 3

Vuo saatiin laskettua divergenssilauseen avulla siis varsin helposti.

2.2. Funktionaali. Tamén tutkielman keskeisimmét tulokset liittyvat van der
Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaaliin ja sen minimoijiin. Niiden ymmértami-
nen vaatii hieman pohjatietoja funktionaalianalyysisté, joten perehdytééin seuraavak-
si lyhyesti funktionaaleihin ja normiavaruuksiin.

Normilla tarkoitetaan kuvausta, joka liittdd jokaiseen vektoriavaruuden alkioon si-
td vastaavan reaaliluvun, ja toteuttaa tietyt yksinkertaiset ehdot. Normia voidaan



9

pitdd reaalilukujen joukossa médritellyn tutun itseisarvon késitteen yleistyksend, ja
sen avulla voidaan arvioida vektorien "pituutta” tai "suuruutta”. Normin késite on hy-
vin tédrked minimointiongelmien yhteydessé, silld se mahdollistaa vektoriavaruuksien
alkioiden keskinéisen vertailun. Tutustutaan aluksi normin tarkkaan madritelmaén.

MAARITELMA 18. Olkoon V' vektoriavaruus ja R avaruuden V kerroinkunta. Tél-
16in kuvaus p: V +— R on normi avaruudessa V', jos se toteuttaa alla olevat ehdot:

) = 0 jos ja vain jos v = 0 eli jos v on nollavektori avaruudessa V.
) > 0 kaikilla v € V

v) = |A|p(v) kaikilla v € V' ja kaikilla A € R

+u) < p(v) + p(u) kaikilla v,u € V.

. p(v
. p(v
. p(A
. p(v

Ehtoa numero 4. kutsutaan yleensé kolmioepéyhtéloksi. Tutuimpia normeja ovat
reaalilukujen joukossa R méaritelty itseisarvo seké avaruudessa R™ maéritelty eukli-
dinen normi; ||z| = \/2? + 22 + ... + 22. Téssi tutkielmassa kisitelldéin runsaasti sel-
laisia vektoriavaruuksia, joiden alkiot ovat funktioita. Niinpé tarvitaan normeja, joita

voidaan soveltaa funktioavaruuksiin. Téllasia normeja ovat esimerkiksi sup-normi se-
ké LP—normit, jotka méaaritelliin hieman mychemmin LP—avaruuksien yhteydessa.

ESIMERKKI 19. Olkoon L*>®(2) joukossa 2 C R™ rajoitettujen funktioiden muo-
dostama vektoriavaruus. Télloin kuvaus || f|l.c = sup|f| antaa normin avaruudessa

Lo(9).

TobisTus. Osoitetaan, ettd kuvaus toteuttaa kaikki normilta vaadittavat ehdot.
Kohdat 1. ja 2. seuraavat suoraan itseisarvon ja supremumin maéritelmésta ja ovat
siten triviaaleja. Kohta 3. seuraa puolestaan suoraan funktion ja skalaarin tulon maa-
ritelmésté, joten riittdd todistaa kohta 4.

Olkoot f,g € L*(2). Télloin itseisarvon ja supremumin perusominaisuuksien no-
jalla pétee

If + 9l = sup [f(z) +9(z)| < Slelg(lf(l')l +lg(2)]) < sup |f ()] + sup [g(z)|

€N
= [[flloo + 119lco-

Siispé || f|lco on normi rajoitettujen funktioiden avaruudessa. O

Kuvaus || f]|ec = sup |f| miérittelee normin myds C*() avaruuksiin.

Normiavaruus on pari (V| - ||), missé V on vektoriavaruus ja || - || on normi ava-
ruudessa V. Esimerkin 19 nojalla (L*(€2), || - |[s) on normiavaruus. Téaydelliset nor-
miavaruudet ovat normiavaruuksia, joissa jokainen Cauchy-jono suppenee. Téydellisid
normiavaruuksia kutsutaan Banach-avaruuksiksi. Banach-avaruus on keskeinen kési-
te funktionaalianalyysissé; téssikin tutkielmassa funktionaaleja J.(u) minimoidaan
avaruudessa, joka on Banach-avaruus.

ESIMERKKI 20. Avaruus (C([a,b]), || - ||«) eli valilld [a,b] C R jatkuvien funktioi-
den muodostama avaruus varustettuna sup-normilla on Banach-avaruus. Sen sijaan
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avaruudet (C*([a,b]), || - ||o) eiviit ole Banach-avaruuksia, silli k kertaa jatkuvasti
derivoituvista funktioista muodostuva jono ei valttdméttd suppene kohti k£ kertaa
derivoituvaa funktiota.

LAUSE 21. Olkoon (V,||-||) Banach-avaruus ja X avarvuden V suljettu aliavaruus.
Tdlloin (X, || -]|) on Banach-avaruus.

TobisTus. (X, || -||) on selvisti normiavaruus. Osoitetaan, etté se on lisiksi tdy-
dellinen. Olkoon {z,} € X Cauchy-jono, jolle pitee {z,} — x € V. Jono suppenee
avaruudessa V, silla X C V| ja V on taydellinen. Nyt on oltava x € X tai x on jou-
kon X kasautumispiste. Joukko X on kuitenkin suljettu, joten se sisdltaa kaikki ka-
sautumispisteensi. Niinpa Cauchy-jono {x,} suppenee avaruudessa X, mistd seuraa
avaruuden X taydellisyys. Avaruus (X, | - ||) on siten Banach-avaruus. O

Perehdytaén seuraavaksi tarkemmin Banach-avaruuksiin liittyviin késitteisiin.

MAARITELMA 22. Olkoon (V/ ||-||) Banach-avaruus. Mééritelldén Banach-avaruuden
duaali V* seuraavasti: v* € V* jos v*: V — R on rajoitettu seké lineaarinen.

Duaalin alkiot ovat siis rajoitettuja lineaarikuvauksia Banach-avaruudelta. Ha-
vainnollistetaan asiaa yksinkertaisella esimerkill&

ESIMERKKI 23. Kuvaus J: C([0,1]) — R, J f(x) = fol f(z) dz kuuluu Banach-
avaruuden (C([0,1]), || - ||«) duaaliin Riemann-integraalin lineaarisuuden nojalla.

Maaritelladn seuraavaksi heikko suppeneminen, joka on térked suppenemiskésite
variaatiolaskennassa.

MAARITELMA 24. Olkoon (V|| -||) Banach-avaruus, ja f; jono funktioita. Téll6in
jono f; suppenee heikosti kohti alkiota f € V jos ja vain jos v*(f;) — v*(f) kaikilla
vt e V.

Heikkoa suppenemista merkitdén symbolilla 7 — 7 siis f; — f tarkoittaa, etté jo-
no f; suppenee heikosti kohti alkiota f. Heikko suppeneminen on nimensé mukaisesti
heikompi ehto kuin suppeneminen normin mielesséd. Toisin sanoen normin mielessé
suppeneva jono suppenee aina myos heikosti, mutta kddanteinen implikaatio ei aina
piade. Heikko ja vahva suppeneminen eivét eroa toisistaan R™-avaruuksissa. Sen si-
jaan esimerkiksi hieman myohemmin méériteltdavissa LP-avaruuksissa kaikki heikosti
suppenevat jonot eivit suppene vahvasti.

Heikon suppenemisen avulla voidaan maééaritella heikko topologia Banach-avaruudelle
(V]| - |I)- Heikkoon topologiaan liittyvit keskeisesti heikon suljettuuden, heikon jono-
kompaktiuden seké heikon puolijatkuvuuden késitteet.

MAARITELMA 25. Olkoon (V|| - ||) Banach-avaruus ja G C V. Télloin

i) Joukko G on heikosti suljettu, jos seuraava ehto pitee: Olkoon f, € G kaikilla
n € Nja f, = f. Talloin f € G.

ii) Joukko G C V on heikosti jonokompakti, jos jokaisella jonolla f, € G on os-
ajono, joka suppenee heikosti joukossa G.



11

iii) Funktio f: G — R on heikosti alhaalta puolijatkuva jos kaikilla = € G péitee
ehto: jos z; € G kaikilla j € N ja z; — z, niin f(z) < liminf f(z;).
j—oo

Koska heikko suppeneminen ja suppeneminen ovat ekvivalentit késitteet R”— ava-
ruuksissa, eivét ylla madritellyt kisitteet eroa vahvemmista versioistaan R"” —avaruuksissa.
Sen sijaan ddretonulotteisissa avaruuksissa, joita siirrytdén késittelemédédn hieman
mythemmin, heikon topologian késite on térkea.

Maaéritelladn seuraavaksi refleksiivinen Banach-avaruus. Taméa on hyodyllinen kési-
te, silla refleksiivisisséd Banach-avaruuksissa heikkoon topologiaan siséltyvit késitteet
toteuttavat joitakin térkeitéd ehtoja.

MAARITELMA 26. Banach-avaruus (V, || - ||) on refleksiivinen, jos (V*)* on isomet-
risesti isomorfinen avaruuden V' kanssa.

Refleksiivisid avaruuksia kisitellddan tarkemmin kirjassa [5]. Téssd yhteydessi esi-
tellaéin ainoastaan seuraavat tulokset, joiden tunteminen on vélttaméatonta tutkielman
padtulosten todistamisen kannalta.

LAUSE 27. Olkoon X Banach-avaruus. Avaruus X on refleksitvinen jos ja vain
jos suljettu yksikkopallo on heikosti jonokompakti avaruudessa X .

TobIsTus. Lause todistetaan kirjassa [5, s. 75]. O

LAUSE 28. Olkoon V' refleksiivinen Banach-avaruus. Jos joukko K C 'V on suljettu
ja konveksi, niin K on heikosti suljettu

TobisTus. Lause todistetaan Juutisen luentomonisteessa [2, s. 21-22]. Todistuksessa
hyodynnetain Mazurin lemmaa, joka esitellaén sekéd todistetaan kirjassa [6]. U

Hyoddyntamaélla lauseita 27 ja 28 saadaan seuraava tulos.

SEURAUS 29. Olkoon V refleksiivinen Banach-avaruus. Jos joukko K C V' on
suljettu, konveksi ja rajoitettu, niin joukko K on heikosti jonokompakiti.

TobisTus. Lauseen 28 nojalla suljettu ja konveksi joukko K on heikosti suljettu.
Koska K on myos rajoitettu, se siséltyy suljettuun joukkoon rB(0, 1) jollakin r € R.
Lauseesta 27 seuraa, ettd joukko rB(0,1) on heikosti jonokompakti avaruudessa V,
silldi V' on refleksiivinen Banach-avaruus. Nyt K on heikosti jonokompaktin joukon
heikosti suljettuna osajoukkona heikosti jonokompakti. O

Siirrytddn seuraavaksi kasittelemédan funktionaaleja. Funktionaalille 16ytyy kirjal-
lisuudesta erilaisia méaritelmid, mutta tasséd tutkielmassa funktionaali méaaritelldéan
seuraavasti:

MAARITELMA 30. Olkoon V' vektoriavaruus. Funktionaali on kuvaus 7: V — R.

ESIMERKKI 31. Esimerkissd 23 mééritelty kuvaus J on funktionaali, joka kuvaa
funktion reaaliluvuksi.
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Tyypillinen variaatiolaskennan ongelma on l6ytéa funktio, joka minimoi halutun
funktionaalin ma#ratyssa joukossa. Tamén tyyppisilla ongelmilla on runsaasti kay-
tannon sovelluksia, kyse voi olla esimerkiksi kustannusten tai energiankulutuksen mi-
nimoinnista. Maédritellidn seuraavaksi funktionaalin koersiivisuus, joka on keskeinen
ominaisuus funktionaalin minimoijan olemassaolon kannalta.

MAARITELMA 32. Olkoon I: (V|- ||) — R funktionaali. Funktionaali I on koer-
siivinen, jos pétee: I(v) — oo, kun |jv|| — oc.

Funktionaalin koersiivisuus riippuu siis funktionaalin lausekkeen lisdksi kdytossé
olevasta normista.

2.3. Sobolev-avaruudet. Téssé kappaleessa luodaan lyhyt ja ytimekés katsaus
LP-avaruuksiin sekéd Sobolev-avaruuksiin. Avaruuksien maéaritelmien liséksi kappalees-
sa kdydaan lapi keskeisimpid Sobolev-avaruuksiin liittyvid tuloksia. Méaéritelladn aluk-
si LP-normi.

MAARITELMA 33. Olkoon 1 < p < o0 ja f: Q — R U £oo. Nyt funktion f

LP(€2)-normi on luku
1
ey =11 = ([ 1517 dm )"

misséd m on Lebesguen mitta. Hieman myohemmin todistetaan, ettd LP(€2)—normi
todella on normi.

LP-avaruudet mééritelldan siten, etta ne koostuvat Lebesgue-mitallisista funktiois-
ta, joiden LP-normi on &irellinen. Siis

LP(Q) ={f: Q= RU=xoco: f on mitallinen ja || f||rr@) < oo}

Y1la olevissa mééaritelmissd on samaistettu funktiot, jotka saavat samat arvot m.k.
joukossa Q. Siis f = ¢ jos ja vain jos joukko {z € Q : f(z) # g(z)} on nollamittai-
nen Lebesguen mitan suhteen. LP-avaruudet ovat siis funktioiden ekvivalenssiluokkien
kokoelmia. Jatkossa néitéd ekvivalenssiluokkia késitellddn samoin kuin tavallisia funk-
tioita. Jos f(z) = g(x) mk x € Q, niin funktiot f ja g ovat sama funktio alueessa
Q.

ESIMERKKI 34. Olkoon  =|0,1[ ja f: Q@ — R,

fx) =

10°, kunz =3
1,  kunz €0,1[\1.
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Funktiolla f(x) on jatkuva edustaja g(z) = 1, joten funktio f on jatkuva. Liséksi
f € LP(Q) kaikilla 1 < p < o0, silld

(A|f\pdx)¢:(/Ozdx)tl;m

kaikilla 1 < p < oco. Huomattavaa on, ettd funktioiden f ja g LP(€2) normit ovat
samat kaikilla 1 < p < o0.

LAUSE 35. Olkoon Q mitallinen joukko. Tdlldin avaruus LP(Y) on refleksiivinen
jos ja vain jos 1 < p < oo.

TobIsTUS. Lause todistetaan kirjassa |7, s. 49]. O

LP-avaruuksien yhteydessa tarvitaan usein Holderin ja Minkowskin epéyhtaloité,
joihin perehdytaéan seuraavaksi.

LAUSE 36 (Holderin epayhtéls). Olkoot p,q € [1, 00| lukuja, joille pitee %—l—% =1.
Talloin kaikille mitallisille funktioille f ja g on voimassa epdyhtdlo

gl < I 1lpllgll-

HuomAuTUus 37. Térkeéd erikoistapaus Holderin epayhtélosta saadaan valitsemal-
la p =g = 2, jolloin pétee
gl < 1fll21lgll2-

Tamé epéayhtélo tunnetaan myds Cauchy-Schwarzin epayhtalona.

LAUSE 38 (Minkowskin epayhtéls). Olkoon Q0 mitallinen joukko ja 1 < p < oo.
Olkoot u,v € LP(Q2). Tdllin on voimassa epdyhtalo

lu+vllp < llullp + [[v]lp-

Holderin sekd Minkowskin epéyhtéloiden todistukset 16ytyvit kirjasta [8].

LP-avaruuksien méérittelyn yhteydessa todettiin, ettd ne ovat normiavaruuksia. To-
distetaan seuraavaksi vahvempi tulos ja osoitetaan, ettd avaruudet (LP(2), || - ||,) ovat
Banach-avaruuksia. Oletetaan jatkossa, ettd €2 on avoin ja mitallinen joukko, jos ei
toisin mainita.

LAUSE 39. Avaruus (LP(2), || - ||,) on Banach-avaruus kaikilla 1 < p < oco.
TobISTUS. Osoitetaan, ettd || - ||, méérittelee normin avaruudessa LP(2). On siis

osoitettava, ettd kuvaus ||-||,: LP(2) — R toteuttaa médritelméssa 18 esitetyt ehdot.

L |Ifll, = 0 jos ja vain jos f(z) = 0 mk = € Q. Nollafunktio on téllaisen funk-
tion f edustaja, joten ehto (1) toteutuu.
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2. Ehdon toteutuminen on itseisarvon mééaritelmén nojalla triviaalia.

3. Olkoon A € R. Talloin

1Al = ( / IAf|”dar)p _ ( / |A|p|f|pda:)” Y ( / |f|pdaf>p — IS

4. Ehto toteutuu Minkowskin epédyhtdlon nojalla.

Nyt on osoitettu, ettd avaruus (LP(2), || - ||,) on normiavaruus kaikilla 1 < p < oo.
Avaruuksien (LP(2), ||-||,) tdydellisyytta ei todisteta téssé tutkielmassa. Kyseinen to-
distus on kirjassa [9]. Banach-avaruudet ovat tdydellisid normiavaruuksia, joten véite
seuraa tasta. U

Siirrytédn seuraavaksi tarkastelemaan Sobolev-avaruuksia. Tamén tutkielman kes-
keisin osa on variaatio-ongelma, jossa funktionaalin minimoivaa funktiota etsitdan
Sobolev-funktioiden joukosta. Niinpd Sobolev-avaruuksien maééritelmien ja perustu-
losten tunteminen on jatkon kannalta véilttamétontd. Sobolev-avaruksille kiaytetdadan
tavallisesti kahta ekvivalenttia mééritelméad. Molemmissa mééritelmisséd Sobolev gra-
dientin (heikko gradientti) késite on keskeinen.

Tutustutaan ensin Sobolev-normiin perustuvaan méaéritelmasan. Maaritellaan tata var-
ten normiavaruus (C*(Q), || - [|l1,), missé

lullp = Nully + IVull, = (/IU(w)!pdx); + (/IVu(:c)lp);-

MAARITELMA 40. Olkoon 2 C R" avoin joukko ja 1 < p < oo. Nyt Sobolev-
avaruus WHP(Q) maédritellddn joukon {¢p € C(Q) : ||[¢|l1, < oo} tdydentyméni
normin ||1||;, suhteen.

Siis, u € WHP(Q) jos ja vain jos u € LP(Q) ja on olemassa funktio v € LP(Q, R"™) si-
ten, ettd jollekin jonolle ¢; € C°°(2) pétee seuraava: ||[u—1;||, — 0ja |[|[v—V,||, — 0.
Talloin funktiota v kutsutaan funktion u heikoksi gradientiksi tai Sobolev-gradientiksi.

HuomAuTUs 41. Téssé tutkielmassa operoidaan poikkeuksetta Sobolev-avaruudessa
1 1
W12(Q), jolloin kéytetddn normia [ull12 = ([ [u(z)[*dz)® + ([ |[Vu(z)[*)? .
Sobolev-avaruudet voidaan mééritelld my6s osittaisintegrointikaavan avulla. Esi-

tetddn osittaisintegrointikaava ensin valttaméattoméana ja riittdvanad ehtona heikon
gradientin olemassaololle.

LAUSE 42. Olkoon u € W'?(Q) ja 1 < p < oco. Tidllin funktio v € LP(Q,R™) on
funktion u heikko gradientti jos ja vain jos

uawdx = —/vﬂﬂdx
o O Q
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kaikilla » € C§°(2),i =1,2,...,n.

Osittaisintegrointikaavan avulla Sobolev-avaruuksille W'r(Q) saadaan vaihtoeh-
toinen madritelma:

MAARITELMA 43. Olkoon 1 < p < co. Téllsin u € WP(Q) jos ja vain jos
u € LP(Q), ja funktiolla u on heikko gradientti v € LP(€2).

Tissi tutkielmassa tarkastellaan lihinnd Sobolev-avaruutta W12(Q2). Lauseen 42

nojalla tihéin avaruuteen kuuluvien funktioiden heikot gradientit ovat L?(Q)-funktioita.

Mikili WP-funktio on derivoituva, sen heikko gradientti on sama kuin funktion taval-
linen gradientti. Funktio voi olla kuitenkin heikosti derivoituva, vaikka se ei olisikaan
derivoituva. Tarkastellaan seuraavaksi asiaa havainnollistavia esimerkkeja.

ESIMERKKI 44. Olkoon 2 =] — 100, 100] ja

0 kun z <0
u(r) =
z kun x > 0.

Osoitetaan, ettd u € WP kaikilla 1 < p < oo ja funktion u heikko derivaatta on

0 kun z <0
v(x) =
1 kun z > 0.

Todetaan ensin, ettd u,v € LP kaikilla 1 < p < oco. Olkoon ¢ € C§°(€2). Nyt osittai-
sintegroinnilla saadaan

/Q i () = /0 o (@) = @] " - i@y
= —/Omow(x)dx = —/va(x)dx.

Funktio u on siis heikosti derivoituva, vaikka se ei ole derivoituva nollassa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Sobolev-avaruudet ovat Banach-avaruuksia ja esitel-
laédn Sobolev-avaruuksien refleksiivisyyteen liittyvé tulos.

LAUSE 45. Avaruus W1?(Q) on Banach-avaruus kaikilla 1 < p < oo.

TobisTus. Todistetaan ensin, ettd (WhP(2),] - ||1,) on normiavaruus kaikilla
1 < p < oo. Kuvaus || - [|,: WHP(Q2) — R toteuttaa selvisti normilta vaaditut
ehdot 1-3. Tdmé perustuu aiemmin esitettyyn vastaavaan todistukseen (LP(2), | -
||,) —avaruuksille. Osoitetaan, ettd kuvaus toteuttaa myds kolmioepayhtalon.

Olkoot u,v € WP(Q). Tilléin on voimassa

lu+vll1p = [Ju+oll, + [[Vu+ Vo,
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<y l[ullp + NIl + [[Vullp + Vol
= [lully + [[Vullp + [vll, + Vol

= [lullip + ol

Paattelyn kohta 7) seuraa Minkowskin epéyhtalosté.

Osoitetaan vield, ettd avaruudet (WP(Q2), | - ||,) ovat tdydellisid kaikilla 1 < p < oo.
Olkoon {u,} € W'P(Q) Cauchy-jono. Téstd seuraa avaruuden W'P(Q) miéritel-
mén nojalla, ettd jonot {Vu,} sekd {u,} ovat Cauchy-jonoja avaruudessa LF((2).
Lauseen 39 nojalla LP(€2)—avaruudet ovat téydellisid. Niinp& on olemassa funktiot
u,w € LP(Q) siten, ettd |lu, —ull, — 0 ja ||Vu, —wl|[, — 0 kun n — oo. Siispd on
olemassa funktio u siten, ettd {u,} — u. Taydellisyyttd varten on viela osoitettava,
ettd u € WHP(Q). Tamé on totta jos funktio w on funktion u heikko gradientti. Osoi-
tetaan, ettd nadin myos on.

Olkoon ¢ € C5°(Q). Koska u,, € WP(Q) kaikilla n € N, niin osittaisintegrointi-
kaavan nojalla kaikilla n € N pétee

(1) /un Vipdr = —/Vun1/1d:17.
Q Q
Holderin epéyhtalod soveltamalla saadaan puolestaan arvio

(2)
/Qunvw dx — /quw dx

lim
n—oo

missi % + % = 1. Koska ¢ € C§°(f2), niin funktioiden ¢ ja Vi) LI(2)— normit ovat
ddrelliset. Aiemmin todettiin myo6s, ettd lim, . ||u, — u|, = 0. Niinpé arvion (2)
nojalla pitee

< lim / (1 — @)Vl < Tim [fun — ull, [Vl
n—oo Q n—oo

(3) lim [ w,V¢ dx = / uV dz.

Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd myos

n—oo

lim | Vu,y dx = / w dx.
Q Q

Kun ndmé tulokset sijoitetaan yht&loon (1), saadaan

/Qu Vipdr = —/wada:.
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Niinp4 funktio w on funktion u heikko gradientti, joten u € W?(Q2). Nyt on osoitettu,
ettd jokainen Cauchy-jono suppenee avaruudessa W1?(Q). Viite seuraa tisti. U

LAUSE 46. Avaruus W'P(Q) on refleksiivinen kaikilla 1 < p < oo.

TopIsTUS. Médritelliin kuvaus I: WIP(Q) — LP(Q) x LP(Q), [(u) = (u, Vu).
Kuvaus [ on selviisti isometria. Niinpé joukko I(W!?(Q)) on avaruuden L?(Q) x L?(Q)
suljettu aliavaruus. Avaruus LP(2) x LP(£2) on refleksiivinen jos ja vain jos 1 < p <
oo. Liséksi kirjassa [10] todistetaan, etta refleksiivisen avaruuden suljettu aliavaruus
on refleksiivinen. Tistd seuraa, ettd avaruus I(W!'?(Q)) on refleksiivisen avaruuden
suljettuna aliavaruutena refleksiivinen kaikilla 1 < p < oo. Koska avaruus W1?(£2) on
isometrinen avaruuden I(W1?(Q)) kanssa, myos se on refleksiivinen avaruus kaikilla
1 <p<oo. 0

On syytéd huomata, ettd avaruus Wh(Q) ei ole refleksiivinen.

Mééritelliéin seuraavaksi kaksi avaruuden W17 (Q2) aliavaruutta, jotka liittyviit Sobolev-
funktioiden reuna-arvoihin.

MAARITELMA 47. Olkoon 2 C R™ avoin joukko ja 1 < p < oo. Nyt Sobolev-
avaruus W, ? méritelldan joukon {1 € C5(Q) : |[¢1, < 0o} téydentyming normin
14|11, subteen.

Avaruuden W, () voi intuitiivisesti ajatella koostuvan W'?(Q)—funktioista, jot-
ka hévidvit joukon  reunalla. Ehdosta u € W'P(Q) ei kuitenkaan seuraa, ettd
u(x) = 0 jos € 9Q. WyP(Q)—funktiot hividvit kuitenkin Sobolev-mielessé joukon
(2 reunalla. Aihetta kisitellidn enemmén luentomonisteissa [11] ja [2].

MAARITELMA 48. Olkoon  avoin joukko ja g € WHP(Q). Téllsin u € W, ?(Q)
jos ja vain jos u — g € W, P(Q).

Avaruuden W, »(Q) funktioiden voidaan ajatella olevan W' (2)—funktioita, joi-
den reuna-arvot on kiinnitetty funktion g € W'?(Q) avulla. Avaruudet W,”(Q)
ovat Banach-avaruuden W1?(Q) suljettuina aliavaruuksina Banach-avaruuksia. Li-
siksi joukot ng’p (Q2) ovat suljettuja ja konvekseja, joten ne ovat heikosti suljettuja.

Sobolev-avaruuksien teoriaan liittyyvistd lauseista tédssd tutkielmassa tarvitaan
erityisesti Poincarén epayhtilod ja Rellich-Kondrachovin lausetta, joihin syvennytéan
pian. Poincarén epayhtélon todistuksessa kidytetéadn variaatiolaskennan peruslausetta,
joten muotoillaan se ensin.

LAUSE 49 (Variaatiolaskennan peruslause). Olkoon Q C R" rajoitettu ja w(zx) €
LY(Q). Talloin jos [,w(x)(z)dr = 0 kaikilla ¢ € C™(2), niin w(z) =0 m.kx € Q.

TobisTus. Todistus on luentomonisteessa [11, s. 22-23]. O

Variaatiolaskennan peruslause on erittdin tédrked tulos, jota hyodynnetdén tassé-
kin tutkielmassa useamman kerran. Léhestytddn seuraavaksi Rellich-Kondrachovin
lausetta méérittelemélld ensin Sobolev-eksponentti.



18

MAARITELMA 50. Olkoon © C R"™ avoin joukko. Sobolev-avaruuden W'?(Q)
Sobolev-eksponentti p* madritellddn seuraavasti:

. %, kun p <n
b oo, kunp>n

LAUSE 51 (Rellich-Kondrachovin lause). Olkoon U € R™ avoin ja rajoitettu jouk-
ko, jolla on C*-reuna. Tdlldin on voimassa:

WP (U) cc LY(U)
kaikilla 1 < q < px*.

Yilioleva merkinti tarkoitaa, etti avaruus WP(U) uppoaa kompaktisti avaruuteen
LA(U). Toisin sanoen, jokaisella Sobolev-avaruuden WYP(U) rajoitetulla jonolla on
osajono, joka suppenee avaruudessa LI(U).

TobisTus. Lause todistetaan kirjassa [12, s. 272-274]. O

HuomauTus 52. Kompaktin upotuksen méaritelmésséd vaadittiin, ettd Sobolev-
avaruuden WP (U) rajoitetulla jonolla {u,, }>_; on osajono {um,, }72,, joka suppenee
avaruudessa L9(U). Tassd mééritelméssi suppenemisella tarkoitetaan luonnollisesti
suppenemista | - || o(y—normin mielessé.

SEURAUS 53. Koska p =" < n"—_pp = p* katkilla 1 < p <n, niin

WP (U) cc LP(U)
katkilla 1 < p < o0, 1 <n < oc.

Otetaan kdyttoon merkintd ug = ﬁ Jo u(z) dz. Nyt pédstisn kisiksi Poincarén
epayhtaloon, joka esitellddn ja todistetaan seuraavaksi. Poincarén epayhtélo todiste-
taan kirjassa [12, s. 275-276]. Téssé tutkielmassa kyseinen todistus esitetddn hieman
runsaammin vélivaihein.

LAUSE 54 (Poincarén epayhtéld). Olkoon U C R™ avoin, rajoitettu ja yhtendinen
joukko, jonka reuna OU on C'-reuna. Olkoon lisiksi 1 < p < oo. Tdllgin on olemassa
vakio C' > 0 siten, ettd

(/U‘u_uU,pdx); gc(/U,w)?

kaikilla Sobolev-funktioilla uw € W' (U).

TobisTus. Oletetaan, ettéd viite ei ole totta ja osoitetaan, ettd téstid seuraa ris-
tiriita. Jos oletetaan, ettei viite péade, 16ytyy jokaista positiivista kokonaislukua m
kohti jokin funktio u,, € W'P(U), joka toteuttaa ehdon
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(/U i — (um)U|de)’1J >m (/U ]Vum|pdx);.

Kirjoitetaan ylla oleva epéyhtéld vield LP-normia kayttéen, jolloin se saadaan muo-
toon

(4) [t — (um)vllLo@y > M|Vt || o @)-
Normitetaan seuraavaksi funktioita u,, méaritteleméalld

U — (Um)U

|um - (um>U||LP(U) '

Um—|

Funktion w,, ja sen keskiarvon erotuksen keskiarvon on oltava nolla, minkéd nojalla
voidaan todeta (v,,)y = 0. Liséksi pétee ||v,| ey = 1, silld v, méériteltiin jakamal-
la funktio omalla normillaan.

Sijoitetaan seuraavaksi funktion v,, lauseke epayhtéloon (4). Néin saadaan

|t — (um)UHLp(U)vaHLp(U) > m||Um - (Um)UHLP(U)||va||LP(U)~

Kun tdhén epayhtéloon sijoitetaan ||vy,| @) = 1, saadaan edelleen

1
5 — > ||V m || Le(U)s
( ) m || v ||L )

missd m € Z. Téstd seuraa, ettd funktiot v,, ovat rajoitettuja Sobolev-avaruudessa
WhP(U) kaikilla m € Z.

Rellich-Kondrachovin lauseen nojalla on olemassa jonon {v,,}5°_; osajono {v,,, }7,
sekéd funktio v € LP(U) siten, etté v, — v avaruudessa LP(U).

Aiemmin todettiin, ettd (v,)v = 0 ja ||vm|/zr@) = 1. Nyt suppenemisen mééritel-
mésta seuraa, ettd (v)y = 0 ja ||v|| @) = 1.

Toisaalta epayhtélon (5) nojalla funktioiden Vw,, LP(U) normit ovat mielivaltaisen
pienid. Niinpé pétee

i |V Ul o) = 0.
Koska funktiot Vv, ovat funktioiden v,,, gradientteja, ne ovat myo6s néiden funk-
tioiden heikkoja gradientteja. Nyt voidaan hyodyntad Sobolev-funktioiden osittaisin-
tegrointikaavaa, jonka nojalla kaikilla ¢« = 1,...,n ja kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°
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on voimassa

/ v oy dr = lim Upny =— oY do = c%mk = 0.
v Ox; my—00 [ ox; mk—>oo 8@

Tistd seuraa, ettd v € WP, Lisiksi variaatiolaskennan peruslauseen nojalla Vv = 0
melkein kaikkialla joukossa U. Tésté puolestaan seuraa, ettéd funktio v on vakiofunk-
tio yhtenaisessé joukossa U.

Aiemmin todettiin, ettd funktion v keskiarvo joukossa U on nolla. Koska v osoitettiin
liséksi vakiofunktioksi, seuraa téstd, ettd v = 0. Talloin on oltava ||v||e@y = 0. Ai-
kaisemmin kuitenkin péételtiin, ettd ||v||z»y = 1. Nyt on péaadytty ristiriitaan, joka
osoittaa, ettd todistuksen alussa asetettu vastavéite ei voi pitda paikkaansa. Alkupe-
ridinen véite on siis tosi. U

2.4. Variaatiolaskentaa. Téssé kappaleessa perehdytéén joihinkin variaatiolas-
kennan perustuloksiin, joita sovelletaan jatkossa energiafunktionaalin J.(u) minimoin-
tiin liittyvadn variaatio-ongelmaan. Tulokset esitetdén yleisind tuloksina. Kappaleen
keskeisin késite on Euler-Lagrangen yhtélo, jonka toteutuminen on tiettyjen ehtojen
vallitessa vialttdméaton ehto variaatio-ongelman ratkaisulle.

Aiemmin maéritelty heikko puolijatkuvuus on térkeéd késite variaatiointegraalin
minimoimisen kannalta. MyShemmin todistetaan, ettd van der Waals-Cahn-Hilliardin
energiafunktionaalin minimointiongelmalla on ratkaisu. Todistuksessa hyddynnetdan
tietoa, ettd energiafunktionaalit J.(u) ovat heikosti alhaalta puolijatkuvia. Témén
osoittaminen méadritelméa kiyttden on tyolédsté, joten seuraava lause on hyvin hyo-
dyllinen.

LAUSE 55. Olkoon €2 C R™ ja olkoon F': Q x R x R™ = R sellainen kuvaus, ettd
se toteuttaa ehdon

F(J],S,f) > Ot||§||2 -

joillakin o, B > 0. Olkoon lz’sc’iksi F 6 C' ja kuvaus &€ — F(z,s,&) konveksi kaikille
(z,5) € Qx R™. Tdllsin I(u) = [, F(x,u, Vu)dx on heikosti alhaalta puolijatkuva.

Tobistus. Téménkin lauseen todistus on luentomonisteessa [2, s. 45-47]. U

Perehdytaén seuraavaksi Euler-Lagrangen yhtéloon, jonka toteutuminen on vélt-
tdméton ehto minimointiongelman ratkaisulle. Niinpéa Euler-Lagrangen yhtélon avul-
la voidaan tutkia, millaisia ominaisuuksia variaatio-ongelman ratkaisuksi kelpaavalla
funktiolla on. Yksinkertaisten ongelmien tapauksessa Euler-Lagrangen yhtélo voidaan
ratkaista eksplisiittisesti, jolloin péaastadn kéasiksi funktionaalin minimoijan lausekkee-
seen. Esitelladn aluksi Euler-Lagrangen yhtélon perinteisempi muoto, jota kéisitellaan
enemmén Juutisen luentomonisteessa [2].



21

MAARITELMA 56. Olkoon uy € W'P(Q), missd 1 < p < oo. Funktio u toteuttaa
funktionaalia I(u) vastaavan Euler-Lagrangen yht#lon heikossa muodossa, jos

/ <88—Z(x, uw(z), Du(x)) - Y(z) + VeF(x, u(x), Du(x)) - Dw(x)) dr =0
Q

kaikilla ¢ € C§°(€2).

HuoMAuTUS 57. Tamén tutkielman aiheena olevan minimointiongelman tapauk-
sessa Euler-Lagrangen yhtdlon testifunktiot ¢ (x) mééritelladn hieman eri tavalla. Ai-
heeseen palataan tarkemmin seuraavassa luvussa.

Aiemmin todettiin, ettd Euler-Lagrangen yhtdlon toteutuminen on vélttadméton
ehto minimointiongelman ratkaisuksi kelpaavalle funktionaalille. Muotoillaan tama
formaaliksi lauseeksi. Télloin tarvitaan seuraavaa osittaisderivaattoihin liittyvai ra-
joitetta.

oF
(6) 155 (@8, 8, [VeF (x,5,6)] < C(1+ [s]” + [€]°),

missd C' > 0.

Tata ehtoa soveltamalla saadaan seuraava lause, joka kytkee funktionaalin minimoi-
van funktion ja Euler-Lagrangen yht&lon toisiinsa

LAUSE 58. Merkiticin I(u) = [, F(x,u(x), Du(x))dz. Olkoon Q C R™ rajoitet-
tu joukko ja g € W'P(Q2), missi 1 < p < oo. Olkoon ug € W,*(Q) siten, ettdi
I(ug) < I(u) kaikilla w € WyP(Q). Jos I(u) € R kaikilla w € W, P(Q), ja jos on
olemassa vakio C' > 0 siten, ettd osittaisderivaatat %—Z ja V¢ F toteuttavat ehdon (6),
niin ug toteuttaa Euler-Lagrangen yhtdlon heikossa muodossa.

TobisTus. Olkoon uy € W, #(Q) funktio, joka minimoi variaatiointegraalin I(u)
joukossa W, P(Q). Olkoon 1 € C§°(Q2) mielivaltainen. Otetaan kéyttéon merkinté
u; = ug + t, missé t € R. Osoitetaan seuraavaksi, ettd u; € ng’p(Q) kaikilla ¢ € R.
T4mé on avaruuden W2?(Q) maaritelmin nojalla yhtépitévid ehdon u,—g € Wy ()
kanssa. Koska ug € WP(Q), niin ug — g € Wy(Q). Lisiksi t» € C(Q) € W P(Q).
Téstd seuraa, etti u, — g € Wy (), silld joukko Wy (€2) on avaruuden W (Q) sul-
jettu aliavaruus. Niinpd u, € W;?() kaikilla t € R.

Koska 1o minimoi funktionaalin I(u) joukossa W, P(Q), epiyhtdlo I(ug) < I(u;) on
voimassa kaikilla ¢ € R. Muodostetaan seuraavaksi funktio h: R — R, h(t) = I(uy).
Edellisen epdyhtélon nojalla funktio h(t) saavuttaa pienimmé&n arvonsa pisteessi
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t = 0. Siten pisteen ¢ = 0 on oltava derivaattafunktion h’(¢) nollakohta, misté saadaan

0="r'(0)= %/QF (@, up(x) + tp(z), Dug + t(DY(x)) dz |10
(7)
= ) g—i(x, ug, Dug) (¢ () + Ve F (x, ug, Dug) Dip(z) dz.

Tamé todistaa véitteen. Viimeinen yhtdsuuruus seuraa derivoinnin ketjusdénndsta
ja dominoidun konvergenssin lauseesta, jonka nojalla derivoinnin ja integroinnin jér-
jestys voidaan vaihtaa. Dominoidun konvergenssin lausetta kasitelldan kirjassa [13].
Lauseen soveltaminen edellyttad, etta erotusosaméaaralla w on yhteinen integroi-
tuva majorantti kaikilla riittédvén pienilld ¢ € R. Tamé seuraa kasvuehdosta (6). Yh-

tdaloiden (7) voimassaolo perustellaan tarkemmin luentomonisteessa [2, s. 58]. O

HuomAuTus 59. Kasvuehtoa (6) tarvittiin todistuksessa vain, jotta dominoidun
konvergenssin lausetta voitiin soveltaa. Kasvuehdon toteutuminen ei siis ole valttamé-
tontd, mutta se on yleispéteva perustelu dominoidun konvergenssin lauseen sovelta-
miselle. Dominoidun konvergenssin lauseen kiyttd voidaan kuitenkin perustella myds
muilla tavoin, joten lausetta 58 voidaan soveltaa, vaikka kasvuehdon toteutuminen ei
olisikaan tiedossa. Seuraavassa luvussa vastaava lause todistetaan energiafunktionaa-
leille J.(u). Télloin kasvuehto (6) ei edes toteudu, mutta erotusosamaédrélle M
l6ydetédn toisenlaisella péadttelylld yhteinen integroituva majorantti kaikilla pienill&
t € R. Tdma mahdollistaa dominoidun konvergenssin lauseen soveltamisen, vaikka
kasvuehto (6) ei toteudukaan.

HuomAuTUS 60. Lauseen 58 nojalla voidaan ainoastaan todeta, etté funktio to-
teuttaa Euler-Lagrangen yhtélon heikon muodon, jos se minimoi variaatiointegraa-
lin J joukossa K. Kéa#nteinen piéttely ei sen sijaan aina pide. Funktio voi toteut-
taa variaatiointegraalia vastaavan Euler-Lagrangen yhtélon, vaikka se ei minimoisi-
kaan kyseistéd variaatiointegraalia. Euler-Lagrangen yhtéalon heikon muodon toteutta-
via funktioita kutsutaan yleisesti sitéd vastaavan variaatiointegraalin ekstremaaleiksi.
Minimoijat ovat aina myos ekstremaaleja, mutta kaikki ekstremaalit eivdt minimoi
niitd vastaavia variaatiointegraaleja. Téasséd mielessé variaatiointegraalin ekstremaalit
vastaavat reaalifunktioiden kriittisia pisteité, silla derivaatan hiviaminen on valtté-
méton mutta ei riittava ehto sille, ettd funktio saavuttaa minimiarvonsa.
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3. Energiafunktionaalin J.(u) minimointiongelma

3.1. Ratkaisun olemassaolo. Tiéssé alakappaleessa todistetaan, etté tutkimuk-
sen kohteena olevalla minimointiongelmalla on ratkaisu. Kuten aiemmin on jo todettu,
kyseinen variaatio-ongelma keskittyy funktionaalien

(8) Je(u) = /Q€|Vu|2 + %(1 —u?)?dx

muodostamaan funktionaaliperheeseen (Je(u))6>0, johon kuuluvia funktionaaleja mi-
nimoidaan joukossa K,, = {u cWwh2: ‘51' Jqudx = m}, missi m € (—1,1), ja Q
on rajoitettu alue. Funktionaalin minimoivaa alkiota etsitéén siis sellaisista Sobolev-
funktioista, joiden keskiarvo alueessa €2 on jokin kiinnitetty luku m € (—1,1). Joukko
K., C W2(Q) on heikosti suljettu kaikilla m € (—1,1), silli se on refleksiivisen
Banach-avaruuden suljettu ja konveksi aliavaruus. On syytd huomata, ettd funktio-
naali J.(u) riippuu parametrista ¢ > 0, mistd seuraa, ettd myos funktionaalin mini-
moiva funktio riippuu luvusta e. Parametrin € oletetaan olevan pieni luku, mutta tata
"pienuutta” ei tarvitse tyon tulosten kannalta sen tarkemmin méaéritella. Tutkielman
paatulokset késittelevét kuitenkin minimointiongelman ratkaisua ehdolla € — 0.

LAUSE 61. Olkoon Q C R™ alue siten, etti 02 on C'—pinta. Télldin funktionaalilla
J(u) on minimoija joukossa K,,. Toisin sanoen inf,cr, J.(u) < 0o, ja on olemassa
ug € Ky, siten, etti J.(ug) = inf ek, Je(u).

TobpisTus. Aloitetaan ratkaisun olemassaolon todistaminen osoittamalla joitakin
funktionaalin J.(u) ominaisuuksia. Osoitetaan ensin, ettd J.(u) toteuttaa lauseessa
55 esitetyn kasvuehdon.

Huomataan, etté
1
© F(z,5,€) = gl + =(1 = )7 2 > = 0 = alé* ~ 5.

Siis kasvuehto F'(z,s, &) > a]? — B pitee, kun valitaan o = € ja 8 = 0.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd funktionaali J.(u) on koersiivinen. Néin on mikéli eh-
dosta ||ulj; o — oo seuraa J.(u) — oco. Wh?mnormin méiritelméin nojalla ||ull o kas-
vaa rajatta jos ja vain jos ||ul[z2) — oo tai |Vu||r2@) — oo. Oletetaan ensin, etté
|Vl L2(q) — 0o. Koska ehto (9) toteutuu, saadaan funktionaalin J(u) arvolle arvio

Je(u) > a||Vull72q) — BIQ] = €| Vul 720
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Tamén arvion nojalla J.(u) — oo kun ||Vul|z2q — oo.

Oletetaan sitten, ettd [jul[z2@) — oo. Nyt Poincarén epéyhtdlén soveltaminen an-
taa arvion

1

2
I0) 2 AVl 2 ¢ (Gl = valow ) = gllu = ualia,

missd C' on jokin positiivinen vakio. Koska funktionaalia minimoidaan joukossa K,,,
missé m € (—1,1), niin on oltava —1 < uq < 1. Niinpé ||[u — ugl|z2@) — oo kun
|w|| L2y — oo. Téstd seuraa myos, ettd J(u) — oo kun ||uf[2(q) — co. Ndiden péét-
telyiden nojalla funktionaali J.(u) on koersiivinen.

Todetaan lisiksi, ettd kuvaus & — F(z,s,&) on konveksi kaikilla (z,s) € (2 x R).
TAmé& nithddin helposti, silld kuvaus on muotoa h: € — €|€|*+c¢, missi ¢ on vakio. Té-
mén funktion toiselle derivaatalle pitee D?h(£) = 2¢l, missi I on identtinen matriisi.
Niinpd D?h(£) on positiivisesti semidefiniitti matriisi, joten konveksisuus seuraa lem-
masta 5. Koska funtionaali J.(u) toteuttaa ehdon (9) ja kuvaus & — F(z, s,£) on kon-
veksi, seuraa Lauseesta 55, etté J.(u) on heikosti alhaalta puolijatkuva W2(0Q) :ssa.

Seuraavaksi todistetaan, ettd minimoivan alkion olemassaolo seuraa edelld osoite-
tuista funktionaalin J.(u) ominaisuuksista. Todistus on hyvin samankaltainen kuin
Juutisen luentoministeessa [2, s. 50-51] esitetty todistus. Léhemmin tarkasteltuna to-
distukset kuitenkin eroavat toisistaan joltain osin, silld Juutisen monisteessa funktio-
naaleja minimoidaan eri avaruudessa kuin téssd tutkielmassa.

Todetaan ensin, ettd infyucr,, Jo(u) < J(m) = [, €l0]> + (1 — m?)?dz < [, % < oc.
Valitaan sitten jono funktioita u, € K, siten, ettd J.(uy) — inf ek, Je(u). Tallai-
sen funktiojonon olemassaolo seuraa suoraan infimumin méaéritelmésta. Funktionaalin
Je(u) koersiivisuudesta voidaan paatella, etta on olemassa positiivinen vakio M siten,
ettéd ||ugl|z2() < M kaikilla k € N. Tdmé néhddén helposti antiteesin avulla: Olete-
taan, ettd ||u| r2(q) el olekaan rajoitettu. Télléin 16ytyy jonon w; osajono wuy, siten,
ettéd ||ug, ||L2() — oo kun n — oo. Tésté seuraa, ettd J(uy,) — o0, silld funktionaali
Je(u) on koersiivinen. Tdmé on ristiriita, silla Je(ux,) — infuck,, Je(u), ja ailemmin
todettiin, ettd inf,cx J.(u) < oo. Niinpé jonon wuy taytyy olla rajoitettu.

Koska ||ug|| 2@y < M < oo kaikilla k € N, joukko B(0, M) = {v € K, : |[v]|r20) < M}
on rajoitettu. Suljetut pallot ovat konvekseja kaikissa normiavaruuksissa, joten joukko
B(0, M) on suljettu, rajoitettu sekd konveksi. Nyt lauseesta 29 seuraa, ettd kyseinen
joukko on heikosti jonokompakti, silla joukko K, on refleksiivisen avaruuden suljettu-
na aliavaruutena refleksiivinen. Koska B(0, M) on heikosti jonokompakti, on olemassa
jonon wuy osajono uy, ja alkio ug € K, N B(0, M) siten, ettd ug, — ug. Ailemmin on
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todettu, ettd J. on heikosti alhaalta puolijatkuva, joten tdman nojalla saadaan

Je(up) <liminf J.(ug,) = inf J.(u).

n—00 u€EKm

Nyt on osoitettu, ettd on olemassa funktionaalin J.(u) minimoiva alkio uy € K.
Talloin siis ehto J.(ug) < Je(u) patee kaikille funktioille u € K,,. O

3.2. Euler-Lagrangen yhtdlén heikko muoto. Energiafunktionaalin J,(u)
minimointiongelma on tyypillinen variaatiolaskennan ongelma, silld tavoitteena on
minimoida variaatiointegraalia halutussa joukossa. Edellisessé kappaleessa todistet-
tiin, ettd funktionaalilla J.(u) on minimoija joukoissa

1
Km:{uer’Q:@/udx:me(—l,l)}.
Q

Minimoijasta ei kuitenkaan tiedetéd olemassaolon liséksi vield mitddn muuta, joten
seuraavaksi on luonnollista tutkia tarkemmin funktionaalia J.(u) sekid sen minimoi-
jia. Ensimméinen askel on muodostaa variaatio-ongelmaa vastaava FEuler-Lagrangen
yhtélo. Lauseen 58 nojalla funktionaalin avaruudessa ng’p(Q) minimoiva alkio to-
teuttaa Euler-Lagrangen heikon muodon. Nyt funktionaalia minimoidaan kuitenkin
joukossa K,,. Koska K,, C W12(Q) kaikilla m € (-1, 1), voidaan lausetta 58 soveltaa
todistuksineen tédhédnkin ongelmaan, kunhan sitd muokataan hieman. N&in variaatio-
ongelman ratkaisulle saadaan seuraava valttaméton ehto.

LAUSE 62. Olkoon uy € K, funktionaalin J.(u) minimoija. Talloin ug toteuttaa
FEuler-Lagrangen yhtdlon heikossa muodossa, eli u = uqg toteuttaa ehdon

(10) /Q eV - V() do + /

4
<—(u3 —u) — )\) Y(z)dx = 0.
e €
kaikilla ¢ € C*°(Q2). Euler-Lagrangen yhtdlon heikon muodon lausekkeessa esiintyvd
luku X on minimoijasta riippuva reaaliluku, jota kutsutaan Lagrangen kertoimeksi.

TobpisTus. Otetaan kiyttoon merkintd 1 = ﬁ fQ Y(x) dx. ¢ on siis funktion )
keskiarvo alueessa €2. Funktion u keskiarvolle alueessa {2 kidytetddn téssé tutkielmas-
sa myoOs merkintdd ug. Testifunktioiden i (z) keskiarvolle on valittu kuitenkin eri-
lainen merkintédtapa, koska sitd kdytetddn yleisemmin kirjallisuudessa testifunktiois-
ta puhuttaessa. Testifunktiot méaritellddn nyt hieman eri tavalla kuin yleisemméssé
Euler-Lagrangen yhtéloon liittyvéssd méaritelméassi 56, silla funktionaalia minimoi-
daan nyt avaruudessa K, € W"*(Q) avaruuden W, sijaan. Niinpé testifunktiolle
asetettavat ehdot liittyvét nyt niiden keskiarvoon eivétké reuna-arvoihin. Testifunk-
tiot ovat muotoa 1 (z) = () — 1, missd () € C®(Q). Talldin testifunktioiden
() keskiarvo alueessa Q on 0.
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Todetaan seuraavaksi, ettd viite seuraa aiemmin esitetystid lauseen 58 todistukses-
ta, vaikka testifunktiot ovatkin nyt eri muotoa. Olkoon ug € K, variaatio-ongelman
ratkaisu. Merkitdan u; = ug + ti(x), missd t € R ja maéritelldén funktio h: R —
R, h(t) = Je(us). Koska selvisti uy € K, kaikilla t € R viite voidaan todistaa lauseen
58 todistuksessa kaytetylla paattelylla jos erotusosaméérille w 16ydetéédn yhtei-
nen integroituva majorantti kaikilla riittdvan pienilld ¢ € R. Lauseen 58 todistuksessa
majorantin olemassaolo perustellaan kasvuehdon (6) toteutumisella. Energiafunktio-
naalit J,(u) eivit kuitenkaan toteuta kyseistd kasvuehtoa, joten yhteisen integroituvan
majorantin olemassaolo on perusteltava muilla tavoin. Seuraavaksi esitetdén peruste-
lu téllaisen majorantin olemassaololle.

Otetaan selkeyden vuoksi kiayttoon merkinté, &(:U) = (z) — ). Kun erotusosaméirin
lausekkeeseen sijoitetaan funktionaalin J.(u) lauseke, se saadaan muotoon

h(t) — h(0)  F(x,uo+ t(x), Dug 4 tDY(z)) — F(z, ug, Duy)

t t

[ Vauo + 1V (@) 2+ 1(1 — (g + 1(2))*)? — (€[ Vug 2 + 1(1 — ud)?)
t

L (mz(xx—t%?(x) — tugdh(w) — 2u2 + 2)(—t(x) — 2u0))
t

e (H(1V2(2) + 2V, V()
t

+

= ;w(x)(—t%?(:c) — 2tugt(x) — 2ud 4 2)(—th(z) — 2ug) + VY (x)(tVi(z) 4+ 2Vuy).

Y14 oleva lauseke néyttdéd varsin monimutkaiselta. Majorantin téytyy kuitenkin olla
olemassa vain, kun parametrin ¢ arvo on hyvin ldhelld nollaa, jolloin riittda tarkas-
tella termejd —2u? - (—2ug) = 4ud, 2 - (—2ug) = —4ug ja 2Vug. Nami ovat nimittiin
lausekkeen ainoat termit, jotka eivét riipu luvusta t. Funktio uy on selvésti integroi-
tuva ja rajoitettu, silld oletuksen nojalla ug € K,,, jolloin siis fQ up dr = m. Liséksi
termin Vg tidytyy olla rajoitettu, silld J.(ug) < oo. Niinpé integroituvan majorantin
etsiminen palautuu funktion uj majoroimiseen. Kyseinen funktio voidaan majoroida
esimerkiksi kiiyttimilld funktiota ug sekii vakiofunktiota 1. Nyt tdytyy siis osoittaa,
ettd uj on integroituva. Témén osoittamiseen tarvitaan Youngin epdyhtilod 67, jo-
hon perehdytdéan tarkemmin liitteessa A.
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Koska 1o minimoi funktionaalin J, péatee kaikilla u € K, seuraava epayhtalo:

1/@3 C 1)z < J(ug) < J(u).

€

Ensimmaéinen epayhtélo seuraa siité, ettd variaatiointegraalin molemmat termit saa-
vat vain positiivisia arvoja. Kun funktioksi valitaan funktio u = m, saadaan tdmén
epayhtélon avulla arvio:

1 1 1 1
(11) —/(ug—l)QdmgJe(m):—/(l—m2)2dx§—/12dx:—-|Q|.
Q Q Q €

€ € €

Tasté seuraa edelleen

/(ug —1)%dzx < (9.
Q
Erityisesti * [, (uf — 1) dz on rajoitettu.

Youngin epéyhtélosta saadaan puolestaan arvio

a (5)° (20 _ o
2ab=2-—-20< 2 2L 4+ L ) = — 4 4p°
ab 5 b < (2 + 5 4—1— b

Nyt valitsemalla a = u2 ja b = 1 saadaan ep#yhtilo

4
[
2u(2)§zo+4.

Kun tata padttelyd sovelletaan aiemmin tehtyyn arvioon (11), saadaan epéyhtilo

3up _ 1 (W 45 2 _ 2 1)2
3dr = [ wy +4 | +1de < | ug—2ug+1lde = | (ug—1)"de < |Q].
o 4 Q 4 Q Q

Y1l olevan pédttelyn nojalla ug on integroituva, miki puolestaan osoittaa aiemman
. B} oo 11 h(t)—h(0)

padttelyn nojalla, ettd erotusosamaéirille B Tom

t on riittdvan pieni. Nyt on todistettu, ettd energiafunktionaalin minimointiongelman

ratkaisu toteuttaa Euler-Lagrangen yhtélén heikon muodon, joka on esitetty Méadri-

telmésséd 56. Osoitetaan vield, ettd taméa Euler-Lagrangen yhtélon heikko muoto on

yhtalo (10)

16ytyy integroituva majorantti, kun
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Sijoitetaan F(z,s,&) = €[¢]? + %(1 — 5?)? aiemmin johdettuun Euler-Lagrangen yhté-
166n. Yhtélossé esiintyviksi osittaisderivaatoiksi saadaan

oF 1 4 )
55 = 2(433 —4s) = E<83 —s) ja VeF(z,5,6) = 2€€.

Niinpé funktionaalia J.(u) vastaavan Euler-Lagrangen yht#lon heikko muoto on.

/Q 2V - V((x) — &) + ~(u — u) () — §)dr = 0.

€

joka on siis totta kaikilla ¢ € C*°(2) jos u on variaatiointegraalin J.(u) ekstremaali.
Yhtalon vasenta puolta voidaan vield hieman sieventdd. Integraalin lineaarisuuden
nojalla péatee

/QQEVU -V ((x) — ) dr + /Q é(u3 —u)(Y(z) — ) dr = 0.

€

Funktion derivaatta ei muutu, mikali funktiosta vihennetéén jokin vakio. Siten Vi) (z) =

V(¢ (z) — ) kaikilla ¢(x) € C°°. Niinpa Euler-Lagrangen yht#lon heikko muoto saa-
daan muotoon

/Q%Vu -Vi(z) dr + /Q é(u?’ —u)(z)dx — é(u3 —u)dr =0.

€ Q€
Nyt yhtélossa on sellaisia termejé, jotka eivit riipu lainkaan testifunktiosta ¢ (x). Mer-
kitddn néitd termeja muuttujalla \. Testifunktion valinnasta riippumatonta muuttu-

jaa A\ kutsutaan Lagrangen kertoimeksi ja sen arvo riippuu ainoastaan funktiosta wu.
Lagrangen kertoimelle saadaan nyt lauseke

1[4,

A= — —(u’ — u)dx
o Jo Y

Nyt voidaan kirjoittaa

¢/Q%(u3—u)dx= (ﬁ/ﬂgﬁ(m)dw) : (/Qé(u?’—u)dx)
= (/Q@/J(x)dm) : (ﬁ/ﬂ%(u‘g—u)dm) :)\/Q@/)(x)dx:/ﬂ)\@b(x)dx.
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Tamén avulla Euler-Lagrangen yhtélon heikko muoto saadaan voidaan kirjoittaa muo-
dossa

/Qzevu - V(z) dz + /Q (%(u?’ —u) — A) Y(z)dr = 0.
O

3.3. Euler-Lagrangen yhtilon vahva muoto. Téssd kappaleessa muotoillaan
energiafunktionaalin minimointiongelmaa vastaavan Euler-Lagrangen yhtéalon vahva
muoto. Niin saadaan lisdéd ehtoja, jotka minimointiongelman ratkaisu vélttadméatta
toteuttaa. Ennen Euler-Lagrangen yhtélon vahvaan muotoon perehtymistd on todet-
tava, ettd van der Waals-Cahn-Hilliardin energiafunktionaalin minimoivalle funktiolle
uyg € K,,,(Q) piitee itseasiassa ug € C*(2) N CH(Q).Tité sddnnollisyysteoriaan liitty-
véa tulosta ei todisteta téssa tutkielmassa. Tulos voidaan perusteella samalla tavalla
kuin kirjassa [12, s. 316]. Tarkkaan ottaen minimoijan sd&nnollisyys ei seuraa tésté
kirjassa [12] esitetysté tuloksesta, mutta todistus on aivan samanlainen kuin kyseisen

lauseen todistus.

LAUSE 63. Olkoon 0 avoin joukko siten, ettd 0Q on C*—pinta. Olkoon lisdksi
ug € K,, C WH2(Q) energiafunktionaalin J.(u) minimointiongelman ratkaisu. Tdlldin
u = ug toteuttaa Fuler-Lagrangen yhtdlon vahvassa muodossa, el

—2eAu+ 2(u® —u) — A =0 kaikilla z € Q.
(12)
Vu-n=0 kaikilla x € 0.

TobisTus. Aiemmin on todistettu, ettéd variaatiointegraalin minimoija toteuttaa
Euler-Lagrangen yhtélon heikossa muodossa. Muokataan seuraavaksi Fuler-Lagrangen
yhtélon heikkoa muotoa (10). Huomataan ensin, ettd tulon derivointisdénnon nojalla
patee

div (Vu - ¢(x)) = Au-(z) + Vu - Vi (z).

Tamén tuloksen soveltaminen yhdessd divergenssilauseen kanssa antaa yhtalon

/Qdiv (V- () dx:/QAu-@b(a:) dx+/QVu-V¢(x) d:v:/m(Vu-ﬁ)w(:v) ds.

Tasté seuraa, etta

ze/Qw-w(x) dxzze/m(vu-ﬁw(m) dS—Qe/QAu-iﬂ(a:) dz.

Kun tdma sijoitetaan Euler-Lagrangen yhtédlon heikkoon muotoon, saadaan yhtalo

(13) /Q <—26Au + %(u?’ —u) — /\) Y(z) dr + /aQ 2¢(Vu - i)p(x) dS = 0,
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jonka funktionaalin J.(u) minimoija toteuttaa kaikilla ¢ € C*°(€2).

Valitaan nyt ¢ € C§°(Q2). Tallsin
/ 26(Vu - i)ib() dS = 0,
o9
jolloin yhtélostéd (13) seuraa variaatiolaskennan peruslauseen nojalla, etta
4 _
—2eAu+ —(u” —u) — A =0 kaikilla 2 € Q.
€

Nyt minimoija ug on differentiaaliyhtélén —2eAu+ 2 (u® —u) — A = 0 ratkaisu. Niinpé
yhtélo (13) yksinkertaistuu muotoon

2¢ /m(Vu -1n)(x)dS = 0.

Variaatiolaskennan peruslauseen nojalla tamé on totta kaikilla ¢ (z) € C*(Q) jos
ja vain jos Vu -1 = 0 kaikilla x € 0€2. Nyt on osoitettu, ettd energiafunktionaalin
minimoija ug toteuttaa vaitteessa esitetyt ehdot. 0
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4. Minimointiongelman ratkaisut

Edellisessa kappaleessa osoitettiin, ettd van der Waals-Cahn-Hilliardin energia-
funktionaalien perheeseen kuuluvilla funktionaaleilla J.(u) on minimoiva alkio jou-
kossa

K%an{uewﬂ%m:%ﬂL¥Mx:mL

missd m € (—1,1) ja Q C R"™ on rajoitettu alue. Seuraavaksi onkin luontevaa siirtya
pohtimaan, millaiset funktiot antavat energiafunktionaaleille pieniéd arvoja. Myo6s mi-
nimiarvojen suuruutta olisi tarpeellista pystyé arvioimaan.

Téssé kappaleessa pureudutaan tarkemmin variaatio-ongelman ratkaisuiksi kelpaaviin
funktioihin. Vaikka minimoijafunktioiden lausekkeita ei voidakaan esittaé eksplisiitti-
sesti yleisessd tapauksessa, niiden voidaan osoittaa toteuttavan muitakin mielenkiin-
toisia ehtoja kuin edellisessé kappaleessa esitetyt Euler-Lagrangen yhtélét. Seuraava
lause on tdméan tutkielman péétulos. Lause asettaa ehtoja funktionaalin J(u) mini-
moijille, kun ¢ — 0. N&iden ehtojen valossa minimointiongelman ratkaisufunktioista
tiedetéédn jo paljon enemmén kuin edellisessé luvussa esitettyjen Euler-Lagrangen yh-
taloiden perusteella tiedettiin.

LAUSE 64. Olkoon Q2 C R™ rajoitettu alue siten, ettd 092 on C'—pinta. Télloin
kaikille € > 0 on voimassa

1
inf (/ e|Vul> + =(1 — u2)2da:) <C
Q €

u€EKm

jollakin C' € R.

Erityisesti, jos (ue)eso on perhe siten, etti u. on funktionaalia J.(u) vastaavan mini-
mointiongelman ratkaisu, niin seuraavat ehdot pdtevdt

i) limeg |uc(z)] — 1 LYQ)—normin mieless.

ii) Olkoon (u., )%, jono siten, etti € — 0 kun k — oo. Tdlléin on olemassa jonon
(e, )72y LY(Q)—normin mielessi suppeneva osajono (ue, )oo, — ug(x) siten, ettd

up(r) = XE — Xo\E

missd E C € on mitallinen joukko.

Lauseen todistus on tdmén tutkielman keskeisin tulos. Todistus on varsin pitka
ja syvillinen, joten se esitetddn omassa kappaleessaan hieman mychemmin. Pereh-
dytéén sitd ennen hieman yksinkertaisempaan erikoistapaukseen, joka toimii hyvané
johdatteluna Lauseen 64 todistukseen.

4.1. Johdattelua Lauseen 64 todistukseen. Téssé kappaleessa tarkastellaan
erastd energiafunktionaalin minimointiongelman erikoistapausta. Oletetaan, etté
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Q= (-11)ja K = {u € W?Q) : [yudr = 0}. Pian osoitetaan, ettd téiméin
variaatio-ongelman minimiarvolle l6ydetdédn yksiulotteisessa tapauksessa luvusta e
riippumaton ylaraja. Tamén jédlkeen on helpompi syventyé yleiseen tapaukseen, jo-
hon sovelletaan samankaltaisia menetelmié hieman monimutkaisemmin.

Yritetddn seuraavaksi 16ytad funktio, joka kuuluu joukkoon K sekéd antaa energia-
funktionaaleja vastaaville variaatiointegraaleille mahdollisimman pienié arvoja. Paét-
telyn tavoitteena ei ole ratkaista minimointiongelmaa vaan pohtia, mitd ominaisuuk-
sia ratkaisuksi kelpaavalla funktiolla téytyy olla. Ndin minimiarvolle saadaan myés

yléraja.

Ensimmaéinen ehdokas energiafunktionaaleille pienié arvoja antavaksi funktioksi voisi
olla funktio

i (x) = 1,  kunze (—1,0]
-1, kunz € (0,1).

Funktiolla on epéjatkuvuuskohta origossa, mutta muualla selvésti
|Vu*]? = (1 —u?)* = 0.

Funktio u*(z) ei kuitenkaan ole W2 ((—1,1))-funktio. Osoitetaan tdméi antiteesin
avulla:

Olkoon ¥(z) € C§°((—1,1)). Tallsin

/(_171) W (@)t (z) de = /0(_1) Y (2) dx—i—/oll Y (z) da

= —(0) + 9(—1) + ¥ (1) — 1(0) = —2¢(0).

Koska oletettiin, ettd u* € W?((—1,1)), niin Lauseen 42 nojalla on olemassa funktio
v e LP((—1,1)), joka toteuttaa ehdon

/ b()(z) dz = — / (@) (2)dz = 2(0)
(-1,1) (-1,1)

kaikilla ¥ (z) € C§°((—1,1)). Talloin funktio v on funktion u* Sobolev-gradientti véa-
lilld (—1,1).

Konstruoidaan seuraavaksi jono ¢, (z) — () sileitd funktioita siten, etté
0 < 9,(x) <1 kaikilla x € (—=1,1), n € N seké ¢, (z) — 0 kaikilla z # 0 kun n — oo.
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Olkoon liséksi 1,,(0) = 1 kaikilla n € N. Télloin

1
2=20,(0) = [ bu(o)e(e) ds
-1
kaikilla n € N. Tdm#& on ristiriita, silld aiemmin oletettiin, ettd 1, (z) — 0 kaikilla
x # 0 kun n — oo. Tésté seuraa, ettd

1

lim 11%(1:)1}(:10) de =0 # 2.

n—oo [

Niinp& u*(z) ei ole Wh2((—1,1))—funktio.

Pyritddn nyt 16ytdmidan Wh2((—1,1))—funktio, joka yhtyy origon ulkopuolella funk-
tioon u*. Asetetaan o < 1 ja konstruoidaan funktio v, seuraavasti:

Olkoon v,: (—1,1) — (=1,1),

—1, kunz € (—1,—q]
vo(x) =4q %, kunz € (—a,q]
I, kunz € (o,1).

Osoitetaan ensin, ettd v,(z) € K. Funktio v, on selvésti pariton funktio, joten
fjl vedz = 0. Riittéd siis osoittaa, ettd v, € W12((—1,1)).

Osoitetaan suoralla laskulla, etté funktio v, on Wh2((—1, 1))—funktio, jonka Sobolev-
derivaatta on

Havaitaan ensin, ettd v/, (z) on L?*((—1,1))—funktio. Olkoon ¢(x) € C§°((—1,1)).
T4&lloin on voimassa

-1

/(_171) Vo (2)Y' () do = /a —'(x) dx + /_C; gw’(a:) dz + /al W () dz

[ @ L+~ vte)
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— —(-a) + U1 +6(@) — (=) = [ 6 S o+ o(1) - vla)

:_/a¢(x)-ldx+¢(—1)+ (1)=—/aw(as)-ldfﬂ
—a R S e “

= /_1a 0-(x)da — /_Z éw(a:) da + /a1 0-t(x)de = — /(_171) v (@)¢() da.

Niinp# v, (z) on Lauseen 42 nojalla W2((—1,1))—funktio. Siispd v,(z) € K.

Energiafunktionaalin J.(u) lausekkeessa oleva parametri ¢ > 0 asettaa funktionaalin
termeille erdénlaiset painokertoimet. Taméan vuoksi myos variaatio-ongelman ratkai-
su riippuu parametrin € arvosta. Funktion v,(x) avulla 16ydetéaéin kuitenkin sellainen
yldraja energiafunktionaalin J(u) minimiarvolle joukossa K, ettei se riipu parametrin
€ valinnasta. Osoitetaan tamé valitsemalla u = v,. Huomataan ensin, etté

@ 1
J(vg) = / €|Vua|* + = (1 — UZ)de,
_ €

«

silld €| V|2 + 2(1 —02)? =0, kun z € (=1, —a] U (a, 1).
Kun z € (—a, @), niin |[Vu,| = 1. Siten

1 a
1 2 2
/e[Vvalzdx:e/ e 22X
1 a? a? o«

—

Lasketaan my0s variaatiointegraalin toisen termin arvo kun u = v,. Tulokseksi saa-
daan

1 « « 2 4
1 1 1 2
/ —(1—03)26156:—/ 1—2v§+v§d:r:—/ 1—%+x—4

N €J o o e
1 223 n z® 1 - 16
€ 3a2  bat 7a_ 15¢

Integraalin lineaarisuuden nojalla ylld olevista laskuista seuraa, etté

2 16
J.(va) = 2¢  10a

a ' 15’
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Kun nyt valitaan o = €, niin

2¢ 16¢ 1
Jeve) = =+ 15, =3+ 15

Niinpa C' = 3 + % kelpaa ylarajaksi funktionaalin minimiarvolle kaikilla € > 0.

HuoMmAuTUs 65. Edelld olevasta paattelysté ei seuraa, ettd funktio v, olisi variaatio-
ongelman ratkaisu. Ratkaisun tdytyy kuitenkin minimoida funktionaalin J.(u) arvo
joukossa K, joten funktionaalin minimiarvo voi pééttelyn nojalla olla korkeintaan
3+ 1—15 kaikilla € > 0.

4.2. Lauseen 64 todistus. Palataan nyt Lauseeseen 64, ja esitetéin sille todis-
tus, jossa hyodynnetddn myos edellisessé kappaleessa esiettyja padttelyita.

Tobistus. Todistetaan aluksi Lauseen 64 ensimméinen véiite. Osoitetaan, etti
kaikilla € > 0 on voimassa

1
inf (/ e|Vul* + =(1 — u2)2dx) <C
ueEKm Q €
jollakin C' € R.

Todistus perustuu samaan ideaan kuin edellisen kappaleen johdatteleva esimerkki.
Olkoon w € R™ yksikkovektori, siis |w| = 1 . Mééritellddn kaikille luvuille t € R
funktio u;: R™ — R,

-1, kuinz-w <t—c¢
w(r) ==t kunt—e<z-w<t+e
1, kun x-w >t + €,

missa € > 0.

Funktion wuy(x) lausekkeesta ndhdddn helposti, ettd se on jatkuva kaikilla ¢t € R.
Funktion voidaan osoittaa olevan myds W'?(Q)—funktio, jonka heikko derivaatta on

0, kinz-w<t—e
Vu(r) =¢ %, kunt—e<z-w<t+e
0, kinz-w>t+e

Taméa osoitetaan samalla tavalla kuin edellisessé kappaleessa todistettiin, ettd v, €
Wi2(Q).

Koska 2 on rajoitettu joukko, niin kaikille pisteille x € Q pétee x-w < t—e kunt — oo.
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Niinpé us(x) = —1 kaikilla 2 € Q kun t — oo. Téalloin myos ‘51' Jowi(z) de = —1.

Vastaavasti padtellddn, ettd kun t — —oo, niin = - w > t + € kaikilla x € Q. Tal-
16in uy(z) = 1 kaikille z € Q, joten & [, uy(z) dz = 1.

Kuvaus I(t) = ‘51' Jo ui(z)dx on selvisti jatkuva. Liséksi on osoitettu, etté I(t) — —1
kun ¢ — oo ja I(t) — 1 kun t — —oo. Jatkuvien funktioiden véliarvolauseen no-
jalla funktio I(t) saavuttaa reaaliakselilla kaikki arvot véliltd (—1,1). Niinpa kaikille
m € (—1,1) on olemassa luku t, € R siten, ettd I(ty) = m. Taméi tarkoittaa, etta
kaikille m € (—1,1) on olemassa funktio u;,, , jonka keskiarvo alueessa 2 on m. Koska
u; € WH2(Q) kaikilla ¢t € R, niin kaikille m € (—=1,1) on funktio u;, € K,,.

Koska joukko €2 on rajoitettu, se siséltyy johonkin n-ulotteiseen kuutioon, siis 2 C

Qr = [ R, R|" jollakin R € R. Tamé&n nojalla saadaan seuraava arvio liittyen joukon,
jossa Vuy(x) # 0, mittaan.

A=0N{t—e<z-w<t+e}| <|QrN{t—e<z-w<t+e}| <CR" e < Cre

Arviota soveltamalla saadaan

2
1
/G\Vutm(az)\2dx:/e-w?dx:e-—Q-]Qﬁ{t—egx‘w§t—|—6}|§%~Cle:C1.
Q A € € €

Nyt on osoitettu, ettd kaikille m € (—1,1) on olemassa W'%(Q)— funktio w,,, (),
jonka keskiarvo alueessa Q on m, ja jolle integraali [, [Vuy, (z)[*dx on rajoitettu.

Kun tarkastellaan integraalia [,(1 — u )?dx, huomataan, etté integrandi on 0 kai-

killa z € @\ A, silld télloin u, () = £1. Helposti ndhdéén myés, ettd (1 —uf )? <1
kaikilla x € A. Niinpa saadaan arvio

1 1 1
—/(1—u,52m)2d:v§—/1dx:—|A]§Cl
Q €Ja €

€

kaikilla € > 0.

Néiden péaattelyiden nojalla kaikilla € > 0 pétee

1 1
inf (/ e|Vaul|? + = (1 — u?)? dx) < / eVuy, + —(1—uj )?dx <204,
Q € Q €

ueKm

mista vaite seuraa.

Otetaan seuraavaksi késittelyyn Lauseen 64 toinen puoli ja todistetaan seuraavat
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vaitteet:

Jos (u¢)eso on perhe siten, ettd u. on funktionaalia J.(u) vastaavan minimointion-
gelman ratkaisu, niin

i) limc o |uc(z)] — 1 L'(2)—normin mielessi.
ii) Olkoon (ue, )7, jono siten, ettd ¢ — 0 kun k& — oo. Télloin on olemassa jo-

non (ue, )72, L'(©2)—normin mielessé suppeneva osajono (ue, )i, — ug(x) siten, et-
tid ug(r) = xXg — Xa\g, missd £ C 2 on mitallinen joukko.

Olkoon u, € K,, funktio, joka minimoi variaatiointegraalin J.(u) arvon joukossa
K,,. Ailemmin on osoitettu, ettd téllainen funktio on aina olemassa. Lauseen ensim-
méisen véitteen nojalla jollain C' € R pétee

1 1
/ —(1 —u?)?dz < / e|Vue|> + (1 —u?)*dr < C.
Q Q €

€

Koska

1
/ ~(1 —u?)?*dz < C, niin lim [ (1 —u?)*dz = 0.
Q

€ =0 Jo €
Tisté seuraa, ettd u? — 1 L?(2)—normin mielessi. Toisin sanoen
lim [|uf — 1 =0.
lim [|ug = 1| 2(0) = 0
Nyt Holderin epéayhtdlon nojalla pétee

lin [[u? — 1|3y < T |12y 62 = 1lz20 = VIRT- 0= 0.

Niinpd u? — 1 L'(Q)—normin mielessi, kun ¢ — 0. T#std puolestaan seuraa, etti
|u| — 1 L' (2)—normin mielessi kun € — 0. Viite i) on nyt todistettu.

Viitteen ii) todistusta varten konstruoidaan jono (u., )5, variaatio-ongelman rat-
kaisuja siten, ettd ¢ — 0 kun & — oo. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tdmé jono on
rajoitettu W1 (Q)—normin mielessi. Kiytetiin apuna niin sanottua leikkurifunktio-
ta, joka voidaan konstruoida seuraavasti:
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T:R =R,
1 1
% kun T> 5
T(x)=4q 2, kun —i<z<j;
1 1
-3, kun x < —3.

Otetaan kayttoon merkinta ., (x) = Y(u.,(x)). Huomataan, ettd Vi, (x) = 0 kun
z € {zx € Q: |ug(x)| > 1}, silld funktio on téssd joukossa vakio. Muualla puolestaan
72 < 12 1

u;, <5 =1 Nyt saadaan arvio

022/|Vu5k|-|1—ufk]dm > 2/|Vzi€k|~|1—dfk|dx
Q Q

3 3
22/—|Vu2k(x)|dx > —/|Vu“€k(x)|dx.
o4 2 Ja

Ensimméinen epéayhtélo seuraa Youngin epéayhtélon erikoistapauksesta 68 ja tiedos-
ta, ettd J(ue) on rajoitettu. Ylldolevan epdyhtédlon nojalla voidaan nyt todeta, ettd
funktiot V., ovat rajoitettuja | - ||; —normin mielessé kaikilla k& € N.

Liséksi Poincarén epéayhtalostéd seuraa, ettéd ehto

1
1JQ Q

on voimassa joillakin Cy, C € R.
Koska funktioiden 4, keskiarvojen on oltava vélilld (—3, 1), niin yht#lostd (14) seu-
raa, ettd funktiot ., ovat rajoitettuja || - |[[;— normin mielessd. Téstd puolestaan
seuraa, ettd funktiojono (., )3, on rajoitettu normin || - ||1; suhteen. Nyt Rellich-
Kondrachovin lauseesta seuraa, etté jonolla (i, )32, on osajono (te, )n;, joka suppe-
nee avaruudessa L' (2) kohti funktiota . Liséiksi voidaan olettaa, ettd limy_, oo te, () =
1o mk x € Q.

Funktion T méaritelmén nojalla pétee

Jtie,, ()] = T (ue, (2))] = T(Jue, ()))-
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Koska T on jatkuva funktio ja |u.| — 1 kun € — 0, niin

. . 1
Jim g, (2)] = lim T(jue (z)]) = T(1) = 5.
—00 k—00 2

Talloin ) )
lig(7) = §XE(~’U) — sx\&(7)

2
jollekin mitallisella joukolle £ C 2.

Koska |u, | — 1 kun & — oo, niin rajafunktion o(z) esityksestd seuraa, ettd jo-
nolla (u., )72, on osajono, joka suppenee kohti rajafunktiota

ug(z) = xp(v) — XQ\E(fE),

missd £ C ) on mitallinen joukko. Nyt Lauseen 64 kaikki kohdat on todistettu. [

4.3. Tarkempi arvio 1l-ulotteiseen tapaukseen. Palataan van der Waals-
Cahn-Hilliardin energiafunktionaalin minimointiongelman yksiulotteisen tapauksen
pariin. Pyritdén siis minimoimaan funktionaalia

1
1
J(u) = / ew” + =(1 —u?)?da

1 €

avaruudessa K,,((—1,1)) = {u € W12?((-1,1)) : f_lludx = m}, missi m € (—1,1).
Kappaleessa "Johdattelua Lauseen 64 todistukseen” l6ydettiin yldaraja funktionaalin
J.(u) minimiarvolle joukossa K = {u € W2((—1,1)) : [*, u = 0}. Kyseinen yliraja

oli 34 L

5, ja sen osoitettiin olevan voimassa kaikilla € > 0.

Seuraava lause méérittaéd energiafunktionaalin minimiarvon joukossa K, kun € — 0.

LAUSE 66. Olkoon K, ((=1,1)) = {u € W'((=1,1)) : L [1 u = m}, missi
m € (—1,1). Talloin

PR . 8
inf /eu'+—(1—u)dm — =
wEKm(~1,1) \ J_; € 3
kun € — 0. Minimoijille on lisiksi voimassa seuraava ehto:

Olkoon (ue, )7

1
(e )72y LH((1,
ettd

jono siten, ettd € — 0 kun k — oo. Tdlléin on olemassa jonon
1))—normin mielessd suppeneva osajono (ue, )oo; — ug(x) siten,

UO(I) = X1 = X(=1,0\I
missa I C (—1,1) on vdli.
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TobisTus. Ratkaistaan aluksi differentiaaliyhtélo

(15) u' = 1(1 —u?).

€

Kyseinen differentiaaliyhtélé saadaan helposti muokattua muotoon

e-u

1—u2:1'

Kyseessd on siis separoituva differentiaaliyhtéls, johon voidaan soveltaa yleista rat-
kaisumenetelméé. Tietoa separoituvista differentiaaliyhtéloistd sekéd niiden ratkaisu-
menetelméstd 1oytyy kirjasta [14]. Separoituvan differentiaaliyhtélon (15) ratkaisu
toteuttaa yleisen separoituvan differentiaaliyhtélon ratkaisukaavan nojalla yhtélon

1
(16) 6/1_u2du:/1d:1:.

Vasemmanpuoleinen integraali voidaan kirjoittaa muodossa

1 1 1 1 1
/ du:—/ du——/ du,
1—wu? 2) u—1 2) u+1

joka voidaan helpohkosti laskea sijoitusmenetelmilléd. Kun integraalit lasketaan, yh-
tdlo (16) saadaan muotoon

(nju+1]—Inju—1]) =2+ C.

u+1‘—exp(§-(:€+0)).

u—1

DO |

<~

Tamén yhtélon ratkaisu on

exp (3(z+C)) —1
exp (2( '

[SONIN]

we(z) =

8
+
3
_I_
—_

Funktio w,(z) on aidosti kasvava, joten w’ > 0 kaikilla z € (—1,1). Liséiksi 1 —w? > 0
kaikilla x € (=1, 1), silld w.(z) € (—1,1) kaikilla z € R. Valitaan seuraavaksi b = w
jaa =1—w? Koska w. on differentiaaliyhtilon (15) ratkaisu, niin b = <. Téllsin
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Liitteessd A esitetty epayhtilo 68 on yhtdlo, mistd seuraa, ettéd

1 1 1
(17) / ew? + = (1 —w?)* do = 2/ wi (1 — w,) dz.

1 € 1

Tehdéén seuraavaksi muuttujanvaihto y = we(z). Nyt integraali (17) yksinkertaistuu
muotoon

! 1 Tk 2 2 8
242 (1 —w? 2ly—=| =2(=—-(-2))=-.
/_lrswE - 6( w?) dr — [y 3}_1 (3 ( 3)) 3

Funktio w.(z) on W12~ funktio. Kun funktion w.(x) lausekkeessa olevalle vakiol-
le C' annetaan sopiva luvusta m riippuva arvo, saadaan funktio w,,(z), jonka keskiar-
vo vilin (—1,1) yli on m € (—1,1). Téllainen vakio C' 16ytyy kaikille m € (—1,1),
sillda vakion C' arvon muuttuminen on kuvauksena ainoastaan siirto x-akselin suun-
nassa. Funktiot wy,(x) kuuluvat siten avaruuksiin K,,. Kun € — 0 niin w,,(1) — 1
ja w,(—1) — —1. Niinpé variaatiointegraalin arvo funktioille w,,(x) ldhestyy lukua
% kun e — 0. Téasté seuraa, etté

bos 1 8
inf (/ eu”" 4+ =(1— uz)zdx) <2
Km \J_; € 3

kun € — 0.

Osoitetaan seuraavaksi, etta % on myos pienin mahdollinen yléraja variaatiointegraa-
lien minimiarvolle. Olkoon u.(x) funktionaalia J.(u) vastaavan minimointiongelman
ratkaisu. Aiemmin osoitettiin, ettd kun ¢ — 0, niin v?(z) — 1 L'—normin mielessé.
Téamén nojalla 16ydetddn a,b € (—1, 1) siten, ettd kaikille 6 > 0 on olemassa € > 0,
joka toteuttaa ehdot u.(a) < —1+ 9 ja u.(b) < 1 — d. Toisin sanoen, kun € — 0, niin
arvot uc(a) ja u.(b) ovat mielivaltaisen lihelld lukuja -1 ja 1. Nyt Lauseen 68 avulla

saadaan

1 b b
1 1
/ eu'f—l——(l—uz)Qd:EZ/ eu’62+—(1—uz)2dx22/ 11— w?||ul| dw.
- a € a

1 €
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. .. . .. 3 .. .. .
Huomataan seuraavaksi, ettd |1 — u?|u.| = |v'|, missd v = u. — %. Niinpé analyysin
peruslauseen nojalla saadaan

Lo b v(b) v(b)
/ eu. —|——(1—uf)2dx22/ \1—uf||ué]d:c:2/ \v’\d:sz/ v dx
€
13 1 a v(a) v(a)
(18) 0 g

=2((v(b) — v(a)) > 2((v(1) —v(-1)) — 0 =2 <§ + §> S g — 0,

missd 0 riippuu ainoastaan luvusta 6. Kun e — 0, niin uc(a) < =146 jau(b) >1-4
mielivaltaisen pienilld luvun ¢ arvoilla. Niinpd ¢ — 0 kun € — 0. Niinpa

boa 1 8
inf (/ eu'” + = (1 —u?)? dx) > —.
Km \J_1 € 3

8

3 on myos ylidraja kyseiselle infimumin arvolle, en-

Koska aiemmin osoitettiin, etté
simmainen vaite seuraa tasta.

Osoitetaan vield toinenkin viite todeksi. Lauseesta 64 seuraa, ettd funktionaale-
ja Jc(u) vastaavista minimoijista konstruoidulla jonolla on osajono, joka suppenee
L'—normin mielessi kohti funktiota ug(z) = xp — x(-1,1)\p, missié E C (—1,1) on
mitallinen joukko. Téaytyy siis osoittaa, ettd joukko E on yhtendinen, jolloin se on
vili. Yhtélostd (18) seuraa, ettd funktionaalin J(u)co arvo kasvaa vihintién § :lla
aina, kun funktion u arvo kasvaa luvusta -1 lukuun 1 tai vihenee luvusta 1 lukuun
-1. Niinpé funktio uy voi "hypéatd” arvojen -1 ja 1 valilla vain kerran, sillda mini-
mointiongelman ratkaisun on osoitettu olevan %. Téasté seuraa, ettd rajafunktion wug
lausekkeessa olevan mitallisen joukon E on oltava vili, mista viite seuraa. Koska ra-
jafunktio ug vaihtaa arvoaan vain kerran ja sen keskiarvon on oltava m, niin vélin
on liséksi oltava muotoa (—m, 1) tai (—1,m). O
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Liite A. Youngin epiyhtilo

Téassé liitteessd perehdytddn Youngin epayhtéloon, joka on térked tyokalu esi-
merkiksi variaatiointegraalien arvioimisessa. Youngin epayhtalon perusmuodon lisdksi
liitteessé esitelladn eréds erikoistapaus, jota sovelletaan tésséd tutkielmassa useamman
kerran.

LAUSE 67 (Youngin epédyhtils). Olkoot a,b € [0,00) ja olkoot p > 1 ja ¢ < c©
lukuja siten, ettd % + % = 1. Talléin on voimassa

al b
ab < — + —.
b q

ToDpISTUS. Youngin epayhtilo todistetaan kirjassa [8]. O

Seuraavaa erikoistapausta Youngin epayhtélosta kutsutaan myos Peter-Paulin epéyh-
taloksi.

LAUSE 68. Olkoot a,b € [0,00) ja € > 0. Tdllgin on voimassa

b < a? _i_eb2
a — 4+ —.
— 2¢ 2

Yhtisuuruus on voimassa jos b = 2.

TobisTus. Lause seuraa Youngin epayhtalosta. Valitaan p = ¢ = 2, ja
a = % sekd b’ = \/eb, missd € > 0. Nyt Youngin epdyhtilon nojalla pitee

a? bt oa? eb?
b= L Jab=at <L 4 L
“ Veb=al <o+ o =5+

Osoitetaan vield, ettd Peter-Paulin epdyhtdld on yhtéls, jos b = £. Oletetaan, ettd
b= 2. Talloin pétee

(19) ab = o = 200 _a®  a®_ o (O _a + ﬁ,
€ 2¢ 2¢  2¢ 2€ 2 2€ 2

miké osoittaa vaitteen todeksi. O
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