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Rungen lause ja sovelluksia inversio-ongelmiin

Mikko Salo

1 Johdanto

Inversio-ongelmat eli kdanteiset ongelmat liittyvéat usein kuvantamisongelmiin,
joissa tuntemattoman kappaleen sisdltd pyritdan saamaan tietoa kappaleen reu-
nalla tai ulkopuolella tehtdvien mittauksien avulla. Tuttuja esimerkkejé téllai-
sista kuvantamisongelmista ovat mm. rontgentomografia ja ultradénikuvaus.
Kuvantamisongelmia voidaan analysoida matemaattisilla malleilla, joiden
tutkimus on inversio-ongelmien matemaattisen teorian keskitssi. Seuraavassa
on kolme esimerkkié kysymyksisté, jotka ovat olleet téarkeitd téssé teoriassa:

1. Calderénin ongelma: voidaanko potilaan sisalta tuottaa kuvia tekemaél-
14 séhkoisid mittauksia iholla?

2. Gel’fandin ongelma: voidaanko kappaleen rakenne selvittda ldhettamaél-
14 ddniaaltoja kappaleen pinnalta ja mittaamalla sironneita aaltoja?

3. Matka-aikatomografia: voidaanko maapallon ytimen rakenne selvittia,
jos tunnetaan maanjaristysten kulkuajat maapallon 14pi?

Matemaattisesti ylldolevia ongelmia voidaan mallintaa seuraavien osittais-
differentiaaliyhtaléiden avulla:

div(e(z)Vu) =0 (johtavuusyhtals)
Otu — c(x)*Au =0 (aaltoyhtals)
Xu=0 (kuljetusyhtals)

Téssé ¢(x) on positiivinen funktio, joka kuvaa eri kudosten sdhkénjohtavuutta
tai aaltojen nopeutta kappaleen sisélla, ja X. on geodeettinen vektorikenttd, joka
mittaa muutosta ddnennopeuteen c(x) liittyvid geodeesikdyrid pitkin.

Kaikissa niissd kuvantamisongelmissa voidaan hallita tai mitata ratkaisu-
jen u arvoja kappaleen reunalla, ja néistd mittauksista on pyrittdva saamaan
tietoa tuntemattomasta funktiosta ¢ kappaleen sisdlld. On huomattava, etta yl-
ldolevat yhtalot ovat varsin erityyppisid. Differentiaaliyhtéloiden luokittelussa
johtavuusyht&lo on elliptinen (ei sisélla aikaparametria, ratkaisut ovat yleen-
sé sdannollisia), aaltoyhtdls on hyperbolinen (sisaltdd aikaparametrin, ratkaisut
koostuvat aarelliselld nopeudella etenevistd aaltopaketeista eivitki ole valtta-
méittd sdannollisid), ja kuljetusyhtdlo on ensimméistéd kertalukua.



Erés luonnollinen ajatus kuvantamisongelmien ratkaisemiseksi on, ettd py-
rittéisiin kiyttdmé&an erityisid reuna-arvoja, joita vastaavat ratkaisut u siséltéi-
sivit paljon informaatiota tuntemattomasta funktiosta c¢(x) kappaleen sisillé.
Tamaé ajatus heréattdd seuraavanlaisia kysymyksia:

e Milta ylldolevien yhtéldiden ratkaisut voivat yleensé ottaen nayttaa?

e Voidaanko tuottaa ratkaisuja, jotka fokusoituvat jonkin sisdpisteen tai pin-
nan laheisyyteen?

e Voidaanko tuottaa ratkaisuja, joiden kokoa tai profiilia kappaleen eri koh-
dissa voidaan muokata halutunlaiseksi?

Osoittautuu, ettd ratkaisujen muotoa voidaan tietyissd tapauksissa hallita
yhtélon asettamien rajoitteiden puitteissa. Avainsanoja ovat ratkaisujen approk-
simaatio-ominaisuudet, kontrolloitavuus ja singulariteettien eteneminen. Ellip-
tisten yhtéldiden, kuten johtavuusyhtalon, ratkaisujen approksimoinnin varhai-
sia tuloksia on kompleksifunktioiden teoriassa esiintyvd Rungen lause (1885).

Ratkaisujen approksimaatio-ominaisuuksia on kiytetty inversio-ongelmien
matemaattisen teorian eri osa-alueilla. Viime aikoina on huomattu, etté varsin
erilaisten yhtaloiden kasittelysta 16ytyy yllattavia yhteisia piirteitd. ERC Con-
solidator Grant -projektissani (2018-2022) tutkitaan matemaattisten inversio-
ongelmien yhtenéisteorian mahdollisuutta, ja ratkaisujen approksimointi muo-
dostaa yhden (pienen) osan projektista.

Tamaé teksti on johdatus elliptisten yhtéléiden ratkaisujen approksimaatio-
ominaisuuksiin klassisten esimerkkien kautta. Kappaleessa 2 esitellddn Run-
gen approksimaatiolause kompleksitason analyyttisten funktioiden tapaukses-
sa. Kappale 3 puolestaan késittelee harmonisten funktioiden approksimointia,
ja esittelee todistuksissa kaytettdvid menetelmii. Kappaleessa 4 esitellddn joi-
tain aihepiirin viimeaikaisia sovelluksia inversio-ongelmien tutkimuksessa.

2 Rungen lause

Kerrataan lyhyesti asiaan liittyvid kompleksianalyysin késitteitd (seuraavat asiat
16ytyvét esimerkiksi oppikirjasta [10]). Jos © C C on avoin joukko, sanotaan,
ettd funktio f : Q2 — C on analyyttinen joukossa €2, jos kaikille zg € Q komplek-

sinen raja-arvo
lim f(z) = f(20)
2—20 zZ— 20

on olemassa. Toinen yhtépitdva méaritelma voidaan antaa potenssisarjojen avul-
la: funktio f :  — C on analyyttinen jos ja vain jos jokaisessa avoimessa kie-
kossa B(zp,r) C Q funktio f voidaan esittdd potenssisarjana

f(z)zZaj(z—zo)j, z € B(zo,T),

j=0



joka suppenee tasaisesti jokaisessa suljetussa kiekossa B(zg, p) kun p < r.
Ylldolevasta ehdosta seuraa, ettéd jokainen analyyttinen funktio voidaan esit-
ta4 kompleksisten polynomien

P(z) =) aj(z—z0)’

-

Jj=0

tasaisena raja-arvona, ainakin jokaisessa alueeseen () sisdltyvésséa suljetussa kie-
kossa. Kompleksiset polynomit toimivat siis rakennusosina, joista analyyttisid
funktioita voidaan muodostaa. On luonnollista kysyé, voidaanko analyyttiset
funktiot esittdd polynomien raja-arvoina myos suuremmissa joukoissa tai mah-
dollisesti koko alueessa 2. Erids klassinen vastaus tdhén kysymykseen saadaan
seuraavasta lauseesta (ns. Rungen approksimaatiolause):

Lause 1 (Runge 1885). Olkoon f analyyttinen funktio avoimessa joukossa (2,
K C Q kompakti joukko, ja C\ K yhtenéinen. Télldin on olemassa jono (P;)52,
kompleksisia polynomeja, siten ettd P; — f tasaisesti joukossa K.

Rungen approksimaatiolauseesta esiintyy monia eri muotoja. Erds vahvempi
muoto on Mergelyanin lause (1951): jos K C C on kompakti joukko, C\ K on
yvhtendinen, ja f : K — C on jatkuva funktio, joka on analyyttinen joukon K
sisuksessa int(K), niin talléin funktiota f voidaan approksimoida polynomeilla
tasaisesti joukossa K.

Tulkitaan seuraavaksi Rungen lause hieman uudella tavalla. Analyyttiset
funktiot voidaan méaéaritelld myos Cauchy-Riemannin yhtdldiden avulla: jos f :
Q) — C on analyyttinen, jos f = u + iv missé u ja v ovat funktion f reaali-
ja imagindiriosat, ja jos z = (x,y), niin télléin u ja v toteuttavat Cauchy-
Riemannin yhtélot joukossa €2

Uy = Uy,

Uy = —Vg.

Yhtalot voidaan esittaé kompaktisti maaritteleméllda kompleksiset (Wirtingerin)
derivaatat

0f = 3(0:f +i0,)
0f = 30 0, 1),

Nyt Cauchy-Riemannin yht&lot voidaan kirjoittaa yhtapitévésti muodossa
df =0 joukossa €.

Kisntéen, jos f : © — C on jatkuvasti derivoituva funktio ja 0 f = 0 joukossa €,
niin télloin f on analyyttinen joukossa 2. (Ehto, etté f on jatkuvasti derivoituva,
voidaan poistaa kiyttdmailla sopivaa derivaatan heikkoa mééritelméé.)



Huomataan seuraavaksi, ettd jokainen kompleksinen polynomi P toteuttaa
yht#lon P = 0 koko kompleksitasossa C (ts. P on kokonainen funktio). Lisiksi
Liouvillen lauseen erés muotoilu sanoo, ettéd jokainen kokonainen funktio f, jolle
|f(2)] < C|z|N jollekin N, on kompleksinen polynomi. Ylliolevasta Rungen
lauseesta saadaan nyt seuraava muotoilu:

Lause 2. Olkoon f yhtilén df = 0 ratkaisu joukossa 2, olkoon K C 2 kom-
pakti, ja olkoon C\ K yhtendinen. Télléin 16ytyy jono (f;)52, yhtdlon 0f; = 0
ratkaisuja koko kompleksitasossa, siten ettd f; — f tasaisesti joukossa K.

Rungen lause voidaan siis tulkita tuloksena, joka kertoo, etté yhtdilon Of = 0
ratkaisuja pienemmdssdi alueessa voidaan approksimoida ratkaisuilla suurem-
massa alueessa. On tunnettua, ettd alueen 2 analyyttistd funktiota ei voida
valttamatta jatkaa analyyttiseksi funktioksi mihinkdén joukkoa 2 suurempaan
alueeseen (riittaé konstruoida analyyttinen funktio, jonka nollakohdat kasautu-
vat jokaiseen reunan Of) pisteeseen). Kuitenkin Rungen lauseen mukaan 16ytyy
koko kompleksitason analyyttisid funktioita, joiden profiilit muistuttavat mieli-
valtaisen tarkasti annetun analyyttisen funktion f : 2 — C profiilia kompaktissa
joukossa.

3 Harmonisten funktioiden approksimointi

Siirrytdan seuraavaksi kompleksitason analyyttisistd funktioista euklidisen ava-
ruuden R™ harmonisiin funktioihin (hyvé viite on esimerkiksi [3]). Jos Q C R™
on avoin yhtenéinen joukko ja u : £ — R on riittdvin sdédnnollinen funktio (esi-
merkiksi kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva reunalle asti), Laplace-operaattori
madritellddn kaavalla

0u 0%u

Funktiota u sanotaan harmoniseksi jos se toteuttaa Laplace-yhtdlin

Au

Au = 0.

Laplace-yhtalo on tarkeimpié osittaisdifferentiaaliyhtdloité, ja harmoninen funk-
tio u voi kuvata esimerkiksi tasapainotilassa olevaa sihkoisté jannitepotentiaalia
tai lampojakaumaa.

On luonnollista kysyé: miltd harmoniset funktiot (eli tasapainotilassa olevat
potentiaalit) voivat ndyttaa? Monesti ajatellaan, ettd harmoniset funktiot ovat
varsin jaykkid, silla niilla on esimerkiksi seuraavia rajoitteita:

e Tapauksessa n = 1 Laplace-yhtalé on muotoa u” = 0, ja tdmén yhtalon
ainoat ratkaisut ovat muotoa u(x) = ax + b joillekin vakioille a ja b.

e Harmoniset funktiot toteuttavat maksimiperiaatteen: niilld ei voi olla pai-
kallisia maksimeja tai minimeja (siis ei myoskddn paikallisia oskillaatioita)
alueen sisélla.



e Harmonisille funktioille pétee yksikdsitteisen jatkamisen periaate: jos u
h&vida jossain pienessé pallossa, niin vélttdmatta u = 0 koko alueessa Q.

Osoittautuu kuitenkin, ettd harmonisille funktioille pdtee Rungen lauseen
vastine, ja ettd harmonisten funktioiden muotoa voidaan hallita tietyilld tavoil-
la (toki kuitenkin ylldolevien rajoitteiden puitteissa). Tamé mahdollistaa esi-
merkiksi sen, ettd voidaan 16ytad harmonisia funktioita, joilla on suuri energia
annetussa (pienessd) alueessa Uj, ja jotka ovat hyvin pienid toisessa annetussa
(suuressa) alueessa Us.

Lause 3 (Lokalisoidut potentiaalit). Olkoon 2 C R™ rajoitettu alue, jolla on
riittéavin sdannollinen reuna. Olkoot Uy, Us C ) avoimia joukkoja, joille pétee

UIHUQ :@7

Q\ (U; UU,) on yhtendinen ja sisiltiii reunan 92 avoimen joukon.
Talloin jokaiselle N > 1 16ytyy harmoninen funktio u joukossa (2, jolle pétee
u > N joukossa Uy, ja |u] < 1/N joukossa Us.

Inversio-ongelmien teoriassa ylldolevan lauseen mukaista harmonista funk-
tiota on kutsuttu nimelld lokalisoitu potentiaali, ja téllaisten funktioiden eraité
sovelluksia késitelladn viimeisessé luvussa. Lauseen erds rajoite on, ettéd lokali-
soitujen potentiaalien muotoa joukossa €\ (U; U Us) ei voida hallita.

Kasitelldan tdméan kappaleen lopuksi lyhyesti sitd, miten Lause 3 voitaisiin
todistaa. Kysymys palautuu seuraavaan Rungen lauseen vastineeseen harmoni-
sille funktioille:

Lause 4 (Rungen lause harmonisille funktioille). Olkoon © C R™ rajoitettu
alue, jolla on sddnnéllinen reuna, olkoon U C 2 avoin, ja oletetaan, ettd

Q\ U on yhteniinen ja sisiltié reunan 92 avoimen joukon.

Talloin jokaiselle joukon U riittdvin sddnndlliselle harmoniselle funktiolle wug
16ytyy jono (u;)32; joukon Q harmonisia funktioita, joille

u; — ug tasaisesti joukossa U.

Lauseen 3 todistus. Kaytetdan Lausetta 4 valitsemalla U = U; U Us ja valitse-

malla
N+1, zelU,
uo(z) = 0, x€Us.

Talloin paloittain vakio funktio ug on harmoninen joukossa U, joten 16ytyy jono
(u;) joukon € harmonisia funktioita, joille u; — ug tasaisesti joukossa U. Nyt
riittdd valita u = u;, kun j on riittdvén suuri. O



Riittda siis todistaa Lause 4. P. Lax ja B. Malgrange huomasivat 1950-
luvulla, ettd Rungen lauseen tapaisia approksimaatiolauseita voi osoittaa pa-
lauttamalla kysymys sopivan duaaliongelman yksikésitteisyyteen, ja kiyttamal-
18 yksikdsitteisen jatkamisen periaatetta. Hahmotellaan seuraavassa eras todis-
tus Lauseen 4 L%-versiolle, jossa osoitetaan, ettd u; — ug avaruudessa L?(U):

1.

Téaytyy osoittaa, ettd globaalien (ts. joukon ) harmonisten funktioiden
rajoittumat joukkoon U ovat tiheésséd joukon U harmonisten funktioiden
avaruudessa. Jokainen riittdvan sdénnéllinen globaali harmoninen funktio
on muotoa P f, missd u = P f ratkaisee reuna-arvo-ongelman

Au = 0 joukossa €2, uloa = f,

ja missd f on funktion u reuna-arvo. Ratkaisuoperaattori P on jatkuva
lineaarinen operaattori sopivilla funktioavaruuksilla, esimerkiksi

P HY2(8Q) — H(Q),

missd H* on ns. L?-pohjainen Sobolev-avaruus, jonka funktioilla on L2-
mielesséd hyvin méaritellyt derivaatat kertalukuun £ asti.

Midritelldsn T : H/2(0Q) — L?(U), f ~ Pf|y. Rungen lauseen L>-
vastine voidaan nyt muotoilla seuraavasti: osoita, etté

Ran(7T) on tihe# avaruudessa Y = {v € L*(U); Av = 0},
missd Ran(T') = T(H/2(09)) on operaattorin T’ kuva-avaruus.

On siis osoitettava, ettd Ran(T) on tihed, ts. yhtdlo T(f) = v pystytaan
ratkaisemaan approksimatiivisesti kaikille v € Y. Kéytetdén lineaarial-
gebran periaatetta, jonka mukaan yhtélon T'(f) = v approksimatiivinen
ratkeavuus seuraa yhtilon T*(v) = 0 ratkaisujen yksikésitteisyydesta.

Lyhyt lasku osoittaa, ettd yhtalolla 7% (v) = 0 on ainoastaan nollaratkaisu
v €Y, jos yhtalon

— 0
Ap =0 joukossa Q\ U, g0|p:8—<'0|p20
v
ainoa ratkaisu on ¢ = 0. Téssd ' on reunan 0f) avoin osajoukko, jolle
L c Q\U, ja Ou/dv on normaaliderivaatta.

Lopuksi huomataan, ettd yksikdsitteisen jatkamisen periaatteen nojalla
edellisessd kohdassa esiintyvédn ongelman ainoa ratkaisu on ¢ = 0. Laplace-
yhtalon tapauksessa tdmé seuraa oleellisesti siité, ettd harmoniset funktiot
ovat reaalianalyyttisid (yleisemmille elliptisille yhtéloille tarvitaan vah-
vempia tyokaluja, kuten Carlemanin epiyhtildita).

Ylldoleva hahmotelma, jonka yksityiskohtia 16ytyy esimerkiksi viitteesta [9],
todistaa Rungen lauseen L?-vastineen. Tasainen suppeneminen voidaan osoittaa
kiyttdmalld eri funktioavaruuksia. Lisétietoja loytyy viitteestd [1].



4 Sovelluksia inversio-ongelmiin

Edella késiteltiin elliptisten yhtéloiden ratkaisujen approksimaatio-ominaisuuksia
klassisten esimerkkien (analyyttiset ja harmoniset funktiot) tapauksissa. Vastaa-
via ominaisuuksia on my0s yleisemmilld elliptisilla yhtaloilla, kuten sdhkoisen
kuvantamisen taustalla olevassa johtavuusyhtélossa

div(ce(z)Vu) = 0.

My6s johdannossa esiintyneelld aaltoyhtélolld on omat approksimointiin liitty-
vit ominaisuutensa. Lisdksi néilld yhtaloilld on erityisid, tiettyjen kdyrien tai
pintojen laheisyyteen keskittyvia ratkaisuja, joiden olemassaolo selittyy yhtaloi-
den singulariteettien etenemisominaisuuksilla.

Kéaydaan lopuksi lyhyesti 1api muutamia viimeaikaisia sovelluksia, joissa yl-
lamainittuja menetelmis on hyédynnetty kuvantamismenetelmiin liittyvien ma-
temaattisten mallien analysoinnissa:

1. Lauseen 3 mukaisia lokalisoituja potentiaaleja on hy6dynnetty eri tavoilla
sdhkoiseen impedanssitomografiaan liittyvin Calderénin ongelman yhtey-
dessé, erityisesti kappaleessa esiintyvien esteiden paikan ja muodon maéa-
rittdmisessd monotonisuusrelaatioiden avulla [5]. Menetelmé toimii myos
positiivisen taajuuden kuvantamisongelmissa [6].

2. Calderonin ongelmassa esiintyvin tuntemattoman johtavuuskertoimen (ei-
ki pelkistadn esteiden paikan ja muodon) méérittdmisessd on usein hyo-
dynnetty erityisia eksponentiaalisesti kasvavia ratkaisuja. Nyky&an téllais-
ten ratkaisujen voidaan ymmértas muodostuvan kaksiulotteisten pintojen
laheisyyteen keskittyvistd ratkaisuista, joita elliptisilld yht&loilld esiintyy
tiettyjen geometristen ehtojen vallitessa [11].

3. Viime aikoina on tehty yllattava havainto, jonka mukaan ns. fraktionaali-
sen Laplace-yhtdlon

(=A)Yu=0 joukossa €,

missd 0 < s < 1, approksimaatio-ominaisuudet ovat paljon paremmat kuin
tavallisen Laplace-yht#lon: mité tahansa funktiota f € L?(2) voidaan ap-
proksimoida yht&lon (—A)*u = 0 ratkaisuilla [2, 4]. Fraktionaalisten yh-
taloéiden inversio-ongelmia on pystytty ratkaisemaan monessa tapauksessa
tédhin ominaisuuteen perustuen [12].

4. Aaltoyhtéldiden inversio-ongelmissa, ja erityisesti johdannossa mainitussa
Gel’fandin ongelmassa, ratkaisujen approksimaatio-ominaisuudet ovat ol-
leet merkittdvissi osassa mm. reunakontrollimenetelmén yhteydessa [7].
Epélineaaristen aaltoyhtédloiden kadnteisiin ongelmiin on myds esitetty
uusi menetelmé, jossa epélineaarisuutta hyédynnetdén keinotekoisten pis-
teldhteiden ja niitd vastaavia laajenevia palloaaltoja sisdltévien ratkaisu-
jen tuottamisessa [8]. Télla menetelmilld on pystytty myos késittelemédn
suhteellisuusteoriaan ja Einsteinin yht&loihin liittyvia inversio-ongelmia.
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