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1 Johdanto

Pedagogiikalla on vahva ja pitkd perinne, joka perustuu vahvasti oppikirjamaisuuteen ja teh-
tdvien tekoon. Viimeisten muutaman vuosikymmenen aikana perinteestéd on kuitenkin pyritty
pidsemiin irti, ja opetusta on viety enemmin kohti yhteistoiminnallisuutta seki elinik#isti
oppimista. (esim. Rauste-von Wright, Wright ja Soini 2003].) Samalla teknologian ja inter-
netin kehitys muuttivat koulutuksen merkitystd yhteiskunnassa: koska oppiminen ei endi
rajoittunut vain koulutuslaitoksiin, jokainen sai mahdollisuuden oppia mité tahansa milloin

tahansa (Antikainen 2013, 319). Koulutuksesta siis tuli omanlainen hyodyke.

Koulutuksen muuttuminen saatavammaksi syntyivit erilaiset massiiviset avoimet verkko-
kurssit (MOOC, Massive Open Online Course), joissa saattoi olla tuhansia samanaikaisia
opiskelijoita. Tarve kehittdd oppimista verkossa sai aikaan verkko-oppimisen (e-learning)
teorian. Lis#ksi tarvittiin verkkoalustat, joita oppilas kédyttdd kurssin aikana. Téllaisia oppi-
misen eri elementtejd yhdistdvid jarjestelmid alettiin kutusta verkko-oppimisympéristoiksi.
Nykyéén verkko-oppimisympiristot nidkyvit laajasti kaikenkokoisilla kursseilla, ja ne ovat

tiarked viline opetuksen sidhkoistdmisessa.

Verkko-oppimisympiristdjen yleisyydestd huolimatta niiden integrointia matematiikan ope-
tukseen Suomessa on ollut melko hidasta. Sdhkoistdmistd on kokeiltu pddosin vain yliopis-
toissa ja ammattikorkeakouluissa (esim. Nieminen 2008; Blafield 2009; Tiitu [2017); saman
ongelman tarkastelu peruskouluissa on jddnyt vihemmalle (esim. Sallasmaa, Liimatainen
ym. 2011). Téstd huolimatta viime vuosina kynnys sidhkoistdd matematiikan opetusta pe-
ruskoulutuksessa on laskenut kiivaasti: ylioppilastutkintoa on sidhkdoistetty jo vuodesta 2016
(OKM 2016, 36), ja tieto- ja viestintdtaitojen merkitys on vahvasti nikyvissd peruskoulu-
tuksen ohjeissa (esim. Opetushallitus 2014, 23; 2015, 14-15). Siispd voidaan sanoa, etti

matematiikan opetuksen sidhkoistiminen on yhé ajankohtaisempi aihe.

Matematiikan opetuksen sdhkoistdminen ei kuitenkaan ole yksinkertaista. Erds olennaisim-
mista ongelmista on matematiikan kirjoittamisen s@hkdéistiminen. Syyni ongelmaan on ma-
tematiikan tarkka, mutta toisaalta monipuolinen kieli: esimerkiksi merkintd a + b voi kon-

tekstista riippuen tarkoittaa yhteenlaskua, loogista operaattoria tai vaikkapa vektorien vilisti



laskutoimitusta. Toisaalta itse argumentointiakaan ei ole helppoa sdhkoistid, silld perinteinen
matematiikan todistus tai tehtdvin ratkaisu edellyttdi tavallisen kirjakielen sekd matematii-

kan notaation sekoittamista.

Vaikka itse matematiikan notaation sdhkodistimisongelmaan on olemassa ratkaisuja, kuten
I&TEX-ladontajédrjestelmé, ongelma on omanlaatuinen verkko-oppimisympéristdjen ja ope-
tuksen kannalta. Tdmé johtuu oppimiseen liittyvistd lisdehdoista: hyvin sdhkoistettyd notaa-
tiota pitdd kyetd muun muassa tarkistamaan automaattisesti, silld tavallinen tarkastustapa on
miltei mahdoton tuhansien ihmisten kokoisilla MOOC-kursseilla. Lisdksi notaation pitdd ol-
la oppijoille helposti omaksuttavissa: pddpainohan on matematiikan oppimisessa, eikd sen

latomisessa.

Matematiikan kirjoittamista verkko-oppimisympéristojen kontekstissa ei ole tutkittu erityi-
sen laajasti. Tamin tutkielman tavoitteena onkin selvittdd, mitd eri matematiikan kirjoittami-
sen menetelmid voidaan kéyttdd verkko-oppimisympéristossd. Asiaa pohditaan seuraavien

apukysymyksien kautta:

e Millé eri tavoilla matematiikkaa voidaan kirjoittaa verkko-oppimisympéristossd?
e Mitd hyotyji ja haittoja on niilld eri menetelmilla?

e Voidaanko matematiikan avoimet argumentaatiotehtiivit sihkoistdd? Miten?

Tutkielman aihe tarkastellaan kirjallisuuskatsauksena kdyttden erilaisia tutkimuksia, joissa
verkko-oppimisympiristdjd on kokeiltu integroida matematiikan opetukseen. Tdmad tyo ja-
kautuu kahteen osaan: Luvussa [2| tarkastellaan aineiston kannalta valttamattomat kisitteet,
kuten verkko-oppimisympéristd sekd matematiikan didaktiikka. Sen jdlkeen luvussa 3| esi-

telldén kirjallisuuskatsauksen avulla 16ydettyji tuloksia.



2 Teoreettiset 1ahtokohdat

Ennen varsinaista aineiston analysointia on tarkasteltava aiheeseen liittyvit késitteet. Kos-
ka tyOn tavoite on tarkastella matematiikan kirjoittamista verkko-oppimisympéristdissd, on
avattava tarkemmin, mitd verkko-oppimisympéristot ovat ja mikd on niiden merkitys ma-
tematiikassa. Téssd luvussa avataan lyhyesti verkko-oppimisympiriston sekd matematiikan
didaktiikan maédritelmit ja tarkastellaan, kuinka tietotekniikkaa on ajan saatossa sovellettu

matematiikan opetuksessa.

2.1 Verkko-oppimisympiristojen miiritelmi

Verkko-oppimisympiristdjd on ajan saatossa tutkittu laajasti, ja niitd kiytetddn useissa koulu-
laitoksissa. Pelkidstdan Suomen yliopistoissa kdytetddn noin 19 erilaista sihkoistd oppimisa-
lustaa (Tikkanen 2016). Siispd pystyédkseen tarkastelemaan eri verkko-oppimisympéristdjen

elementtejd on selvitettdva, mitd verkko-oppimisympéristot ylipditidin ovat.

Verkko-oppimisympéristdjd voidaan maédritelld usealla eri tavalla kiyttdtarkoituksesta riip-
puen. Aleven ym. (2003) nimedd interaktiiviseksi oppimisympdiristoksi (interactive learning
environment) sellaiset tietokonepohjaiset jirjestelmit, joissa on mahdollista lukea materi-
aalia ja tehdi tehtdvid. Lisidksi interaktiivisessa oppimisympdristossd on ajattelua sekéd teh-
tdvien tekoa helpottavia ominaisuuksia, kuten automatisoituja vihjeitd, visualisointia sekid
lisdtietoja aiheesta. Puolestaan Nevgi ja Tirri (2003}, 20) antavat 1oyhemmén méiiritelmén:
verkko-oppimisympéristd on verkkosivusto, joka tarjoaa opettajalle ja opiskelijoille yhtei-
sen virtuaalisen opiskelutilan. Nyky&én suuressa suosiossa ovat myos edelld mainittuja omi-
naisuuksia yhdistavit oppimisen hallintajdrjestelmdt (learning management system). Oppi-
misen hallintajédrjestelmissd materiaalin jakamisen ja tehtivien teon lisdksi 10ytyvit koko
oppimisprosessia hallinnoivat ominaisuudet, kuten luokkien, opiskelijoiden, arvosanojen ja

tapahtumien hallinta (Watson ja Watson 2007)).

Edellisid nimityksid kédytetdan vahvasti sekaisin. Esimerkiksi Weller (2007, 2—5) nostaa esil-
le, ettd oppimisen hallintajédrjestelmid usein kutsutaan myos nimilld virtuaalinen oppimi-

sympdristo (virtual learning environment), hallittu oppimisympdristo (managed learning en-



vironment) sekd kurssien hallintajirjestelmd (course management system). Weller (2007))
kuitenkin mainitsee, ettd hallitulla oppimisympiristollad tarkoitetaan usein suurempaa jérjes-
telmédd, joka tuo yhteen verkko-oppimisympaéristdjd sekd muita opiskelun oheisjéarjestelmii.
Kaiken kaikkiaan on sopivaa olettaa, ettd kaikki edelliset termit viittaavat yleisesti suomen-

kieliseen termiin verkko-oppimisympdiristo.

Matematiikan sdhkoistdminen ei kuitenkaan edellytd koko oppimisen hallintajirjestelmén
kayttod: esimerkiksi jo pelkdstiin tehtidvien tai materiaalin sdhkoistiminen onnistuu interak-
titvisella oppimisympéristolld. Puolestaan koko oppimista muokkaavien elementtien, kuten
kommunikoinnin ja arvioinnin, sdhkoistiminen edellyttidi jo oppimisen hallintajarjestelmii.
Tamin lisdksi edellisten mééritelmien pohjalta eri verkko-oppimisympéristoistéd 10ytyvit sa-
manlaiset piirteet. Nédin ollen on sopivaa olettaa, etté tietty matematiikan sahkoéistimisen on-
gelma pitee useammalle verkko-oppimisympaériston tyypille. Tédssé tyossi ei titen rajoiteta
tarkastelua vain tiettyyn verkko-oppimisympiristoon, vaan péddpaino on itse sdhkoistamisen

haasteissa ja mahdollisuuksissa.

2.2 Matemaattisen ajattelun kehittiminen opetuksen lihtokohtana

Pelkéstiin verkko-oppimisympéristdjen tarkastelu ei riitd, mikéli halutaan ymmértii niiden
kédyttod tietyssd oppiaineessa. Sen sijaan on my0s ymmarrettdvi, miten Kyseistd ainetta ope-
tetaan: on siis tarkasteltava aineen didaktiikkaa. Ainedidaktiikalla tarkoitetaan sitd pedago-
giikan osa-aluetta, joka késittelee pedagogiikan teorian soveltamista tietyn aineen opetuk-

seen (Rauste-von Wright, Wright ja Soini 2003}, 18).

Matematiikan didaktiikassa korostetaan, etti matematiikan opetuksen péétavoite on mate-
maattisen ajattelun kehittiminen. Matemaattiselle ajattelulle voidaan esittdd useita eri mii-
ritelmid, mutta yleensd silld tarkoitetaan ajattelua matematiikan avulla. (Pehkonen ja Rossi
2018, 58.) Matemaattisen ajattelun kehittdmisen merkitys nikyykin vahvasti esimerkiksi pe-

rusopetuksen tavoitteissa (mm. Opetushallitus 2015, 129; 2014, 130, 237, 377).

Vaikka matemaattista ajattelua on helppoa miiritelld, kdytannossd sen kehittdminen ja ar-
viointi ei ole yksinkertaista. Tdma johtuu siitd, ettd oppija todellisesti soveltaa matemaattista

ajattelua yleensd vain uusien asioiden oppimisen sekd todellisen ongelmaratkaisun yhtey-



dessd (Pehkonen ja Rossi 2018, 60). Pehkonen ja Rossi (2018], 63) nostavat esille, ettd on
olemassa kolme paivilinettd opettaa ja tarkastella oppilaan matemaattista ajattelua: avoimet

ongelmanratkaisutehtidvit, ajatuskartat sekd matematiikan kielentdminen.

Niistd kolmesta tavasta matematiikan kielentdminen tarkoittaa, ettd puhtaan laskemisen si-
jaan tarkastelun kohteena on se, kuinka oppija ilmaisee — eli kielentii — padttelydin. Talloin
arvioinnin kohteena on myds itse ajatteluprosessi pelkistiddn loppuvastauksen sijaan. Mate-
maattinen kielentdminen onkin yksi tdrkeimmistd ja tehokkaimmista tavoista kehittdd seki
seurata oppijan matemaattista ajattelua (Pehkonen ja Rossi 2018, 64). Siispd hyvidin mate-
matiikan opetukseen kuuluvat aina avoimet, oman ajattelun esittdmisté ja pohtimista vaativat
tehtdvit. Voidaan titen my0Os sanoa, ettd matematiikan opetuksen onnistunut sihkodistaminen

edellyttidd tapoja kirjoittaa matematiikkaa tietokoneella.

2.3 Tietotekniikan soveltaminen matemaattisissa aineissa

Tietotekniikan kédyttiminen matematiikassa ei ole sindnsé uusi aihe: jo 1960-luvulla tietotek-
nisid vilineitd kdytettiin matematiikan opetuksessa. Alussa tietoteknisten vélineiden kiytto
rajoittui padosin vain esitysvilineisiin (kuten projektoreihin seké esitysgrafiitkkaan). Tieto-
tekniikkaa kéytettiin my0s itse opetuksessa, mutta se rajoittui vain yksilolliseen tydskente-
lyyn. Tietoteknisten vilineiden kiyttd on ajan mukaan laajentunut matematiikasta, ja puh-
taasta yksilollisestd tyoskentelysti luovuttiin kritisoimalla se “ohjelmoivaksi opettamiseksi”
sekd “tyourakka-pedagogiikaksi”. (Pehkonen ja Rossi 2018} 20, 22, 72.) Nykyéin tietotek-
niikan kdyttd opetuksessa on laajasti tutkittu aihe, ja opetusta pyritdédn digitalisoimaan aktii-

visesti eri aineissa.

Vaikka ajan saatossa on tapahtunut useita muutoksia opetuskdytinteissd, suomalainen mate-
matiikan opetuskulttuuri on edelleen melko perinteinen: yleisimmét tavat opettaa matema-
tiikkkaa ovat melkein aina olleet luentomainen esittdvi opetus seki yksilollinen tyoskentely.
Yrityksid sdhkoistid matematiikan opetusta vaikeuttaa myos se, ettd itse opettajat kokevat
innovatiiviset opetustavat usein "opetusviihteend". Téstd huolimatta oppimistulokset ovat ai-
na olleet hyviit, ja oppilaat ovat olleet usein erittdin aktiiviset oppijat. (Patrikainen 2012, 79.)

Tétd opetustapojen perinteisyyttd voidaan perustella osin tietotekniikan roolilla matematii-



kassa: kuten edelld todettiin, alussa tietotekniikan kidyttd on ollut hyvin rajoitettua. Tdmén
lisdksi, koska opettajat nikevit uudet opetusmenetelmét turhina, tietoteknisten vilineiden

kiytolle ei ndhty mitddn syytd matematiikan opetuksessa.

Perinteisyydestd huolimatta opettajien suhtautuminen tietoteknisten vilineiden kdyttoonot-
toon opetuksessa on viime aikoina nopeasti muuttunut: viimeaikaisten kyselyjen perusteella
yhd useampi opettaja suhtautuu positiivisesti opetuksen sdhkoistymiseen (Tanhua-Piiroinen
ym. 2016)). Tatd “sdahkoistimishuumaa’ on koettu myods matematiikan opetuksessa. Matema-
tiikkkaa varten on ajan saatossa kehitetty laaja valikoima tietoteknisid tyokaluja, kuten symbo-
lisia laskentaohjelmistoja, dynaamisen geometrian ohjelmistoja seki sdhkoisid opetusmate-
riaaleja (Pehkonen ja Rossi|2018), 74). Lisiksi useiden testien, kuten PISA-tutkimuksien seki
ylioppilaskokeiden siahkéistyminen on mahdollisesti ajanut opettajia sdhkodistamiin opetus-
taan yha enemman. Téllaisiin vilineisiin kuuluvat myds menetelmit esittdd matemaattista
tekstid sidhkoisesti. Seuraavaksi tarkastellaankin, millaisia matematiikan esitysvélineitd on

ajan saatossa kehitetty ja kuinka niitd voidaan kiyttdi hyvikseen matematiikan opetuksessa.



3 Matematiikan Kirjoittaminen tietokoneella

Matematiikka on kirjoitustavaltaan hyvin ainutlaatuinen: tavallisen kielen sijaan kédytetddn
formaaleja symboleja, kuvioita ja rakenteita, joiden médritelmit ja notaatiot saattavat erota
riippuen matematiikan osa-alueesta. Nykyiin matematiikkaa kirjoitetaan edelleen pididosin
kynilld ja paperilla. Timi voidaan perustella silld, ettd vaikka matematiikan tietokoneavus-
teiseen kirjoittamiseen on useita tyokaluja, mikddn niistd ei ole oppilaan kannalta erittdin
helposti kéytettdvissd (Sallasmaa, Mannila ym. |2011)). Toisaalta on mahdotonta siirtdd mate-
matiikan opetusta verkko-oppimisympéristoihin, mikéli kommunikaatioon ja matematiikan
kielentdmisen kannalta hyoddyllisten tehtdvien tekoon tarvittavat matematiikan kirjoittamis-
tyokalut puuttuvat. Tdten, mikéli verkko-oppimisympéristod halutaan kayttaa hyodyllisten
tehtdvien tekoon sekd kommunikointiin, on oltava jokin tapa kirjoittaa matematiikkaa tieto-

koneella.

Tissd luvussa tarkastellaan eri tapoja esittdd matemaattista tekstid verkko-oppimisympéris-
toissd. Pohjana kiytetddn tutkimuksia ja raportteja, jossa matematiikan opetuksessa on hyo-
dynnetty verkko-oppimisympiristojd. Avuksi kiytetddn edellisessd luvussa esitellyt viiteke-

hykset ja teoriat verkko-oppimisympéristojen piirteistd sekd matematiikan didaktiikasta.

3.1 Matematiikan symbolinen esitys

Matematiikan esittdminen symbolisesti tarkoittaa symbolien latomiseen perustuvien tyoka-
lujen kiyttod. Talloin matematiikkaa ndhdéén siis symbolien kokoelmana, eiki erikseen sy-
vennytd notaation jirkevyyteen. Tdmain ansiosta uusikin, tdysin tuntematon notaatio voidaan

aina esittdd tietokoneella ongelmitta.

Katsastuksessaan Sallasmaa, Mannila ym. (2011) tarkastelevat matemaattisen tekstin luke-
misen ja kirjoittamisen ongelmia matematiikan sidhkoistimisen kannalta. He tarkastelevat,
kuinka symbolien latomiseen perustuva IATEX-ladontaohjelmaa voidaan soveltaa matematii-
kan opetuksessa. Katsastuksessaan he huomasivat, ettd I&TEXia voidaan kdyttid matematii-
kan opetuksessa. He kuitenkin nostavat esille, ettd IATEXin seki vastaavien ladontaohjelmien

kayttd voi viedd oppijoilta keskittymisen itse ladontaan tehtivien ratkaisemisen sijaan. Siis-
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Kuvio 1. Esimerkki Digiabi-projektin kaavaeditorista, jossa kdytetdin symbolista notaatiota.
Vasemmalla on kéyttdjan rakentama kaava ja oikealla editorin tuottama I&TEX-koodi. (Digia-

bi[2018.)

pd matematiikan latominen voi pahimmillaan kasvattaa oppijan kognitiivista kuormitusta,
kun tdmd yrittdd vastata tehtdviinantoon. Kognitiivisen kuormituksen vdhentdmiseksi Sal-
lasmaa, Mannila ym. (2011) ehdottavat kdyttamédan kaavaeditoreja, jossa kiyttdjd rakentaa

matemaattisen tekstin esitehdyistd elementeistd. Esimerkki tillaisesta editorista on kuviossa

i}

Jatkotutkimuksessa Sallasmaa, Liimatainen ym. (2011) suorittivat kokeilun, jossa 7. luokan
oppilaiden matematiikan opintoja jirjestettiin yhden kurssin ajan tdysin Moodle-oppimisen
hallintajédrjestelméssd. Kokeiluun liittyivdt avoimet ongelmaratkaisutehtévit, joita oppilaat
latosivat I&TgXilla kdyttden avuksi kaavaeditorilla varustettua LyX-editoria. Matemaattisia

kaavoja ja lausekkeita kirjoitettiin siis symbolisesti kdyttden kaavaeditoria apuna.

Erdind mielenkiintoisena tuloksena saatiin, ettd oppilaiden motivaatio matematiikan kir-
joittamiseen tietokoneella laski. Lisédksi, automatisoidun tarkastusjirjestelmén puuteen ta-
kia opettaja joutui tarkistamaan kaikkien oppilaiden avoimet vastaukset kiisin. Tutkimuksen
tuloksista voidaankin péitelld, ettd symbolinen esitystapa vaikeuttaa tehtdvien automaattis-
ta tarkastelua, jolloin verkko-oppimisympéristo ei voi tarjota vilitontd palautetta oppilaalle.
Vilittomén palautteen ja avun puute voikin siis olla yksi tekijd edelld mainittuun motivaation
laskuun. Siispd symbolista menetelmid kdytettdessd suurin haaste on vilittomén palautteen

tuottaminen. Joka tapauksessa symbolisen esitystavan kdyttd opetuksessa on mahdollista,



a+b/c+d:;
d+£+a
C
(a+b)/(c+d)
b+a
d-+c

integrate(x*2, x);

X3

3

Kuvio 2. Esimerkki lineaarisesta notaatiosta. Kuvassa Maxima-kieli ja vastaava symbolisen

notaation tuloste.

kunhan apuna on visuaalinen kaavaeditori. Kaikista ongelmista huolimatta symbolista esi-
tystapaa kiytetddnkin laajasti Internetissé ja verkko-oppimisympadristoissd: esimerkiksi jopa
YTL aikoo kiyttdd IXTEXiin perustuvaa kaavaeditoria matematiikan sidhkoisissd ylioppilas-

kirjoituksissa (Ylioppilastutkintolautakunta 2017, 5).

3.2 Matematiikan lineaarinen esitys

Matematiikan notaation linearisointi tarkoittaa matematiikan lausekkeiden esittdmistd yh-
delld rivilld (Tiitu 2017, 41). Télloin esimerkiksi “pédéllekkdinen” murtolukulauseke f esite-
tadn yhdelld rivilld muodossa x/y. Siini tapauksessa matematiikan kirjoittaminen muistuttaa
vahvasti ohjelmointia — matematiikkaa ndhdiin siis syntaksina, jota tietokone voi lukea ja
kisitelld. Téalloin matematiikan kirjoittaminen ei tapahdu latomalla symboleja tai kdyttimal-
14 kaavaeditoria vaan yhdistelemélld ndppdimistolld olevia symboleja perdkkdin. Esimerkki

lineaarisesta notaatiosta ja vastaavasta symbolisesta tulosteesta on esitetty kuvassa 2]

Lineaarisen esitystavan selvit hyodyt symboliseen verrattuna ovat muun muassa erinomaiset
mahdollisuudet vastauksien oikeellisuuden ja virheettomyyden tarkistukseen sekd mahdolli-
suudet muuntaa lineaarinen sydte symboliseen muotoon. Asiaa tarkastelee tarkemmin Tiitu
(2017) diplomityossddn. Tyossd tarkastellaan oppilaiden tekemien virheiden analyysia seka
virheiden kiyttod opetuksen ohjauksessa. Vastauksien tarkastukseen kdytettiin matematiikan

lineaariseen esitystapaan perustuvaa STACK-vastausjiarjestelmdd (Tiitu 2017, 31, 43). Tut-



kielmassa kiytettiin Aalto-yliopiston Matematiikan peruskurssin P2 STACK-jirjestelméédn
tehtyjen viikkoharjoituksen ratkaisuja oppijoiden tekemien virheiden luokitukseen ja luoki-

tuksen kdyttimiseen virheanalyysissa.

Tuloksena saatiin tietoa sekéd virheanalyysin hyddyistd matematiikan opetuksessa etti lineaa-
risen esitystavan hyodyistd ja haasteista. Esimerkiksi selvisi, ettd lineaarinen esitystapa voi
aiheuttaa lisdvirheit4, silld matemaattinen notaatio on erilainen tavalliseen verrattuna (Tii-
tu 2017, 47). Lineaarinen notaatio on perinteisti tarkempi: esimerkiksi tietokone ymmartii
merkinnin x +y/z +w muodossa x + % + w, silld aikaa kun oppija saattaa haluta kirjoittaa
;rivyv jonka lineaarinen esitysmuoto on (x+y)/(z+ w). Tdmi onkin yksi lineaarisen esitysta-
van hankaluuksista, jotka pahimmillaan voivat lisédtéd turhaa kognitiivista kuormaa vastates-
saan kysymyksiin. Toisaalta, koska lineaarinen syntaksi on helppoa tarkastaa automaattises-
ti, oppijalla on aina mahdollisuus tarkistuttaa vastauksensa syntaktista oikeellisuutta ennen

vastauksen ldhetystd (Tiitu 2017, 47).

Tyon tuloksien perusteella ndhdiin, ettd suurin hy6ty virheanalyysistid on automaattisen tar-
kistuksen tuotteena syntynyt opiskelijan profiili. Téllaisen profiilin perusteella jokaisen oppi-
laan taitoja matematiikan eri osa-alueissa pystytddn ndkemaiin helpommin. Téll6in opetusta
voidaan eriyttdd tehokkaammin, ja oppijalle voidaan tarjota yksilollisempaé ohjausta (Tiitu
2017, 59). Vastauksien automaattinen tarkastaminen on selvésti myds hyodyllinen sdhkoisis-
sd kokeissa, joissa automaattinen virheanalyysi tarjoaa mahdollisuudet helpottamaan opetta-
jien tyotd sekd vihentdméin arvioinnin subjektiivisuutta. On kuitenkin otettava huomioon,
ettd lineaarinen notaatio sopii parhaiten tehtédviin, jotka eivét vaadi monirivisen tekstin tuot-

tamista.

3.3 Muut matematiikan esitystavat

Lopuksi, matematiikan esittdmistd voidaan pyrkid kokonaan viilttimdicin tietokoneella. Sen
sijaan, etti matematiikkaa kirjoitetaan kdyttden jompaakumpaa edellisesti menetelmistd,
pddpainona ovat joko vain loppuratkaisut tai perinteisen kirjoitustyylin digitalisointi. Siind
tapauksessa viltytddn kokonaan oppijoiden totuttautumisesta yha uusiin tyokaluihin ja kes-

kitytddn itse opittavaan asiaan. Talloin siis sddstytddn turhalta kognitiivisen kuormituksen
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lisddamiselta.

Tillaista menetelmid kdyttdad Nieminen (2008), joka tutkii vaitoskirjassaan Ilmavoimien ka-
dettien matematiikan perusopintojen sihkoistimistd. Matematiikan sdhkoistdminen tapahtui
vuosina 2003-2007, jolloin opetus siirrettiin tdysin luentomaisesta tyylistd monimuotoiseen
opetukseen. Siind puolet opetuksesta tapahtui luennoilla ja puolet pienryhmissd hyodyntden
verkko-oppimisympdristdssd olevia materiaaleja seki tehtidvid (Nieminen 2008, 120). Niemi-
nen kiytti kyselyji seki tietoja oppimisen menestyksestd arvioidakseen matematiikan ope-

tuksen sahkoistamisen mahdollisuutta.

Nieminen ratkaisi matematiikan notaation sdhkoistimisongelman vaatimalla vain loppuvas-
tauksia (Nieminen [2008| 125). Nieminen perustelee tdmén osiltaan kurssin kdytdnnollisyys-
vaatimuksen kannalta: Ilmavoimien kadettien matematiikkakurssien pddpaino on oppia rat-
kaisemaan oman osa-alueen ongelmat eikid parantaa oppijan tietotekniset taidot (Nieminen
2008, 122). Tami on vahvasti erilainen ldhestymistapaa esimerkiksi Sallasmaan, Mannilan
ym. (2011) ajatteluun, jonka mukaan matematiikan todellinen sdhkoistiminen edellyttid ta-
paa esittdd matematiikkaa tietokoneella. Toisaalta on otettava huomioon eri ldhestymista-
pojen erilaiset tarkoitukset: silld aikaa kun Nieminen soveltaa verkko-oppimisympéristod
monimuoto-opetuksessa, Sallasmaa ym. hakevat ratkaisua laajempiin, tdysin verkossa suori-
tettaviin kursseihin. Siispd Niemisen ldhestymistapa on perusteltu, silld verkko-oppimisym-
périston merkitys [lmavoimien kadettien matematiikkakurssilla ei ole suuri, jolloin ylim&i-
rdisen kognitiivisen kuorman lisddminen on turhaa. Toisaalta silloinhan tietokoneen kiytto
el tuo mitdén lisdarvoa opetukseen, jolloin verkko-oppimisympiristod ei vilttamittd nahdd

yhtd hyodyllisené.

Matematiikkaan esittimiseen tietokoneella voidaan siis ldhestyd useasta ndkokulmasta, ja
jokaisella tavalla on useita hyotyji ja haittoja. Vaikka Nieminen (2008) nékee, ettd helpoin
tapa on pitdd kognitiivista kuormitusta minimissé ja keskittya vain loppuvastauksien tarkas-
tukseen, Sallasmaa, Liimatainen ym. (2011) esittdvit, ettd symboleihin perustuva kirjoitus-
tyyli mahdollistaa monipuolisempien sekd realistisempien matematiikan tehtidvien suunnitte-
lun. Toisaalta symbolinen esitystapakaan ei ole aina suotavin, silld se edellyttii erillistd kaa-
vaeditoria tai ladontaohjelmistoa, ja sitd on vaikeampi tarkistaa automaattisesti. Siispd hyvin

verkko-oppimisympéristdn on toteutettava oppilaiden tarpeiden ja opetustavoitteiden mukai-
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sesti. Silld aikaa kun matematiikan laskennalliset osa-alueet voidaan sidhkoistdd ilman tarvet-
ta matemaattiselle esittdmiselle, syvit ja abstraktit aiheet voivat vaatia symbolisen esitysta-
van, joka ei rajoita notaatiota milldin tavalla. Lisdksi on otettava huomioon myos verkko-
oppimisympdériston osallisuus oppilaiden kommunikointiin: mikili tavoitteena on jérjestdd
keskustelufoorumeja verkossa, oppilaille on tarjottava laajat mahdollisuudet esittdd ajatuk-
siaan mahdollisin pienin haastein — silloin kaikkien tapojen toteuttaminen saattaa olla jopa

suotavaa.

3.4 Matemaattisen argumentoinnin esittiminen

Matematiikan onnistunut sihkoistiminen edellyttidi tapoja kirjoittaa matematiikkaa luonnol-
lisesti (Sallasmaa, Mannila ym. 201 1), mutta matematiikan kirjoittaminen on muutakin kuin
kaavojen kirjoittamista. Sen sijaan matematiikka rakentuu paljolti sekéd argumentaation etti
matemaattisen notaation sekoitukseen. Lisédksi opetuksessa matemaattisen ajattelun kielen-
tdmiselld on suuri rooli oppijan ajattelun arvioinnissa. Siispd pelkédstidin matematiikan esit-
tadmisvélineet eivit riitd, vaan on oltava vilineet my0s avoimen argumentoinnin esittimiseen

tietokoneella.

Matematiikan argumentoinnin sihkoistiminen ei kuitenkaan ole yksikésitteistd. Matematii-
kan argumentointi perustuu vahvasti proosamaiseen kirjoittamiseen: kaikki nykyaikaiset tun-
netuimmat matematiikan oppikirjat, viitoskirjat ja todistukset kirjoitetaan esseemdisesti, se-
koittamalla tekstid matemaattiseen notaatioon. Tami on toimiva tapa tieteellisissé piireissd,
silld yhti tekstid saattaa vertaisarvioida useita — ellei satoja — ihmisid. Samanlaista kdytintod
on sen sijaan mahdotonta toteuttaa koulun mittakaavalla, silld ainoa oikeellisuuden tarkastaja
on opettaja, jota kohti saattaa olla samanaikaisesti kymmeni oppilaita, joiden argumentoin-
titaitoja tulisi arvioida. Tdmaén lisdksi proosamainen argumentointi on mahdotonta tarkastaa
tietokoneella, silld ei ole olemassa yhté tapaa kirjoittaa sama todistus tai ratkaista sama yh-
tdalo. Siispd samaan aikaan kun monia tehtdavityyppejd voidaan sdhkoistdd ja tarkistaa auto-

maattisesti, avoimet paittely- ja argumentointitehtidvét joutuu tarkistamaan itse opettaja.

Matematiikan argumentoinnin esittimistd on ajan saatossa pyritty formalisoimaan. Voisi

sanoa, ettd pyrkimys juontaa juurensa Whiteheadin ja Russellin Principia Mathematica -
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kirjoista, joissa algebran perusteet johdettiin ja todistettiin kdyttden hyvin formaalia argu-
mentoinnin esitystapaa. Myohemmin formaaleja argumentointikielid alettiin kehittdd muun
muassa tietotekniikassa, jossa tarvittiin menetelmii osoittaakseen monimutkaisien algorit-
mien oikeellisuutta matemaattisesti. Ndilld menetelmilld on potentiaalinen hyoty matematii-

kan opetuksessa, silld formaalit menetelmaét pakottavat kirjottajaa kielentiméén ajatteluaan.

Kuten edelld mainittiin, matematiikan notaation erds ongelma on sen proosamaisuus. Esi-
merkiksi Lamport (2012) nostaa esille, ettd tidllainen esitystapa on ollut kidytdssd jo 1600-
luvusta alkaen. Hén ehdottaakin tilalle argumentoinnin hierarkkista rakennetta: jokainen ar-
gumentoinnin vilivaihe esitetddn ja perustellaan erikseen vilivaiheittain edeten nidin halut-
tuun lopputulokseen. Vapaan kielenkdyton sijaan kdytetddn vain tiettyid, tarkkaa kieltd, ku-

ten “valitaan”, “oletetaan” ja “jos”. Lamport nostaa esille TLA " -kielen, jota tietotekniikassa

kdytetddn muun muassa algoritmien todistukseen.

Hierarkkinen kirjoitustapa tarjoaa useita hyotyjd. Lamport korostaa, ettd hierarkkisen no-
taation tarkoitus on avustaa kirjoittajaa pakottamalla tdtd miettimédédn, miksi argumentoinnin
jokainen viite pitdd paikkaansa. Tdmaén lisdksi hierarkkinen esitystapa avustaa muita lukijoi-
ta tarjoamalla tarkan perustelun jokaiselle véitteelle (Lamport 2012)). Siispd hierarkkisen ja
formaalin tavan olennaisin hy6ty on ajattelun pakotettu kielentdminen. Lopuksi hierarkkiset
todistukset voidaan usein tarkastaa tietokoneella, ja on olemassa valtavasti kielid ja todistus-
tyokaluja — kuten Coq ja TLA™ — joilla timé onnistuu. Nédmé tydkalut ovat kuitenkin liian
monimutkaiset opetuskdyttoon. Sen sijaan opetukseen on kehitetty omia hierarkkisia esitys-

tapoja, joista erds on “rakenteiset paittelyketjut” -menetelma.

3.5 Rakenteiset paittelyketjut

Rakenteiset paittelyketjut (computational proofs) on menetelmd, jolla kirjoitetaan mate-
maattiset todistukset ja argumentoinnit kiyttien tarkkaa notaatiota sekd hierarkkista raken-
netta (Back 2008, 7, 41). Menetelmé perustuu Dijkstran ja Scholtenin (1990) ajatukseen,
ettd matemaattinen todistus rakentuu “vditeketjuista”, jossa jokainen vdite on kiinni toiseen-
sa jonkun perustelun avulla. Menetelmin tavoite on perustaa todistukset logiikan sd@ntdihin

ja opiskelun aikana esitettyihin tuloksiin, jolloin opiskelijoiden vastauksista tulee tarkem-
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e Ratkaise 7x2 —6x =0

I { ekvivalenssi on transitiivinen }

Tx> —6x=0
= { osittelulaki: a(b+c) = ab+ac }
x(7x—6) =0

{ tulon nollasdénté: ab=0=(a=0Vvb=0) }
x=0V7ix—6=0

{ ratkaistaan oikeanpuoleinen yhtilo }
_ _6
x=0Vx=75

O

Kuvio 3. Esimerkki yhtilon 7x* — 6x = 0 ratkaisemisesta kiyttien rakenteisia paittelyketjuja.

(Back 2008, 20.)

pia, oppijat tekevit vihemmain virheitd ja vastauksia on helpompaa tarkistaa. Erds toinen
tavoite on yhdenmukaistaa merkintéé: rakenteisilla paittelyketjuilla on tarkka formaali mer-
kintitapa, mikd mahdollistaa oikeellisuuden tarkastamista tietokoneella sekd ajatusvirheiden

vihentdmistd. Erds esimerkki rakenteisten paittelyketjujen notaatiossa on kuviossa 3]

Back (2008) nostaa esille, ettd menetelmii on kokeiltu onnistuneesti lukioissa ja ettd raken-
teisia padttelyketjuja voidaan soveltaa useassa matematiikan osa-alueessa, kuten logiikassa,
algebrassa, analyysissid sekd geometriassa. Matematiikan opetuksen sdhkoistimiskokeilussa
Sallasmaa, Liimatainen ym. (2011) kéyttivit rakenteisia pédttelyketjuja yhteni tapana vasta-
ta tehtdviin. Kokeilussa rakenteisia pédttelyketjutehtiivid sai kirjoittaa sekéd suoraan verkko-
oppimisympdristossi ettd LyX-tekstieditorilla. Vaikka kokeilussa ei ollut kiytossid automaat-
tista vastauksien tarkastusta, opettajan haastattelun perusteella selvisi, ettd rakenteiset piait-

telyketjut toimivat hyvin myos yldasteen matematiikan opetuksessa.

Kaiken kaikkiaan, myds matematiikan avoimempien tehtivien vieminen verkkoon on mah-
dollista muuttamalla merkintédtapa yhi formaalisemmaksi. Mainittakoon, ettd ei ole olemassa
yksikaésitteistd tapaa siirtdd tehtiavit verkkoon: esimerkiksi Ruokokoski (2009) esittdd tavan,
jolla avoimet ongelmanratkaisutehtdvit voidaan toteuttaa verkossa monivalintakysymyksillad

sekd matematiikan lineaarisella notaatiolla rakenteisten pédttelyketjujen sijaan.
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Vaikka hierarkkiset esitystavat eivit ole ainoa tapa sdhkoistdd matematiikan avoimia teh-
tavid, voidaan titd menetelméd luokitella paremmaksi perinteisiin monivalinta- ja aukon-
tayttotehtiviin verrattuna. Vaikka monivalintatehtdvit voisivatkin opettaa tarvittavat taidot
tietyn ongelman ratkaisemiseksi, avoimien argumentaatiotaitojen merkitys matematiikassa
on suuri: oikean maailman ongelmat edellyttivit usein ihmiseltéd laskutaitojen liséksi taitoja
perustella valintojaan. Tdmén lisdksi ihmiselld on usein tietokone apuna ongelmien ratkaise-

miseksi — sekd my0s perustelujen oikeellisuuden todentamiseksi.
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4 Yhteenveto

Verkko-oppimisympiristd on jirjestelmd, joka tuo yhteen mité erilaisimpia opetuksen ele-
menttejd kuten opetusmateriaaleja, tehtdvid seké arviointityokaluja. Kuitenkin verkko-oppi-
misympériston kdytosti ei itsessddn ole mitidin hyotyd, mikéli itse opetusta ei suunnitella
verkko-oppimisen periaatteiden mukaisesti. Tdmaén lisiksi jarkevd verkko-oppimisympris-
ton integrointi ja oppiaineen sdahkoistiminen vaativat kyseisen aineen didaktiikan tuntemista.
Téssid tutkielmassa tarkasteltiin matematiikan kannalta yhtd tirkeintd integrointiin liittyvad

ongelmaa: matemaattisen notaation sihkoistdminen.

Tutkielmassa huomattiin, ettd matematiikan kirjoittaminen voidaan ottaa huomioon verkko-
oppimisympdristodissd ainakin kolmella eri tavalla. Matematiikkaa voidaan latoa symboliesti
kiyttden IATEXin tapaisia ladontakielid tai kaavaeditoreja. Toisaalta matematiikkaa voidaan
kirjoittaa tdysin ndppdimistolld kiyttien ohjelmointityylistd lineaarista notaatiota. Lopuksi,
matematiikan esittdmistd verkko-oppimisympéristdissd voidaan jéttdd pois tai korvata vain

vastauksia vaativilla tehtavilla.

Jokaisella esitystavalla on puolensa. Silld aikaa kun symbolinen notaatio on kaikille tutum-
paa, lineaarista notaatiota on paljon nopeampi kirjoittaa. Liséksi lineaarinen notaatio kdy
hyvin yhteen rakenteisten péittelyketjujen kanssa, ja sitd on erittdin helppoa tarkistaa auto-
maattisesti. Myds muilla menetelmilld on hyotynsd, silld symbolinen ja lineaarinen notaatio
kummatkin edellyttidvit uusien kirjoitustyokalujen oppimista, jolloin vastauksien kirjoitta-
minen tietokoneella aiheuttaa yliméardisti kognitiivista kuormitusta. Koska jokaisella mene-
telmaélld on eri hyodyt ja haitat, ideaalisesti verkko-oppimisympériston on tarjottava kaikki

niama4 notaatiovaihtoehdot.

Mainittakoon, ettid verkko-oppimisympiristot eivit ole ainoa tapa sdhkoistdd matematiikkaa
ja sen notaatiota. Itse asiassa télld hetkelld vastavalmistuneet matematiikan opettajat ovat
erittdin aktiiviset soveltaa teknologiaa opetuksessa, mutta se on paljon monipuolisempaa
kuin yhden jérjestelmén kédyttdminen (esim. McCulloch ym. 2018)). Tehtédvid saatetaan teh-
dd Kahoot-pelilld, matematiikkaa kirjoitetaan tekstinkésittelyohjelmalla ja grafiikkaa Geo-

Gebra-sovelluksella. Siispd on pidettdvd mielessd, ettd verkko-oppimisympadristot eivét yk-

16



sinomaan ole ehto matematiikan opetuksen onnistuneeseen sihkoistimiseen. Mielenkiintoi-
nen jatkotutkimuksen aihe olisi siis selvittdd, onko verkko-oppimisympéristdjen integroin-

nilla matematiikkaan ylipdatdén mitdan hyotya.

Tissd tutkielmassa verkko-oppimisympiristdjen tarkempi tarkastelu on jddnyt védhiin. On
selvid, ettei matematiikan notaation sdhkoéistdminen ole ainoa syy viedd opetusta verkkoon:
kuten luvussa [2] mainittiin, verkko-oppimisympdristot ovat paljon muutakin kuin vain teh-
tdvien tekoon tarkoitettu alusta. Verkko-oppiminen ja matematiikan didaktiikka ovat aihea-
lueet, joiden tarkempi tarkastelu voi tuottaa erittdin monipuolista tietoa verkko-oppimisym-
paristojen hyodystd ja haitoista matematiikan opetuksessa. Jatkotutkimuksessa voitaisiinkin
keskittyd tarkemmin siihen, miten verkko-oppimisympdristdjen eri ominaisuudet voidaan

soveltaa jarkevidsti matematiikan opetuksessa.

Lopuksi on tirkedd huomata, ettd aineisto on valittu varsin monipuoliseksi. Matematiikkaa
ei kuitenkaan opeteta samalla tavalla kaikilla ik#asteilla, jolloin on erittdin vaikeaa arvioi-
da kaikkien tutkielmassa esiteltyjen menetelmien yleistd sopivuutta. Tulevaisuudessa olisi
siis mielenkiintoista rajata tutkimusta vain tietylle ikdasteelle. Talld hetkelld tilanne néyttaa
siltd, ettd Suomessa asiaa on vihiten tutkittu yldaste- ja lukioikdisilld oppijoilla. Erityisesti
jatkotutkimuksena voisi siis selvittdd verkko-oppimisympdristdjen integrointia lukion ma-
tematiikan opetukseen, silld lukiossa matematiikan sdhkoistiminen on ajankohtaisinta séh-

koistyneiden ylioppilaskirjoituksien vuoksi.
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