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1. JOHDANTO

1 Johdanto

Tama tutkielma késittelee polkujen pituuksia metrisissi avaruuksissa, ja
polun pituuteen liittyvia késitteitd pituusavaruus ja geodeesinen avaruus.
Tyon alussa maaritellidin muutamia keskeisid kdsitteitd, sellaisia joita tarvi-
taan edempéand. Néistd tyon kannalta erityisen oleellinen on polku metrisessé
avaruudessa.

Kolmannessa luvussa maéaritelladn polun pituus. Polkua approksimoidaan
tihedjakoisilla murtoviivoilla ja pituudeksi méaritelliin niiden supremum.
Sikéli kun polun pituus on direllinen, mitd se ei suinkaan aina ole, sanotaan
polun olevan suoristuva. Kolmannessa luvussa esitetddn useita polun pituu-
teen liittyvid lauseita, joista osaa tarvitaan tyon paatuloksen, ns. Hopfin ja
Rinowin lauseen, todistuksessa luvussa nelja.

Polun parametria voi vaihtaa, johon liittyen esitetiin muutamia tuloksia.
Erikoistapauksena parametrin vaihdosta on polun parametrisointi omalla
pituudellaan, siten ettd parametri on aina yhtd polun siihenastisen pituuden
kanssa.

Edelleen kolmannessa luvussa méaritelldan pituusavaruuden késite. Avaruus,
jossa kaikkien kahden pisteen vélisten polkujen pituuksien infimum on sama
kuin pisteiden vilinen etdisyys, on pituusavaruus. Pituusavaruudelle anne-
taan tidsmallinen méairitelmé ja esitetddn esimerkkejd paitsi avaruuksista
jotka ovat pituusavaruuksia, niin myos sellaisista, jotka eivit ole.

Neljas luku kisittelee geodeesisyytta. Polku on geodeesinen, jos sen pituus
on sama kuin sen pédatepisteiden véilinen etdisyys. Jos kaikki avaruuden
pisteet voidaan yhdistdd toisiinsa pisteiden etdisyyden pituisella polulla,
sanotaan avaruutta geodeesiseksi. Kaikissa avaruuksissa téallaista polkua
ei ole lainkaan, joskus niitd on yksi ja joskus useita. Esimerkiksi pallon
pinnalla pohjoisnavalta on eteldnavalle ddrettoméan monta lyhintd reittia.
Tyon padtulos liittyy avaruuden geodeesisyyteen.

Hopfin ja Rinowin lauseen todistuksen pohjustukseksi esitellidin yhtéajat-
kuviin funktiojonoihin liittyva ns. Arzelan ja Ascolin lause. Tdmén avulla
padstadn todistamaan itse Hopfin ja Rinowin lause: lokaalisti kompaktissa

taydellisessd, pituusavaruudessa kaikki suljetut ja rajoitetut joukot ovat
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kompakteja, lisdksi mainituin ehdoin varustettu avaruus on geodeesinen.
Tutkielman kaksi tiarkeintd ldhdettd ovat Bridson ja Haefliger: Metric spaces
of non-positive curvature [1| ja Papadopoulos: Metric Spaces, Convexity
and Nonpositive Curvature |8|. Padlauseen todistuksessa on kiytetty ndiden
lisiksi kahta verkosta 16ytynytti kurssimateriaalia, kirjoittajina Holopainen
ja Lang.

Perusasioissa ja suomenkielisessd terminologiassa on tukeuduttu oppi-
kirjoihin Jussi Vaiséla: Topologia I [11] ja Topologia II [12]. Sikdli kun
englanninkielisille termeille ei 16ytynyt helposti suomennosta, aiheutti niiden
kiddntdminen jonkin verran miettimistd. Topologian oppikirjojen lisdksi
aiheesta ei juurikaan 16ytynyt suomenkielista kirjallisuutta. Geodeesisyyteen
liittyva vanha kirjallisuus oli jo ikdnsd puolesta mielenkiintoista. Erityisesti
Cohn-Vossenin teos [3], jossa Hopfin ja Rinowin lause esiintyy ilmeisesti
ensimmaisen kerran nykymuodossaan. Taméa herdttdd ajatuksen, josko

lauseen tulisi kantaa my0s hdnen nime&in?
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2 Metrinen avaruus ja polku metrisessi ava-
ruudessa
Olkoon X joukko.

Maiésritelmé 2.1 (Metriikka ja metrinen avaruus). Kuvaus d : X x X — Rx

on metriikka, jos kaikilla z,y,z € X

1) d(z,y) =0 jos ja vain jos x = y,
2) d(z,y) = d(y, ) ja

3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Pari (X, d) on metrinen avaruus.

Jos avaruus R" varustetaan “tavallisella” euklidisella metriikalla, voidaan
siitd kayttaa merkintaa E”.
Miiritelmi 2.2 (Téydellinen metrinen avaruus). Metrinen avaruus (X, d)

on tdydellinen jos kaikki sen Cauchyn jonot suppenevat.

Miaritelmi 2.3 (Kompaktius). Metrinen avaruus on kompakti, jos sen kai-

killa jonoilla on suppeneva osajono.

Miaritelma 2.4 (Lokaali kompaktius). Metrinen avaruus on lokaalisti kom-

pakti, jos sen kaikilla pisteilld on jokin ympéristo U, siten ettd U on kompakti.
Esimerkki 2.5. Kompakti avaruus on aina myos lokaalisti kompakti.

Esimerkki 2.6. R" on lokaalisti kompakti, koska kaikki suljetut pallot
B(z,7) ovat kompakteja.

Esimerkki 2.7. Rationaalilukujen joukko Q (varustettuna euklidisella met-
riikalla) ei ole lokaalisti kompakti, koska sekd Q ettd R\ Q ovat tiheitd R:ssé.
Jokaisessa Q:n suljetussa pallossa on rationaalilukujen jonoja, jotka suppe-

nevat kohti irrationaalilukua.
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Mééritelma 2.8 (Siisti metrinen avaruus). Metrinen avaruus on siisti', jos

sen kaikki suljetut pallot ovat kompakteja.

Jos kaikki metrisen avaruuden suljetut pallot ovat kompakteja, niin myos
sen kaikki suljetut ja rajoitetut joukot ovat kompakteja, koska ne sisaltyvit
riittavan suureen suljettuun palloon. Jos taas kaikki metrisen avaruuden sul-
jetut joukot ovat kompakteja, niin luonnollisesti kaikki suljetut pallot ovat

kompakteja.

Seuraus 2.9. Metrinen avaruus on siisti jos ja vain jos sen kaikki suljetut ja

rajoitetut joukot ovat kompakteja.

Esimerkki 2.10. Euklidiset avaruudet ovat paitsi lokaalisti kompakteja, niin

myos siisteji.?
Miaéaritelma 2.11 (Polku). Olkoon a,b € R ja a < b . Jatkuva kuvaus
v :la, b = X
on polku, jonka pddtepisteel ovat avaruuden X pisteet = ja y, siten ettd
v(a) = x ja v(b) = y. Polku 7 yhdistid pisteet = ja y.

Miiritelma 2.12 (Kéénteispolku). Polulle y voidaan méaritelld kddnteinen
polku 7 : [a,b] — X

Ft) =~v(b+a—t).
Maié&ritelma 2.13 (Janapolku). Olkoon F normiavaruus ja z,y € E. Polku
v:[0,1] = E

V() = (1 =)z +ty

on janapolku ja sen kuvajoukko ([0, 1]) on jana.

lengl. proper
2Euklidisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu.
(Heinen ja Borelin lause)
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3 Polun pituus ja pituusavaruudet

Kun ajatellaan helppona esimerkkind kaarevan polun pituutta euklidisessa
tasossa, on varsin intuitiivista ldhestyd asiaa mahdollisimman tihedjakoisen

murtoviivan kautta. Sama ajatus toimii muissakin metrisissi avaruuksissa.

3.1 Polun pituus

Maéritellaan polun pituus siten, kun Papadopoulos sen méérittelee [8].
Vilille [a, b] voidaan tehdé jako. Kutsutaan jakoa nimelld o, jossa o on

valin [a, b] osavili, siséltden vélin pditepisteet a ja b. Siis

o= (tg <t <ty < <tlpo)-1 < tno)),

missd a =ty ja b = ().
Jaon pituus on #(o) ja joukon o alkioita kutsutaan jaon jakopisteiksi.
Maéritelladn seuraavaksi polun v pituus kiyttden apuna polun lihtdjou-

kolle [a, b] tehtyd jakoa o.

Maéaritelma 3.1 (Polun pituus). Polun v : [a,b] — X pituus on

L) = sup Y dr (1), 2 {ts2),

jossa supremum otetaan kaikkien vilin [a, b] jakojen yli.

o S
VA e N

Kuva 1: murtoviiva-approksimaatioita polun pituudelle esimerkkijaoilla, joi-
den pituudet 2,4,5 ja 7
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Jako voi olla mielivaltaisen tihed, erityisesti vili voidaan jakaa niin, etta
jakopisteiden maara lahestyy ddretonta.

Jos L(7y) on #érellinen, sanotaan ettd polku on suoristuva.

Miiritelma 3.2 (Kokonaisvariaatio). Polun « : [a,b] — X kokonaisvariaa-

tio® vilin [a,b] jaolla o on

Seuraus 3.3. Polun 7 : [a,b] — X pituus voidaan esittdd kokonaisvariaation

avulla ottamalla supremum yli erilaisten vilin [a, b] jakojen o
L(y) = sup Vo (7).

Lause 3.4. Jos v on jatkuva ja derivoituva vélilla [a, b], niin t&lléin

b
L) = [ e

Todistus sivuutetaan, saatavilla esim. oppikirjassa Rudin: Principles of Mat-
hematical Analysis, s. 137 |10].

Esimerkki 3.5. Reaaliarvoisten funktioiden kuvaajien kaarenpituuksia méa-
ritettdessd voidaan kidyttdd Riemannin integraalia. Maaritellidn jatkuvan ja

derivoituvan funktion f kuvaajan kaari S valilld [a, b] seuraavasti:
S={(z,y) eR:zea by = f(z)}.

Kun oletetaan funktio /1 + (f’ (x))2 Riemann-integroituvaksi, niin kaaren

S pituus L(S) on
L(S) :/ V14 (f(2)? da.

Esimerkkilaskuna, jos f(z) = x ja [a,b] = [0,1], niin f'(z) =1 ja

L(S):/Olmdx:/olx/idxzﬁ.

3engl. total variation, Papadopoulos s.11 [§]

7
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A f(x)=x
// .
1

Kuva 2: kaaren pituus funktiolle f(z) = z vililla [0, 1]

Toisena esimerkkind voidaan laskea r-sidteisen ympyrian kehdn puolikas,

jossa f(x) =+/r?—2? ja [a,b] = [—r, 7], jolloin

ERTEE o N

r2 — 2

r p r .

Lasketaan sijoitusmenetelmalld valitsemalla = = r cost, jossa ¢ € [0, w]. Vélin

Talléin

[—7, 7] padtepisteiksi saadaan

T =-r T=r

rcost = —r rcost=r

cost = —1 cost =1
t=m, t =
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Lisdksi dx = —rsintdt. Siis

—rsint dt)

L(S) = -
”[¢m<

—rsintdt)

N [ Vr2(1 —coth)(

(—rsintdt)

0
B 1
A v1 —cos?t
0

1
= ——(—rsintdt)
sint

0
/ —rdt=—r-0—(—r-m) =77

AR
kj f(x)= [

Kuva 3: r-siateisen ympyran kehin puolikas

Esimerkki 3.6. Kochin kiyridné tunnettu fraktaali on esimerkki suoristu-
mattomasta polusta. Polku konstruoidaan siten, etti janan [0, 1] (jaljempéna
iteraatio ) paélle ajatellaan tasasivuinen kolmio, siten ettd kolmion kanta
ja janan keskimméinen kolmannes yhtyvit. Janan keskimméinen kolmannes
poistetaan ja tilalle tulee kolmion kylkien mukaiset (ja siis janan kolmannek-
sen pituiset) uudet janat (jaljempéand polku 7).

Saaduille janoille toistetaan tité. Jokainen jana siis korvataan murtoviivalla,
jonka pituus on aina % siitd janasta, jonka tilalle kyseinen murtoviiva tulee.

Annetaan seuraavassa tasmallinen maarittely konstruktiolle:
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& A
Kuva 4: Kochin kiyran nelji ensimmaéistd iteraatiota

Polut v, : [0,1] — R? ovat polun v murtoviiva-approksimaatioita, joiden
induktiivinen méérittely tapahtuu seuraavasti: polku 7o(t) = (¢,0) kaikilla
t € [0, 1]. Polku =, saadaan tekemalld vilille [0, 1] jako

op = {i/4",i=0,1,...,4"}.

Polut 7, muodostavat jonon, joka suppenee tasaisesti kohti polkua ~. Polun
~ pituuden, joka on siis kaikkien murtoviiva-approksimaatioiden supremum,
osoitetaan olevan direton.

Tihenevilld jaoilla muodostuvien polkujen pituudet ovat

Polkujen muodostaman jonon jokaisen jdsenen pituus on aina ‘51 edellisen
jsenen pituudesta, siis L(yi+1) = 3L(7) kaikilla ¢ € N. Ja koska L(v,) =
(%)", niin

L(v,) — oo, kun n — oc.
Tarkastellaan viela polkua v, & € N. Polku 7 on siis murtoviiva-

approksimaatio polusta ~. Jonon seuraava polku 7., sisdltda paitsi samat

10
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jakopisteet kuin 7, niin myos uuden iteraation k + 1 lisidmét jakopisteet.
Ye+1 siis on edellistd murtoviivaa vy (kolmasosan) pidempi. Siis L(y) = oo ja

taten Kochin kiiyré ei ole suoristuva.
Esitetdin seuraavassa muutamia polun pituuteen liittyvid lauseita.

Lause 3.7 (Polun pituuden alaraja). Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja
v : [a,b] — X polku. T&ll6in

L(y) = d(v(a),7(b)).

Todistus. d(-y(a),~v(b) on pisteiden y(a) ja v(b) vélisen murtoviivan pituus,
jos murtoviiva on muodostettu kiyttden vilin jakoa {a,b}. Koska d on

metriikka, péitee silld kolmioepéyhtéld, joten jakopisteiden lisddntyessd ai-
na L(7) = d(v(a),7(b)). O

Lause 3.8 (Vakiokuvaus). Olkoon v : [a,b] — X polku. L(y) = 0 jos ja vain

jos ~v on vakiokuvaus.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd v on vakiokuvaus, siis on olemassa jokin x( €
X, siten ettd y(t) = x kaikilla ¢t € [a, b]. T&ll6in polun pituuden méadritelmén

ja metriikan positiivisuuden nojalla

L) = sup 3 dla (1), (1) = sup Y o, 70) = .

Oletetaan, ettd L(y) = 0. Olkoon ¢ piste vililld ]a, b[. Tehddédn vélille [a, b]
jako o = {a,t,b}. Télloin

Vo(v) = d(y(a), 7(t) + d(~(t), (b)) < L(v) = 0.

Koska d on metriikka, eikd siis voi saada negatiivisia arvoja, niin nyt

d(y(a),v(t)) = 0jad(y(t),v(b)) = 0. Siis y(a) = v(t) = v(b) kaikilla t €|a, b|.
Siis v on vakiokuvaus. O]

Merkinti 3.9. Olkoon v : [a,b] — X polku jat € [a,b]. Polun « rajoittumaa

/

7' < la,t] = X merkitdin |-

11
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Seuraava lause on varsin triviaalin oloinen. Lauseen tulosta kuitenkin

tarvitaan jaljempéand, joten esitetddn lause téassa:

Lause 3.10 (Additiivisuus). Olkoon 7 : [a,b] — X polku ja t € [a,b].
Kaikilla ¢
L(v) = L(V|iwn) + L(V]iea1)-

Vaikka lauseen tulos vaikuttaa itsestdénselvilté, todistus on vaadittavine

sivutuloksineen pitké, sivuutetaan.?

Lause 3.11 (Pituuden kertyméfunktion jatkuvuus ja monotonisuus). Ol-
koon v : [a,b] — X suoristuva polku, sen pituus L(y) = [ ja t € [a,b].
Funktio A : [a,b] — [0,]]

A(t) = L(V]fa1)

on jatkuva ja monotoninen.

Todistus. Funktion A\ monotonisuus seuraa lauseesta 3.10. Jatkuvuuden to-
distamiseksi on osoitettava, ettd kaikilla ¢ < 0 véli [a, b] voidaan jakaa ddrel-
lisen moneen osaviliin, siten ettd polun v rajoittuman pituus kullakin osa-
vililld on alle e. TaAmén osoittamiseksi kidytetddn kuvauksen v : [a,b] — X
tasaista jatkuvuutta ja valitaan § > 0, siten ettd d(vy(t),~v(t')) < €/2 kaikilla
t,t" € [a,b], kun |t — ' |<d.

Koska L(7y) on &érellinen, vili [a, b] voidaan jakaa sellaisella jaolla
a=1ty<t; <---<tp<b, ettd

o
—_

d(y(ti),y(tig1)) > L(v) — /2. (A)

Il
=)

Jako voidaan tehdi niin tiheéisti, ettd | t; — ;41 |< 0 kaikilla
i=0,...,k—1, jolloin d(y(t1),v(t;ix1)) < €/2 kaikilla 1.

Lauseen 3.10 nojalla

T
L

Ly)= ) L(v

7

[ti,ti+1})' (B)

I
o

Kaikilla osavaleilld

L<7 [ti,ti+1]> > d(V(tz)77<tz+1)) (C)

*todistus Papadopoulos s. 17 [8]
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Yhdistamilla (A), (B) ja (C) saadaan

E
—_
e
—_

L(y)= ) L(v

%

titien)) = ) d(v(t:), v (tiv)) > L) —g/2. (D)

7

I
o
Il
o

Jokainen yksittdinen termi ensimmaéisessd summassa on suurempi tai yhtd
suuri kuin “murtoviivavastineensa” toisessa summassa. Epayhtilon (D) seu-
rauksena milldan osavilillda polun rajoittuma ei saa kuitenkaan olla “liikaa”

pidempi kuin vastaava murtoviivan osan. Siis kaikilla ¢

L(y

[ti,ti+1]) - d(’Y(ti)a’V(ti—&—l)) < 5/2
L(’}/ [ti:ti+1]) < 5/2 + d(’Y(ti)a 'Y(ti—i-l))
L(V|pitinn)) <€/2+¢/2=c¢.

]

Lause 3.12 (puolijatkuvuus alhaalta). Olkoon (+,) jono polkuja, ~, :
[a,b] — X, jotka suppenevat tasaisesti kohti polkua ~. Jos v on suoristu-

va, niin kaikilla € > 0 on olemassa N. € N, siten ettd
L(v) < L(m) +¢

aina, kun n > N..

Todistus. Vilille [a, b] tehd&én sellainen jako a =ty < t; < -+ <ty < b, etté

Ead
—

L(v) <) d(y(t:), y(tisr)) +€/2.

i

Il
o

Valitaan N, niin suureksi, ettd d(c(t), c,(t)) < /4k kaikilla n > N, ja kaikilla
t € la,bl.
Kolmioepayhtalolla d(y(t;), v(tiv1)) < 2¢/4k + d(vn(t:), Yn(tiy1)). Siis

L0 < bt D2 A0 (1) Aalli) +2/2 < £+ D).

13
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Esimerkki 3.13. Olkoon 7, : [0,7] = R
(t) = = cos(n?t)
w(t) = = cos(n’t).
7 n

jono polkuja. Jono suppenee kohti vakiopolkua ~(t) = 0, jonka pituus on 0.
Osoitetaan, ettd L(7y,) — oo, kun n — oo. Kun ¢t € [0, 7], niin cos(n?t)
kulkee 1:n ja —1m vililld n? kertaa. Talloin siis

L(v,) > %2712 = 2n.

Siis L(7,) — oo ja tdten L(7,) ei ldhesty pituutta L(7).

3.2 Parametrin vaihto

Polun parametrisointia voi muuttaa. Jaljempéné osoitetaan, ettd parametrin
vaihto ei vaikuta polun pituuteen, olettaen ettd parametrin vaihto on tehty

seuraavassa esitetyn mukaisesti monotonisella ja surjektivisella kuvauksella.

Maiéritelmé 3.14 (Parametrin vaihto). Olkoot v : [a,b] — X ja ' : [¢,d] —
X polkuja. Jos on olemassa monotoninen surjektio ¢ : [¢,d] — [a,b], jolla

patee v/ = v o 9, kutsutaan kuvausta v parametrin vaihdoksi.

Lause 3.15 (Polun pituuden riippumattomuus parametrisoinnista). Olkoot
v i la,b] — X ja v :[c,d] — X polkuja, joille voidaan tehdd parametrin
vaihto kuvauksella v : [c, d] — [a, b]. Talléin L(y) = L(7).

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd L(y') > L(v). Jokaista vilille [a,b] tehty&
jakoa 0 = (t;)i0,1,..n kohden valitaan vélin [c, d] jako ¢’ = (%})i=01,...n, Siten
ettd kaikilla ¢ voidaan valita piste t; € ¥~ (¢;). Joukosta ¥~1(t;) 1oytyy aina
vahintdén yksi mahdollinen ¢, koska v on surjektio. Talloin V. (v') = V, (7).
Koska L(7") on polun pituuden mééritelmén mukainen supremum yli kaikkien
vélin [c, d] jakojen, niin L(vy") > V(7)) = V, (7).

Ottamalla supremum yli kaikkien vilin [a, b] jakojen, saadaan
L(7) Z sup Vo (7),

joten seurauksen 3.3 nojalla L(v") > L(v).

14
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd L(y') < L(v). Olkoon ¢’ vilin [c,d] jako.
Télloin ¢ (0’) = o on vilin [a, b] jako. Koska 1) on monotoninen, niin V,(7') =

Vo (v).
Koska L(7y) on supremum yli kaikkien vélin [a, b] jakojen, niin

L(v) 2 Vo(v) = Vo (7).

Kun nyt otetaan supremum yli kaikkien vilin [c,d] jakojen, niin saadaan

L(v) =z L(v).
Siis L(y) = L(%). O

Lause 3.16 (Ké#inteispolun pituus). Olkoon v : [a,b] — X polku ja 7 :
[a,b] — X sen kiddnteispolku 7(t) = v(b+ a — t). Télloin L(7) = L(7).

Todistus. Valitaan maéritelman 3.14 ja lauseen 3.15 parametria vaihtavaksi

kuvaukseksi monotoninen surjektio vy : [a, b] — [a, D]

Télloin lauseen 3.15 nojalla L(%) = L(v). O

3.2.1 Parametrisointi polun pituudella

Polun parametrisointia voidaan muuttaa niin, ettd parametri on yhta polun
siihenastisen pituuden kanssa. Parametria vaihdetaan siis siten, ettd suoris-
tuvan polun v : [a,b] — X mééirittelyjoukon [a,b] sijaan parametri saa ar-
voja joukosta [0, L(7)]. Seuraavassa esitetddn muutama tdhén liittyva lause

sellaisina, kuin Papadopoulos [8] ne muotoilee.

Lause 3.17. Olkoon v : [a, b] — X suoristuva polku. Kaikilla v € [0, L(7)] on
olemassa yksikésitteinen x € X ja t € [a,b], joilla x = (t) kun u = L(7|0.9)-
Jos mahdollisia pisteitd ¢ on useita, on niiden muodostama joukko vilin [a, b]

suljettu osavili, jolla v on vakiokuvaus.

Todistus. Lauseen 3.11 mukainen kuvaus A(¢) on jatkuva, joten differentiaa-

lilaskennan véliarvolaueen nojalla kaikkia u, 0 < u < L(7), vastaa luku ¢,
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3. POLUN PITUUS JA PITUUSAVARUUDET

jolla U = L<7|[a,t]>-
Olkoot t ja t’ € [a,b], t <t ja

L<’V|[a,t]> = L(’Y’[a,t’])‘

Talloin lauseen 3.10 nojalla

L(’Y|[t,t']) = L(’Y|[a,t']) — L(’Y|[a,t]) =0.

Nyt, koska polun pituus valilld [¢,¢] on nolla, niin lauseen 3.8 mukaan ~
on vakiokuvaus télld valilla. Lisdksi lukujen ¢ joukko on vilin [a, b] suljettu

osavali. O

Lause 3.18. Olkoon 7 : [a,b] — X suoristuva polku ja 4 : [0, L(v)] — X,
F(u) = ~(t) siten, etta kaikilla ¢ on yksikésitteinen piste y(t) € X toteuttaen
yhtélon v = L(7|j,). Kuvaus 4 on 1-Lipschitz (ja Lipschitz-kuvauksena siis
jatkuva)®, joten se on polku. Liséiksi polkujen v ja 7 vililli voidaan tehdi
parametrin vaihto kuvauksella 1 : [a,b] — [0, L(7)], ¥(t) = L(7|[a,9)-

Todistus. Olkoot u ja u' € [0,L(y)], v < u' sekd t ja t' € [a,b], joilla

L(Y]ja) = v ja L(V]ja) = v’ Télloin y(u) = y(t) ja y(u') = y(t).
Lauseen 3.7 (polun pituuden alaraja) avulla

d((u), () = d(y(£),7(t) < L(V[pe)) = d(u, ).

Siis kuvaus 74 on 1-Lipschitz.
Kuvaus ¢ on kasvava ja surjektio. Lauseen 3.17 mukaisen pisteen yksikdsit-

teisyyden avulla voidaan tehd&d parametrin vaihto v =7 o . O

Lause 3.19. Olkoon 7 : [a,b] — X suoristuva polku ja 7 : [0, L(y)] — X
kuten edelld. Kaikilla u € [0, L(v)] pétee u = L(Y|4,4])-

5Olkoot (X,d) ja (Y,d’) metrisii avaruuksia ja z1, 7o € X. Kuvaus f : X — Y on M-
Lipschitz, jos on olemassa luku M > 0 siten, ettd d'(f(x1), f(x2)) < Md(z1,z2) kaikilla

T1,T2.

Lipschitz-kuvaus on aina jatkuva.
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J(L(¥)

¥(b) N
Y (uy
Y
/\ u1u2 U3 /\
a b 0 L(¥)
¥ )
Yif
y(a) Y(0)

Kuva 5: polun pituudella parametrisointi

L

Todistus. Olkoot u € [0, L(7)] ja t € [a,b] siten, ettd L(7|qy) = u.

Polku |(.,4 saadaan polusta 7|, parametrin vaihdolla

Ve = Vo, © ¥,

jossa ¢ : [0,t] — [0, ul.
Koska polun pituus on riippumaton paramterisoinnista (Lause 3.15), niin
L('ﬂ[a,u}) = U. ]

Lauseet 3.17, 3.18 ja 3.19 antavat aihetta seuraavaan maéritelmaén:

Miaritelmi 3.20. Olkoon v : [a,b] — X suoristuva polku ja kaikilla u,v €
la,b], u < v pétee v — u = L(7|wy)). Talldin v on parametrisoitu polun

pituudella.

Erityisesti pituudellaan parametrisoidulla polulla « : [a,b] — X pétee
L(y)=0b-—a.

Miaritelma 3.21. Olkoon 7 : [a,b] — X polku, a < b. Polku v on pa-
rametrisoitu suhteessa omaan pituuteensa, jos se joko on vakiopolku tai on
olemassa omalla pituudellaan parametrisoitu polku 7' : [¢, d] — X siten, ettd

v =701, missd ¢ : [a,b] = [c,d] on yksikésitteinen affiini homeoformismi

(d—c)x + (be — ad)
b—a '

() =
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3.3 Pituusavaruus

Maiéritelmé 3.22 (Pituusmetriikka ja pituusavaruus). Metrinen avaruus X

on pituusavaruus, jos kaikilla z,y € X
d(z,y) = inf L(y),
v

jossa infimum otetaan kaikkien sellaisten polkujen yli, jotka yhdisté-
vit avaruuden pisteet x ja y. Pituusavaruuden metriikkaa kutsutaan

pituusmetriikaksi. ([8], s. 35)

Gromov [5] kutsuu pituusavaruuksia nimelld polkumetrinen avaruus.® Pi-
tuusmetriikkaa voidaan kutsua myos jonkin avaruuden luontaisekst metrii-
kaksi.”. Esimerkki 3.28 havainnollistaa asiaa: kun avaruutena on pallopinta
ja tutkitaan kahden pisteen vilistd etiisyyttd, on varsin luontaista kiyttaa

etdisyytend lyhintd pisteiden vélistd polkua pallon pinnalla.

Esimerkki 3.23. Avaruudet E" ovat pituusavaruuksia, koska mitkd tahansa
kaksi avaruuden pistettd = ja y voidaan yhdistdd euklidisella janapolulla,
jonka pituus on sama kuin pisteiden vélinen euklidinen etéisyys ||z — y||.
Lasketaan janapolun v : [0,1] — E", v(¢) = (1 — t)x + ty pituus.

Kaikilla t; ja to, 0 < t; <ty < 1 pétee

d(y(t1), ¥(t2)) = |lv(t1) = ~(t2)]]
= I(1 = t)z +tiy — (1 — ta)x — tay||
=1[(1 —t1 = 1+t2)z+ (t1 — t2)y|
= [|(t2 = t)z + (t1 — t2)y|
= [|(t2 = t)z — (f2 — t1)y|
= (L2 = t)[|lz — yl|.
Polun méaaritelmén mukainen pituus, kun supremum otetaan yli kaikkien eri

vélin [0,1] jakojen o = (tp < --- <t,) , to = 0 ja t, = 1 saadaan edelldolevan

Sengl. path metric space. Muita synonyymejs pituusavaruudelle inner metric space ja

intrinsic space. Vastaavasti pituusmetriikka voi olla length metric tai intrinsic metric.[4]
Tengl. intrinsic [4].
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laskun nojalla seuraavasti:

L) = sup 3 d(a(0),2(tis1)

n—1

= sup Z(tz‘+1 — )|l =yl
7 =0

=sup (t, — to)||z — 9|

= sup (1 — O)Hx - yH

= [lz —yll.

Janapolulle tehdyn murtoviiva-approksimaation pituus on siis riippumaton
tehdysta tehdystéd jaosta o. Miten ikind jaon tekeekddn, murtoviivan pituus

on sama kuin pisteiden x ja y vilinen etéisyys.

Esimerkki 3.24. Mééritelldéin normi [|z[|,, vektorille z = (z1, 22, ..., ) ava-

ruudessa R"™ seuraavasti:

=

n
» P
ol = (3 I
i=1
Taten normi ||z||; = (|z1| + |22| + ... + |2z,|). Ndin méariteltynd normi ||z||,
on “tavallinen” euklidinen normi. Liséksi méaéritelliin tapaus p = oo

el = ma foi.

Edellimainitut normit antavat vastaavat pituusmetriikat d;, do (euklidinen
metriikka) ja dy.®

Esimerkki 3.23 patee kaikissa normiavaruuksissa.

Esimerkki 3.25. Jos tasosta E? poistetaan piste, on se edelleen pituusava-
ruus. Esimerkiksi "reiéillisessd tasossa” E? \ (0,0) pisteiden (—1,0) ja (1,0)
vélinen etdisyys on tasan 2. Ei kuitenkaan ole olemassa sen pituista polkua

ndiden kahden pisteen vélilld. Kuitenkin erilaisten pisteita (—1,0) ja (1,0)

8d; metriikalle on olemassa useita sitd hyvin kuvaavia nimityksié: tazicab metric, Man-

hattan metric, rectilinear metric ja right-angle metric. [4]
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3. POLUN PITUUS JA PITUUSAVARUUDET

yhdistdvien polkujen pituuksien infimum on 2.

Seuraavassa esimerkki yhdenlaisesta polusta, jolla voidaan kiertdd pois-
tettu piste.” Poistettava piste p sijaitsee janalla [z,y]. Rakennetaan polut
v 1 [0,1] — E" siten, ettd ne kulkevat pisteiden 2/, p’ ja v’ kautta, v(0) = «
jan(1) =y.

N
: b y e
£

Kuva 6: tasosta poistettu piste kierretdin

Polun v pituus on
L(y) = d(z,2") + d(2',p") + d(p",y) + (¥, y) = d(z,2") + 2 + d(y, y).
Lisdksi d(2,y') = e.
Talloin
d(z,y) = inf L(v).
B!
Yleisemmin, jos avaruudesta E™, n > 2 poistetaan ddrellinen mairi pisteité,

on se edelleen pituusavaruus. Edelld esitetty pisteiden kiertdminen toimii

useammankin pisteen tapauksessa.

Esimerkki 3.26. Jos tasosta E? poistetaan jana, se ei ole pituusavaruus.
Tasossa E? kahden pisteen vilinen lyhin polku on niiden vilinen janapolku.
Jos tasosta poistetaan jana [z, j|, niin pituusavaruuden mééritelma ei téyty
sellaisten pisteiden z,y € E? \ [i, ] osalta, joita yhdistévi euklidinen jana
ristediisi janaa [, j].

Polkujen pituuksien infimum on joko d(x,i) + d(i,y) tai d(z,j) + d(j,v),

kumpikin kuitenkin kolmioep#yht&lon nojalla pidempia kuin d(zx, y).

9T&m4 vain yksi esimerkki, poistettu piste voidaan kiertis direttomiin monella tavalla,
niin ettd saadaan haluttu tulos.
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j poistettu jana

i/ kaksi polkua, jotka yhdistavéat pisteet x jay

Kuva 7: tasosta poistettu jana

Yleisemmin, avaruus K™, josta on poistettu jokin palloympéristo, ei ole

pituusavaruus.

Esimerkki 3.27. Yksikkdympyrid E2:ssa ei ole pituusavaruus. Esimerkiksi
pisteiden (1,0) ja (0,1) vilinen etiisyys d((1,0),(0,1)) = v/2. Lyhin niits
yhdistévd polku on ympyrdn kehén neljénnes, jolloin inf, L(y) = /2. Siis
d(x,y) # inf, L(7). Yleisemmin, pallopinnat S™!, joissa metriikkana E™:mn

indusoima metriikka, eivit ole pituusavaruuksia.

Esimerkki 3.28. Varustetaan R*mn yksikkoympyrd (S?) ympyrikaaren pi-
tuutta mittaavalla metriikalla (dymp) ja tarkistetaan, antaako tdmé metriikka
yhté pitkit polun pituudet kuin se metriikka (d), jonka suhteen ympyréikaa-
renpituusmetriikka on muodostettu.'®

Merkitdén polun ~ pituutta metrisessi avaruudessa (52, dymp) merkinnélld
Lymp(7)-

Koska d(z,y) < dymp(x,y) (edempénd lause 3.30), niin L(y) < Lymp(7y). Li-

sdksi, kun otetaan supremum yli erilaisten jakojen,

Lymp = Sup Z dymp ( z+1) < sup Z L

Y[tz 1t]) L(y).

Siis L(y) = Lymp (7). Metriikalla dy,, varustettu yksikkéympyréd on pituus-

avaruus.!

10Mainittu kuvaus dymp oOletetaan siis metriikaksi. Seuraavassa alaluvussa tarkistetaan,
onko se todella sité.

"Vastaava piittely voidaan tehdsi muissakin kuin tissi mainitussa yksikkdympyrin
tapauksessa. Bridson ja Haefliger esittdvit sen lauseen muodossa, s. 32-33 [1].

21



3. POLUN PITUUS JA PITUUSAVARUUDET

Esimerkki 3.29. Tarkastellaan edeltivia esimerkkis useampiulottuvuuksis-
sa avaruuksissa. Olkoon S™(0,7) origo-keskinen r-séteinen pallopinta avaruu-
dessa R™™!. Varustetetaan pallo metriikalla'?
n+1
AT
dpallo(,y) =T arccos(|zlr+ll|).
Tillaista metriikkaa kutsutaan pallometriikaksi tai isoympyrametriikaksi.'3.

Talloin metrinen avaruus (S™(0,7), dpaio) On pituusavaruus.

3.4 Polkumetriikka

Edellisissa esimerkeissd metriikkana kdytettiin pisteitd yhdistdvan polun pi-
tuutta.

Pituusavaruuden méaritelmdn mukaan avaruuden kahden pisteen vilinen
etdisyys on niitd yhdistdvien polkujen pituuksien yli otettu infimum. Tarkas-
tellaan vield sitd, onko edelld mainittu infimum metriikka yleisessé tapauk-
sessa. Madritelldan yleisessd metrisessa avaruudessa X kuvaus d, : X x X —
R U {oco},

dp(w,y) = inf L(7),

jossa z,y € X ja infimum otetaan yli kaikkien polkujen, jotka yhdistavit

pisteitd z ja y. Kuvaus d, on metriikan d maardamé polkumetriikka.

Polkumetriikan maéarittelyjoukkona on laajennettu R, koska suoristu-
mattomilla poluilla d, = oo. Sikdli kun kaikki avaruuden kaksi pistettd

voidaan yhdistaé suoristuvalla polulla, on d, darellinen.

Lause 3.30. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, jonka mitkd tahansa kaksi pis-
tettd voidaan yhdistda suoristuvalla polulla. Kuvaus d,, on metriikka. Lisaksi
d(z,y) < dy(z,y) kaikilla z,y € X.

12Mainittu kuvaus dpallo todella on metriikka. Kolmioepayhtédléehdon voi osoittaa aina-
kin kahdella tavalla. Joko trigonometrisella laskulla (Parkkonen esimerkki 1.4 sivulla 8 [9])
tai vastavaitteelld (Bridson ja Haefliger, propositio 1.14 sivulla 10 ja propositio 2.1 sivulla
16 [1]).

Benglanniksi spherical metric tai great circle metric [4]
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Todistus. Olkoot z,y € X ja v : [a,b] — X niitd yhdistéva polku. Lauseen
3.7 mukaan polun pituudella on alaraja, d(x,y) < L(7). Kun otetaan in-
fimum polkumetriikan méaritelmén mukaisesti yli kaikkien pisteitd = ja y
yhdistévien polkujen, saadaan d(z,y) < d,(z,y).

Tarkistetaan metriikan ehdot (M&éaritelma 2.1).

1. (symmetrisyys) Kaikkia polkuja -y vastaa aina kéfinteispolku 7. Lauseen

3.16 mukaan L(vy) = L(%), joten kaikilla v ja 7
dp(w,y) = inf L(y) = inf L(7) = d,(y, z)-
2. (positiivisuus)
(a) Oletetaan, ettd dy(r,y) = 0. Koska d(z,y) < d,(z,y), niin
d(xz,y) < 0. d on metriikka, joten nyt d(x,y) = 0 ja edelleen
x=1y.

(b) Oletetaan 2 = y. Polku, joka yhdistdi pisteen itseensd on vakio-

polku, joten lauseen 3.8 nojalla d,(x,z) = 0.

3. (kolmioep#yhtéls) Olkoon z,y,z € X, v : [a,b] — X pisteitd x ja y
yhdistéva polku, 7' : [a, b] — X pisteitd y ja z yhdistéva polku ja e > 0,
joilla

L(v) < dp(z,y) +¢/2 ja

L(v) < dy(y, 2) + /2.

Lisdksi maaritelldan polku v : [a,b+ b —d'] = X

") = (1) kun ¢ € [a, b),
! Y(t—b+d) kuntelbb+V —d]

Tarkastellaan polun ~” pituutta kahdessa osassa, mééritelméan molem-
pia osia erikseen. Ensimméisen osan tapauksessa 7|’fa g = 7 Joten
L(y") = L(v), kun t € [a, 0] .

Jalkimmaéisen osan tapauksessa polku 7\/1/),1) b —a]] saadaan polusta y
vaihtamalla parametria kuvauksella ¢ : [b,b+ b — a'] — [/, V],

/

P(t)=t+ad —b.
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Koska parametrin vaihto ei vaikuta polun pituuteen (lause 3.15), niin

L('7|,1/,7b+b/7a/]\) = L(v).
Polun " kokonaispituus on siis

L(y") = L(7) + L(Y) < dp(@,y) + dy(y, 2) + €
jollakin € > 0.

Kun otetaan infimum yli kaikkien pisteitd x ja z yhdistavien polkujen ~”,
saadaan d,(x, z) < d,(z,y)+dy(y, 2)+e. Siis d,(z, 2) < dp(z,y)+d,(y,2). O

Seuraus 3.31. Avaruus (X, d) on pituusavaruus jos ja vain jos d, = d.
Pisteitd x ja y yhdistdvien polkujen pituus on sama molemmilla metriikoil-

la!, kuten esimerkissd 3.28. Pituusavaruuden miiritelmin mukaisesti
d(z,y) = inf L(7).
B!
Polkumetriikan tapauksessa

dp(z,y) = inf L(7).

Y

4 Tarkemmin katso Bridson ja Haefliger, s. 32-33 [1].
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4 Geodeesisyys

Jos avaruuden kaksi pistettd voidaan yhdistda polulla, jonka pituus on sama
kuin yhdistettyjen pisteiden etdisyys, sanotaan polkua geodeesiseksi poluks:.
Sikdli kun avaruuden mitkd tahansa kaksi pistettd voidaan yhdistdd néin,

sanotaan ettd avaruus on geodeesinen avaruus.

4.1 Geodeesinen polku ja geodeesinen avaruus

Olkoon X metrinen avaruus ja v : [a,b] — X polku.

Miaritelma 4.1 (Geodeesinen polku). Polku v on geodeesinen tai lyhyesti
geodeesi, jos kaikilla tq,ts € [a, D]

d(v(t1),v(t2)) = d(t1, t2)

Geodeesinen polku siis siilyttid etiisyydet.!'?

Maiédritelmi 4.2 (Geodeesinen jana). Geodeesisen polun kuva metrisessi

avaruudessa X on geodeesinen jana.

Jos polku v : [a,b] — X yhdistdd avaruuden X pisteet = ja y, niin

vastaavasti geodeesinen jana 7([a, b]) yhdistda ne.

Maiésritelmi 4.3 (Geodeesinen avaruus). Metrinen avaruus X on geodeesi-

nen, jos kaikilla 2,y € X on olemassa niitd yhdistd geodeesinen polku.'®

Pituusavaruuden ja geodeesisen avaruuden méidritelmistd (Mair. 3.22 ja

Maar. 4.3) voidaan tehdi seuraava pédtelma:

Seuraus 4.4. Geodeesinen avaruus on aina pituusavaruus.

15Suomennokset geodeesinen polku ja geodeesi tehty englanninkielisists termeisti geo-
desic path ja geodesic [8]. Geodeesinen jana on termini yksikisitteisempi kuin pelkka

. Esimerkiksi

geodeesi: geodeesiksi kutsutaan myds “suoran yleistystéd kaareville pinnoille
isoympyréa pallopinnalla on geodeesi [4].
16Synonyymi geodeesiselle avaruudelle lyhimmdn polun metrinen avaruus, englanniksi

shortest path metric space [4].
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Esimerkki 4.5. FEuklidiset avaruudet E" ovat geodeesisii. Kahta pistettd
yhdistdvé geodeesinen jana on pisteiden vélinen “euklidinen jana”. Janapolun

pituus laskettiin aiemmin esimerkissa 3.23.

Esimerkki 4.6. Euklidisen avaruuden osajoukko on konveksi (kupera), jos
joukon minki tahansa kahden pisteen vilinen jana kuuluu kyseiseen jouk-
koon. Osajoukko A C E", varustettuna indusoidulla euklidisella metriikalla,

on geodeesinen jos ja vain jos se on konveksi.

d(a,b)

Kuva 8: joukko, joka ei ole konveksi

Esimerkki 4.7. Esimerkissé 3.29 késitelty pallopinta varustetulla pallomet-
riikalla dpa0 On geodeesinen avaruus. Pallopinnalla kahden pisteen vélinen
lyhin etéisyys on kaari vastaavasta isoympyrasta.

isoympyra

pisteiden valinen napakulma

Kuva 9: geodeesisen janan kuva pallopinnalla

Esimerkki 4.8. Esimerkissd 3.24 normi ||z||, mé&ritti pituusmetriikan d;.
Talld metriikalla varustettu taso, siis avaruus (R? d;) on geodeesinen ava-

ruus. Esimerkissd 3.23 laskettiin janapolun pituus euklidisessa avaruudessa.
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Sama voidaan yleistdd kaikkiin normiavaruuksiin.

Euklidisissa avaruuksissa kahta pistettd yhdistavid lyhimpid polkuja on yk-
si, kun taas pituusmetriikalla d; varustetussa metrisessd avaruudessa voi olla
aarettoman monta erilaista geodeesia. Tamén esimerkin avaruuden geodee-

sisyys ei ole yksikésitteisti.'”

] = =

Kuva 10: kolme esimerkkid geodeeseista tasossa, kun metriikkana d;

Esimerkki 4.9. Myo6s esimerkin 3.24 normin ||z, méarittdmalld pituus-
metriikalla d., varustetussa R%:ssa kahden pisteen vililld voi olla diretto-
mén monta geodeesid. Esimerkiksi origon ja pisteen (0,1) vélinen etdisyys
on 1. Kuvassa on kolme erilaista geodeesid, joiden pituudet ovat (% + %),
(+1+1+3)ja(s§+s+5+s+5+s+35+3) Avaruuden geodeesisyys
ei taaskaan ole yksikéisitteista.

1/2

1/8

1/2 1 1/4 1 1/8 1

Kuva 11: kolme esimerkkid geodeeseisté tasossa, kun metriikkana d

Esimerkki 4.10. Aiemmin esimerkissi 3.25 tarkasteltiin euklidista tasoa,

josta on poistettu origo, E?\ (0,0). Tdmé avaruus on edelleen pituusavaruus,

engl. uniquely geodesic space [1]
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mutta se ei ole geodeesinen. Origon vastakkaisilla puolilla olevien pisteiden,
esimerkiksi (—1,0) ja (1,0) vélinen euklidinen etdisyys on 2. Pisteitd (—1,0)

ja (1,0) yhdistévasd geodeesista polkua ei kuitenkaan ole olemassa.

(-1,0) (1,0) (-1,0) (1,0) (-1,0) (1,0) (-1,0) (1,0)

Kuva 12: polkuja, jotka kiertavit origon

Huomionarvoista on, ettd esimerkin 4.10 avaruus ei ole tdydellinen.

Aiemmin (Seuraus 4.4) todettiin, ettd geodeesiset avaruudet ovat aina pi-
tuusavaruuksia. Kuitenkaan pituusavaruudet eivit aina ole geodeesisid ava-
ruuksia (Esimerkki 4.10). Edempéné esitettdvd Hopfin ja Rinowin lause liit-
tyy siihen, millaisin ehdoin pituusavaruus tulee varustaa, jotta se olisi geo-

deesinen.

4.2 Funktioperheiden yhtajatkuvuus

Jotta jatkossa pidstdin todistamaan em. Hopfin ja Rinowin lause, tarvi-
taan funktioperheiden (funktiojonojen) yhtéjatkuvuuteen liittyvéi Arzelan ja

Ascolin lause.

Maiédritelmd 4.11 (Yhtdjatkuvuus). Olkoot Y ja X metrisid avaruuksia.
Funktioperhe (funktiojono) {f,}nen, jossa f,:Y — X on yhtajatkuva, jos

kaikilla € > 0 on olemassa § > 0, siten etté kaikilla n

d(fu(y), fuy)) < e, kun d(y,y') < 4.
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Maéaritelméan nojalla on selvid, ettd yhtajatkuvan funktioperheen funktiot

ovat tasaisesti jatkuvia.'®

Lause 4.12 (Arzelan ja Ascolin lause). Olkoon X kompakti metrinen ava-
ruus ja Y separoituva metrinen avaruus. Talloin kaikilla yhtdjatkuvilla funk-
tiojonoilla f,, : Y — X on osajono, joka suppenee tasaisesti Y :n kompaktissa

osajoukossa kohti jatkuvaa funktiota f:Y — X.

Todistus. Olkoon @ = {q1, q2, ...} C Y numeroituva, tihed joukko.

Valitaan jonon f, osajono f,1, siten ettd f,1(q1) suppenee, kun n — oo.
Téllainen osajono on olemassa, koska X on kompakti. Merkitddn tata raja-
arvoa f(qy).

Seuraavaksi valitaan jonon f, 1 osajono f,o, siten ettid f,2(¢q2) suppenee.
Merkitdén raja-arvoa f(gs).

Néin jatkamalla saadaan uusia osajonoja f, x, jotka suppenevat seuraavasti:

lim  for(q;) = f(g;), kaikilla j <k.

Nyt diagonaalijono f, ,(q) suppenee kohti raja-arvoa f(q) kaikilla ¢ € Q.
Yhtajatkuvuuden maadritelmén mukaan kaikilla n ja kaikilla € > 0 on ole-

massa 0 > 0 siten, ettd

d(fu(y), f2(y')) < e, kun d(y,y') < 0.

Kun n — oo, niin kaikilla ¢, ¢ € Q

d(f(q), f(d") < e, kun d(y,y’) <.

Koska () on tihed Y:ssd ja X on kompakti (ja téten siis tdydellinen), niin
f:114 on yksikéisitteinen jatke f : Y — X, jolla!®

d(f(y), f(y) < e, kun d(y,y’) <.

180lkoot (X, d) ja (Y, d') metrisiéi avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on tasaisesti jatkuva,

jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd d'(f(x), f(y)) < ¢, kun d(z,y) < 4.
19Viisild todistaa seuraavaan lauseen: Olkoon A C X, f : A — Y tasaisesti jatkuva

A:ssa ja Y téydellinen. f:114 on olevassa jatkuva jatke A — Y, joka on vielipi tasaisesti
jatkuva ([11], s. 94).
Lauseen todistus tarvittavine apulauseineen monivaiheinen, sivuutetaan. Tyydytdan to-

teamaan, ettd Arzelan ja Ascolin lauseen todistuksen jatke on olemassa.
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Osoitetaan, ettd funktiojonon f, , suppeneminen kohti funktiota f on ta-
saista kompaktissa joukossa C' C Y. Annetulle € > 0 valitaan 6 > 0 kuten
edelld. Valitaan N € N, siten ettéd kaikilla y € C on olemassa j(y) < N,
jolla d(y, ¢j()) < 0.

Liséksi valitaan riittévin suuri M € N, siten ettd d(f,...(q;), f(¢;)) < € kai-
killa n > M ja kaikilla 7 < N.

Nyt kaikilla y € C ja kaikilla n > M pétee

d(f(y), (fan(y))
<d(f(y), f(Qj(y))) + d(ﬂq]‘(y))a fn,n(Qj(y))) + d(fn,n(‘lj(y))a fan(y))

<e4e+e

4.3 Hopfin ja Rinowin lause

Seuraavassa esitettévi lause tunnetaan nimelld Hopfin ja Rinowin lause.?’
Lauseen todistuksessa on kiytetty kirjoja [1] ja [8], sekd niiden tukena
verkosta loytyneitd luentomateriaaleja [6] ja |7]. Bridson ja Haefliger (|1], s.

35) muotoilevat lauseen seuraavasti:

Lause 4.13 (Hopfin ja Rinowin lause). Olkoon X lokaalisti kompakti tdy-

dellinen pituusavaruus. T&lloin
1. kaikki X:n suljetut ja rajoitetut osajoukot ovat kompakteja ja
2. X on geodeesinen avaruus.

Todistus. Osoitetaan, etti kaikki?! a-keskiset suljetut pallot ovat kompakte-
ja,a e X.

20Historiallisena huomiona todettakoon, ettii lauseen nimessi voisi hyvin esiintyi myos
saksalaissyntyisen Stephan Cohn-Vossenin nimi. Katso esim. Bridson ja Haefliger s. 35 [1]
tai vanhempi, Papadopoulosin [8] mainitsema ldhde Busemann s. 1 ja s. 4 [2].
Cohn-Vossenin teksti Ezistenz kiirzester Wege 16ytyy verkosta [3], ja siind hén mainitsee

Hopfin ja Rinowin kisitelleen lausetta 2-ulotteisessa avaruudessa.
2 kaikki tarkoittaa siis sité, etté pallon siiteen on voitava olla mit# tahansa vélilti [0, oof
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Olkoon I joukko ei-negatiivisia lukuja, siten ettd a-keskiset suljetut pallot

ovat kompakteja, kun niiden siteen pituus on tissa joukossa. Siis
I:={r>0:B(a,r) on kompakti}.

Taten I on vili ja 0 € I. Osoitetaan, ettd I on seki avoin ettd suljettu

joukossa [0, oo

Valitaan jokin r» € I. Koska X on lokaalisti kompakti, voidaan B(a,r)
peittiiil direllisen monella avoimella pallolla B(z;, €;), siten ettd B(z;, &) on
kompakti. Adrellinen yhdiste U; B(z;,&;) on myds kompakti.

Kaikille pisteille z € B(a,r) on olemassa side r, > 0 siten, ettd
B(x,r,) C U;B(w4,¢;). Kaikilla siteilli 7, on positiivinen alaraja, koska
kuvaus = + 7, on jatkuva ja B(a,r) on kompakti. Merkitdin titi alarajaa
rs. Nyt siis kaikkien pisteiden € B(a,r) etilisyys suljettuun joukkoon
X\ U;B(z;, &) on vihintiin r5. Titen #drellinen yhdiste U; B(z;, &;) sisiltii
suljetun pallon B(a,r +6), § > 0. Siis r + 6 € I, joten I on avoin.

Osoittaaksemme, ettd I on myds suljettu, tarkastellaan sen osavili [0, p[ C [
ja osoitetaan, ettd myds B(a,p) on kompakti. Jonokompaktiuden miritel-
min mukaisesti riittid osoittaa, ettdi kaikilla jonoilla (z,)nen € Bl(a,p) on
suppeneva 0sajono.

Olkoon (g,)pen vdhenevd, nollaa ldhestyva lukujono, siten ettd 0 < ¢, < p.

Kaikille p ja kaikille n on olemassa sellainen y? € X, ettd

dayf) < p— 2. dyhea) <

Téllainen y? on aina olemassa, koska X on pituusavaruus.??

Indeksin p ollessa 1, pallo B(a,p — ;) on kompakti, ja titen jonolla

22 Jos téllaista pistettd ei 16ytyisi, niin tillsin B(z,,e,) N B(a, p— %p) = (). Kaikki polut,
jotka yhdistdvat pisteet a ja x,, olisivat t&lloin pituudeltaan vihintdin p + %" Tami on
ristiriita, koska X on pituusavaruus ja d(a,z,) < p.

Piste yP siis sijaitsee sellaisella polulla, joka yhdistdd pisteet @ ja z, ja jonka pituus on
alle d(a, z,) + 2.
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yl on suppeneva osajono. Merkitiiéin titd osajonoa yib}c.

Vastaavasti jonolla yi}c on suppeneva 0sajono yi%. Jonolla yzi on suppeneva
0sajono nyi ja niin edelleen.

Néin jatkamalla saadaan sellainen lukujono ny € N, ettd yh suppenee
kaikilla p.

Osoitetaan, ettd tatad indeksijonoa vastaava jono z,, € X on Cauchy. Olkoon
e > 0. Valitaan niin suuri p, ettd ¢, < 5. Koska y# on suppeneva, on se

myoOs Cauchy. Siis on olemassa M € N, siten ettd

d(y, o) < % kaikilla &, &' > M.

Talloin
d(xnk;7 xnk/)
g
< gp + g + Ep
< - + : =+ - €
3 3 3

Siis z,,, on Cauchy. Ja koska X on tdydellinen, z,, suppenee. Olemassao-
leva raja-arvo on pallossa B(a, p). Titen kaikilla pallon B(a,p) jonoilla on
suppeneva osajono ja joukko on kompakti, siis p € I.

I on siis sekd avoin etta suljettu, eli 7 = [0, ool.

Todistetaan lauseen osa 2. Olkoot a,b € X,a # b. Kaikille n € N on
olemassa sellainen suhteessa omaan pituuteensa parametrisoitu polku
¢ ¢ [0,1] = X, ettd I(c,) < d(a,b) + +. Polkujen {c,} muodostava
funktioperhe on yhtéjatkuva: kaikilla ¢, ¢ € [0, 1] patee

enln) - d(en(t). en(t)

t—t| =
| | l(c,) — d(a,b)+1

Jos |t — t,‘ < d(%b)—‘rl’ niin

c_de).a)
d(a,b) +1 d(a,b) +1

= d(c,(t),cn(t) < e.

Koska funktiot {c,} ovat yhtdjatkuvia, niin Arzelan ja Ascolin (lause 4.12)

nojalla funktiojonolla on tasaisesti suppeneva osajono ¢ : [0, 1] — X. Ja koska
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tasaisesti suppeneva osajono on olemassa, niin alhaalta puolijatkuvuuden
(Lause 3.12) nojalla

[(c) < liminfl(cg,) = d(a,b).

Toisaalta [(c¢) > d(a,b), joten I(c) = d(a,b). Siis ¢ on geodeesinen polku ja

taten X on geodeesinen avaruus. O]

Hopfin ja Rinowin lauseen seurauksena Bridson ja Haefliger esittavit seu-

raavan seurauksen:

Seuraus 4.14. Pituusavaruus on siisti jos ja vain jos se on tiydellinen ja

lokaalisti kompakti.
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