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Tassa tutkielmassa méaéritelldén sini- ja kosinifunktiot sinifunktion k&anteisfunk-
tion avulla ja néiden funktioiden yleistykset eli funktiot sin, ja cos, aiempia mé&ari-
telmié varioimalla. Samalla osoitetaan, ettd merkittavé osa sini- ja kosinifunktioiden
ominaisuuksista periytyy yleistyksille. Edelleen tutkitaan milla tasolla yleistykset vas-
taavat geometrisessd mielessé tavallisia sini- ja kosinifunktioita. Lopuksi tarkastellaan
lyhyesti yleistettyjen funktioiden mééarittelyn taustoja ja merkitysté kirjallisuudessa.

Sinifunktio mééaritellaén maéaaritteleméllda ensin sen kéédnteisfunktio avoimella ra-
joitetulla vililla integroimalla sinifunktion kéénteisfunktion derivaattaa. Kéénteis-
funktio laajennetaan méaéritellyksi myos vélin péatepisteissi. Kaanteisfunktion avul-
la maaritelldén sinifunktio paloittain koko reaaliakselille hyodyntéden kaanteisfunktiol-
ta periytyvid ominaisuuksia kuten jatkuvuutta, rajoittuneisuutta ja parittomuutta.
Sitten osoitetaan, ettd myos kédédnteisfunktion derivoituvuus periytyy sinifunktiolle
ja késittad koko reaaliakselin. Tamén jilkeen kosinifunktio mééritellaan sinifunktion
derivaattana ja osoitetaan, ettd kosinifunktiolla on vastaavat ominaisuudet kuin sini-
funktiollakin. Huomataan, etté sinifunktio saadaan kosinifunktion derivaatan vasta-
lukuna ja siten ndma funktiot ovat ddrettomasti derivoituvia. Sini- ja kosinifunktiol-
le osoitetaan myos muutamia yhteenlaskukaavoja sekéd Pythagoraan trigonometrinen
identiteetti.

Funkiot sin, ja cos, méiritellddn aiempien méérittelyiden rakennetta hyodyntéen
siten, ettd uudet funktiot ovat parametrista p riippuvaisia ja yhtyvét sini- ja kosi-
nifunktioon parametrin p arvolla kaksi. Sitten osoitetaan, ettd myds yleistyksilla on
edelld mainitut klassisten vastineidensa ominaisuudet. Tosin sin,-funktion tiedetdén
olevan vain kertaalleen derivoituva, eikéd funktiota sin, siten voida suoraan esittdd
cos,-funktion derivaatan avulla. Funktioille sin, tai cos, ei voida my&skddn johtaa
Pythagoraan trigonometrisen identiteetin lisdksi muita yksinkertaisia vastineita sini-
ja kosinifunktiolle néytetyistd yhteenlaskukaavoista.

Geometrista tarkastelua varten méaritelléén /,-normi, joka vastaa tavallista Eukli-
dista normia parametrin p arvolla kaksi. Sitten osoitetaan, ettd sin,- ja cos,-funktioilla
voidaan parametrisoida [,-normin méarittdma yksikkéympyrd. Témén tuloksen avul-
la méadritetaédn klassista napakoordinaattiesitysté vastaava yleistetty napakoordinaat-
tiesitys [,-normin virittdméaan reaalitasoon. Samalla niytetdsn, ettd funktioiden sin,
ja cos, argumentit eivit klassisen tapauksen tapaan vastaa yksikkdympyran sektorin
kaaren pituutta. Huomataan myos, ettei Euklidisesta metriikasta tuttu sektorin kaa-
ren pituuden ja pinta-alan vélinen yhteys ole voimassa muissa [,-normin virittdmissé
reaalitasoissa.

Etsittdessd geometrista tulkintaa yleistetyn sinifunktion argumentille huomataan,
ettd yksikkoympyrén sektorin kaksinkertainen pinta-ala toimii erdédn 1800-luvulla
madritetyn sinifunktion yleistyksen argumenttina. Kirjallisuusldhteiden perusteella
voidaan todeta, ettd myos myohemmin tata aihetta tutkineet matemaatikot ovat paa-
tyneet yleistettyihin trigonometrisiin funktioihin tutkiessaan alkuarvo-ongelmia. Eri-
tyisesti sin,-funktio on ratkaisu erdéseen eri muodoissaan paljon tutkittuun Diricht-
letin alkuarvo-ongelmaan.



1 Johdanto

Sini ja kosini ovat tdrkeimpié alkeisfunktiota ja niiden avulla voidaan méaéritelld kaik-
ki muut trigonometriset funktiot sekd niiden keskindissuhteet. Ne ovat keskeisia geo-
metrian lisiksi muun muuassa jaksollisten ilmitiden mallintamisessa. Liséksi ne tar-
joavat usein ratkaisun moniin matemaattisiin ongelmiin kuten differentiaaliyht&loihin
tai haastaviin integraaleihin.

Teknisesti suoraviivainen tapa méaéritelld sini- ja kosinifunktiot on mééritellda en-
siksi niiden ka#nteisfunktiot integroimalla sini- ja kosinifunktioiden derivaattoja. Té&-
td médritelméd varioimalla saadaan kokonainen perhe uusia funktioita, joita voidaan
kutsua yleistetyiksi trigonometrisiksi funktioiksi.

Tasséa tyossa esitelladn tdasmallinen sinifunktion kdanteisfunktioon perustuva méa-
ritelmé reaaliakselilla maéritellyille sini- ja kosinifunktioille. Néille funktioille osoite-
taan madritelman seurauksena térkeitd ominaisuuksia kuten jatkuvuus, jaksollisuus,
derivoituvuus, rajoittuneisuus seké parittomuus tai parillisuus. Liséksi lasketaan joi-
takin méadritelmistd seuraavia laskukaavoja, joista mainittakoon Pythagoraan trigo-
nometrinen identiteetti eli yht#lo sin® z + cos?z = 1.

Tamén jilkeen johdetaan kadnteisfunktioon perustuva méaéritelma sini- ja kosini-
funktioiden yleistyksille eli sin,- seké cos,-funktioille siten, ettd saadut funktiot yh-
tyvat sini- ja kosinifunktioihin, kun p = 2. Yleistyksilld on samoja ominaisuuksia
kuin sini- ja kosinifunktioillakin, joita ovat muun muuassa jatkuvuus, jaksollisuus,
rajoittuneisuus, Pythagoraan trigonometrisen identiteetin vastine eli

|Sinp(55)|p + |COSp(£L‘)|p 1

sekd parittomuus tai parillisuus. Téssé tyossd osoitetaan myds, ettéd funktio sin, on
(ainakin) kertaalleen derivoituva. Tamén jalkeen kosinifunktion yleistys, funktio cos,,
médritelladn sin,-funktion ensimmaéiseksi derivaataksi.

Toisin kuin sini- ja kosinifunktio sin,- ja cos,-funktio ovat &érettomaésti derivoi-
tuvia vasta, kun reaaliakselilta poistetaan pisteet 2 = 22 4 nm,, misséd n on koko-
naisluku [1]. Funktioille sin, tai cos, ei voida mytskddn johtaa kaavan sin(x + y) =
sin x cosy + cos z siny tyyppisiad yksinkertaisia summakaavoja [2].

Trigonometriset funktiot voidaan mééritelld lukuisilla tavoilla [3]. Tilanteesta riip-
puen voi olla jarkevaa kayttéaa erilaisia maaritelmié. Esimerkiksi tavalliset trigonomet-
riset funktiot voidaan méaritella differentiaaliyhtéloon liittyvéalla alkuarvo-ongelmalla
[4][s. 432]. Tall6in sinifunktio mééritelldén siksi yksikéasitteiseksi funktioksi u : R — R,
joka ratkaisee (toisen asteen differentiaaliyhtélon olemassaolo- ja yksikésitteisyys-
lauseen nojalla [5]) alkuarvo-ongelman

u"(x) + u(z) =0, (1)
u(0) =0, (2)
u'(0) = 1. (3)

Yksikésitteisyyden nojalla tdtd ominaisuutta voidaan kayttdd sinifunktion méarit-
telemiseen. Edelleen téstd médritelméstd voidaan johtaa samat ominaisuudet kuin
kasnteisfunktiolla méaritellylld sinifunktiolla on, joista osa mainittiin edell&.
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Kirjallisuudessa myds yleistetyille trigonometrisille funktiolle 16ytyy useita eri méé-
ritelmié. Ne kaikki ovat laajennuksia tavallisten trigonometristen funktioiden méaéari-
telmista ja sdilyttavat madritelmasta riippuen joitakin klassisten vastineidensa omi-
naisuuksista [3]. Siten myds sin,- ja cos,-funktiot voidaan mééritelld edelld mainittua
médrittelyd vastaavalla alkuarvo-ongelmalla.

Ensimmaistd kertaa yleistettyjd trigonometrisia funktioita esiintyy ruotsalaisen
matemaatikon Eric Lundbergin (1846-1911) tydssd "Om hypergoniometriska funktio-
ner af komplexa variabla”. Lundberg tutki differentiaaliyhtéloité [6]

dy
22— (1 4 PP
oy = AL Ey),

joista esimerkiksi valinnalla m = 1 Lundberg péétyi funktioihin, jotka tunnetaan
nyky&dn sin,-, cos,- sekéd tan,-funktiona. Myohemmin 1900-luvun puolella yleistetyt
trigonometriset funktiot ovat olleet suosittu tutkimuskohde johtuen muun muuas-
sa niiden yhteydestd yksiulotteiseen p-Laplace-operaattoriin [2]. Peter Lindqvist [1]
méirittelee yleistetyn sin,-funktion valilld ]0, 7,[ siksi funktioksi u :]0, m,[— R, joka
ratkaisee alla olevan Dirichtlet’'n ongelman

PRV
x
u(m) = 0.

Edella sfnp—funktio on merkitty "hatulla” erotuksena tésséd tutkielmassa kéaytettyyn
sin,-funktioon. Néiden funktioiden vilisen yhteyden ilmaisee yhtdlo sin, = (p —
1)*1/psfnp. Edella mainittu Dirichtlet’'n ongelma voidaan esittdd myos p-Laplace-
operaattorin avulla, mikd kuvastaa yleistettyjen trigonometristen funktioden ma-
temaattista merkitystd. Tutkimus p-Laplace-operaattoriin liittyen on laajaa [3][s.7].
Edelleen myos fysiikassa esitettyjen kaltaiset reunaehto-ongelmat ovat yleisia.

Kappaleessa 6 johdetaan myos erds geometrinen tulkinta sin,- ja cos,-funktioille
seké arcsin-funktiolle. Liséksi pohditaan vastaavan tyyppista tulkintaa eréélle arcsin-
funktiota vastaavalle yleisemmaille trigonometriselle funktiolle, joka esiintyy Lundber-
gin teoksessa [6]. Tavallinen yksikkoympyréd voidaan nimittdin parametrisoida siten,
ettd kehilld olevan pisteen x-koordinaatti on pistettd vastaavan kulman sini ja y-
koordinaatti kulman kosini. Kun tavallisen yksikkdympyrén sijaan tarkastellaan [,
normilla méaaritettya yksikkoympyréaéd, saadaan sille vastaavanlainen parametrisointi
yleistettyja trigonometrisia funktioita kiyttden. Itseasiassa vaatimus téllaisesta para-
metrisaatiosta voidaan ottaa yleistettyjen sini- ja kosinifunktioiden perustaksi, jolloin
paddytddn samoihin funktioihin kuin kddnteisfunktioméaaritelméalla [3].

2 Kaanteinen sinifunktio eli arcsin

Kappaleiden 2, 3 ja 4 pddldhde on [4]. Maaritellddn funktio arcsin integraalimuotoi-
sen kddnteisfunktion avulla. Méérittely on tehdédén ensin avoimelle vélille |—1, 1] ja



laajennetaan sitten myos pédtepisteisiin. Talloin voidaan todeta, ettd ensimmaéisessé
vaiheessa havaitut jatkuvuus, monotonisuus, seké rajoittuneisuus periytyvét suljetul-
le vilille [—1, 1] mééritellylle arcsin-funktiolle.

Maéiritelméa 1. (Kédinteinen sini-funktio, kun = € |1, 1])

Toodt
arcsinx := —_—, e |—1,1].
| = 111

Maéritelmé on mielekés, koska funktio f : [0,2] = R, f(t) = \/1;_? on jatkuva sul-
jetulla vélilld [0, z], silld 1 —¢* > 1 —|1| = 0. Siten funktio f on Riemann-integroituva
vélilla [0, z]. Kun muuttuja z kuuluu vélille |—1, 0], méé&ritelmén integroitava funktio
on vastaavalla tavalla Rieman-integroituva.

Listataan joitakin arcsin-funktion ominaisuuksia, joita tarvitaan myohemméssa
vaiheessa.

Lause 1. Funktio arcsinx on
(a) jatkuva vdalilli |—1, 1],
(b) derivoituva vdlilld |—1,1[ ja

darcsin x 1

dx V1= 2%
(¢) aidosti kasvava, rajoitettu sekd injektiivinen funktio vililla |—1, 1]

(d) sekd pariton funktio vdlilli |—1,1[. Toisin sanoen pdtee arcsin —x = — arcsin .

Todistus. Olkoon funktio f:]—1,1][ = R, f(t) = —=

1-¢2°

(a) Koska funktio f(¢) on jatkuva, myos sen integraalifunktio arcsinz on jatkuva .

(b) Koska funktio f(¢) on jatkuva, niin analyysin peruslauseen nojalla intergraali-
funktio arcsinz = [° f(¢)dt on derivoituva ja

darcsin x 1
dz

(¢) Kohdan b) nojalla

darcsin x 1
= > 0,

dx V1— 22

joten funktio arcsin x on aidosti kasvava. Sitten kun x > 0 saadaan




koska 1 — ¢ < 1 — t? kaikilla ¢ € [0,1]. Kolmannessa integraalissa kiytettiin
sijoitusta t(u) = —u + 1. Jos taas x < 0 saadaan

koska 1 —¢ > 1 — t? kaikilla ¢ € |—1,0[. Siten funktio arcsin on rajoitettu aidon
kasvavuuden nojalla. My6s injektiivisyys on seuraus aidosta kasvavuudesta.

(d) Huomataan, etté funktio f on parillinen, silla

1 1
) V1—12 1—(—t)? f=)
Siten muuttujanvaihdolla ¢ = —k saadaan

—arcsinz = — /x f(t)dt = h f(=k)dk = /w f(k)dk = arcsin —z.
0 0

0
[l

Laajennetaan seuraavaksi arcsin-funktion méaérittely suljetulle vélille [—1, 1]. M&&-
rittely perustuu seuraavaan yleiseen tulokseen.
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Lemma 1. Olkoon jatkuva funktio f : I — R aidosti monotoninen ja rajoitettu
avoimella vililla I =a,b]. Talldin vilin I kuva f(I) on avoin ja rajoitettu vili, jolle
f(I) = (inf f(I),sup f(I)). Lisiksi funktio f wvoidaan laajentaa jatkuvaksi, aidosti
monotoniseksi ja rajoitetuksi funktioksi fy suljetulle vdilille [a, b], siten etti fo(|a,b]) =

[inf fo(1),sup fo()].

Todistus. Jatkuva kuvaus kuvaa vilin véliksi [4][Theorem 5.3.8], joten f(I) on véli
ja liséksi rajoitettu, silld funktio f on rajoitettu. Nyt taydellisyysaksiooman nojalla
16ytyy joukon f(I) supremum seké téydellisyysaksiooman suorana seurauksena myos
infimum. Koska funktio f on aidosti monotoninen ja ldhtojoukko eli véli I on avoin,
tiedetdédn ettd inf f(I) ¢ f(I) jasup f(I) ¢ f(I), mikd ndhdddn epdsuoran péaittelyn
avulla.

Oletetaan, ettd funktio f on aidosti kasvava ja ettd 16ytyy ag € I, siten etté
flap) < inf f(I). Nyt vélin I avoimuuden nojalla 16ytyy myos a3 € I : a1 < ay,
jolle f(ay) < f(ap) < inf f(I), mikd on ristiriita. Samaan tapaan voidaan osoittaa,
ettd sup f(I) ¢ f(I). Siten on f(I) =|inf f(I),sup f(I)[. Jos funktio f olisi aidosti
viheneva, viite voitaisiin todistaa samantapaisella paattelylla.

Oletetaan edelleen, ettd funktio f on aidosti kasvava ja madritelladan nyt funktio

f(x) ,x €1,
fo(x) =qinf f(I) ,x=a,
sup f(I) ,z=0.
Maaritelmésta seuraa, etté funktio fy on aidosti kasvava aiemman kaénteisen paét-
telyn perusteella. My6s funktion fj rajoittuneisuus seuraa suoraan méaritelmésté.
Olkoon sitten 0 < € < |sup f(I) —inf f(I)|. Nyt Bolzanon lauseen seké infimumin
mééritelman nojalla inf f(I) + 5 € f(I). Toisin sanoen 16ytyy ag € I, jolle f(ag) =
inf f(I)+ § € f(I). Siten

€ €

[fo(a) = folao)| = [inf (1) = [(ao)| = |inf f(I) —inf f(I) — 5| = 5 <€

Olkoon nyt z € [a, ag] ja § = ag — a > 0, jolloin aidon kasvavuuden nojalla

|fola) = fo(x)] < [inf f(I) = f(ao)| <,

kaikilla |z — a| < 0. Siten funktio fj on jatkuva pisteessd x = a.

Vastaavalla tavalla voidaan todeta jatkuvuus pisteesséd x = b, jolloin funktio fy on
jatkuva koko vélilla I funktion f jatkuvuuden nojalla. Myos aidosti vahenevén funk-
tion f laajennuksessa vilille [a, b] jatkuvuus seké aito monotonisuus voidaan osoittaa
vastaavalla tavalla kuin aidosti kasvavalle funktiolle f nyt osoitettiin.

O

Lauseen 1 nojalla funktio arcsin toteuttaa lemman 1 oletukset avoimella valilla
|—1,1], joten seuraava funktion arcsin méérittelyn laajennus on perusteltua.



Seuraus 1. Funktion arcsin mddrittely voidaan laajentaa suljetulle wvdlille [—1,1]
niin, ettd funktiosta tulee jatkuva, airdosti kasvava sekd rajoitettu ja

arcsin [—1, 1] = [e, d],

missd

¢ =inf{arcsinz,z € |[-1,1[} = lim arcsinz = lim

codt
r——11 33—>—1+/0v 1 — 12 Ja
o dt
d = sup{arcsinz,z € |-1,1[} = lim arcsinz = lim

z—1— z—1- Jy \/1—152.

Nyt funktion arcsin parittomuuden nojalla

c= lim arcsinz
z——1t

= lim — arcsin —z
r——11

= — lim arcsinzx
x—1—

= —d.
Maaritellaan luku 7 seuraavasti.

Maaritelma 2.
7 = 2arcsin 1.

Eli ylld mainittu arcsin-funktion kuvajoukko [c, d] on siis [~7, 7]. Edelleen mééri-
telmén 2 nojalla

m = 2arcsin 1
= 2sup{arcsinz : —1 <z < 1}

=2 lim arcsinz
r—1—

5 1i Toodt
=2 lim —_—
z—=17 Jo \/1Tt2

Huomattakoon, ettd myos kappaleessa 4 mééritellyn kosinifunktion ka#dnteisfunk-
tio voidaan mééritelld manipuloimalla arcsin-funktion kd#nteisfunktioméaritelméa.

3 Sinifunktio

3.1 Sinifunktion méiiritelméi

Tassé kappaleessa médaritelldan sinifunktio vaiheittain ensin arcsin-funktion ka#nteis-
funktiona ja sitten méaérittelyvalid pidentdmallé ja lopulta laajentamalla sinifunktion



médrittelyd jaksolliseksi koko reaaliakselille. M&éritelmét asetetaan siten, etté sini-
funktio perii arcsin-funktiolta térkeitd ominaisuuksia kuten jatkuvuuden ja paritto-
muuden.

Seuraavan lauseen nojalla on olemassa arcsin-funktion kdénteisfunktio, joka pe-

rii arcsin-funktion ominaisuuksia. Todistus sivuutetaan, mutta se 16ytyy ldhteesté
[4][Corollary 5.5.3].

Lause 2. Olkoon I epdtyhja vdli ja f : I — R jatkuva ja aidosti monotoninen.
Téllgin on olemassa kédnteisfunktio f=1: f(I) — I, joka on myds jatkuva ja aidosti
monotoninen.

Lisdksi seuraava lause takaa, ettd myos arcsin-funktion parittomuus periytyy sini-
funktiolle.

Lause 3. Olkoot vilit A ja B epdtyhjid ja valilli A pariton funktio f : A — B
sellainen, ettd sille loytyy kadnteisfunktio f : B — A. Talloin myos kdanteisfunktio
f~Yx) on pariton vililli B.

Todistus. Nyt kaikilla z € B on

]

Lauseen 1 nojalla funktio arcsin toteuttaa lauseen 2 oletukset ja siten 16ytyy
arcsin-funktion kaanteisfunktio.

Maéaritelmé 3. Sinifunktio valilla [-7, 7]
Funktion arcsin kidnteisfunktio, sin : [~7, 5] — [~1, 1], nimeté&n sinifunktioksi.

Huomautus 1. (a) Madritelmdn 1 nojalla arcsinl = 7, joten sin § = 1. Vastaa-

valla tavalla ndhdddn, ettd sin —5 = —1.

(b) Funktio sinx on jatkuva ja aidosti kasvava valilla [—-7, 5]

(¢) Koska arcsin-funktio on pariton vililld [—1,1], lauseen 3 nojalla funktio sinx
on pariton vdlilla [-%, 5]

Pyritddan méaritteleméaéan sinifunktio koko reaaliakselille. Tétd varten tarvitaan
jaksollisuuden késitetta.

Maiaritelma 4. Funktio f : R — R on jaksollinen jaksolla n > 0, jos kaikille z € R
pitee f(x) = f(z +n).

Huomautus 2. Induktioperitaatteen nojalla edellisen mddritelmdn merkinnoin funk-
tiolle f pdatee myos f(x) = f(x + nk), kaikilla k € 7Z.

Sinifunktion maarittelyn laajentaminen jaksollisesti méaritellyksi koko reaaliakse-
lille perustuu seuraavaan lauseeseen.
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Lause 4. Suljetulla vdlilli [a,a + n] jatkuva seki jaksolla n jaksollinen funktio f :
R — R on jatkuva ja rajoitettu kaikkialla R:ssd.

Todistus. Olkoon zy € R sellainen, ettd z¢ + nk €la,a + n[, jollakin k € Z . Siten
lauseen oletuksilla ja jatkuvuuden raja-arvomééritelmén nojalla funktio f on télloin
jatkuva, silla lim f(z) = lim f(z + nk) = f(zo + nk) = f(xo) € R.
T—T0 T—T0
Olkoon sitten xy € R sellainen, ettd xo +nk = a, jollakin k € Z, jolloin xo+n(k +

1) = a+n. Osoitetaan, etta téillaisissa pisteissi toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa
ja yhté suuret. Jaksollisuuden ja jatkuvuuden nojalla

lim f(z+nk)= lim f(zx+n(k+1))

T—=T) T—=T

= f(a+mn)

f(a)
= lim f(x + nk).

+
I*)CEO

Jos pisteet zy € R ovat muotoa zo+nk = a+n, jollakin k£ € Z, voidaan jatkuvuus
todistaa vastaavalla laskulla. Siten funktio f on jatkuva ja rajoitettu R:ssé. O

Ennen kuin kéytetdin jaksollisuutta sinifunktion mééritelmén laajentamiseksi,
médritelldén sinifunktio vélille [Z, 2] peilauksena itsestédéin suoran & = % suhteen.

2
Tamén ansiosta sinifunktio sailyttda jatkuvuusominaisuutensa.

Maésritelmd 5. Vilille [Z, 27] mééritelldén sinz = —sin (z — ).
Mééritelmé on mielekis, silld kun z € [Z,%f] on z — 7 € [-%, 3].

Huomautus 3. (a) Sinifunktio on jatkuvien funktioiden yhdistettynd funktiona jat-

kwva vililli 5, 3.

(b) Sinifunktio on jatkuva pisteessd x = 7, koska toispuoleiset raja-arvot ovat ole-
massa ja yhtyvdat funktion arvoon tdssd pisteessd. Eli huomautuksen 1 nojalla
on

lim sinz =sinZ

N
)
=1
. T
= —sin (——
()
= lim —sinz.
T+
T——7

2

= lim —sin(x — )

CE*)E
2

= lim sinz.
T
)

Siten lirr71r siny =1 =sin g,

. oo . . .o 7T
mistd seuraa jatkuvuus pisteessd r = —.
P 2

2
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Yll#olevan seké huomautuksen 1 ja nojalla sin : [—%, 28] — [—1,1] on jatkuva ja
sin(—%) = —1 =sin(2F). Siten lauseen 4 nojalla sinifunktion mééritelmé voidaan laa-

jentaa jaksolliseksi, jatkuvaksi seké rajoitetuksi funktioksi reaaliakselille, silla kaikille
z € R 16ydetisn n € Z, jolle x + 2nw € [—-Z, 37].

20 2
Maéritelmé 6. Olkoon x € R. Valitaan tilldin n € Z siten, ettd « + 2n7 € [—5, 2]
ja asetetaan
sin(x) = sin(z + 2nm).
Seuraus 2. Funktio sin(xz) on pariton koko reaaliakselilla.
Todistus. Koska sinifunktio on huomautuksen 1 nojalla pariton vélilla [—7, 7], on se
pariton myds vililla [—2F, 3], Nimittéin jos « € [Z, %], niin mééritelmén 5 nojalla
—sin(z) = sin(x — 1) = —sin(r — ) = —(—sin(r — z — 7)) = sin(—x),
missé —z € [—2F, —Z], joten my®s témé vili tuli tarkistettua. Olkoon sitten zo € R.
Nyt 16ytyy n € Z siten, ettd zo + 2nt € [—Z, 2], Siten mééritelmén 6 nojalla
—sin(zg) = —sin(zo + 2nn)
= sin(—xg + 2nm)
= sin(—xzo + 2n7m — 2n7)
= sin(—xy).
[

3.2 Sinifunktion derivoituvuus

Téassd kappaleessa osoitetaan vaiheittain sinifunktion derivoituvuus ja méadritetaan
sen derivaattafunktio. Ensin todetaan, ettd derivoituvuus periytyy arcsin-funktiolta
sinifunktiolle avoimella vélilld ]—2, Z[. Tdmén jélkeen derivoituvuus valilld ]2, 27[ on
melko ilmeinen, koska sinifunktio mééariteltiin télle vilille peilauksena itsestédén. Sini-
funktion palottaisen méédrittelyn takia derivoituvuus pisteissd § + nm,n € R téytyy
tarkastaa erikseen.

Nyt koska sinifunktio on mééritelty kadnteisfunktiona arkussinisté, tarvitaan en-
sin tietoa kdanteisfunktion derivoituvuudesta. Tamén tiedon avulla voidaan paitella

derivoituvuus myos sinifunktiolle.

Lause 5. Oletetaan, ettd injektitvinen funktio f on jatkuva avoimella vdlillid 1. Jos
funktio f on derivoituva pisteessi xog € I ja f'(xo) # 0, nitn myds kadnteisfunktio
7Y on derivoituva pisteessi y = f(xq) ja

d .\ .

Todistus. Katso [4][Theorem 6.2.4]. O
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Lemma 2. Sinifunktio on derivoituva vdlilld |7, 5[ ja kaikille v € |=7, 7],

d

—sinz = /1 —sin®z.

dx

Todistus. Lauseen 1 nojalla funktio y(x) = arcsinz toteuttaa lauseen 5 oletukset
avoimella vililld ] —1, 1], silld y/(z) = <L arcsinz = ﬁ > W > (. Siten lauseen 5
nojalla arsin-funktion kaanteisfunktio x(y) = siny on derivoituva jokaisessa pisteessi

y €] arcsin —1, arcsin 1[=]—-7, 7| ja

d d 1 1
—siny = —x(y) = = =1 —22=14/1—sin’y.
dy " y(x) :

O

Tasta tuloksesta seuraa sinifunktion derivoituvuus koko reaaliakselilla sinifunktion
ominaisuuksien takia. Koska sinifunktio on méaéritelty paloittain myo6s derivoituvuut-
ta on tarkasteltava paloittain.

Lemma 3. Sinifunktio on derivoituva vililld %, 22| ja kaikilla x €)%, %[ on L sinx =

dx
—\/1 —sin?z.

Todistus. Olkoon f:]-%,2[ = R, f(z) = —sinz jag: |3, 5[ = |-, 5[, 9(z) =
x—m. Koska nama funktiot ovat derivoituvia on ketjusdannon nojalla niiden yhdistetty
funktio f o g: %, % [— R, f(g(x)) = —sin(z — ) derivoituva. Tilldin ketjusdinnon

22
ja méédritelmén 5 nojalla kaikille z €]7, 32” [ on

d . d
7y Sine = — — (—sin(z — 7))

dx
=(fog)(z
= f'(9(x))g'(z)

]

Seuraava ehto derivoituvuudelle on suora seuraus derivaatan maaritelméasta. Lauset-
ta tarvitaan sinifunktion derivoituvuuden méérittamiseen pisteessd 7 sekd myohem-
3

min pisteissd —3 ja —.

Lause 6. Olkoon xy vilin I C R sisdpiste ja f : I — R. Tdlloin f'(xy) on olemas-
sa, jos ja vain jos sekd vasemmanpuoleinen derivaatta f'(xy) etti oikeanpuoleinen
deriwvaatta f' (x0) ovat olemassa ja f'(xo) = f'(x0) = f.(x0).
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Huomattakoon, ettéd edellisessd lauseessa merkinta f’ (xy) tarkoittaa erotusosa-
méadrén raja-arvoa, kun pistettd xo lahestytédn vasemmalta ja f)(z¢) vastaavasti
erotusosaméadran raja-arvoa, kun pistettd xy lahestytdaan oikealta.

Sinifunktio on derivoituva pisteen 7 ldheisyydessi ja téssé pisteessd derivaatan
toispuoleiset raja-arvot ovat loydettéavissa. Téamén tiedon sekéd seuraavan lauseen no-

jalla derivaatta pisteessi 5 voidaan méadrittad lauseen 6 avulla.

Lause 7. (a) Olkoon funktio f derivoituva avoimella vililld |xo— o, x| sekd jatkuva

suljetulla vililli o — o, xo), missi o > 0. Tdllgin jos lim f'(zg) on olemassa,
=T

niin myds vasemmanpuoleinen derivaatta f' (xg) on olemassa ja lim f'(xy) =
=T
fL (o) -

(b) Olkoon funktio f derivoituva avoimella vdlilld |xq, xo+ o[ sekd jatkuva suljetulla

valilld [xg — o, xo], missd o > 0. Tdllgin jos lim+ f'(zo) on olemassa, niin myds
Z*)QO

otkeanpuoleinen derivaatta f',(x¢) on olemassa ja lim ['(xo) = [ (z0).
x*)fl‘o

Todistus.  (a) Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla kaikille o > 0 16ytyy
¢ €]xg — o, x| siten, ettéd

f(l"o)—f(xo—g).

zo — (xg — 0)

f'(e) =

Nyt kun ¢ — 0, niin ¢ — g, joten hH(l) f'(¢) = lim f'(x) € R. Siten
og—

ac—)aco

lim f'(z) = lim f'(c)

r—xQ o—0
f(zo) — f(z0 —0)

= lim
o0 xo — (19 — 0)
x)— f(x
@) )
T—Ty T — X
= fL (o).
(b) Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa erotusosaméérin oikeanpuoleisen raja-arvon
olemassaolo.
O
Lemma 4. Sinifunktio on derwoituva pisteessd x = 5 ja lissd pisteessd % sinz = 0.
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T

2

d
lim_ e sinx = ligrl V1 —sin?zx

x%% €z $—>§—
=0

= lim+ (—\/ 1 — sin® x)

1’—>5

Todistus. Sinifunktio f(x) = sinz on jatkuva vélilld [—%, 2%], joten

= lim —sinz.

i It dT

3

Koska sinifunktio on liséksi derivoituva vileilla | -7, 7| seké | %, <¢[, on lauseen 7

nojalla

s . d . . d . ;T
—)= lim —sinz=0= lim —sinz = —).
f_(2) psi-dr It dx f+(2)
2 2
1\dTyt' koska Z on vilin [—Z, 2] siséipiste, on lauseen 6 nojalla - sin(Z) olemassa ja
Z=sin(g) = 0. O
Suorana seurauksena saadaan seuraava tulos.
Seuraus 3. Sinifunktio on derivoituva vililli | — %, 3% ja

d . V1—sin’z , kun x €] — 7, 7],
—sinz =
d —V1—=sin®z , kunz € [3,%F]

x
Seuraavan lauseen nojalla sinifunktion derivoituvuus valilla perityy koko reaaliak-
selille samaan tapaan kuin jatkuvuuskin (katso lause 4).

Lause 8. Jaksollan € R jaksollinen sekd jokaisessa vdlin [a, a+n[ pisteessi (molem-
min puolin) derivoituva funktio f : R — R on derivoituva R:ssd ja f' on jaksollinen
jaksolla n.

Todistus. Olkoon =y € R. Nyt jollakin k € Z on zy — nk € [a,a + n[. Siten lauseen
oletuksilla on

fimg L Fo TR = f@o) _ o F(@o =k +h) = flwo = nk)

h—0 h h—0

= f'(xo — nk) € R.

Toisaalta télloin f'(zg) = f'(xo — nk) kaikilla k € Z, koska xy oli mielivaltaisesti
valittu. ]

Seuraus 4.

d {\/ 1—sin®*z , kun z+ 2nm € [—Z,Z] jollekin n € Z,
]

—sinz =
dx —V1=sin’z |, kun z+ 2nw € [3, %] jollekin n € Z.
15



Todistus. Todistetaan ensin sinifunktion derivoituvuus pisteessé x = —% samaan ta-
paan kuin se lemmassa 4 tehtiin pisteelle v = 7.

Sinifunktio f(x) = sinz on jatkuva vélilla [—7, 37”], joten sinifunktion méarittely-
jen seké lemman 4 nojalla on

d
lim —sinz = lim — —sin(z — )
py_ T dx p_m—dx
2 2
= lim — —sin(z — 7+ 2nm)
x%fﬂ_ €z
2
= lim — —sin(z)
ooy O
=0
= lim ( 1 — sin® (m))
——
= x_lj_r%* . sin(z).
2
Liséiksi sinifunktio on derivoituva vélilla ]—%, 7[ ja edelleen Jaksolhsuuden seké
lemman 7 nojalla derivoituva vélilld |— 2%, —Z[, silld kun zy € | -2, —Z[ on zy+ 27 €

-7, 7[ Talloin sinifunktion méaérittelyjen n0Jalla

o sin(xg 4+ h) — sin(xg) lim sin(xo + 27 + h) — sin(zo + 27)

h—0 h h—0

d
=0 sin(zg + 27) € R.

Siten lauseen 7 nojalla

f’_(—z): lim dismx—O— lim dismx—er( z)

27 1o d s I AT 2

Nyt koska —7 on vilin |—oo, o[ sisépiste, on derivaatta téssd pisteessd lauseen

6 nojalla olemassa ja isin(—z) = 0. Derivoituvuus pisteessé 37” voidaan todistaa

2

vastaavalla tavalla ja tdssé pisteessé di Sm( ) = 0.
Koska jaksollinen sinifunktio on denvmtuva pisteissi = + 2nm € [—3, 2%, on se
lauseen 8 nojalla derivoituva R:ssé. Olkoon nyt z € R. Talloin 16ytyy n € 7Z siten,

ettd z + 2nm € [—Z, 2], jolloin seurauksen 3 nojalla

d d V1—=sin’z , kun z + 2n7 € [-Z, 2] jollekin n € Z,
—sinx = — sin(z+2n7) = — _
dx dx —V1—=sin’z , kun z + 2n7 € [, %[ jollekin n € Z.

]
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4 Kosinifunktio

Méaritelladn seuraavaksi kosinifunktio sinifunktion derivaattana. Maéarittely tehdaan
paloittain, jotta samalla nidhd&éan, ettd kosinifunktio on jatkuva koko reaaliakselilla.
Tamén jélkeen osoitetaan, ettéd kosinifunktiolla on vastaavia ominaisuuksia kuin sini-
funktiolla, joita ovat jatkuvuuden liséksi parillisuus, derivoituvuus ja rajoittuneisuus.
Liséksi osoitetaan sini- ja kosinifunktioiden véalisid yhteyksié, joista mainittakoon eri-
tyisesti Pythagoraan trigonometrinen identiteetti.

Misritelmé 7. Vilille [—Z, 2] mééritelldéin cos z siten, etté

d . V1—sin’r | kunz € (=33,
cosr = —sinx = ) 3
d —V1—=sin"z |, kun x € [F, 7).

X
T __ T 3T __
5 — COS 7 = COS + =

Huomautus 4. (a) cos —3 5 5

0 ja cos0 = —cosm = 1.

(b) Kosinifunktio on jatkuvien funktioiden yhdistettynd funktiona jatkuva vdlilld

-5, 37”], silld jatkuvuus pisteessd 5 perustuu siihen, ettd toispuoleiset raja-arvot

yhtyvdt funktion arvoon téissd pisteessd (katso huomautus 3).
Nyt voimme laajentaa méaaritelmén koko reaaliakselille siten, etté jatkuvuus séilyy.

Masritelma 8. Madritelladn kosinifunktio jaksolliseksi siten, ettd kaikille x € R

asetetaan cos = cos(z + 2n), missé n € Z on sellainen, ettd  + 2n7 € [—5, 2],

Huomautus 5. (a) Huomautuksen 4 sekd mddritelmdn 8 nojalla cos(3 +nm) = 0
ja cos(0 + 2nm) = — cos(m + 2nw) = 1 katkilla n € Z.

(b) Huomautuksen 4 sekd lauseen 4 nojalla kosinifunktio on jatkuva ja rajoitettu
koko reaaliakselilla.

Seuraava tulos lienee merkittavimpia tuloksia sini- ja kosinifunktiolle. Kappaleessa
6 osoitetaan, ettd sini- ja kosinifunktion avulla voidaan parametrisoida yksikkoympyré
tata tulosta hyodyntaen.

Seuraus 5. Sini- ja kosinifunktioille on voimassa Pythagoraan trigonometrinen iden-
titeetti, jonka mukaan sin® x + cos® v = 1 kaikille x € R.

Todistus. Kosinifunktion maérittelyjen perusteella kaikille z € R on
2
sin® x + cos? z = sin® x + (j: 1 — sin? :L‘) =1.
O

Seuraavan lemman avulla voidaan osoittaa, ettd kosinifunktio on parillinen eli
cos(—x) = cosx kaikilla z € R.

Lemma 5. Oletetaan, ettd A ja B ovat epdtyhjid vdleji ja f : A — B on derivoituva
funktio. Talloin
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a) jos f on pariton, niin f' on parillinen,

i y oy i
os [ on parillinen, niin f' on pariton.

(b) jos [ on parillinen, niin [’ on parit

Todistus.  (a) Oletetaan, ettd f on pariton ja derivoituva. Nyt toisaalta kejusdédnnon
nojalla

L (=) = F(=) - (<)) = — (=)

ja toisaalta parittomuuden perusteella

d d d /
L pay = L) = L f@) = ).

Koska molempien tapojen pitaé johtaa samaan lopputulokseen, saadaan — f'(—x)
—f(x) eli f'(—x)= f'(x). Derivaattafunktio f’ on siis parillinen.

(b) Voidaan todistaa vastaavalla tavalla kuin kohta a.

Seuraus 6. Kosinifunktio on parillinen.

Todistus. Sinifunktion parittomuuden, kosinifunktion méarittelyjen sekd lemman 5
nojalla kosinifunktio on parillinen, silld sinifunktion méarittely- sekd maalijoukko
|—00, 0o[ on epétyhja vili. O

Kosinifunktion derivoituvuus on parillisuuden tapaan seuraus kosinifunktion méa-
rittelystd sinifunktion avulla.

Lause 9. Sinifunktio ja kosinifunktio ovat kaikkialla deriwoituvia ja kaikille v € R,

%sinmzcosx ja %Cosx:—sirw.

Todistus. Ensimméinen yhtélo on suora seuraus sinifunktion derivoituvuudesta reaa-
liakselilla sekéd kosinifunktion mééarittelmésta. Kosinifunktio on derivoituva joukossa
R\ {5 + nm,n € Z} yhdistettyné funktiona fog: R — R derivoituvista funktiois-
tag: R — RY:1—sin®zja f: Rt = R, f(z) = /o. Edelld yhdistetty funktio
(fog)(x) = +/1—sin®x on hyvin mééritelty, silld sinifunktion méirittelyjen nojalla
1—sin®z>1-1=0.

Pisteissé x, = § + 2nm,n € Z kosinifunktion méirittelyjen sekéd huomautuksen 5
nojalla on
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V1 —sin®(z, + ) — /1 —sin’z,

(fog)(zy) = lim

h—0~ h
— lim V1 —sin®(x, —h) -0
h—0+ —h

(—2sin(xp—h))4/1—sin?(zy,—h)(—1)
T 24/1—sin?(z, —h)
h—0+ —1
= —sin(z,),

missd toiseksi viimeinen yhtasuuruus perustuu L’Hopitalin sddntoon seka ket-
jusddntoon. Samaan tapaan myos

. 2 . 2
, L —/1 —sin®(z, + h) — /1 —sin’z,
(Fo ) = ;
—(=2sin(zn-+h)) (—/1=sin> (2, +h))
— lim 2\/l—sin2(:cn+h)
h—0+ 1

-0

= —sinx,.

Vastaavasti kaikille x,, = 37” + 2nm,n € Z voidaan samantapaisella laskulla osoit-
taa, ettd (f o g)’ (2,) = (f 0 9),(2,) = —sin(z,). Edelleen pisteet {T + 2nm,n €
Zy U{=% +2nm,n € Z} = {5 + nm,n € Z} ovat vilin | — oo, co[= R sisépisteita,
joten kosinifunktio on lauseen 6 nojallla derivoituva néisséd pisteissid. Olkoon sitten

r €] — 5, 5[, talloin ketjusdannolla saadaan

d d 3
—cosr = —V1—sin“zx

dx dx

1
= —(—2sinx cosx)(1 — sin®z) /2

= —sinaz(1 — sin? 2)/2(1 — sin® z) ~Y/2
= —sinw.
Kun z €], 3 saadaan ketjusddnnolla
d d —
Tp COST = —d—\/ 1 —sin"zx
x x
~1/2

-1
= 7(—2 sinz cosz)(1 — sin® 7)

= sinz(—(1 — sin? 2)?)(1 — sin? z) /2

= —sinzx.
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Siten kaikille z € R 18ytyy n € Z siten, ettd z + 2nw € [-3, 27], jolloin

d

e sinx = e sin(z + 2nm) =cosz  ja
. (¢ +20m) = =

— cosx = — cos(x + 2nw) = —sin .
dx dx

Todetaan seuraavaksi joitakin ominaisuuksia sini- ja kosinifunktioille.

Lause 10. Sini- ja kosinifunktiolle on voimassa seuraavat identiteetit.

(a)
(b)
(¢)

sin(z + y) = sinz cosy + cos x sin y,
sin(§ —x) = cosx ja cos(5 —x) = sinw,

cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin y.

Todistus.  (a) Olkoon x ja y mielivaltaisia reaalilukuja sekd z = = + y. Nyt kaikilla

t e R, on

d
— (sint cos(z — t) 4 costsin(z —t))

dt
= costcos(z —t) +sintsin(z — t) —sintsin(z — t) — cost cos(z — t)
= 0.
Siten sintcos(z — t) + costsin(z — t) := K on vakio, koska ainoastaan va-

kiofunktion derivaatta on nolla kaikkialla. Nyt kun asetetaan ¢ = 0, saadaan
K =0+ 1sin(z) = sin z ja kun asetetaan ¢t = x, saadaan

K =sinxzcos(z — x) 4+ coszsin(z — x)

= sinx cosy + cosxsiny,

silld z = x 4+ y. Tama todistaa kohdan a viitteen.

Olkoon z,y € R. Nyt kohdan (a) ja kosinifunktion parillisuuden nojalla

Sin(g —x) = sin(g) cos(—x) + COS(g) sin(—x)
= cos(—z) +0
= cos(z)

Tama todistaa b-kohdan ensimméisen yhtalon. Kun tdhéan yhtaloon sijoitetaan
r = 5 —y saadaan cos(5—y) = sin(5—5+y) = siny, miké todistaa jalkimmaiisen
yhtélon.
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(c¢) Edelleen kun z,y € R, saadaan kohtien (b),(a) seké sinifunktion parittomuuden
ja kosinifunktion parillisuuden nojalla

cos(z +y) = sin(g —z—y)

- sin(g — x) cos(—y) + Cos(g — 1) sin(—y)

= COSZ COSY — sin x sin y.

5 Yleistetyt trigonometriset funktiot

Méaritelladn seuraavaksi edelld méaariteltyjen trigonometristen funktioiden yleistyk-
set, joita merkitsemme alaindeksillda p. Méaaritelmat ovat muunnelmia “tavallisten”
trigonometristen funktioiden méaritelmista ja niiden késittelyssa pyritdan noudatta-
maan samaa rakennetta kuin aiemmissa kappaleissa. Méaarittelyt tehddéan paloittain,
koska jatkuvuuden, derivoituvuuden seké parillisuuden tai parittomuuden osoittami-
nen vaatii joidenkin pisteiden osalta tarkempaa tarkastelua. Témén kappaleen paa-

lahde on [7].

5.1 Kééanteinen sin,-funktio eli F),

Miédéritellddn yleistetty arcsin-funktio eli funktio F), arcsin-funktion mééritelméé va-
rioimalla.

Maaritelma 9. Olkoon 1 < p < o0 ja

R = [ rel

Maéaritelmé on mielekés, koska funktio f : [0,2] = R, f(t) = m
suljetulla vililla [0, z]. Siten funktio f on Riemann-integroituva vélilla [0, z].

F,-funktiolla on vililld [0, 1] samoja ominaisuuksia, joita arcsin-funktiolle todettiin
vélilld |—1, 1] (katso lause 1).

on jatkuva

Lause 11. Funktiolla F,(x) on seuraavat ominaisuudet
(a) F,(x) on jatkuva vdlilla [0, 1].
(b) F,(z) on derivoituva avoimella valilld |0, 1] ja talld valilla

dFy(z)

— (1 — P\ VP
el Gl )

(¢) Fy(z) on aidosti kasvava, rajoitettu sekd injektiivinen funktio valilla [0, 1[.
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Todistus. Todistukset voidaan tehdéd samaan tapaan, kuin lauseessa 1. Funktion £},
jatkuvuus ja derivoituvuus seuraavat integroitavan funktion jatkuvuudesta analyy-
sin peruslauseen nojalla. Derivaattaa tutkimalla ndhdain aito kasvavuus. Edelleen
aidosta kasvavuudesta seuraa suoraan injektiivisyys.

Tarkistetaan rajoittuneisuus samaan tapaan kuin tapauksessa p = 2. Kun p €
|1, 00[, on voimassa epdyhtalo 1 — ¢ < 1 — P, kaikilla ¢ € [0, 1[. Siten

Fp:/ Ll
o (1—tr)r
/m dt
< —

o (1—¢t)r

1—x L
= —/ u rdu
1

Kolmannessa integraalissa kiytettiin sijoitusta t(u) = —u + 1. Edelleen —%— > 0

1
(1-tr)P
joten F, > 0.

I

Lauseen 11 nojalla funktio F), toteuttaa lemman 1 oletukset avoimella vililla |0, 1],
joten seuraava maérittelyn laajennus on perusteltua.

Seuraus 7. Laajennetaan funktion F, mddrittely suljetulle vdlille [0,1] niin, ettd
funktiosta tulee jatkuva, aidosti kasvava sekd rajoitettu ja

£[0,1] = [0, ],

missa

. . [T dt ,
¢ =inf{F(z),z € [0,1} = lim Fy(z) = lim . (=) Ja
T dt
= sup{F, 0,1[} = lim Fy(z) = Ii .
¢ =sup{Fy(z).x (0,1} = lm Fp() = m | =0y

Maéaéritelladn luku 7, seuraavasti

Maaritelma 10.
Tp = 2Fp(1).
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Edelleen mééritelmén 10 nojalla

™ = 2F(1)
= 2sup{F,(z):0 <z <1}
=2 lim F,(x)
r—1~
v dt
=2 lim

r—1— 0 (1_tp)1/p

5.2 Funktio sin,

Téssé kappaleessa médritelldén funktio sin, siten, ettd silld on samoja ominaisuuk-
sia kuin sinifunktiolla. Liséksi sin,-funktio yhtyy sinifunktioon eli siny(z) = sin(z),
kun p = 2. Niissd todistuksissa, jotka noudattelevat ldhes samaa rakennetta kuin
sinifunktion yhteydessé, jatetddn todistusten tdsmaéllinen toteaminen lukijalle.

Lauseen 11 nojalla funktio F), toteuttaa lauseen 2 oletukset ja siten sille 10ytyy
kéénteisfunktio, jota kutsutaan sin,-funktioksi.

Madritelma 11. sin,-funktio valilla [0, Z2]

sin,, : [0, %] — [0,1].

Huomautus 6. (a) Mddritelmdn 9 nojalla F,(0) = 0 ja F,(1) = %2, joten sin,(0) =
0 ja sin, (%) = 1.
(b) Lauseen 2 nojalla funktio sin,(z) jatkuva ja aidosti kasvava vdlilld [0, Z2].

Laajennetaan méaérittely vilille [—m,, m,] peilaamalla funktio sin, ensin suoran
r = 7 jasitten origon suhteen.

Mairitelmi 12.

(a) Kun z € [, m,] médritelldén

sin,(z) = —sin, (z — 7).

(b) Kun z € [—m,, 0] mééritelldan

sin,(z) = —sin,(—x).

Huomautus 7. (a) Funktion sin, jatkuvuus pisteissi x = 5 sekd x = 0 ndhdddn
samalla tapaan kuin huomautuksen 3 yhteydessd ndhtiin. Siten funktio sin, on
jatkuvien funktioiden yhdistettynd funktiona jatkuva vililli [—m,, mp).

(b) Madritelmdn 12 nojalla sin,(z) on pariton vililli [—m,, mp).
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Maaritelmi 13. Kaikille z € R maaritelldan
sin,(x) = sin,(z + 2nm,).

Huomautus 8. Mddritelmdn perusteella —1 < sin,(z) < 0, kun = + 2nm, € [—mp, 0]
ja 0 <siny(x) < 1, kun x + 2nm, € [0,7,], jollekin n € Z.

Seuraus 8. Funktio sin, on pariton koko reaaliakselilla.

Todistus. Kaikille z € R loytyy n € Z siten, ettd = + 2nm, € [—m,, m,|. Télloin
huomautuksen 7 seké sin,-funktion maédrittelyiden nojalla —sin,(x) = —sin,(z +
2nm,) = sin,(—x — 2nm,) = sin,(—x). O

5.3 Funktion sin, derivoituvuus

Samoin kuin edellé tassa kappaleessa ilmeisimmét todistukset jatetddn lukijalle péaa-
sdantoisesti silloin, kun voidaan viitata vastaaviin todistuksiin sinifunktion yhteydes-
sé. Funktion sin,-derivoituvuus on sinifunktion tapaan seuraus kddnteisfunktion de-
rivoituvuudesta. Seuraava lemma voidaan todistaa vastaavasti kuin lemma 2, mutta
tuloksen merkittavyyden vuoksi myos todistus kirjoitetaan auki.

Lemma 6. Funktio sin, on derivoituva vdlilld |0, %[ ja kaikille x €]0, 22|,
d
— sin, x = (1 — (sin,(x))?)"/?.
T

Todistus. Lauseen 11 nojalla funktio y( ) = F,(z) on toteuttaa lauseen 5 oletukset

avoimella valilla 10, 1], silld y'(z) = LF,(z) = (1 —a?)7'/7 > (1 —07)7"? > 0.
Siten lauseen 5 nojalla on funktion y(x) kéénteisfunktio x(y) = sin,(y) derivoituva
jokaisessa pisteessé y €]F,(0), F,(1)[=]0, Z[, jolloin

d d 1 1

i — = — — (1 — )P — (1 — (si p\1/p

) = () = s = e = (1) = (1 (siny 1))

]

Lemmasta 6 seuraa derivoituvuus koko reaalikselille sin,-funktion ominaisuuksien
takia. Todistetaan derivoituvuus paloissa kuten sinifunktion yhteydessé tehtiin. Seu-
raava lemma voidaan todistaa vastaavasti kuin lemma 3.

Lemma 7. Funktio sin,(x) on derivoituva vdlilld |5, [ ja kaikilla x €)%, m,[ on
4 siny () = —(1 — (sin,(z))") /7.

Lemma 8. Funktio sin,(x) on derivoituva vileilli |—m,, — [ sekd | — %, 0[ ja
(a) kun z € ]—72,0[, on L sin,(z) = (1 — |sin,(z)|")/?,
(b) kun x € |—m,, —22[, on <L sin,(z) = —(1 — [sin,(z)[")"/*.
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Todistus.  (a) Kun z € |=7%,0[ on —z €]0, Z[, jolloin mééritelmén 12, lemman 6 ja
ketjusddnnon nojalla

d . d
. sin,(x) = p sin, (—x)
= —(=(1 = (siny(~2))")""")
= (1 (s (~2))") "
d . :
= L giny (@) = (1= fsny () )
silla kun x €] — m,,0[ on sin,(—z) = —sin,(z) = [sin,(z)| médritelman 12 ja

huomautuksen 8 nojalla.

(b) Kun z € |—m,, —2[ on —x €], m,[, jolloin mééritelmén 12, lemman 7 ja

ketjusddnnon nojalla

d | d

e sin,(z) = % — sin,(—x)

—(=(=(1 = (siny(=2))")"7))
—(1 = (siny(—))")'"”
—(1 = [siny())[")"/7,

silla kun « € |—m,,0[ on sin,(—x) = —sin,(x) = |sin,(z)| médritelmén 12 ja
huomautuksen 8 nojalla.
[

Funktion sin, derivaatan raja-arvot molemmin puolin pisteitda %2, 0, —Z ovat
loydettavissa (ja ne ovat samoja). Tamén tiedon seké lauseiden 7 ja 6 avulla voidaan
osoittaa sin,-funktion derivoituvuus néissé pisteissd samaan tapaan kuin sinifunktion

yhteydessé néytettiin pisteelle %2 lemmassa 4.
Lemma 9. Funktio sin, on derivoituva pisteissi %2, 0, —72 ja - sin,(—2) = - sin, () =

0 sekd L sin,(0) = 1.

Kun yhdistetdén ylla olevat lemmat, niin saadaan huomautuksen 8 nojalla

Seuraus 9. Funktio sin, on derivoituva vileilld |—=2, %], |—m,, — 5] sekd [Z2, m,[ ja
d 1 — [sing(2)P)/? | kunae]-T2,
SlIlp(.T) — ( ’SIH'PCC)’ ) ) ) un T ] 2 27]r7 . -
dzx —(1 = |sin,(z) )P, kun x € |—m,, — 2] tai x € [, m,[.

Tésté seuraa sinifunktion derivoituvuus koko reaaliakselille. Témén todistaminen
voidaan tehdé siten, ettd ensin osoitetaan méadritelmén 12 ja lauseen 6 avulla deri-
voituvuus pisteissd —m, ja m,. Sitten kdytetadn jaksollisuutta (lause 8), jonka avulla
nahdéén, ettd funktio sin, on derivoituva reaaliakselilla. Todistus noudattelee seu-
rauksen 4 todistuksen rakennetta.
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Seuraus 10. Funktio sin, on deriwoituva reaaliakselilla ja

d SiIlp(f) = {(1 N |Sinp<x)|l)>1/p ) kun x + 27171'1; € [_7"2_1)’ 7T2_p]’

dzx —(1 = |sin, (z)[")V?, kun x + 2nm, € [—m,, — 2] tai v + 2nm, € [, T,

jollekin n € Z.

5.4 Funktio cos,

Maééritelladn funktio cos, funktion sin, derivaattana. Tehddan méérittely télld kertaa
heti koko reaaliakselille ja todetaan sitten, ettd saatu funktio on kosinifunktion tapaan
jaksollinen, jatkuva, rajoitettu seké parillinen. Tulosten yksityiskohtainen todistami-
nen sivuutetaan, mutta se voitaisiin toteuttaa samalla rakenteella kuin kosinifunktion
yhteydessé tehtiin.

Madritelma 14. Madritellddn funktio cos,(x) : R — R kaavalla

o sin(a) = {“ ~ (@) kot 20, € [ )
a

cosy(z) = —
() —(1 = Jsiny (2)[")V? | kun & + 2nm, € [-m,, —22] tai z + 2nm, € [, 7,
jollakin n € Z.

Funktio cos, on jaksollinen jaksolla 27, ja jatkuvien funktioiden yhdistettyna funk-

tiona jatkuva valilld [—7, 37“], silld jatkuvuus pisteessd 7 seuraa toispuoleisten raja-

arvojen olemassaolosta téssd pisteessd. Siten lauseen 4 nojalla funktio cos, on jatkuva
ja rajoitettu koko reaaliakselilla. Liséksi funktion sin, parittomuuden, médritelméin
14 ja lemman 5 nojalla funktio cos, on parillinen samaan tapaan kuin seurauksen 6
yhteydessa todettiin.

Seuraus 11. Funktion cos, mddritelmdn seurauksena saadaan Pythagoraan trigono-
metrisen identiteetin vastine

|sin, (2)]” + |cos,(x) " = 1.

Todistus. Olkoon x € R. Nyt

. . . p
[sin, ()7 + |cos, ()7 = [sin, ()| + |£ (1 — |sin, (2)[7) "/

= Jsiny (2)" + 1 — [sing ()
=1,
silla [sin,(x)| < 1 huomatuksen 8 nojalla. O

Téssd mielessd sin,- ja cos,-funktiot muistuttavat klassisia vastineitaan. Niille ei
kuitenkaan voi johtaa jarkevid vastineita lauseessa 10 esiintyville "summakaavoille”

[2].
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6 Geometrinen nikokulma sekid katsaus yleistet-
tyjen trigonometristen funktioiden méaritelmén
taustoihin

Geometrista tarkastelua varten otetaan kéyttoon p-normi, jolla voidaan méaéritelld
etéisyys ja edelleen tdmén avulla yksikk6ympyrd p-metriikassa. Alla maéritelty "p-
normi” on R"-avaruuteen rajattu kirjallisuudessa usein esiintyvé [,-normi.

Maéaritelma 15. Olkoon p € [1, 0] ja olkoon = = (21, x9, ..., x,) € R™. Télloin

n 1
p p
laf, : = (Dm)
k=1

[l = max{]an[}.
Kun p = 2, on kyseessé tavallinen Euklidinen normi ||-||, = |||, jolle kaikilla
z € R" on ||z|| = /23 + 23 + ... + 22. Edelld miéritellyn p-normin on helppo osoit-

taa toteuttavan normin oletukset. Tasmillinen todistus 16ytyy ldhteestd [8] joskin
hieman yleisemmaéssé tapauksessa. Maéritelladn sitten p-normin avulla etéisyys d,,
joka virittdéd p-metriikan avaruuteen R™.

Maiaritelma 16. Olkoon a, b € R™. Maéritellaan
d, : R" xR" = R,d,(a,b) = |a — b||p.
Luku dy(a,b) on pisteiden a ja b vilinen etéisyys p-metriikassa.

Esimerkki 1. Kaupunkien kortteleissa kadut ovat usein 90 asteen kulmissa toisiinsa
ndhden. Siten kortteleissa ei voi liikkua "linnuntietd” eli lyhyintd mahdollista reittia.
Sen takia pisteestii a € R? pisteeseen b € R? kuljettavan matkan mittaamiseen saattaa
olla mielekésta kayttaa 1-metriikkaa, "city-block metric”, jolle [9]

la = b, = |ay — bi| + [az — bof .

Télla tavoin mitattuna karttakoordinaatistossa pisteiden (0,0) ja (1,1) etéisyys
olisi [[(0,0) — (L, 1)|l, =10 =1+ [0 —1] = 2.

Maaritelladn yksikkoympyroiksi p-metriikassa pisteet, jotka ovat kullakin p-normilla
mitattuna yhden yksikon etéisyydelld origosta.

Maiaritelmi 17. YksikkGympyri p-metriikassa on niiden pisteiden z = (x, z5) € R”
joukko, joille d,((0,0), (z1,22)) = 1.

Esimerkki 2. Nyt yksikkéympyrit {z € R? : ||z||, = 1}, {z € R*: ||z]|, = 1} ja

{z € R* : ||z|| . = 1} ovat piirretty kuvaan 1. Kun p = 1, yksikkympyrdn oikea

yléneljadnnes on joukko

{v = (z1,29) €ER? 11,29 > 0, ||z, = 1} = {(z1,29) ER? : w1, 19 > 0, |71] + |22] = 1}
={(z1, 1) €ER?*: 21,09 > 0,29 = —2; + 1}
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Vastaavasti co-normilla mééritelty yksikkoympyréan oikea yléneljdnnes on joukko

{x €R*: 21,29 >0, 2], =1} = {(21,72) € R? : 2,25 > 0, max{x;, 25} = 1}
= {(1,2) €R*: 0 <y <1} U{(21,1) e RZ: 0 < 1y <1},

Vastaavilla tutkailuilla saadaan tdydennettyd yksikkoympyroiden puuttuvat osat.
Euklidisella normilla mééritetty yksikkdympyréd pidetéén tunnettuna. [,-normin ar-
voilla p =1, p = 2 ja p = oo médritetyt yksikkoympyrat on esitetty kuvassa 1.

L —Pp =30

Kuva 1: Yksikkoympyrdt mdadriteltynd p-normeilla p = 1,2 ja oo.

Seuraus 12. Polku

Vo i [= T, mp] = [=1,1] x [=1,1], %,(t) = (cos,(t), siny(?))
parametrisoi yksikkoympyrdin p-metriikassa.

Todistus. Seurauksen 11 nojalla

dp ((0,0); (cosp(t),sin,(t))) = [|(0,0) — (cosy(t), Sinp(t))Hp
= (10 — cos, (t)|” + |0 — sin, (t)[") /7
— 1/p
=1,

kaikille t € [—m,, mp]. Siten médritelmén 17 nojalla polku +, on yksikkdympyralla.

Olkoon sitten piste (z,y) yksikkoympyralla. Télloin selvésti z, y € [—1, 1]. Muiste-
taan, ettd funktiot sin, ja cos, ovat suljetulla vélilld [—m,, m,] jatkuvia ja saavuttavat
talla valilla arvot —1 seké 1. Siten Bolzanon lauseen nojalla 16ytyy ¢ € [—m,, 7], jolle
cos,(t) = x. Nyt

1
(lcosp (O + [yl")r =1

3

[cos, (1)1 + [yl” = 1,

28



misséd lauseen 11 nojalla voidaan valita |y|” = |sin,(¢)|”, jolloin y = sin,t tai y =
— sin, t. Ensimméisessé tapauksessa on (cosy(t),sin,(t)) = (z,y). Jalkimmaisessd ta-
pauksessa 10ytyy —t € [—m,, m,| siten, ettd y = —sin,t = sin,(—¢) funktion sin,
parittomuuden nojalla ja x = cos,t = cos,(—t) funktion cos, parillisuuden nojalla.
Siten polku v, siséltdd pisteen (z,y).

[

Edella johdettu tulos pétee erityisesti myo6s sini- ja kosinifunktioille. Téssd mie-
lessé ne ovat geometrisesti analogisia cos,- ja sin,-funktioiden kanssa. Edelleen kaik-
ki karteesisen koordinaatiston pisteet (x,y) voidaan esittdd cos,- ja sin,-funktioiden
avulla, kun seurauksessa 12 mainitut vektorit (cos,(t), sin,(t)) skaalataan reaaliluvulla
r, jolloin

x = rcosy(a) (4)

y = rsiny(a), (5)

missd a € R. Sini- ja kosinifunktioiden tapauksessa kyseessa on tuttu napakoordinaat-
timuunnos. Funktiot sin, ja cos, voitaisiin mééritelld myos néilla yhtélosilld, jolloin
paddyttaisiin samoihin funktioihin kuin kddnteisfunktiomééritelmalla [3].

Yhtéloissé 4 ja 5 muuttuja r kertoo siis pisteen [p-etdisyyden origosta, silld

17 cosp(ev), rsiny ()], = 7 [[(cosp (), siny () )],

=7

Sen sijaan muuttujalle o saadaan vastine yksikkoympyran kaaren pituudesta vain
arvolla p = 2 [3]. Tamé osoitetaan seuraavaksi arcsin-funktion avulla.

Néytetdadan aluksi, ettéd funktio arcsiny kertoo Euklidista normia vastaavan yksik-
kdympyrin pisteiden (1,0) ja (z,y) vélisen kaaren pituuden, kun z,y > 0. Tehddin
se valitsemalla yksikk6ympyrén oikealta yldneljannekseltd n € N kappaletta pistei-
té P, € R? jarjestettyni y-koordinaattien mukaiseen suuruusjirjestykseen, siten etté
P = (t1,0) = (1,0) ja P, = (tn, /1 —1t2) = (z,y), missd x,y € [0, 1[. Ndiden pis-
teiden muodostaman murtoviivan pituus y ,_, || Py — Pr+1| voidaan ajatella eridiksi
alarajaksi pisteiden P, ja P, viliselle kaaren pituudelle. Tamé on esitetty kuvassa 2.

Supremum téllaisille approksimaatioille on ympyrén kaaren parametrisoivan polun

v :10,y] = R2, ~v(t) = (V1 —t2,t) pituus £(v) (katso [10])

0(7) = sup{d_ [7(te) = 2(te-0)|13}, (6)

missi pisteet 0 = tg < to < ... < t, =y jakavat vilin [0, y[.

On huomattava, ettd téllaisessa tarkastelussa polku taytyy méadritelld siten, etté
ympyran kaari kuljetaan vain kertaalleen. Koska yksikkOympyran oikean yléneljén-
neksen parametrisaatio on jatkuvasti derivoituva, voidaan kayttda polun pituuden
integraalimééritelméé (katso [10]), jolloin saadaan
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7;(t)H dt

Yy
)= |
0
o, (1 2 N
_/O \/1 +(§—_1_t2) dt
B Y 1—t2+t2
B 1—¢2

Yy 1 d
= [ ——dt.
| 7=

Huomataan, etté integroitava polku 7, voidaan suoraan laajentaa myos vélille
|—1,1[. Télloin saatu funktio ¢(v,) : |—1,1] — R yhtyy funktion arcsin mééaritel-
madn. Siten yhtdloissd 1 ja 2 sini- ja kosinifunktioiden argumentti o voidaan tulkita
yksikkéympyrén pisteiden (1,0) ja (x,y) vélisen kaaren pituutena.

Sen sijaan injektiota kulman eli sin,-funktion argumentin ja [,-normilla méérite-
tyn yksikkoympyran kaaren pituuden vélilld ei ole, koska yleisessé tapauksessa yksik-
kéympyré ei ole symmetrinen origon suhteen [3]. YksikkGympyrin kaaren pituuden
laskeminen p-metriikassa osoittautuu ylipdéansa haastavaksi.

Kaarta vastaavan sektorin pinta-alan avulla 16ydetddn kuitenkin huomattavasti
yksinkertaisempi funktio. Taméa funktio on yksi niistd ensimmaéisista yleistetyista tri-
gonometrisistd funktioista, joita ruotsalainen matemaatikko Eric Lundberg tutki jo
1800-luvulla. Seuraavassa tarkastelussa esitietoina lukijalta oletetaan vektorifunktioi-
den analyysin ja erityisesti Greenin lauseen tuntemusta. Idea ldhestymistapaan on
perdisin artikkelista [6][s. 10].

Pyritddan siis etsiméédn sellainen funktio, joka antaa tuloksena sektorin pinta-
alan, kun kuljetaan yksikkdympyrin pisteesti (1,0) pisteeseen (z,y) € R?, missi
z,y € [0, 1]. Liséksi halutaan, ettd funktio on yhteydessi y-koordinaatin muutokseen,
samaan tapaan kuin arcsin-funktio on.

Olkoon nyt 0 <y < 1jal<p<oo. Olkoon vy : R — R?: 7y =~ U~y U~3, missi

Kuva 2: Ympyrdan kaarta approksimoidaan murtoviivalla.
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71 :[0,1] = R v (t) = (¢,0),
Yo 1 [0,y] = R, y(t) = ((1 — tp)l/p,t)ja

_ p\1/p
1ot (0,9 = B2 a(t) = ((y — ) 27y,

Polku  on yksikkdympyrén {(z,y) € R, ||(z,y),} = 1 pisteesti (1,0) pisteeseen
(z,y);x,y € [0, 1] ulottuvaa kaarta vastaavan sektorin reunan parametrisoiva polku.
Havainnekuva polusta 7 arvolla p = 2 on esitetty kuvassa 3.

73 72

!

Kuva 3: Euklidisen normin mddrdidmdan yksikkoympyrdan erddn sektorin reuna on pa-
rametrisoitu polulla v = v1 U vy U 3.

Lasketaan témén polun rajaaman alueen S, pinta-ala V5(S,). Greenin lauseen

nojalla
Vs - [
Sy

1
./
= - [ Oyx — Oy
2 v
1

=3 /7(—%56) - ds,

silld v on positiivisesti suunnistettu, paloittain sileé ja itsedén leikkaamaton joukon
Sy, reunan parametrisoiva polku. Nyt saatu kdyrédintegraali yli polun v voidaan laskea
kolmessa osassa, jolloin osoittautuu, ettd polkujen v ja 73 yli integroidessa integraalit
havidvat, silla

1 1 /!
5 [ Coas=5 [0 @o—o
271 20

ja
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1/ B
5 (_y,l') -ds =
2 V3

v (_(y - t)<1 _gp)l/p> ‘ (_(1 _ yp)l/p’ _1> "

Y

v (1—y")'7 (1—y")'/P
((y - t)T + (t - Q)T) dt

J
J

S NI~ N

Siten

1 1
—/(—y,x)-ds:0+—/(—y,x)-ds+0
2 Y 2 72

1 4 1 9
—_ — p __ P p __ 4P 1/p
2% Q@,t) +(1—) )ﬁ

- %/Oy (7 + @) - ar
:%/ﬂl—ﬁﬁ*ﬁ

L
25/0 (1_tp)pT?1 '

Huomataan, ettd kun p = 2, saatu integraali yhtyy arcsin-funktion mééaritelméan eli

= arcsin y.

4x1—ﬁ /‘¢___

Liséksi havaitaan, ettd Euklidisessa metriikassa on voimassa yksikkOympyréan ym-
pyrisektorin kaarenpituuden arcsiny seké sitd vastaavan sektorin pinta-alan V5(.S,)
vélinen yhteys

2V5(S,) = arcsiny,

kun y € [—1,1]. Edelleen sektorin pinta-alan funktiosta V5(.S,) voidaan huomata, ettei
se yhdy funktion Fj, mééritelmédn, kun p # 2.

Saatu funktio V5(S,) on kuitenkin eréén yleistetyn sinifunktion kéénteisfunktio,
johon Lundberg péétyi tutkiessaan differentiaaliyhtaloa % = (1 — y?»)™? arvolla
m = p — 1 . Téata funktiota Lundberg merkitsi S S (x). Vastaavasti kosinifunktion

kaanteisfunktion vastinetta eli integraalin



kédnteisfunktiota Lundberg merkitsi Cp-1 (). Tédhén integraaliin paddytasan, kun
lasketaan sektorin pinta-ala vastaavalla tavalla kuin aiemminkin kuitenkin niin, et-
td nyt sektori vastaa kaarta pisteestd (z,y) pisteeseen (0,1). Lundberg johti néille
funktioille muun muassa Pythagoraan trigonometrisen identiteetin vastineen

Sp=1 ()P + Cp=1 (z)P =

Myohemmin yleisempié trigonometrisia funktioita on tutkittu melko paljon osit-
tain siksi, ettd ne ovat tunnettujen differentiaaliongelmien ratkaisuja. Erityisesti néis-
td seuraavaksi tarkastellaan Dirichtlet:n ongelmaa mukaillen Peter Lindqvistin tut-
kielmaa [1]:

d _
— (|u/|p 2 u') = AMulfPPu vililld )0, 7,
T
u(0) =0,
u(mp) =0,

missé luvut A € R ovat vakiomuotoisia ominaisarvoja.Voidaan osoittaa, ettd omi-
naisfunktiot sin, (), voidaan méaritella vélilla [0, 22| kaavalla

siny () dt
T = — i (7)
/0 (1= 5)7

P
missé

. 9 1 / * dt
Tp = im —_—.
P e Jo (1 )P
Yl1la alkuperdiseen ldhteeseen verrattuna maéaéarittelyvéli on muutettu suljetusta
puoliavoimeksi ja 7,:n médritelmé raja-arvoksi, jotta integraalit ovat hyvin mééritel-
tyja téssé kirjoitelmassa kédytettyjen méaaritelmien valossa.

Huomattakoon, ettd myos Lundberg tutki integraalin (7) tyyppistéd funktiota. In-
tegraalia (7) voidaan vield yksinkertaistaa sijoituksella #(7) = (p — 1)*/?7, jolloin

/sfnp(x) dt
x = —_
0 (1—E)ue

p—

(-1 Vrsing@) g
=p-D" /
0 (

1— Tp)l/p'

Havaitaan, ettd késitellyn Dirichtlet’'n ongelman kaikki ratkaisufunktiot voidaan
esittéd sin,-funktion avulla. Dirichtlet'n ongelma on esitetty artikkelissa [3] p-Laplace-
operaattorin avulla. Tamé yhteys on merkittava, silla tutkimus p-Laplace-operaattoriin
liittyen on laajaa. Edelleen Dirictlet’n "reunaehto-ongelmat” ovat merkittavéssa roo-
lissa fysiikan tutkimuksessa, joista esimerkiksi sini- ja kosinifunktiot ovat ratkaisu
kvanttimekaanisen darettomén yksiulotteisen potentiaalikuopan tilanteeseen [11]]s.
25-29].
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