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Kasipuu

Abstract: The aim of the thesis is to introduce methods and algorithms used for collision detec-
tion in real-time applications. The research method used in the thesis is a literature review. Beside
literature and articles in the field, the documentation of physics engines presented in the thesis are
used as the source. The algorithms presented in the thesis were selected based on the algorithms
in well-known physics engines. In addition to algorithms, the thesis aims to present the terms
used in collision detecion and the mathematical backgrounds of presented algorithms. In thesis
was observed, that collision detection is a relatively long studied field of computer graphics and

the usage of specifi algorithms have become established. In addition to this, was observed that



collision detection continues to be the subject of the study.
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1 Johdanto

Tormiystarkastelu on tirked osa monia erilaisia sovelluksia, mukaan lukien videopelit, fysiik-
kaan perustuvat simulaatiot, animaatiot ja robotiikka. Reaalimaailmassa kiintedt kappaleet eivit
uppoudu toisiinsa tai ldpiise toisiansa, mutta virtuaalimaailmassa kappaleet koostuvat pisteista,
eivitkd titen omaa reaalimaailman kiinteiden kappaleiden ominaisuuksia. Tormiystarkastelun
tehtdvidnd on saada virtuaalimaailman pisteistd koostuvat kappaleet ndyttimiédn kiinteiltd, mai-
rittelemélld kappaleiden viliset torméykset kappaleiden toisiinsa vajoamisen estamiseksi. Tahéin
yleensi ei riitd pelkka tieto siitd, ettd tormaddvitko kaksi kappaletta, vaan usein torméystarkaste-

lun tulee lisdksi tuottaa tarkempaa tietoa torméyksesta.

Naiivi ratkaisu tormédysten 10ytdmiseen olisi testata kaikki kappaleet ja kappaleiden vililld kaikki
pisteet toisiaan vasten. Téllainen brute-force menetelméén perustuva torméystarkastelu ei usein-
kaan ole riittdvdn nopea suoritettavaksi reaaliajassa sovelluksissa, joissa tarkasteltavia tormadjid
on useita tai tormédjit muodostuvat useista tuhansista pisteistd. Jotta saadaan torméykset ratkot-
tua reaaliajassa, on tormiystarkastelu pilkottu eri vaiheisiin. Yleisimmin tormiystarkastelu on
jaettu kahteen tai kolmeen vaiheeseen. Tutkielmassa 1dhtokohdaksi ollaan valittu kolmessa vai-
heessa tapahtuva torméystarkastelu, miké on kdytossd muun muassa PhysX:ssd (“PhysX: User’s

Guide” 2018)) ja Havokissa (Gregory 2009, s. 677).

Tutkielmaan ollaan valittu esiteltidviksi algoritmeja, joita kdytetddn torméystarkastelun sisdltavis-
sd ohjelmistonkehityspakettia, joita puolestaan reaaliaikaisissa sovelluksissa hyodynnetdédn. Tut-
kielmassa aihetta on rajattu siten, ettd tarkastellaan CPU:lla tapahtuvaa suljettujen kappaleiden
torméystarkastelua kolmiulotteisessa avaruudessa. Tutkielman ldhteind ollaan kdytetty alan kir-
jallisuutta ja artikkeleita, sekd tutkielmassa esiteltdvien ohjelmistonkehityspakettien dokumen-

taatioita ja Game Development Conferencen (GDC) esityksia.

Ensimmdisessd luvussa 2| kdydidn ldpi torméystarkastelun taustaa ja lahteissd esiintyvid termejd,
sekd esitelldédn tarkemmin tutkielmassa noudatettu torméystarkastelun liukuhihnamalli. Luvuissa
M} [5] vastaavasti kdyddin ldpi torméystarkastelun liukuhihnamallin kolme vaihetta yksityiskoh-

taisemmin, esitellen kussakin vaiheessa yleisesti kdytossé olevia algoritmeja. Lopuksi luvussa 6]



esitelldédn johtopditokset, sekd pohdintaa siitd, mité rajattiin tutkielman ulkopuolelle.



2 Tausta

Koska torméiystarkastelu on aihepiirind melko laaja, liittyy siihen monia termejd. Tutkielmas-
sa tullaan tarvitsemaan termejd algebran, geometrian, tietokonegrafiikan ja torméaystarkastelun
alueilta. Useille termeille ei ole olemassa vakiintuneita termejd suomen kielessd, joille tutkiel-
massa pyritdin osakseen antamaan suoria kidfinnoksii ja toisinaan annetaan kuvaannollisempia
tarkan kddnnoksen sijasta. Erityisesti tutkielman aiheessa ollaan suoran kddnnoksen sijaan paa-
dytty kiyttdméidn aavistuksen vapaampaa kddnnostd. Englannin kielessd on aiheelle on vakiin-
tunut termi collision detection, jossa sité ldhteestd riippuen kiytetidin tarkoittamaan tormédysten
havaitsemista tai sitd, miki tissd tutkielmassa tunnetaan tormiystarkasteluna. Erona nédiden kah-
den termilld vililld tutkielmassa pidetdin sitd, ettd torméysten havaitseminen palauttaa tiedon
siitd, mitkd kappaleet tormésivét ja tormdystarkastelu puolestaan tuottaa tamin lisidksi tarkem-
paa tietoa tomiyksistd. Tarkemmin torméystarkastelun jakautumista tormiysten havaitsemiseen
ja sitd seuraavaan vaiheeseen eli kontaktimoniston muodostamiseen (engl. contact manifold ge-

neration) selvitetdin alaluvussa[2.4]

Lukijan on hyvd huomata, ettid koska torméystarkastelun juuret ovat matematiikassa, kdytetddan
tutkielmassa termejd sekid matematiikan, etti tietokonegrafiikan puolelta riippuen kontekstista,
tarkoittaen kuitenkin oleellisesti samaa. Naitd ovat esimerkiksi leikkaus — tormdaminen, kéirki —
verteksi, affiini muunnos — muunnos, avaruus — ympdristo ja avaruuskappale — kappale. Matema-
titkassa leikkaukset miiritelldidn pistejoukoille ilmaisemaan pistejoukkojen yhteisiéd alkioita ja
torméystarkastelussa kiytetidin sanaa tormdys, kun kaksi kappaletta ovat penetroituina toisiinsa
eli toisin sanoen kahden avaruuskappaleen sisdidnsd sulkevien direllisten pistejoukkojen leikkaus
on epityhji joukko. Kappaleella puolestaan tarkoitetaan geometrisia muotoja joiden vililld tor-
mayksid tarkastellaan. Niitd ovat alaluvussa [2.6] esiteltdvit rajaavat tilavaudet, sekd luvussa [2.5]
esitettdavit torméyskappaleet. Avaruudella tutkielmassa tarkoitetaan euklidista avaruutta ja termid
ymparisto kdytetddn tarkoittamaan virtuaalimaailman avaruutta. Edelld mainittujen lisdksi, koska
on usein tarpeellista puhua monitahokkaan kérjistd, sdrmisté ja tahkoista yleisesti, kiytetiddn ter-
mid monitahokkaan ominaisuus (engl. feature) merkitseméin edelld mainittua ‘ominaisuuksien’

joukkoa.



Tutkielmaa varten valittiin kolme fysiikan mallinnus ohjelmistonkehityspakettia: PhysX, Bullet
Physics ja Open Dynamics Engine (ODE), joihin on integroituna tdrméaystarkastelu, sekd tor-
mdystarkastelukirjasto SOLID, joista tutkielmassa kdytetdén termid tarkasteltavat kirjastot. Tar-
kasteltaviin kirjastoihin tehdyt viittaukset perustuvat niiden dokumentaatioon ja lihdekoodiin
tutkielman kirjoittamisen hetkelld uusimpiin versioihin. Nimi ovat PhysX 3.4.0, Bullet Physics
2.87, ODE 0.15 ja SOLID 3.5. Tarkemmin tarkasteltavat kirjastot tullaan esitteleméin alaluvussa
2.4

Yksi merkittavi termi, jolle ei tutkielmassa kuitenkaan varattu omaa alalukua on kehyskohe-
renssi (engl. frame coherence) (G. v. d. Bergen 20044, s. 54), joka my0s tunnetaan myos nimelld
ajallinen koherenssi (engl. temporal coherency) (Ericson 2004, s. 18). Kehyskoherenssi tarkoittaa
kappaleiden muuntumattomuutta yksittdisten kehysten vélilld. Kehyskoherenssi on usein korkea
sovelluksissa, joissa kehykseen kéytetty aika on lyhyt tai useampi kappale on levossa tai kappa-
leiden liikkeet ovat hitaita. Korkea kehyskoherenssi mahdollistaa edellisen kehyksen laskennan
tuloksien uudelleen kdyton nykyiselld kehykselld. Muita torméystarkastelun kannalta tdarkeim-
pid termejd ja matemaattisia taustoja esitellddn seuraavissa alaluvuissa. Matemaattisia taustoja
tullaan tdydentdmédin tutkielman myohdisemmaissd vaiheessa luvussa [5.1] niiltd osin kuin nii-
td tullaan tarvitsemaan esiteltdvien menetelmien ymmairtimiseksi, mutta ensimmadisten lukujen

kannalta vaadittu matemaattinen tausta on koottu timéan luvun alalukuihin.

2.1 Reaaliaikaisuus

Koska tutkielmassa keskitytéén reaaliajassa tapahtuvaan torméystarkasteluun, lienee tarvetta ava-
ta reaaliaikaisuuden mééritelméi. Kisitteend reaaliaikaisuus on usein melko 16yhi; esimerkiksi
elokuvissa yleisesti kidytetty kuvataajuus 24 kehystd sekunnissa saattaa nopeaa reagointia vaati-
vassa videopelissd tuntua riittiméttomaéltd. Kuitenkin molempien ajatellaan olevan reaaliaikaisia.
Yleistden voidaan sanoa, ettd reaaliaikaisuuden médritelmé on riippuvainen tarkasteltavasta so-
velluksesta. Jotta esimerkiksi interaktiivinen sovellus voi tuottaa kayttdjilleen todellisen interak-
titvisuuden tunteen, vaatii se usein korkeampaa kuvataajuutta kuin esimerkiksi ei-interaktiivinen
animaatio. Erddnlainen yleisempi médritelmé reaaliaikaisuudelle annettaan kirjassa (Akenine-

Moller, Haines ja Hoffman [2008, s. 1). Miiritelmidn mukaan 15 kehystd sekunnissa alkaa jo
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tuntumaan reaaliaikaiselta ja kuvataajuuden ylittdessd 72 kehystid sekunnissa, ihmissilmai ei juu-
rikaan kykene erottamaan kasvua kuvataajuudessa (Akenine-Moller, Haines ja Hoffman 2008,

s. 1).

Tulee kuitenkin huomata, ettd edelld mainitut kuvataajuudet ovat koko kehyksen tuottamiseen
kiytettyjd arvoja. Sovellus kuitenkaan harvemmin koostuu pelkésti torméystarkastelusta, jolloin
taytyy joka kehykselld suorittaa myods muuta laskentaa. Videopeleisséd esimerkiksi, jossa on tor-
miystarkastelun lisdksi monia muita systeemejd péivitettavind, tormiystarkastelu voi vieda ke-
hykseen kiytettdvistd ajasta 10 - 30 % (Ericson 2004, s. 17). Esimerkiksi videopelissd, jonka
kuvataajuus on 60 kehystd sekunnissa, jolloin yhden kehyksen tuottamiseen kdytettdva aika on
16,7 millisekuntia, jii tormédystarkastelulle aikaa noin 2 - 5 millisekuntia (Ericson 2004, s. 17).
Tamin tarkemmin reaaliaikaisuuden miiritelmii pohtimatta ovat tdssd tutkielmassa esiteltyjd
algoritmeja ja tekniikoita kéytetty interaktiivisissa sovelluksissa, joissa vaatimuksena voidaan
yleisesti pitdd vahintddn 30 kehysti sekunnissa (G. v. d. Bergen 20044, s. 53; Weller 2013, s. 20).
Tutkielman ulkopuolella jadvit metodit, joilla torméystarkastelu pyritiddn toteuttamaan haptis-
ta palautetta vaativissa sovelluksissa, joissa vaadittava virkistystaajuus realistisen kokemuksen

tuottamiseksi on jopa 1000 Hz (Weller 2013, s. 24).

2.2 Konveksisuus

“Yksi tirkeimmistd konsepteista torméystarkastelussa on ero konveksien ja konkaavien kappa-
leiden vililla.“ (Gregory [2009, s. 660, suomennos minun). Torméystarkastelun ndkokulmasta
konveksisuudelle voidaan maédritelld kaksi tirkedd ominaisuutta. Ensimmaéinen ominaisuus seu-
raa geometriasta, jossa konveksi joukko mééritelldin joukoksi, jonka mistd tahansa kahdesta
pisteestd yhdistetty jana ei sisélld pisteitd joukon ulkopuolelta (Schneider 1993, s. 1). Toinen
ominaisuus seuraa konveksin funktion ominaisuudesta, jolla lokaali d4riarvo on my0s globaali
adriarvo (Schneider 1993, s. 22). Konvekseille avararuuskappaleille pitee edelld mainitut omi-
naisuudet siten, ettd misti tahansa konveksin avaruuskappaleen sisdidnsi sulkevan ddrellisen pis-
tejoukon kahdesta pisteestd muodostettu jana ei sisdlld pisteitd avaruuskappaleen ulkopuolelta,
sekd tietyssd suunnassa 10ydetty lokaali ddriarvo on my0s globaali ddriarvo. Konkaaveilla ava-

ruuskappaleilla eivit edelld mainitut ominaisuudet ole péde.



Tami konveksien ja konkaavien kappaleiden eroavaisuus niyttelee suurta roolia torméystarkas-
telussa, silld edelld mainitut ominaisuudet mahdollistavat yksinkertaisempien ja laskennallises-
ti tehokkaampien algoritmien kdyton (Gregory 2009, s. 661). Ensimmadisend mainittu ominai-
suus muun muassa mahdollistaa torméystarkastelun kannalta tirkedn teoreeman, erottavan akse-
lin teoreeman, kuten tullaan ndkeméiin luvussa Jalkimmaistd ominaisuutta puolestaan hyo-
dynnetdin luvussa 5. ] esiteltdvissd kantajafunktiossa, kun sitd sovelletaan konvekseille verhoil-
le. Ndiden ominaisuuksien tuomasta hyodystd pyritddn konkaavit suljetut kappaleet jakamaan
konvekseihin osiin ennen ohjelman suoritusta tai ne voidaan sulkea konveksin verhon (engl. con-
vex hull) sisédlle. Tarkka matemaattinen miiritelmi konveksille verholle on, ettd pistejoukon S
konveksi verho on kaikkien niiden konveksien pistejoukkojen leikkaus, jotka sisdltavit pistejou-
kon § (Rockafellar [1997)). Toisin sanoen avaruuskappaleen konveksi verho on pienin konveksi
tilavuus, joka sulkee kappaleen kokonaisuudessaan sisdinsid. Yksinkertaisena, hyvini mieliku-
vaharjoitteluna riittdé tissd vaiheessa ajatella konveksia verhoa peitteend, joka saadaan kun kap-

paleen ympirille asetetaan tiukka kuminauha.

Rajallisesta méérasti kirkid koostuvaa konveksia verhoa kutsutaan polytoopiksi (engl. polytope)
(Schneider [1993] s. 3). Polytoopit ovat geometristen muotojen ‘luokka’, johon luetaan kuulu-
vaksi konveksit monikulmiot, konveksit monitahokkaat, sekd simpleksit (G. v. d. Bergen 2004a,
s. 24). Simpleksit tullaan tarkemmin kisittelemédédn luvussa Yleisemmin rajallisesta méaris-
td koostuvista kappaleista kdytetddn nimitystd eksplisiittisesti médriteltdvit kappaleet. Ekspli-
siittisesti méadriteltdvien kappaleiden vastakohta ovat implisiittisesti méériteltdvit kappaleet eli
kaarevia pintoja siséltidvit kappaleet. Yksinkertainen esimerkki implisiittisesti méériteltdvista
kappaleesta on pallo, silld sen konveksin verhon ei katsota muodostuvan yksittédisistd kérjistd,
vaan sen konveksin verhon pisteet ilmaistaan keskipisteen ja sidteen avulla. Yleisesti kidytetty al-
goritmi konveksin verhon muodostamiseksi on Barber, Dobkin ja Huhdanpaa (1996) esittelemi
algoritmi Quickhull. Algoritmin tarkempi kuvaaminen jitetdén tutkielman ulkopuolelle, mutta
alkuperdisen artikkelin lisdksi sen hyvin esitteli Gregorius (2014) GDC:ssd. Konkaavien kappa-
leiden jakautumista konkaavien kappaleiden muodostamiin hierarkkisiin rakenteisiin késitelldin
sen sijaan tarkemmin luvussa[d] Tamé on tarkedd silld luvussa 5] esiteltdvit algoritmit, kuten ylei-

sestikin reaaliaikaisessa tormiystarkastelussa kiytettdvit algoritmit, ovat médritelty ainoastaan



konvekseille kappaleille.

2.3 Jaksottainen ja jatkuva torméysten havaitseminen

Reaalimaailmassa aika voidaan usein ajatella tapahtuvan jatkuvana. Virtuaalimaailmassa nédin
ei kuitenkaan ole, vaan aika on jaksottaista, virkistystaajuuden mukaan tapahtuvaa. Téstd syys-
td myos tormdysten havaitsemisen on loogista tapahtua jaksottaisena eli jokaisella kehykselld
erillisend. Télloin kuitenkin ongelmana on, ettd kehysten vilisséd tapahtuvia tormiyksié ei kyetd
havaitsemaan. Pahimmillaan tdma johtaa kappaleen ldpédisemiseen toisesta kappaleesta eli tunne-
loitumiseen (engl. tunneling). Gustafsson (2010) esittelee artikkelissaan kolme yleistd fysiikan
mallinnuksessa ilmenevid, jaksottaisesta tormdysten havaitsemisesta johtuvaa tunneloitumisen
tapausta. Nama ovat luoti-lipi-paperin ongelma (engl. bullet-through-paper problem), niin kut-
suttu puristuminen (engl. sandwitch case), sekd usein pitkilld ja kapealla kappaleella tapahtuva
rotaation aiheuttama tunneloituminen. Luoti-lipi-paperin ongelmassa nopeasti litkkuva kappale
sijaitsee perdkkiisilld kehyksilléd tason eri puolilla, jolloin varsinainen torméys tapahtuu kehyk-
sien vililla, eikd sitid kyetd havaitsemaan. Luoti-1dpi-paperin ongelma on esitetty kuviossa (1| yl-
hiilld vasemmalla. Puristuminen puolestaan tapahtuu usein kappaleilla, joiden vélilld on suuri
koko ero. Puristumisessa tormiykset kyetddn havaitsemaan, sekd kontaktimonistot muodosta-
maan, mutta liian myohéén eli syvisti penetroituneilla kappaleilla, jolloin fysiikan mallinnus ei
jarkevilld tavalla kykene tormdyksié ratkaisemaan. Tdmai on esitetty kuviossa [I] ylhddlld oikeal-
la. Kolmas ongelma, jossa pitkd ja kapea kappale ldpiisee tason on yhdistelmé kontaktimonis-
ton muodostamisesta ja seuraavalla kehykselld tapahtuvasta tormédyksen havaitsemattomuudesta.
Tami johtaa siitd, ettd kontaktipisteen 10ytdminen saattaa aiheuttaa voimakaan rotaation kappa-
leeseen, jolloin kappale tunneloituu véhitellen tason ldpi. Tarkemmin tdmi on kuvattu kuviossa

[I alhaalla.

Edelld mainittujen ongelmien vilttdmiseksi voidaan tormédysten havaitseminen suorittaa jatku-
vana. Myos termid dynaaminen torméysten havaitseminen (engl. dynamic collision detection)
(Ericson 2004, s. 214) kiytetdin tarkoittaen samaa. Edelld esitetyn luoti-ldpi-paperin ongelman
estiminen kdyttimalld jatkuvaa tomdysten havaitsemista on esitetty kuviossa [I] keskelld vasem-

malla. Jatkuvan tormédysten havaitsemisen tehtdvini on 10ytdid ensimmdiisen tormédyksen ajan-
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Kuvio 1. Jaksottaisesta tormiystarkastelusta johtuvat artefaktat esiteltynd kehyksen n ja kappa-

leen sijainnin X,, mukaisesti.

hetki (engl. time of impact, TOI). TOL:n 16ytdmiseen on olemassa monta metodia, joista yksi
paljon kiytetty metodi tullaan esitteleméén tarkemmin luvussa [5.2.3] Yleisesti voidaan ndiden
metodien pyrkivin jakamaan kahden kehyksen vilinen aikajakso pienempiin aikajaksoihin, mi-
ki johtaa siihen ettd jatkuva tormiysten havaitseminen on laskennallisesti raskaampaa verrattu-
na jaksottaiseen tormiysten havaitsemiseen, joten sitd pyritddn soveltamaan ainoastaan riskiryh-
miin kuuluviin kappaleisiin. Riskiryhméédn voidaan karkeasti luetella kuuluvaksi muun muassa

nopeasti liikkuvat kappaleet, sek pitkét ja kapeat dynaamiset kappaleet (Catto 2013)).

2.4 Tormaéystarkastelun arkkitehtuuri

Arkkitehtuurisesti torméystarkastelu on alemman tason jérjestelmé, jonka tarkoituksena on ha-
vaita kappaleiden viliset torméykset, sekd muodostaa kontaktimonistot tormédville kappale pa-

reille. Vaikka torméystarkastelu voi yleensd toimia itsendisend jirjestelmind, on se usein tiukasti



sidottuna fysiikan mallinnukseen (Gregory 2009, s. 46). Fysiikan mallinnuksen yhteni tehtdvani
onkin tormdystarkastelun tuottamien kontaktimonistojen perusteella reagoida tormiyksiin. Tor-
mdystarkastelun ja fysiikan mallinnuksen sidonnaisuudesta johtuu, ettd virheellinen torméystar-
kastelu on usein syyni fysiikkamallinnuksessa ilmeneviin artefakteihin, kuten luvussa [2.3] esi-
teltiin. Vahvasta sidonnaisuudesta johtuu myds se, ettd usein torméystarkastelu on integroituna
osaksi fysiikkamoottoria. Muutamia tunnetuimpia torméaystarkastelun siséltivia fysiikkamootto-

reita ovat:

e Havok

e PhysX

e Bullet Physics

e Open Dynamics Engine (ODE)

Havok on erédédnlainen kultainen standardi fysiikkamallinnuksessa. Kirjoittamisen hetkelld Mic-
rosoftin omistamaa Havokia on kéytetty yli 600 videopelissd, sekd muutamissa elokuvissa eri-
koistehosteiden luomiseen (“Havok: About Havok™ 2018). Muihin edelld mainittuihin fysiikka-
moottoreihin verrattuna on Havok maksullinen, eikd sen lihdekoodi ja dokumentaatio ole avoi-
mia, jonka takia ei Havokia tulla tissi tutkielmassa sen tarkemmin késitteleméédn. Poikkeuksena
muutamat Gregory (2009) kirjan kautta tehdyt viittaukset. PhysX puolestaan on nykyisin Nvi-
dian omistama reealiaikainen fysiikkamoottori, joka Havokin ohella on kiytdssi useissa tunne-
tuissa kaupallisissa peleissd (“PhysX: Game Titles”|2018]). Kirjoittamisen hetkelld fysiikkamoot-
toria on kiytetty yli 500 videopelissd (“Nvidia: PhysX”2018). Huomattava ero Havokiin on, ettid
PhysX on avointa ldhdekoodia ja se on ilmaiseksi kédytettidvidissd sekd ei-kaupallisten, ettd kau-
pallisten sovellusten kehittimiseen (‘“Nvidia: PhysX” 2018)). PhysX:n ohella tunnettuja avoimen
lahdekoodin fysiikkamootteita ovat alun perin Erwin Coumansin kehittimé Bullet Physics ja
Russell Smithin kehittimd ODE. Ndistd Bullet Physics oli alun perin Erwin Coumansin kehit-
tama ja ODE puolestaan Russell Smithin. Molempia fysiikkamoottoreita on kidytetty erindisissd
sovelluksissa kaupallisista videopeleistd robotiikkaa (“Bullet Physics: Homepage” 2018|, “ODE:
wiki” 2018)).

Kuten luvun [2] alussa todettiin, voidaan tormiystarkastelu jakaa tormdysten havaitsemiseen ja
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Kuvio 2. Torméystarkastelun liukuhihnamalli.

kontaktimoniston muodostamiseen. Tdmin lisdksi tormiysten havaitseminen jaetaan usein useam-
paan eri vaiheeseen, jolloin tormiystarkastelun arkkitehtuuria voidaan kokonaisuutena kuvata
yksinkertaisesti liukuhihnamallina. Torméystarkastelun jakaminen itsendisiin vaiheisiin ei kui-
tenkaan ole tdysin yksiselitteistd. Riippuen ldhteesti, jaetaan torméiystarkastelu joko kahteen:
laajaan ja kapeaan vaiheeseen (Migdalskiy 2010, s. 63; Ericson 2004, s. 14) tai kolmeen vai-
heeseen (Gregory 2009, s. 677; Gustafsson 2010, s. 36), jolloin laajan ja kapean vaiheen vélilld
suoritetaan keskivaihe. Keskivaihe koostuu monimutkaisemmille kappaleille muodostettujen ra-
jaavien tilavuuksien hierarkioiden tormiysten havaitsemisesta, joka voidaan katsotaan omaksi
vaiheekseen (Gustafsson 2010, s. 36, Gregory 2009, s. 677, “PhysX: User’s Guide” 2018) tai
se voidaan katsoa siséltyviksi joko laajaan tai kapeaan vaiheeseen (Ericson [2004] s. 284; Weller
2013, s. 14). Téssd tutkielmassa rajaavien tilavuuksien hierarkiat sijoitetaan omaksi vaiheekseen,
jolloin liukuhihnamalli koostuu laajasta vaiheesta, keskivaiheesta ja kapeasta vaiheesta. Ndisti
vaiheista laajassa vaiheessa ja keskivaiheessa muodostetaan potentiaalisesti torméédvien parien
lista (engl. potentially colliding set, PCS) ja viimeisessi eli kapeassa vaiheessa suoritetaan tar-
kempi torméysten havaitseminen pareittain ja torméaville pareille kontaktimoniston muodosta-
minen. Tutkielmassa noudatettava liukuhihnamalli esitelldén kuviossa[2] Kuviossa kompleksisil-
la kappaleilla tarkoitetaan, niitd kappaleita jotka esitetddn rajaavien tilavuuksien hierarkiana tai

koostuvat useammasta tormiyskappaleesta.
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2.5 Torméayskappaleet

Koska useimmissa sovelluksissa renderditdvien kappaleiden muodot ovat liian monimutkaisia,
jotta niiden tarkka tormdédminen kyettdisiin reaaliajassa ratkaisemaan, kdytetdan torméystarkas-
telussa yleensé yksinkertaistettuja muotoja varsinaisen kappaleen esittimiseen. Tdssd tutkielmas-
sa niditd muotoja tullaan kutsumaan torméyskappaleiksi. Tormiyskappaleita kiytetdin tormiys-
tarkastelussa lopullisen torméysten havaitsemiseen ja kontaktimoniston muodostamiseen. Tut-
kielman kéytetyssé liukuhihnamallissa niiden kdytto rajoittuu siis luvussa [3] esiteltdvidn kape-
aan vaiheeseen. Yleensd torméyskappaleiksi valitaan geometrisia muotoja, jotka riittdvin hyvin
muistuttavat niitd edustavia renderditivid kappaleita, jolloin niilld suoritettava torméystarkas-
telu antaa riittdvdn hyvin approksimaation realistisesta tormédyksestd. Sanavalinnalla riittdvan
hyvi halutaan painottaa sitd, ettd reaaliaikaisissa sovelluksissa joudutaan usein tekeméddn kom-
promisseja tarkkuuden ja suoritettavan laskennan méadrdn vélilld. Tastd syystd esimerkiksi vi-
deopeleissd ohjattavan pelihahmon térmiyskappaleena kiytetdin usein kapselia, jolloin kapselin
ulkopuolelle jadvit raajat saattavat penetroitua seiniin tai muihin virtuaalimaailman kappaleisiin
(McShaffry 2014, s. 584). Tami on melko kaukana reaalimaailman tapahtumista, mutta monessa

sovelluksessa timénkaltainen approksimaatio on riittavin hyva.
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Kuvio 3. Tormiyskappaleita.

Torméayskappaleista voidaan erikseen erotella primitiivit, jotka ovat yksinkertaisimpia muotoja
varsinaisen kappaleen esittimiseen (‘“PhysX: User’s Guide” 2018, “Bullet Physics: Documenta-
tion” [2018)). Néihin lukeutuvat muun muassa pallot, suorakulmaiset sarmiot, kapselit, kolmiot ja
tasot. Yleensd primitiivien viliseen tormédysten havaitsemiseen voidaan kéyttidd laskennallisesti
kevyempid yksildityjid tormdysten havaitsemisen menetelmid. Tamé ilmenee myds taulukossa 5
Primitiivien lisdksi torméystarkastelussa kdytettyjd muotoja ovat muun muassa luvussa esi-
tetyt konveksit verhot, korkeuskentit, useammasta torméysprimitiivistid koostuvat yhdistelmit ja
mielivaltaiset kolmioverkot, jotka myds polykeittoina tunnetaan (engl. poly soup). Mielivaltaisil-
la kolmioverkoilla tarkoitetaan niitid kolmioista koostuvia kappaleita, joilla ei voida katsoa olevan
sisd- tai ulkopuolta. Mielivaltaisilla kolmioverkoilla torméysten havaitseminen tapahtuu luvussa
M esitettyjd rajaavien tilavuuksien hierarkioita kéyttden. Taulukkoon [T] on listattu tarkasteltavis-

sa kirjastoissa olevat mahdolliset tormédyskappaleet. Taulukosta on jitetty pois siteet, kolmiot ja
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tasot, joiden osalta tormayksid on mahdollista tarkastella kaikissa kirjastoissa. Kuviossa 3| esitel-
ladn yleisempid torméyskappaleita. Kuten kuviossa esitetyistd kappaleista voi huomata, voivat

torméyskappaleet olla implisiittisesti tai eksplisiittisesti méériteltyja.

Taulukko 1. Torméyskappaleet eri kirjastoissa

PhysX 3.4 Bullet Physics 2.87 ODE 0.15 SOLID 3.5

Laatikko X X X X
Kartio X X
Lierio X X X
Pallo X X X X
Kapseli X X X

Kolmio verkko X X X X
Koveksi verho X X X X
Korkeuskartta X X X

Taulukossa esitettyjen tormédyskappaleiden liséksi on usein mahdollista kiyttdd myos niiden yhdistel-

mid.

Muodon liséksi tormédyskappaleet eroavat renderditdvisti kappaleista my0s rakenteen osalta. Esi-
merkiksi suorakulmainen sirmi6 saadaan keskipisteen, kolmen suuntavektorin ja kolmen sirmén
puolipituuden avulla méériteltyd. Kapseli puolestaan voidaan tallentaa muistiin janan ja siteen
avulla. Merkittdvasti rakenteeltaan eroavat myods monitahokkaat, joihin myds konveksi verho
lukeutuu. Namaé usein pyritiddn tallentamaan sellaiseen rakenteeseen, joissa sen ominaisuuksia
eli kérkid, sarmid ja tahkoja pitkin voidaan helposti matkustaa haluttuun suuntaan. Tami vaa-
tii sen, ettd jokaisella ominaisuudella on tiedossa viereiset ominaisuudet. Eris tdllainen raken-
ne on artikkelissa (Muller ja Preparata [1978) esitelty DCEL (double connected edge list), se-
ki halkaistu sdrmi (engl. half edge) -datarakenne, jota useassa ldhteessd kutsutaan DCEL:ksi
(De Berg ym. 2000, s. 29-33). Huomautettakoon kuitenkin, ettd alkuperdisessi toteutuksessaan
DCEL (Muller ja Preparata |1978) rakenteessa sdrméit kuvataan kaksisuuntaisina, toisin kuin hal-
kaistu sdrmd -datarakenteessa, jossa jokainen sdrmé kuvataan kahdella eri suuntiin suunnatuilla

halkaistulla sdarmilld. Néistd yleisemmin kiytetty eli halkaistu sirmé datarakenne esitellddn ku-
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Kuvio 4. Halkaistu sirmé datarakenne.

2.6 Rajaavat tilavuudet

Tutkielmassa aikaisemminkin mainittu rajaava tilavuus (engl. bounding volume) on suljettu ti-
lavuus, joka sulkee sisdédnsd torméyskappaleen kokonaisuudessaan. Sen tarkoituksena on toimia
yksinkertaisena vilineend potentiaalisesti torméédvien tormédyskappaleiden 10ytdmiseen varhai-
sessa vaiheessa ja poissulkemaan ne kappaleet tarkemmalta tarkastelulta, joiden ei ole mahdol-
lista torméti toisiinsa. Tdméd perustuu olettamukseen, etti jos eri kappaleita kokonaisuudessaan
ympirdivit tilavuudet eivit tormii toisiansa, eivit niiden sisdltdimien kappaleidenkaan ole mah-
dollista torméti toisiansa. Kirjassa (Ericson 2004}, s. 76) rajaaville tilavuuksille annetaan seuraa-

vat halutut ominaisuudet:

yksinkertainen ja nopea leikkaavuuden méérittely

rajaa kappaleen tiukasti

yksinkertainen ja nopea muodostaa

yksinkertainen piivittdd kappaleen kiertyessa

kiyttdd vihdn muistia

Valinta eri rajaavien tilavuuksien vélilld on aina kompromissi rajaavuuden, muistin kiyton ja las-

kennallisen keveyden vililld. Yleensi yksinkertainen rajaava tilavus ei rajaa kappaletta tiukasti,
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Kuvio 5. Rajaavia tilavuuksia.

kun taas hyvin tiukasti kappaleen rajaava tilavuus taas vaatii usein enemmadin tilaa muistista ja
laskennallisesti raskaamman tormédyksen madrittelyn. Kuviossa[5|on esitetty yleisimmiit rajaavat
tilavuudet. Tutkielmassa rajaavista tilavuuksista kisitelldidn akselin suuntaista rajaavaa laatikkoa
(engl. axis aligned bounding box, AABB), joka tulee vastaan laajassa vaiheessa luvussa [3] ja
keskivaiheessa luvussa 4] Muiden rajaavien tilavuuksien osalta, aiheesta kiinnostuneen lukijan
kannattaa lukea lisdi aiheesta kirjasta (Ericson 2004, s. 75-123). Kaikkien rajaavien tilavuuksien
osalta on kuitenkin hyvi huomata, ettd kuten luvussa[2.5]esitetyt tormdyskappaleet, niin myos ra-
jaavat tilavuudet muodostetaan ennen ohjelman ajoa, joten rajaavan tilavuuden muodostamiseen

kuluvalla ajalla ei ole vaikutusta varsinaiseen ohjelman suoritukseen.

Akselin suuntainen rajaava laatikko eli lyhyemmin AABB on nimensd mukaisesti suorakulmai-
nen sidrmid, jonka sdrmit ovat valitun koordinaatiston akseleiden suuntaiset. Kdytdnnossd tima
tarkoittaa AABB:n sdrmien suuntaamista maailman koordinaatiston akseleiden suuntaisesti. Kir-
jassaan G. v. d. Bergen (20044, s. 72) mainitsee AABB:n olevan kiytetyin rajaava tilavuus. Té-
mi selittyy niiden triviaalilla muodostamisella, vihiiselld muistin tarpeella ja yksinkertaisella
torméysten havaitsemisella. AABB:n muodostaminen tapahtuu ldpikdymailld kappaleen pisteet
ja loytamaélld valittujen akseleiden suunnissa kappaleen ddriarvot. Miten dériarvot tallennetaan

muistiin, on olemassa muutama vaihtoehto, joka miirdd my0Os niiden tormidysten havaitsemi-
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seen kiytetyt menetelmét. Pienimillddn kolmiulotteisessa avaruudessa AABB voidaan mahdut-
taa kuuteen skalaariin. Tdlloin AABB voidaan tallentaa kédyttden keskipistettd ja sdrmien puolipi-
tuuksia tai minimi ja maksimi pisteitd. Keskipisteen ja sdarmien puolipituuksien avulla mééritel-
tyjen kahden AABB:n A:n ja B:n vilinen leikkaavuuden médrittely voidaan suorittaa testaamalla
|@keski — keski| < p.pituus + bp. piruus kaikilla akseleilla. Minimi ja maksimi pisteilld médriteltyjen
AABB:n vilinen leikkaavuuden médrittely voidaan puolestaan suorittaa testaamalla a,,;, < by

ja amax < bpin kaikilla akselilla.

Jotta kahden AABB:n leikkaavuuden méirittely sdilyy yksinkertaisena, tulee AABB péivittdd
sithen liitetyn kappaleen kiertyessd, silloin kun se ei enidid kokonaisuudessaan peitd sisddnsi
suljettua tormédyskappaletta. Yleisimmin kiytetty tapa AABB:n péivittdmiseen on laskea uusi
AABB edellisen AABB:n mukaan (Ericson [2004, s. 86). Talld tavoin muodostetun AABB:n
tilavuus tosin on edellisen kehyksen AABB:ta suurempi, jolloin on tirkedd suorittaa péivittd-
minen alkuperdisen AABB avulla (Ericson 2004, s. 86). Jos puolestaan pdivitys suoritettaisiin
edellisen kehyksen AABB:n avulla, kasvaisi AABB entisestédén jokaisella pdivitykselld. Tutkiel-
massa AABB:ta tullaan tarvitsemaan luvussa [3.2] esitetyssd Sweep-and-Prune algoritmissa, seki

luvussa [ esitettivissd rajaavien tilavuuksien hierarkiassa.

2.7 Erottavan akselin teoreema

Torméystarkastelussa usein tulee vastaan késite erottavan akselin teoreema (engl. separating axis
theorem). Teoreema pohjautuu erottavan hypertason teoreemaan (engl. separating hyperplane
theorem) (Boyd ja Vandenberghe 2004, s. 46). Hypertaso on varsinaisen avaruuden osajoukko;
jos varsinainen avaruus on R”, niin hypertaso on H"~!. (Rockafellar 1997, s. 4-5). Hypertaso
erottaa kaksi konveksia epityhjdi joukkoa toisistaan, jos konveksit joukot sijaitsevat hypertason
luomissa eri suljetuissa puoliavaruuksissa (Rockafellar |1997, s. 95). Toisin sanoen, jos kolmiu-
lotteisessa avaruudessa voidaan kahden konveksin avaruuskappaleen viliin sijoittaa ddreton taso,
siten ettd avaruuskappaleet sijaitsevat kokonaisuudessa tdmin tason eri puolilla, eivit avaruus-
kappaleet leikkaa toisiansa. T4lloin kyseistd tasoa kutsutaan erottavaksi tasoksi ja tason normaa-
lia erottavaksi akseliksi. Toisistaan erillddn olevilla konvekseilla kappaleilla on aina 16ydettdvissi

erottava hypertaso, mutta sama ei pade aina konkaaveille kappaleille (Ericson 2004, s. 64).
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Toinen ldheinen teoreema, mitd torméystarkastelussa tullaan tarvitsemaan on kantavan hyperta-
son teoreema (engl. supporting hyperplane theorem) (Boyd ja Vandenberghe 2004, s. 51). Hyper-
taso maddritellddn epityhjin konveksin joukon C:n reunapisteen xg kantavaksi hypertasoksi, jos
se erottaa reunapisteen xq ja kaikki x € C, missé x # x toisistaan. Monikulmiollisten konveksien
tapauksessa voi kantavalla hypertasolla sijaita useampia reunapisteitd. Kantavalla hypertasolla si-
jaitsevia monitahokkaan ominaisuuksia kutsutaan kantaviksi ominaisuuksiksi (engl. supporting

feature).

Molempia teoreemia hyddynnetidin niin kutsutussa erottavan akselin testissd (engl. separating
axis test, SAT). Alun perin erottavia akseleita hyodyntdvd menetelmé rajaavien laatikoiden leik-
kaavuuden méirittamiseen esiteltiin artikkelissa (Gottschalk, Lin ja Manocha|1996)). Termi SAT
tuotiin esille my6hemmin artikkelissa (G. v. d. Bergen |1997), jolla viitataan Gottschalk, Lin ja
Manocha (1996) esitteleméddn menetelméédn. SAT:ssa tarkoitus on 10ytdd konvekseille kappaleil-
le erottavaa tasoa kohtisuorassa oleva erottava akseli, jolle projisoituna kappaleet eivit leikkaa
toisiansa. Jos tdllainen akseli 10ytyy, eivit kappaleet torméd toisiinsa. Jos puolestaan erottavaa

akselia ei kyeti 10ytdmain, tormédvit kappaleet. Tarkemmin SAT esitelldén kuviossa[6] oikealla.

Koska erillddn olevien konveksien kappaleiden viliin voidaan muodostaa dédreton méaara erotta-
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via tasoja ja titen erottavia akseleita, mikd nikyy myos kuviossa [6] vasemmalla, ei niitd kaikkia
ole mahdollista testata. Kahden monitahokkaan mahdolliset erottavat akselit ovat monitahokkai-
den tahkojen normaalien suuntaiset akselit, sekéd kaikkien monitahokkaiden vilisten sdrmé pa-
rien ristitulojen suuntaiset akselit (Gottschalk, Lin ja Manocha [1996). Télloin kahden vapaasti
kiertyneen suorakulmaisen sarmion torméyksen havaitseminen voidaan suorittaa testaamalla vii-
sitoista mahdollista erottavaa akselia (Gottschalk, Lin ja Manocha 1996)). Niistd kuusi testattavaa
akselia ovat tahkojen normaalien suuntaisia, silld suorakulmaisen sdrmion tahkojen normaaleista
vain kolme ovat keskendin erisuuntaisia. Samoin suorakulmaisen sarmion sarmistd vain kolme
ovat keskendin erisuuntaisia, jolloin mahdollisia sarmi parien ristitulojen suuntaisia testattavia

akseleita on yhdeksén.

Yksinkertaisilla geometrisilla kappaleilla, kuten suorakulmaisella sirmidlléd edelld kuvattu brute-
force menetelmiiin perustuva SAT saattaa olla riittdvin tehokas, mutta koska testattavien sdrmi
parien miira kasvaa neliollisesti sirmien suhteen, ei SAT sellaisenaan sovellu kiytettiviksi reaa-
liajassa monimutkaisemmille monitahokkaille. Monimutkaisemmille monitahokkaille esitetidin
luvussa [5.3] optimointimenetelméd sdrmédparien vihentdmiseksi. Suorakulmaisille sirmiéille sen
sijaan yksinkertainen optimointimenetelmi on testata ensimmadisend tahkojen normaalien suun-
taiset erottavat akselit (G. v. d. Bergen 1997). Tdmai perustuu G. v. d. Bergen (1997) suorittamiin
empiirisiin kokeisiin, joissa kahdelle toisistaan erilldén oleville suorakulmaiselle sirmiolle kyet-
tiin 10ytdmaéén erottava akseli 85% kokeista testaamalla pelkéstiiin tahkojen normaalien suuntai-
set erottavat akselit. Menetelmad, jossa testataan pelkéstdédn tahkojen normaalien suuntaiset erot-

tavat akselit, tunnetaan nimelld SAT lite (G. v. d. Bergen|1997).
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3 Laajan vaiheen tormaystarkastelu

Laaja vaihe on tutkielmassa noudatettavan liukuhihnamallin ensimmaiinen vaihe. Tdmén vaiheen
tarkoituksena on 10ytdd potentiaalisesti tormédidvien parien lista (PCS). Potentiaalisesti torméé-
vien parien lista muodostetaan poissulkemalla tarkasteltavien kappaleiden joukosta ne parit, joi-
den ei todeta olevan todennédkoistd tormétd toisiinsa. Poissulkeminen pyritddn suorittamaan las-
kennallisesti yksinkertaisilla ja nopeilla testeilld ilman, ettd torméyksid pyritdin havaitsemaan
sen tarkemmin. Yksi tapa yksinkertaiseen poissulkemiseen on suorittaa torméysten havaitsemi-
nen luvussal[2.6]esitettyjen rajaavien tilavuuksien vililld. Rajaavista tilavuuksista yleisimmin laa-

jassa vaiheessa kdytetddn AABB:ta (G. v. d. Bergen 20044, s. 72).

Pelkistddn rajaavia tilavuuksia kdyttdmalld naiivi ratkaisu olisi kdyda kaikkien kappaleiden ra-
jaavat tilavuudet keskendin ja 10ytdd ne kappale parit joiden rajaavat tilavuudet leikkaavat. Tal-
16in naiivin ratkaisun kompleksisuus kappaleiden n suhteen olisi O(nz). Téamin kaltainen naiivi
ratkaisu saattaa toimia ympdristoissd joissa tarkasteltavia kappaleita on vihédn, mutta esimerkik-
si videopelissd, jossa pelimaailma koostuu useista tuhansista kappaleista, tarvitaan laskennalli-
sesti tehokkaampia menetelmii, jotta mahdolliset torméykset kyetédédn reaaliajassa havaitsemaan.
Yleisimmit menetelmit laajassa vaiheessa ovat avaruuden osittamisen metodit ja metodit, joita
kirjassa (Weller 2013, s. 13) kutsutaan topologisiksi metodeiksi. Niistd avaruuden osittamisen
metodit perustuvat avaruuden jakamiseen pienempiin tarkasteltaviin osiin ja topologiset metodit
puolestaan perustuvat kappaleiden suhteellisten etdisyyksien vertailemiseen. Taulukkoon [2] on
listattu tarkastelluissa kirjastoissa laajassa vaiheessa esiintyvit metodit, joista Sweep-and-prune
(SAP) algoritmi ja sen variantit tullaan esitteleméén alaluvuissa[3.2]ja[3.3]ja avaruuden osittami-

sen metodit, kuten kasipuu luvussa 3.1}

Taulukko 2. Laajan vaiheen algoritmit tarkasteltavissa kirjastoissa

PhysX 3.4 Bullet Physics 2.87 ODE 0.15 SOLID 3.5
Sweep-and-prune (SAP) SAP SAP SAP
Multi box pruning (MBP) Multi-SAP Nelipuu

Dynaaminen AABB puu AABB hajautustaulu
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3.1 Avaruuden osittaminen

Avaruuden osittamisen metodit perustuvat avaruuden jakamiseen pienempiin tarkasteltaviin kon-
vekseihin osiin, soluihin (engl. cell). Téll6in potentiaalisesti tormidvien parien lista muodoste-
taan samaan soluun kuuluvista kappaleista. Kappale katsotaan kuuluvaksi soluun, jos se siséltyy
soluun kokonaan tai se leikkaa solun seindmin. Jalkimmaéisestd ehdosta seuraa, ettd sama kap-
pale voi kuulua useampaan soluun. Riippuen metodista, voivat solut sulkea sisdédnsé toisia soluja
ja titen muodostaa hierarkkisen rakenteen. Esimerkki ei-hierarkkisesta rakenteesta on ruudukko
(engl. grid). Hierarkkisia rakenteita puolestaan ovat muun muassa: kasipuu, k-d puu ja BSP puu.
Torméystarkastelun ohella avaruuden osittamisen metodeja hyddynnetddn muun muassa rende-
roinnissi ja sdteenseurannassa (Akenine-Moller, Haines ja Hoffman 2008). Avaruuden osittami-
sen metodeista tidssd luvussa tullaan tarkemmin esitteleméddn ruudukko (engl. grid) ja kasipuu
(engl. octree). Kyseiset avaruuden osittamisen metodit on esitetty kuviossa [/| Laajemmin ava-

ruuden osittamisen metodit ovat késitelty muun muassa kirjassa (Ericson 2004, s. 285-382).
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Kuvio 7. Nelipuu ja ruudukko.
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Ruudukko on varsin yksinkertainen avaruuden osittamisen rakenne, jossa avaruus jaetaan vierek-
kiisiin suorakulmaisiin soluihin, ruutuihin. Usein ruudut ovat tasasivuisia eli sddnndollisid, jolloin
tasméllisemmin voidaan puhua sididnnéllisestd ruudukosta (engl. uniform grid). Tdmén lisdksi
voidaan erotella kaksiulotteinen ruudukko ja sen kolmiulotteinen vastike, josta G. v. d. Bergen
(20044, s. 176) kidyttad nimitystd vokseliruudukko (engl. voxel grid). Kolmiulotteinen ympéris-

to mahdollistaa, seki kaksiulotteisen ruudukon, ettd vokseliruudukon kdyton. Edelld mainittujen




erotteluiden lisdksi ruudukko voidaan erotella my0s sen toteutustavan perusteella. Erilaisia to-
teutustapoja ovat muun muassa taulukko ja hajautustaulu. Hajautustauluna toteutettuna nikee
kiytettdvin myos nimitystd avaruudellinen hajauttaminen (engl. spatial hashing), jolloin niis-
td puhutaan erillisend, ruudukosta eroavana, rakenteena (Weller [2013] s. 27). Avaruudellisessa
hajauttamisessa solut hajautetaan hajautusfunktion avulla eri lokeroihin, joissa siilytetddn lis-
taa siithen kuuluvista kappaleista. Kuten taulukkona toteutetussa ruudukossa, ovat naapurisolut

edelleen helposti 10ydettdvissd laskemalla hajautus viereisille indekseille (G. v. d. Bergen 2013)).

Vaikka G. v. d. Bergen (20044, s. 176) mainitsee kirjassaan ruudukon hyviksi puoliksi pienen
muistin tarpeen ja tehokkuuden, ovat ruudukon hyvét puolet suuresti riippuvaisia kappaleiden
tasaisesta jakautumisesta ympdristossd, sekd solun ja kappaleiden suhteellisesta koosta. Kappa-
leiden epéitasainen jakautuminen johtaa tiettyjen solujen ruuhkautumiseen ja mahdollisesti tois-
ten solujen ja@miseen tyhjiksi, jolloin ruudukko ei tehokkaasti kykene ympéristdd jakamaan. Kun
puolestaan ympiriston kappaleet ovat suuria solujen kokoon ndhden, katsotaan useat kappaleet
talloin kuuluvaksi useampaan soluun, joka my0s johtaa tehottomuuteen varsinkin, jos ndma suu-
ret kappaleet ovat dynaamisia, jolloin niiden liikkuminen solujen vililld vaatii monia muutoksia
soluihin kuuluvien kappaleiden listoihin. Molemmissa edelld mainituissa tapauksissa kyse on oi-
kean solun koon 16ytamisestd, mikd onkin ruudukon suurin haaste (G. v. d. Bergen 2004a, s. 176,
Weller 2013, s. 27). Parhaiten ruudukko soveltuu tasaisen tiheyden omaavien muokkautuvien
kappaleiden tormiysten havaitsemiseen, kuten esimerkiksi vaatteiden ja nesteiden (G. v. d. Ber-
gen 2013). Toinen mihin ruudukko soveltuu hyvin kéytettivéksi, on luvussa [3.3| esiteltdvi niin

kutsuttu hybridi metodi.

Sen sijaan ettd koko avaruus jaetaan sddnnollisiin soluihin kuten ruudukossa, pyrkivét hierarki-
set rakenteet suorittamaan osittamisen kappaleiden sijaintien mukaisesti. Kasipuussa juurisolmu
on kuutio ja osittaminen suoritetaan rekursiivisesti siten, ettd vanhempisolmu jaetaan kahdek-
saan sdadnndlliseen ja yhti suureen lapsisolmuun. Osittaminen lopetetaan, kun puu saavuttaa sille
asetettavan maksimi syvyyden tai uuden solmun méérittelemé solu tavoittaa sille asetetun mi-
nimi koon (Ericson 2004, s. 308). Solmujen maédrittelemien solujen rajoja leikkaavat kappaleet
voidaan sijoittaan useampaan solmuun kuuluvaksi, kuten ruudukossa. Tilloin kasipuun kaikki

kappaleet sijoitetaan lehtisolmuihin. Toinen vaihtoehto on sdilyttdd kappaleita puurakenteen eri
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tasoilla. Jilkimmdiisen vaihtoehdon heikkoutena on kooltaan pienten kappaleiden mahdollinen
joutuminen korkealle hierarkiassa. Tdmén estimiseksi voidaan tavallisen kasipuun sijasta kéyt-
tad Ulrich (2000) esittelemid 16yhad kasipuuta (engl. loose octree). Loyhéssd kasipuussa solmu-
jen madriddvid soluja laajennetaan pienelld mitalla, siten ettd solut leikkaavat toisiansa, joka estdd

laajennuksen sisddn mahtuvien kappaleiden ajautumisen korkealle hierarkiassa.

Tyypillinen tapa muodostaa kasipuu on osoittimien avulla, mutta se voidaan toteuttaa myos il-
man osoittimia, kuten esitelldédn artikkelissa (Gargantini|1982). Niin toteutetusta kasipuusta kiy-
tetddn nimitystéd lineaarinen kasipuu. Lineaarisessa kasipuussa jokainen solmu esitetdén sijainti
koodin avulla. Yleisimmin Gargantini (1982) kiyttdmén koodauksen sijasta kiytetddn Mortonin
koodausta, kuten esitellddn muun muassa kirjassa (Ericson 2004, s. 314-318). Tilloin kahdek-
salle lapsisolmuille annetaan sijainti koodeiksi luvut nollasta seitseméén binddrisend: 000, 001,
010, 011, 100, 101, 110 ja 111. Jokainen sijainti koodi kertoo, missd suunnassa lapsisolmu si-
jaitsee. Yhdistelemailld sijaniti koodeja saadaan solmun vastaava taulukon indeksi muodostettua.
Mortonin koodin muodostaminen koordinaateista tapahtuu lomittamalla koordinaatit bindiri lu-
kuina esitettyind (Ericson 2004, s. 316). Tarkempi Mortonin koodin muodostamisen kuvaaminen
rajataan tamin tutkielman ulkopuolelle. Hyvi ldhde eri tapoihin muodostaa Mortonin koodi esi-

tellddn sivulla (Anderson 2005)).

3.2 Sweep-and-Prune algoritmi

“Kaikki suurimmat fysiikkamoottorit hyodyntédvit Sweep-and-Prune -algoritmia (SAP) potenti-
aalisten tormédysparien l0ytdmiseen laajassa vaiheessa® (Gregory 2009, s. 677, suomennos mi-
nun). Taméd ndkyy my0s taulukossa |2} Alun perin algoritmin esitteli Baraff (1992, s. 53) ni-
melld Sort and Sweep, mutta yleisemmin kirjallisuudessa algoritmista nikee kéytettdvian nimed
Sweep-and-Prune, kuten my0s artikkelissa (Cohen ym. [1995), jossa ensimméisend kuvataan al-
goritmin implementointi. T4ssd luvussa esitellddn perinteinen SAP-algoritmi ja luvussa [3.3] kat-

sotaan muutoksia perinteiseen SAP-algoritmiin.

SAP-algoritmi perustuu sithen, ettid kaksi AABB:ta leikkaavat kolmiulotteisessa avaruudessa toi-

sensa, jos ja vain jos niiden ortogonaaliset projektiot x-, y- ja z-akseleilla leikkaavat. Idea on
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sama mitd nihtiin erottavan akselin teoreemassa luvussa Téastd moniulotteisen avaruuden
tarkastelemisesta useampana yksiulotteisena projektiona Cohen ym. (1995) kayttdvét nimitys-
td avaruuden supistaminen. Kolmiulotteisessa avaruudessa avaruuden supistamiseksi yksiulot-
teisiin projektioihin tarvitaan kolme AABB:en diriarvoista koostuvaa jirjestettyd listaa. Yksit-
tdisestd jarjestetystd listasta kdytetddn nimitystd vilimatkalista (engl. interval list). Perinteises-
ti listan toteuttamiseen kéytetddn taulukkoa tai linkitettyd listaa (G. v. d. Bergen 2004a, s. 212;
Ericson 2004 s. 330-338). Itsessddn SAP-algoritmi jaetaan kolmeen vaiheeseen: AABB:den pii-
vittimiseen, edelld kuvattujen vélimatkalistojen lajitteluun, seki niiden ldpikdymiseen eli poten-
tiaalisesti torméévien kappaleiden méadrittimiseen (Cohen ym. 1995). Niisti kaksi jalkimmdaista

suoritetaan samanaikaisesti (Cohen ym.|1995).

AABB:en piivittiminen on seurausta siihen liitetyn kappaleen kiertymisestd, kuten esiteltiin lu-
vussa[2.6] Kiertymin lisaksi muut muunnokset kuten translaatio vaikuttavat AABB:n ddriarvojen
muuttumiseen. Translaatio ei johda itse AABB:n piivittimiseen, mutta se saattaa johtaa vilimat-
kalistojen epédjérjestykseen, jolloin vilimatkalistat tdytyy luoda uudelleen. Uudelleen luomisen
sijasta, suoritetaan timi yleensi lajittelemalla. Lajittelualgoritmeista suositaan kiytettavaksi li-
sdyslajittelua (Cohen ym. [1995; Baraff|1992; Tracy, Buss ja Woods [2009), silléd se tuottaa ldhes
lineaarisen aikavaativuuden ldhes lajitellussa listassa. Vilimatkalistat oletetaan olevan lidhes jir-
jestyksessd, kun kehyskoherenssi on korkea. Lajittelu vaatiit AABB:den &driarvojen vertailun,
joka voidaan suoritta joko FPU:1la tai CPU:lla. Kokonaislukujen kédytté antaa nopeamman luku-
jen vertailun ja vihemmén muistin tarpeen, mutta tuottaa epéatarkempia tuloksia. Bullet Physics

kirjastossa on SAP-algoritmit sekd kokonaisluvuilla, ettd 32-bittisilld liukuluvuilla toteutettuna.

Potentiaalisten torméédvien kappaleiden méérittiminen suoritetaan yleensd inkrementaalisesti,
kuten suoritetaan myos algoritmin alkuperdisessd (Baraft [1992)) toteutuksessa. Inkrementaali-
suudella tarkoitetaan sitd, ettd potentiaalisesti tormddvien parien listaa ei joka kehykselld luo-
da tyhjdsti, vaan kdytetdén edelliselld kehykselld muodostettua listaa, kohdistaen sithen tarpeen
mukaan lisdyksid ja poistoja. Potentiaalisesti tormiivien parien listaan kohdistuvat lisdykset ja
poistot johtuvat vilimatkalistojen lajittelussa suoritettavista vaihdoista. Kun kahden kappaleen
AABB:den ddriarvot vaihtavat vilimatkalistalla paikkaa keskendin, voivat kappaleiden projek-

tiot kyseiselld akselilla joko alkaa leikkaamaan tai lakata leikkaamasta. Jos nédiden kappaleiden
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projektiot kyseiselld akselilla lakkasivat leikkaamasta, poistetaan pari potentiaalisesti tormaé-
vien parien listalta, mikéli se on sinne listattuna. Jos puolestaan kappaleiden projektiot alkoivat
leikkaamaan kyseiselld akselilla, tdytyy tarkastelu ulottaa my0s muille akseleille. Jos kappaleet
leikkaavat kaikilla vdlimatkalistoilla, tulee kyseinen pari lisédtd potentiaalisesti tormédédvien pa-
rien listalle. Edelli esiteltyjen vilimatkalistojen ja potentiaalisesti torméivien parien listan lisdk-
si SAP:n datarakenteeseen kuuluu lista kaikista AABB:sta (Tracy, Buss ja Woods 2009), jonka
avulla vilimatkalistoilla sijaitsevat ddriarvot voidaan liittdd eri kappaleisiin. SAP-algoritmin da-

tarakenne esitetdin kuviossa

Vilimatka listat

0 1 2 3 4 5 6
AABB lista

0.1 25 3.5

Potentiaalisesti tdrmédvien parien lista (PCS)

Kuvio 8. SAP-algoritmin rakenne.

3.3 Muutokset SAP-algoritmiin

SAP-algoritmin suuren suosion myotéd on alkuperidiseen, niin kutsuttuun perinteiseen SAP-algoritmiin
tuotu monia uudistuksia. Artikkelissa (Tracy, Buss ja Woods [2009) esitellddn kaksi jo entuudes-
taan kdytossd olevaa muutosta perinteiseen SAP-algoritmiin, sekd yksi uusi muutos. Artikkelissa
esitellyt muutokset korjaavat perinteistd SAP-algoritmia vaivaavat kaksi ongelmaa: kappaleiden
poiston ja lisddmisen hitaus vélimatkalistoilla, sekd vaihtojen aikavaativauden. Vaihtojen aika-
vaativuuden pienentdmiseen Tracy, Buss ja Woods (2009)) esittelevét hybridi metodin, joka ylei-

semmin tunnetaan nimelld Multi-SAP. Kappaleiden poiston ja lisidmisen nopeuttamiseksi Tracy,
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Buss ja Woods (2009) esittelevit jo olemassa olevan metodin, erissd tapahtuva lisdédminen ja pois-
taminen (engl. patch insertion and removal), sekd uuden rakenteellisen muutoksen perinteiseen

SAP:in, joka kantaa nimed segmentoitu vilimatkalista (engl. segmented interval list).

“Suurin osa perinteisen SAP:n ajasta kuluu vaihtoihin laajoissa ympiristdissid Tracy, Buss ja
Woods (2009, suomennos minun). Tarkemmin timé pitee ympéristoissi, joissa kappaleet ovat
tihedsti sijoittuneet ja joista ainakin osa on dynaamisia. Tiheisti sijoittuneiden kappaleiden rasi-
tus voidaan eritoten nihdé korkeana aksiaalisena tiheyteni vélimatkalistoilla. T4lloin vaihtoihin
kuluva pitki aika johtaa suuresta médréstd suoritettavia vaihtoja, silld pienikin translaatio kap-
paleelle saattaa korkeasti aksiaalisesti tihentyneelld vilimatkalistalla vaatia useamman vaihdon
vilimatkalistoilla. Aksiaalinen tiheys laskee kdytettdessd hybridimetodia (Tracy, Buss ja Woods
2009) eli SAP-algoritmin ja avaruuden osittamisen yhdistelméd, jolloin jokainen solu, joita tdssi
tapauksessa voidaan kutsua myos alueiksi, sisdltdvit itsendisen SAP-algoritmin mukaisen da-
tarakenteen. Aksiaalinen tiheyden vertailu perinteisen SAP-algoritmin ja Multi-SAP-algoritmin
vililld esitellddn kuviossa [9] Tyypillisesti avaruuden osittamisen rakenteista suositaan ruuduk-
koa (Tracy, Buss ja Woods 2009)). Tosin esimerkiksi PhysX:n MVP (multi box pruning) algo-
ritmi antaa kéyttdjan médritelld vapaammin AABB:n muotoiset alueet. Yleisesti alueiden nopea
paikantaminen tapahtuu ylldpitdmaélla listaa, johon on tallennettuna kaikkien AABB:n osalta ne
alueet tai yksittdinen alue, johon se kuuluu. Tdmin listan ja kiytettdvdn avaruuden osittami-
sen rakenteen muodostamasta kokonaisuudesta Tracy, Buss ja Woods (2009) kdyttavit nimitystd

yldrakenne (engl. superstructure).
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Kuvio 9. Aksiaalinen tiheys perinteisessd SAP-algoritmissa ja Multi-SAP-algoritmissa.

Ylirakenne hallitsee AABB:den sijoittumista soluihin ja niiden litkkkumista solujen vililld. Toisin
sanoen yldrakenne vastaa kappaleiden lisddmisestd, poistamisesta ja pdivittimisestd. Yldraken-
teen miirittelemien alueiden rajoja osittain ylittavit kappaleiden AABB:t lisédtddn kuuluvaksi
useamman alueen vilimatkalistoille. Lisdiminen ja poisto tapahtuvat yldarakenteen kautta kah-
dessa vaiheessa: ensiksi yldrakenne yhdistda AABB:n oikeaan tai oikeisiin védlimatkalistoihin,
jonka jilkeen vilimatkalistoissa AABB:n &dériarvot lisdtdédn oikeille paikoille tai ne poistetaan
oikeista paikoista. Jalkimméiinen vaihe vaatii myos potentiaalisesti tormédédvien parien listan tar-
kastamisen. Tdméd on sama menetelmi kuin perinteisessd SAP-algoritmissa, silld eroavaisuu-
della, ettd ensiksi tulee 10ytdd oikeat vilimatkalistat, joissa liséttidvién tai poistettavan AABB:n
ddriarvot sijaitsevat. Samoin dédriarvojen pdivitys tapahtuu muuten vastaavasti samoin kuin pe-
rinteisessd SAP-algoritmissa, paitsi kappaleen ylittdesséd alueen rajat, jolloin ddriarvojen paivitys

kohdistuu useamman alueen vilimatkalistoihin.

Vaikka Multi-SAP-algoritmi osakseen pienentdid kappaleiden poistamiseen ja kappaleiden lisda-
miseen kuluvaa aikaa, lisddvét solujen rajoja ylittdvit kappaleet suoritettavien lisdyksien ja pois-
tojen lukumdéirad. Lisdyksid ja poistoja voidaan nopeuttaa suorittamalla samalle vilimatkalis-

talle kohdistuvat lisdykset tai poistot erissd (Tracy, Buss ja Woods 2009)). Téll6in suoritettavien

27



lisdttdvien ja poistettavien kappaleiden vastaavat diriarvot tallennetaan véliaikaisiin puskureihin
siten, ettd jokaiselle védlimatkalistalle on oma puskurinsa. Kun kaikki dériarvot ovat puskureissa,
lajitellaan puskureiden sisédltimét ddriarvot suuruusjirjestykseen, jonka jilkeen yhden puskurin
eli erdn sisdltdmat ddriarvot voidaan lisatd vilimatkalistoille tai poistaa vilimatkalistoilta perik-
kdin. Pahimmassa tapauksessa tdmi vaatii kaikkien vilimatkalistojen 1dpi kdymisen kokonai-
suudessaan. Koska erissi tapahtuvien lisdyksien ja poistojen tuoma hyoty on riippuvainen yhti
aikaan suoritettavista ddriarvojen lisdyksistd ja poistoista, ei se juurikaan hyodytd Multi-SAP-
algoritmin kanssa kéytettdviksi ympiristoissi, joissa suuri osa kappaleista on staattisia (Tracy,
Buss ja Woods 2009)). Télloin paremmin kdytettdviksi soveltuu Tracy, Buss ja Woods (2009)

esittelemid segmentoitujen vilimatkalistojen kiytto.

Osoittimet lohkoihin

3
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Kuvio 10. Lohkotetun vilimatkalistan rakenne (Tracy, Buss ja Woods [2009).

Kuten luvussa[3.2]todettiin, kdytetddn perinteisen SAP-algoritmin datarakenteessa taulukkoja tai
linkitettyjd listoja vélimatkalistojen toteuttamiseen. Segmentoidut vilimatkalistat datarakenne
sen sijaan kdyttdd vilimatkalistana linkitettyd listaa, jonka alkiot ovat pienid taulukoita (Tracy,
Buss ja Woods [2009)). Pientd taulukkoa siséltavdd linkitetyn listan alkiota kutsutaan lohkoksi
(egln. chunk). Tamén lisiksi datarakenteeseen kuuluu jérjestetty taulukko, joka siséltdd osoitti-
met kaikkiin lohkoihin (Tracy, Buss ja Woods 2009). Lohkojen siséltdmit dédriarvoja siséltiavit
taulukot eivit vilttdmaéttd ole tdysid, jolloin ne mahdollistavat dériarvojen lisdykset ja poistot,
ilman ettéd vaihtoja tarvitsee suorittaa koko listan matkalta. Jokaiseen lohkoon kuuluu my®os jat-
kokohta lista, jossa sdilytetdén tieto niisti AABB:sta joiden minimiarvo on Kkyseisessd tai sitd

edeltdvissi lohkossa, ja joiden maksimiarvo on kyseistd lohkoa seuraavassa lohkossa. Tami an-
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taa paikallista tietoa niistd dériarvoista, jotka ovat mielivaltaisen kaukana listassa. Jatkokohdat
listaa tulee sdilyttdd ainoastaan yhdelle ulottuvuudelle (Tracy, Buss ja Woods 2009). Tarkemmin

segmentoitujen vilimatkalistojen datarakenne kuvattu kuviossa [L0]

Adriarvon lisdimisen nopeutuminen johtaa siiti, etti lisidys lohkon #iriarvo listalle, joka ei ole
tdysi, médridytyy suoritettavien vaihtojen yliraja kyseisen &dériarvolistan alkioiden lukumééran
mukaan. Samoin poistoissa dériarvo listan alkioiden lukuméérda méérittdd suoritettavien vaihto-
jen yldrajan. Enemmin vaivaa puolestaan aiheutuu lisdyksistd, jotka kohdistetaan &dédriarvo lis-
talle, joka on tdysi. Tdlloin suoritetaan lohkon halkaisu (Tracy, Buss ja Woods 2009). Lohkon
halkaisussa puolet halkaistavan lohkon #iriarvoista siirretdin uuteen lohkoon, joka sijoitetaan
halkaistavan lohkon perédédn. Samalla uusi lohko perii halkaistavan lohkon jatkokohta listan, jon-
ka jdlkeen sekd halkaistavan, ettd uuden lohkon jatkokohta listat tulee paivittdd. Myos ddriarvon
poistamisen yhteydessd voidaan pirstaloitumisen vihentdmiseksi suorittaa kahden lohkon yhdis-
taminen (Tracy, Buss ja Woods 2009). On my6s hyvd huomata, ettd niiden kappaleiden lisdykset
tai poistot, joissa késitellddn eri lohkojen diriarvo listoja, tdytyy jatkokohta lista pdivittdd vastaa-
vasti (Tracy, Buss ja Woods 2009). Erityisesti nopeasti liikkuvien kappaleiden osalta dériarvojen
vaihtojen aiheuttamat muutokset jatkokohta listoihin tulee suorittaa puskurin kautta. T4lloin mo-
lempien ddriarvojen vaihdoista mahdollisesti aiheutuvat muutokset jatkokohtaan listaan tallenne-
taan puskuriin, jonka mukaan suoritettujen vaihtojen jilkeen péivitetdédn jatkokohta lista (Tracy,

Buss ja Woods [2009).
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4 Keskivaiheen tormaystarkastelu

Keskivaiheessa tarkoitus on suorittaa torméysten havaitseminen niille potentiaalisesti tormaa-
ville pareille, joista ainakin toinen koostuu useammasta tormaysprimitiivistd. Torméayksen ha-
vaitsemisella keskivaiheessa pyritddn 10ytdméaéan todelliset potentiaalisesti tormadvit tormays-
kappaleparit. Télloin useammasta torméysprimitiivistd koostuvasta kappaleesta rajataan pois ne
torméysprimitiivit, joiden ei ole mahdollista tormétéd. Keskivaiheessa torméysten havaitseminen
suoritetaan kdyttden rajaavien tilavuuksien hierarkioita (engl. bounding volume hierarchy, BVH).
Rajaavien tilavuuksien hierarkia muodostetaan ennen ohjelman ajoa samalla kun mahdollisesti
konkaavi kappale jaetaan useampaan torméysprimitiiviin. BVH:n juurisolmun muodostaa usein
laajassa vaiheessa kdytetty rajaava tilavuus ja sen lehtisolmut koostuvat torméysprimitiivejd ym-
pardivistd rajaavista tilavuuksista. Useimmiten BVH muodostetaan mielivaltaisille kolmiover-
kolle, jolloin edelld mainitut tdrméysprimitiivit ovat kolmiota, mutta on myds mahdollista luoda
BVH useammasta monimutkaisemmasta tormaysprimitiivistd, kuten kapseleista. Talloin puhu-
taan yhdistelmistd (engl. compound). Tdman lisdksi sitd on mahdollista kdyttdd laajan vaiheen
algoritmina, kuten Bullet Physics fysiikkamoottorissa “Bullet Physics: Documentation™ 2018,
jolloin BVH muodostetaan kaikkien ympiriston kappaleiden vilille. Kuviossa [IT] on esitetty al-
kuperidinen kappale, siitd muodostettu torméyskappale (kolmioverkko), seki tormiyskappaleelle

muodostettu rajaavien tilavuuksien hierarkia.

Kuvio 11. Rajaavien tilavuuksien hierarkia kolmioverkolle.
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Luvussa |3| esitettyjen avaruuden osittamisen metodien ja BVH:n ero on siind, ettd avaruuden
osittamisessa pddpaino nimenomaan on avaruuden osittamisessa, kun taas rajaavien tilavuuk-
sien hierarkiassa kyse on kappaleen tai kappaleiden tilan osittamisessa. Toisena eroavaisuutena
avaruuden osittamisen metodeihin on, ettd kaksi tai useampaa rajaavaa tilavuutta saattavat leikata
toisiansa ja tormaysprimitiivit sijoitetaan jokainen omaan lehtisolmuun (Ericson 2004, s. 235). Ei
myd6skddn ole vilttimétontd, ettd vanhempisolmun rajaava tilavuus sisdltidd lapsisolmun rajaavan
tilavuuden kokonaisuudessaan. Kuitenkin vanhempisolmun rajaavan tilavuuden tdytyy sulkea si-
sddnsd lapsisolmun sisdltima tormidysprimitiivi tai primitiivit (Ericson 2004}, s. 235). Kirjassaan

Ericson (2004, s. 237) listaa joitakin BVH:lle toivottuja ominaisuuksia:

e Alipuiden solmujen tulisi olla mahdollisimman ldhelld toisiansa.
e Jokaisen solmun hierarkiassa pitéisi olla mahdollisimman pieni.

e Rajaavien tilavuuksien yhteenlaskettu tilavuus tulisi olla mahdollisimman pieni.

Enemmén huomiota hierarkiaa muodostettaessa tulisi kohdistaa solmuille juuren ldhell&.
e Rajaavien tilavuuksien leikkaaminen sisarrussolmujen rajaavien tilavuuksien kanssa tulisi

olla minimaalinen.

Hierarkia tulisi olla tasapainotettu sekid solmu rakenteen, etti sisdllon kannalta.

Hyvin paljon edelld mainituista ominaisuuksista on kiinni kiytetysti rajaavasta tilavuudesta, se-
ki puun muodostamisesta. BVH:ssa rajaavana tilavuutena voidaan kdyttdd monia rajaavia tila-
vuuksia, kuten esimerkiksi AABB:ta, OBB:ta, palloja ja k-DOP:ja (Akenine-Méoller, Haines ja
Hoffman 2008, s. 647-648). Puun muodostaminen tissd tutkielmassa lyhyesti tullaan esittele-
miin AABB puulle. AABB puu on kiytdssd PhysX, Bullet Physics ja ODE fysiikkamoottoreis-
sa. Tdman lisdksi AABB puun variantti BoxTree puolestaan on kidytossd SOLID 3.5 kirjastossa.

Tarkemmin tarkasteltavien kirjastojen keskivaiheen algoritmit ovat lueteltu taulukossa 3]
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Taulukko 3. Keskivaiheen algoritmit tarkasteltavissa kirjastoissa

PhysX 3.4 Bullet Physics 2.87 ODE 0.15 SOLID 3.5

AABB puu (kv)  AABB puu (kv)  AABB puu (kv) BoxTree (kv)
AABB puu (y)

Taulukossa merkitddn: kv = kolmioverkko, y = torméysprimitiivien yhdistelma.

Kiytetyin tapa muodostaa BVH on ylhailtd-alas (Weller 2013} s. 17; G. v. d. Bergen 2013)). Sa-
moin yleensd muodostetaan binddrisid puurakenteita (G. v. d. Bergen [1997). Talloin binddrisen
AABB-puun tapauksessa aluksi rajataan koko kappale AABB:n sisille. Tdmin jilkeen kysei-
nen AABB jaetaan jotain heuristiikkaa kdyttden. Artikkelissa (G. v. d. Bergen |1997) esitetddn
jaettavan tason sijoittamista AABB:n pisimmén akselin mediaanin kohdalle. Tilloin AABB ja-
kautuu kahteen yhtd suureen AABB:hen. Ndin muodostettuun kahteen AABB:hen G. v. d. Ber-
gen (1997) suorittaa kappaleiden osien sijoittamisen niiden keskipisteiden sijaintien mukaisesti.
Jakamista suoritetaan rekursiivisesti, kunnes kaikki tormaysprimitiivit ovat lehtisolmuissa. Kui-
tenkin voidaan ajautua tilanteeseen, jossa AABB:n pisimmaén akselin mediaanin mukaisesti suo-
ritettava jako johtaa siihen, ettd kaikki torméysprimitiivit sijoittuvat vain toiseen lapsisolmuista.
Tilloin tulee kdyttdd jotain muuta heuristiikkaa jakavan tason méirittelemiseen, kuten esimer-

kiksi kappaleiden vilisten sijaintien mediaania G. v. d. Bergen (1997).

Samoin kuin AABB tiytyy pdivittdi siihen liitetyn kappaleen kiertyessd, tulee myoskin dynaa-
miselle kappaleelle muodostettu AABB puu péivittdd kappaleen kiertyessd. Toisin kuin AABB
puun rakentaminen, paivittiminen aloitetaan lehtisolmuista ja edetddn kohti juurta. Tarkemmin
tdma suoritetaan yleensi siten, ettd ensiksi pdivitetddn vanhempisolmun kaikki lapsisolmut ja
vasta sen jdlkeen péivitetddn vanhempisolmu (G. v. d. Bergen [1997). Kun kéytetdédn taulukkoa
solmujen tallentamiseen, voidaan edelld mainittu pdivitysjirjestys sisillyttdd taulukkorakentee-
seen siten, ettd annetaan jokaiselle lapsisolmulle suurempi taulukon indeksi kuin vanhempisol-
mulle, jolloin taulukon ldpikdynti pdinvastaisessa jarjestyksessi pitdd huolen péivitysten oikeel-

lisesta jérjestyksestd (G. v. d. Bergen |[1997).
Kuten luvun alussa esiteltiin, suoritetaan tormiysten havaitseminen keskivaiheessa niiden poten-
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tiaalisesti tormédvien parien osalta, joista ainakin toinen koostuu useammasta torméysprimitii-
vistd. Talloin tormédysten havaitseminen suoritetaan joko yhden kappaleen ja BVH:n viilill4 tai
kahden BVH:n vililld. Niistd kahden BVH:n tormédysten havaitseminen voi tuottaa seuraavat

tulokset (G. v. d. Bergen 20044, s. 200):

Kappaleet eivit leikkaa toisiansa.

Jos molemmat leikkaavat solmut ovat lehtisolmuja, ollaan 16ydetty yksi potentiaalisesti

torméidva pari.

Jos toinen on lehtisolmu ja toinen sisdsolmu, tulee lehtisolmua testata kaikkien sisdsolmun

lapsisolmujen kanssa.

Jos molemmat sisdsolmuja, testataan solmu, jolla pienempi rajaava tilavuus, toisen solmun

lapsisolmujen kanssa.

Jos yksittidistd tormiyskappaletta ajatellaan lehtisolmuna, voi yksittidisen kappaleen ja BVH:n vi-
linen térmiysten havaitseminen tuottaa edelld mainituista kolme ensimmaéistd vaihtoehtoa. Kes-
kivaiheen torméysten havaitsemisen lopputuloksen perusteella muokataan laajasta vaiheesta saa-
tua potentiaalisesti torméévien parien listaa, ennen kuin se ldhetetidin eteenpiin kapeaan vaihee-

seen.
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S Kapean vaiheen tormaystarkastelu

Kun keskivaiheesta kappaleiden konvekseista osista ja laajasta vaiheesta konvekseista kappaleis-
ta muodostettu potentiaalisesti tormaddvien kappaleiden lista valmis, siirrytiddn tarkastelemaan
tormayksid pareittain. Tdmai tapahtuu luvussa 2] esitettyjen tormédyskappaleiden vililld, kun tdhdn
asti kappaleiden potentiaalinen torméddminen suoritettiin kiyttden rajaavia tilavuuksia. Sen lisdk-
s1, ettd kapeassa vaiheessa suoritetaan tormiysten havaitseminen, pyritién liséksi tuottamaan tie-
toa torméyskappale parien vilisistéd suhteista. Kappaleparit, joilla ei tapahdu torméystd, tarkoittaa
tamé mahdollisesti suoritettavan kappaleiden vilisen minimaalisen etdisyyden laskemista. Tor-
maiivilld kappale pareille puolestaan timéi tarkoittaa yhden kontaktimoniston muodostamista.
Kontaktimonisto koostuu kontaktipisteistd, jotka puolestaan usein koostuvat sijainnista, normaa-
lista ja penetraatiosyvyydestd (Catto 2007; Migdalskiy 2010). Jotta kappaleiden on mahdollista
pysyé tasapainossa tulee kolmiulotteisessa avaruudessa kontaktimoniston koostua vihintién nel-
jastd kontaktipisteestd (Gregorius 2015; Catto |2007). Dynaamisille kappaleille kontaktimonisto

muodostetaan ensimmadisen tormiyksen aikana (TOI).

Kapean vaiheen osalta tutkielmassa tullaan taulukon ] perusteella esitteleméén tarkemmin simpleksi-
perustainen GJK-algoritmi alaluvussa[5.2] sekd optimoitu SAT-algoritmi alaluvussa[5.3] Témin
lisdksi tullaan esitteleméén kaksi erilaista tapaa muodostaa kontaktimonisto: yhdelld kehykselld
tapahtuva tdyden kontaktimoniston (engl. full contact manifold) muodostaminen, seki inkremen-
taalinen kontaktimoniston muodostaminen, jolloin jokaisella kehykselld luodaan yksi kontakti-
piste, joka edellisilld kehyksilld muodostettujen kontaktipisteiden kanssa muodostaa kontakti-
moniston. Tdyden kontaktimoniston luonti esitellddn alaluvussa [5.3.2] ja inkrementaalinen ala-
luvussa [5.2.4] Liséksi alaluvussa [5.1] tullaan esittelemién algoritmeissa tarvittu matemaattinen
tausta, sekd dynaamisille kappaleille TOI:n laskeminen esitellddn alaluvussa[5.2.3] Tutkielmasta
pois rajataan yliméaraisten kontaktipisteiden karsiminen kontaktimonistosta, joka yleensi tapah-
tuu fysiikan mallinuksen esikésittely vaiheessa torméaystarkastelun jilkeen (Moravanszky ja Ter-
diman 2004). Erds tapa kontaktipisteiden karsimiseen on esitetty artikkelissa (Moravanszky ja
Terdiman 2004). Tutkielmassa esiteltdvien algoritmien ohella muita tunnettuja kapean vaiheen

algoritmeja, joita ei tdssd tutkielmassa tulla késitellddn ovat muun muassa Lin-Canny algorit-
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mi (Lin ja Canny |1991)), V-Clip (B. Mirtich 1998)), CD-Dual (Choi ym. 2005) ja XenoCollide
(Snethen |2008)).

Taulukko 4. Kapean vaiheen algoritmit tarkasteltavissa kirjastoissa

PhysX 3.4  Bullet Physics 2.87 ODE 0.15 SOLID 3.5

PCM (GJK) GJK + EPA Yksilolliset GJK + EPA
SAT SAT

ODE:n lisdksi myos muissa kirjastoissa yksilollisid torméysten havaitsemisen metodeja tiettyjen kap-

paleiden vilill4, kuten Bullet Physics fyssiikkamoottorin osalta esitetddn taulukossa[5]

Taulukko 5. Kéytetyt kapean vaiheen algoritmit tdorméyskappaleiden vélilld Bullet Physics 2.87
fysiikkamoottorissa (“Bullet Physics: Documentation™ [2018))

Laatikko Pallo Konveksi verho, lieri, kartio, kapseli
Laatikko laatikko-laatikko  pallo-laatikko GJK
Pallo pallo-laatikko pallo-pallo GJK
Konveksi verho, lierio, GJK GJK GJK tai SAT

kartio, kapseli

5.1 Matemaattinen tausta

Kuten aikaisemminkin tutkielmassa todettiin, I6ytyy tormaystarkastelun juuret matematiikassa ja
geometriassa. Kapeassa vaiheessa algoritmien voidaan yleisesti sanoa olevan muiden vaiheiden
algoritmeihin verrattuna monimutkaisia ja tutkielmassa esiteltivien algoritmien ymmaértdmisek-
si tulee esitelld muutama matemaattinen késite. Ndma késitteet ovat simpleksit (engl. simplex),
Voronoi-alueet, kantajafunktio, Gaussin kuvaus, sekéd konfiguraatioavaruuden este (engl. confi-
guration space obstacle, CSO) ja Minkowskin summa. Niistéd késitteistd simpleksi tullaan néke-
miin GJK-algoritmissa, CSO ja tuki kartoitus GJK ja SAT -algoritmeissa, sekd Gaussin kuvaus

SAT-algoritmissa. Kasitteitd, joita tdssi ei tulla esitteleméén, mutta joita tullaan tarvitsemaan ja
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jotka jadvit lukijalle itse ymmarrettdviaksi, ovat affiini riippumattomuus, Cramerin sdédnto, bary-

sentriset koordinaatit ja konveksi kombinaatio, joka mainittiin jo luvussa[2.2]

Aiemmin mainittiin GJK-algoritmin olevan simpleksi-perustainen. Simpleksin voidaan mééri-
telld olevan kolmion yleistys mielivaltaisiin ulottuvuuksiin. Tarkempi matemaattinen madritelmé
saadaan muodostettua luvussa esitellyn polytoopin avulla. Kuten luvussa todettiin, voidaan
polytooppi médritelld rajallisesta méaaristid kirkid koostuvaksi konveksiksi monitahokkaaksi. Jos
polytoopin kirjet {bg, b1, ...., b, } ovat affiinisti riippumattomat, on kyseessé n-ulottuvuuden simplek-
si eli n-simpleksi. Koska tutkielmassa tarkastellaan torméyksid kolmiulotteisessa avaruudessa,
kiytetidin simpleksejd nollannesta ulottuvuudesta kolmanteen ulottuvuuteen asti. Nami ovat: pis-
te, suora, kolmio ja tetraedri vastaavassa jdrjestyksessd. Kuviossa[l12]ylhdilld keskelld on esitelty
edelld luetellut simpleksit. Kuviossa[I2]ylhiilli oikealla on esitetty 2-simpleksin Voronoi-alueet.
Kuviossa tumman siniselld on merkitty kirkien Voronoi-alueet ja vaaleansiniselld puolestaan sér-
mien Voronoi-alueet. Voronoi-alueet ovat avaruuden IR" osajoukkoja V". Voronoi-alueet mii-
raytyvit simpleksin ominaisuuksien normaalien tai niiden viereisten ominaisuuksien normaalien
mukaisesti. Esimerkiksi 2-simpleksin sdrméin maddrddmé Voronoi-alue médrdytyy kyseisen sir-
min normaalin mukaisesti, kun taas 2-simpleksin kédrjen Voronoi-alue méardytyy sen viereisten

sarmien normaalien mukaisesti.

Kapean vaiheen torméiystarkastelun kannalta pistejoukoille on yksi erityisen tirkedd operaatio:
Minkowskin summa ja siitd johdettu operaatio, joka usein tunnetaan nimelld Minkowskin ero-
tus. Minkowskin summa méiritelldsin kahden konveksin joukon A & B, avulla muodostetuksi
konveksiksi joukoksi C, jolla pitee C=A®B = {a+b:a € A,b € B}, missd a+ b on vektorei-
den summa. Toisin kuin Minkowskin summa, Minkowskin erotus ei ollut Hermann Minkowskin
loytdmé ominaisuus pistejoukoille (Schneider 1993, s. 133). Itse termid Minkowskin erotus na-
kee ristiriitaisesti kdytettdvdn geometriassa ja tormaystarkastelussa. Geometriassa Minkowskin
erotus médritelldin Minkowskin summan A & B avulla A © B = (A° @ B)®, missd A on joukon
A komplementti (Schneider 1993] s. 137). Koska puolestaan muun muassa Ericssonin kirjassa
(Ericson 2004, s. 71), kuten my6s GJK:n alkuperiisessé artikkelissa (Gilbert, Johnson ja Keerthi
1988)) Minkowskin erotus esitetddan Minkowskin summan mukaan A © B = A & (—B), pyritdin

sekaannuksen vilttimiseksi tutkielmassa vilttimaian termida Minkowskin erotus. Sama havainto
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mainitaan my0s artikkelin (G. v. d. Bergen|1999) alaviitteessd. Sen sijaan kdytetddn termié konfi-
guraatioavaruuden este (CSO), joka saadaan muodostettua vastaavalla tavalla, eli kun suoritetaan
Minkowskin summa kahdelle pistejoukolle A ja —B, missd —B saadaan, kun jokainen pistejou-
kon B piste kerrotaan skalaarilla —1. Avaruuskappaleilla timé voidaan mieltdd yksinkertaisesti,
siten ettd kappaleen A pintaa pyyhkdistddn kappaleella —B. Tdmai on esitelty kuviossa[l2]alhaalla

oikealla.

Se miksi torméystarkastelussa ollaan kiinnostuneita Minkowskin summasta ja CSO:sta, johtaa
siitd, ettd silld on yksi tdrked ominaisuus: kahden konveksin avaruuskappaleen muodostama CSO
sisdltdd origon jos ja vain jos avaruuskappaleet leikkaavat toisensa. Tdlloin kahden avaruuskap-
paleen leikkaavuuden miirittelemiseen, riittidi tutkia sisédltyyko origo kappaleiden CSO:hon. Ta-
td ominaisuutta hyodynnetdén luvussa[5.2]esiteltdvissd GJK-algoritmissa. Toinen tirked ominai-
suus mitd tullaan tarvitsemaan on, ettd CSO:n tahkojen normaalit ovat sen muodostamien kap-
paleiden ainoat mahdolliset erottavat akselit. TAtd ominaisuutta puolestaan hyddynnetddan SAT:n
optimoinnissa, kuten luvussa @ tullaan nidkemiddn. Tédssd vaiheessa on hyvd huomata, ettd
CSO:ta ei yleensda muodosteta kokonaisuudessaan, vaan yleensi ollaan ainoastaan kiinnostunei-
ta tietyssd suunnassa kaukaisimpana sijaitsevasta pisteestd. Tdméa saadaan seuraavaksi esiteltivin

kantajafunktion avulla.

Kantajafunktio (engl. suport mapping) s on matemaattinen funktio, joka palauttaa konveksin
kappaleen A kaukaisimman pisteen suunnassa v. Toisin sanoen s4 = max{v-a:a € A}. Kahden
konveksin kappaleen A ja B muodostaman CSO:n kaukaisin piste suunnassa v saadaan muotoon
sa—p(v) = sa(v) —sp(—v). Yleisesti kantajafunktion palauttamaa pistettd kutsutaan kantajapis-
teeksi (engl. support point). Kattava méard kantajafunktioita eri primitiiveille ja niiden yhdistel-
mille on lueteltu artikkelissa (Snethen 2008, s. 168-170), joita ei tdssd tutkielmassa tarkemmin
kdyda ldpi. Primitiivien ja niiden yhdistelmien lisdksi kantajafunktio pitee myos mielivaltaisil-
le konvekseille verhoille. Tdlloin hyddynnetédédn niin kutsuttua vuorikiipeily (engl. hill-climbing)
metodia, jossa viereisid ominaisuuksia pitkin kulkemalla voidaan konveksilla kappaleella 10y-
tdd maksimiarvo tietyssd suunnassa, ilman ettd kaikkia kérkid tai sdrmid valttimétti tarvitsee
kiyda lavitse. Kuviossa|l2| ylhddlld vasemmalla on esitetty kantaja funtio kaarevalle konveksille

verholle.
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V1 (v)

[ ]
/ V6 (s) V2 (s)

V5 (v) V3 (v)
V4 (s)
Kantaja funktio Simpleksit Voronoi alueet
od ;-

Tnl A h 11

iy n,| 13

Gaussin kuvaus CSO
Kuvio 12. Kantajafunktio, simpleksit S, missd n = 0,...3, CSO ja Gaussin kuvaus.

Viimeinen kisite, joka tdssd luvussa tullaan esitteleméin on Gaussin kuvaus. Gaussin kuvaus on
tapa esittdd kolmiulotteisen avaruuden pintoja yksikkopallon S? muodossa. Kun puhutaan poly-
toopin ominaisuudesta, jonka vastaava ominaisuus esitetddan yksikkopallolla, puhutaan Gaussin
kuvauksen kuvantavan polytoopin ominaisuuden yksikkopallossa S2. Jokainen polytoopin pin-
nan piste kuvantuu sen normaaliin. T#ll6in polytoopin tahko kuvantuu pisteeksi Gaussin kuvauk-
sessa. Polytoopin sdrmé puolestaan voidaan ilmaista sen viereisten tahkojen normaalien avulla,
jolloin sdrmé kuvantuu kahta normaalia yhdistidvéksi kaareksi (engl. great arch) yksikkopallolla.
Vastaavalla periaatteella polytoopin kérki kuvantuu sen viereisten tahkojen normaalien rajaamak-
si peitteeksi. Kuution eri ominaisuuksien kuvantuminen Gaussin kuvaksessa on esitetty kuviossa

[I2) alhaalla vasemmalla. Tulee my6s huomata ettd Gaussin kuvauksen yksikkopallo ei ole kéddn-
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nettdvissi yksittiiseksi polytoopiksi, vaan useampi erilainen polytooppi voi kuvantua samanlai-
seksi yksikkopalloksi (Migdalskiy 2010). Tutkielmassa Gaussin kuvausta tullaan hyddyntdmééan
mahdollisten erottavien akseleiden karsimiseksi luvussa[5.3.1]ja tiyden kontaktimoniston muo-

dostamiseen luvussa[5.3.2

5.2 Gilbert-Johnson-Keerthi algoritmi

Gilbert-Johnson-Keerthi algoritmi eli lyhyesti GJK-algoritmi on yksi kédytetyimpid algoritme-
ja tormdysten havaitsemiseen kapeassa vaiheessa, miké ilmenee myos taulukosta @ Algoritmin
suosio johtuu sen nopeudesta ja monikdyttoisyydestd (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017). Mo-
nikdyttoisyys puolestaan johtaa siitd, ettd geometrian lukeminen tapahtuu pelkéstdan luvussa[5.1]
esitetyn kantajafunktion avulla. Algoritmin idn ja suosion myotd on siitd olemasta monia va-
riantteja. Alun perin algoritmin esitteli Gilbert, Johnson ja Keerthi (1988) artikkelissaan, jolloin
algoritmi kykeni laskemaan euklidisen etdisyyden kahden polytoopin vélille. Myohemmin Gil-
bert ja Foo (1990) esittivdat muutoksia algoritmiin, jolla se saatiin yleistettyd kaikille konvekseille
kappaleille. Algoritmista nopeamman inkrementaalisen version esittelivit Cameron (1997), joka
kantaa nimed Enhanced-GJK (E-GJK). E-GJK-algoritmilla lihes vakioaikainen suoritusaika, kun
kehyskoherenssi on korkea (Cameron 1997). Taméin mahdollistaa vuorikiipeily-metodin kéyt-
t0, seki edellisilld kehyksilld suoritettujen laskentojen uudelleenkéytto. Edelld mainittujen opti-
mointien lisdksi artikkelissa esitetddn approksimaation tuottava menetelmi penetraatiosyvyyden
laskemiseksi leikkaavilla kappaleilla. Tarkemmin kuitenkin téssd tutkielmassa tullaan esittele-
mién G. v. d. Bergen (1999) esittelemd numeerisesti vakaampi ja laskennallisesti nopeampi ver-
sio GJK-algoritmista. Mainittakoon myos se, ettd samassa artikkelissa (G. v. d. Bergen |1999)
esitellddn my0s erottavan akselin testid hyddyntidva Incremental Separating-axis GJK-algoritmi

(ISA-GJK).

GJK-algoritmi on iteratiivinen algoritmi kahden konveksin kappaleen vilisen etdisyyden laske-
miseen. Algoritmin ajatuksena on muodostaa CSO:n A — B:n reunapisteistd simpleksi W siten,
ettd W sisiltdd origon, jolloin kappaleet A ja B tormédvit. Jos puolestaan voidaan todeta ettei
ole mahdollista muodostaa joukkoon A — B siséltyvid origon sisdltavidd simpleksid, eivit kap-

paleet A ja B tormid. Algoritmissa jokaisella iteraatiolla £k muodostetaan joukkoon A — B sisél-
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tyvé simpleksi Wy, joka on ldhempéni origoa verrattuna edellisen iteraation simpleksiin Wj_ ;.
Tarkemmin tdmé tapahtuu siten, ettd aluksi Wy = 0 ja pisteeksi vp:ksi valitaan mielivaltainen
piste siten, ettd vy € A — B:sta. Jokaisella iteraatiolla uusi kantajapiste wy = sq_p(—vy) lisdtddn
simpleksiin W;. Olkoon ndin muodostettu uusi simpleksi ¥, = W, U {wy} ja simpleksin ¥ kon-
veksi verho conv(Y'). Samoin jokaisella iteraatiolla etsitdén origoa 1dhimpini oleva piste vy si-
ten, ettd v € conv(Y) ja simplekseksi W valitaan pienin ¥ :n osajoukko X siten, ettd v € conv(X).

Algoritmin kolme ensimmiistd iteraatiota on esitelty kuviossa[I3]

Kuvio 13. GJK-algoritmin kolme ensimmaéist4 iteraatiota.

Monitahokkaille GJK-algoritmi pédttyy rajallisessa méadrissd iteraatiota. Konvekseille kappa-
leille, jotka eivit kuulu monitahokkaisiin, ei algoritmi vilttamittd pddty rajallisessa méérassi
iteraatiota. Talloin GJK pdittyy heti kun v on riittdvén 1dhelld A — B:n origoa ldhimpéni olevaa
pistettd. Jotta titd kyetddn arvioimaan, tulee origon ja A — B:n origoa ldhimpénd olevan pisteen
vilisen etdisyyden yldraja ja alaraja tietdd. Yldrajana voidaan kiyttdd sen hetkisen iteraation ap-
proksimaatiota kappaleiden vilisesti etdisyydestd ||vy|| eli pisteen vy etdisyyttd origosta. Alaraja-

na puolestaan kdytetddn etumerkillistd etdisyyttd origosta kantaja tasolle pisteeseen wy, joka on

Vi Wk
(vl

||vk||:sta, jonka laskenta vaatii nelidjuuren laskennan, joten yleisemmin kéytetdin neliollistd etéi-

(G. v. d. Bergen |1999). On hyvi huomata, ettd sekd alaraja ja yldraja molemmat riippuvat

syytté eli kerrotaan molemmat seki yld- ettd alaraja ||vy||:1la. Ndin saadaan pisteen v, ja A — B:n
origoa lihimpin olevan pisteen vilisen nelidllisen etdisyyden ylirajaksi ||ve||> — vi - wg. Algo-

ritmi pédttyy, kun kyseinen nelidllisen etdisyyden ylédraja laskee alle nelioon korotetun sallitun
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mittapoikkeaman g,;:n. Mittapoikkeamana yleensi kiytetizin lukua luvun 10~ ja kone epsilonin
vililld, toisin sanoen 1078 < Eol < 1016 (Montanari, Petrinic ja Barbieri [2017). Pseudokoodi

algoritmille on esitelty listauksessa I

Algoritmi 1 GJK-algoritmi (G. v. d. Bergen 2010)
1: v < mielivaltainen piste A-B:sta

22 W+ {}

3w SA,B(—V)

4: while ||[v]|> —vi-wi > €2 do

5: Y« W U{wi}

6: v < conv(Y):n ldhimpini origoa oleva piste
7: W < pienin X C Y, missd v € conv(X)

8: w < sa—p(—V)

9: end while

10: return ||vg||

5.2.1 Etiisyys alialgoritmi

GJK-algoritmi nojautuu suuresti alialgoritmiin joka tunnetaan nimelld Johnssonin algoritmi. Lis-
tauksessa[I|origoa ldhimpéni olevan simpleksin pisteen v:n ja pienimmin alisimpleksin X:n, jolla
pitee v € X, laskeminen tapahtuu Johnssonin alialgoritmissa. Useissa ldhteissd mainitaan GJK-
algoritmin numeerisesta epdavakaudesta, joka johtaa juurensa Johnssonin algoritmissa tapahtu-
vista pyoristys virheistd. Tarkemmin tima tapahtuu silloin kun Johnssonin algoritmi etsii ldhinta
pistettd niin kutsutusta degeneroituneesta simpleksistd, eli simpleksistd jonka kirjet ovat ldhes
affiinisti riippuvat (Gilbert, Johnson ja Keerthi 1988} G. v. d. Bergen|1999 Montanari, Petrinic ja
Barbieri 2017). Alkuperdisessd GJK-algoritmissa (Gilbert, Johnson ja Keerthi [1988)) kdytetddn
varmistus proseduuria (engl. backup procedure) v:n ja X:n laskemiseen, kun Johnssonin algorit-
mi ei degeneroituneelle simpleksille kykene niitd laskemaan. Tarkemmin numeeriset ongelmat
tuodaan esille artikkelissa (G. v. d. Bergen |1999). Artikkelissa G. v. d. Bergen (1999) esittelee
laskennallisesti raskaan varmistus proseduurin korvaamisen uudella GJK-algoritmin iteraatioi-

den lopettamisehdolla. Kyseinen suhteelliseen virheeseen perustuva lopettamisehto néhtiin jo
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listauksessa |1l Montanari, Petrinic ja Barbieri (2017) osoittavat ettei tdmi kuitenkaan tdysin ku-
moa GJK-algoritmin numeerisia epdvakauksia ja ehdottavat uutta, numeerisesti vakaampaa ja
laskennallisesti tehokkaampaa algoritmia, Signed Volumes (SV) algoritmia Johnssonin algorit-
min tilalle. Tédssd luvussa tullaan ensin esitteleméédn Johnssonin algoritmi ja sitten sen korvaava

SV algoritmi lyhyesti.

Lyhyesti méériteltynd Johnssonin algoritmi tutkii rekursiivisesti kaikki simpleksin Y alisimplek-
sit X, kunnes origon sisiltdmi alisimpleksin méérittelemd Voronoi-alue 10ytyy, jolloin laske-
taan origoa ldhimpéni sijaitsevan pisteen v € af f(X) barysentriset koordinaatit A; alisimpleksin
kirkien suhteen. Tdsméllisemmin Johnssonin algoritmi voidaan mééritelld seuraavasti. Olkoon
Y ={y1...,Yu+1} joukko simpleksin karkid. T#lloin jokainen simpleksin pinnalla sijaitseva piste
x voidaan esittdd Y:n sisédltdmien pisteiden konveksi kombinaationa. Tamai johtaa Carathéodoryn
lauseesta (engl. Carathéodory’s theorem) (Rockafellar (1997, s. 153), jonka mukaan konveksilla
verholla sijaitseva piste x € conv(Y) C R" voidaan ilmaista enintdzn n+ 1 konveksin verhon pis-
teiden konveksi kombinaationa. Téten barysentrisid koordinaatteja kdyttien konveksi kombinaa-
tion madritelmédn mukaisesti piste x voidaan ilmaista muodossa x = Z;’jll Aiyi, missi Z;’ill Ai=1
ja A; > 0 (Rockafellar 1997, s. 153-154). Johnssonin algoritmi laskee edelld kuvatun ehdon mu-
kaiset barysentriset koordinaatit pisteelle v , sekd pienimmén alijoukon X C Y, jonka pisteiden
konveksi kombinaationa voidaan konveksin verhon origoa ldhimpéni oleva piste v ilmaista. Pie-
nin alijoukko X C Y, saadaan kun hylétddn kaikki kirjet y;, joilla pitee A; = 0 (G. v. d. Bergen
20044, s. 126).

Tilloin joukkoa X voidaan luonnehtia siten, ettd sithen kuuluvien kirkien barysentriset koordi-
naatit ovat ei-negatiivisia ja puolestaan niiden kérkien, jotka kuuluvat joukkoon Y, mutta eivit
joukkoon X, niin ovat ndiden kirkien barysentriset koordinaatit nolla tai pienemmét. Toisin sa-

noen joukon X tulee tiyttdd ehdot (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017):
Ai>0jad <O0VjeX:ii=1,..,n+1,i#j 5.1

Tamai takaa sen, ettd origoa ldhinpéni oleva piste sijaitsee X :n affiinilla verholla eli v € af f(X)
(G. v. d. Bergen [2004a, s. 126). Geometrisesti timé tarkoittaa, ettd vektori v on kohtisuorassa

simpleksin ominaisuutta kohtaan (Montanari, Petrinic ja Barbieri |2017)). Johnssonin algoritmi
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tutkii rekursiivisesti jokaisen simpleksin Voronoi-alueet, kunnes edelld mainitut ehdot tiyttava
Voronoi-alue 16ytyy. Olkoon niin saatu joukko X = {xi,...,x,} simpleksin ¥ alijoukko. T#ll6in
piste v € af f(X) on lahimp#ni origoa, jos ja vain jos vektori v on kohtisuorassa aff(X) vasten
eli (x; —x;)-v =0 kaikilla i = 2,...,r (G. v. d. Bergen 2004a, s. 127). Télloin barysentriset

koordinaatit voidaan ratkaista yhtiloryhmistd AA = b:

[ 1] [a] 1]
()C2 —xl) X1 ... ()C2 —Xl) * Xr ),2 _ 0 (5.2)
| (xr—x1) X1 o (o —x1) x| [ A 0 ]

Johnssonin algoritmissa yhtidloryhma ratkaistaan Cramerin sddntoi ja kofaktori kehitelméaa (engl.
cofactor expansion) kiyttdmilld. Kofaktori kehitelmille, mikd my0s Laplacen kehitelméni tun-
netaan, voidaan antaa seuraavanlainen mééritelmi. Olkoon A (n x n)-matriisi. Tdlloin matriisin A
kofaktorit ovat C;; = (—1)"/A;;, missi A;j on ((n— 1) x (n— 1))-alimatriisi, joka saadaan poista-
malla i:s rivi ja j:s sarake matriisista A (Gruber 2013, s. 20). Koska det(4) = ¥} (— D a;A;;,
missd 1 <i <n (Gruber 2013, s. 20), saadaan yhtilo kofaktoreita kiyttden muotoon det(A) =
27:1 a;;Cjj, josta kiytetddn nimitystd kofaktori kehitelmd. Edelld méériteltyd kofaktori kehitel-

mid hyodyntden saadaan Cramerin sdidntod soveltamalla yhtdloryhmén [5.2] ratkaisu muotoon

—1'"VdetA,;

Aj = —— 17— (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017). Kun merkitiin simpleksin muodosta-

vaa pisteiden joukkoa W, voidaan edellinen ratkaisu johtaa rekursiiviseen muotoon. Rekursiivi-
nen yhtdléryhmén [5.2) ratkaisu on télldin A; = M, missd A;(W) on A:n kofaktori yhdel-

k Z/EkAj(W)
le mahdollisista (2"! — 1) simpleksin alisimplekseista (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017).
Johnssonin algoritmi laskee A (W) kasvattaen W:n kardinaalisuutta (Montanari, Petrinic ja Bar-

bieri|2017). Toisin sanoen Johnssonin algoritmi etsii origoa Voronoi-alueilta alhaalta ylospdin eli

aloittaen varsinaisen simpleksin matalaulotteisimmasta simpleksistd kohti varsinaista simpleksia.

Kuten luvun alussa todettiin, epdonnistuu edelld kuvattu Johnssonin algoritmi v:n ja X :n laskemi-
sessa, kun X:n kérjet ovat ldhes affiinisti riippuvat. Tarkemmin tdmé tapahtuu kun detA on suu-
ruudeltaan ldhelld laskenta tarkkuutta eli kone epsilonia (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017)).

Montanari, Petrinic ja Barbieri (2017) suorittamien kokeiden perusteella tulivat he siihen loppu-
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3-simpleksi

Kuvitteelliset simpeksit

Kuvio 14. 3-simpleksin kuvitteelliset simpleksit.

tulokseen etteivdt numeeriset epdavakaudet johdu degeneroituneesta simpleksistd itsestdédn, vaan
yhtdloryhmaidn [5.2] sisillytetystd kohtisuoruuden ehdosta[5.1] Tiéstéd syystd Montanari, Petrinic ja
Barbieri (2017) ehdottavat algoritmia, joka sen sijaan, ettd ratkaisee yhtdaloryhmin jokaiselle ali-
joukolle X ja testaa tdyttdako ratkaisu yhtdlossa[S. I]esitetyt kohtisuoruuden ehdot, tunnistaa algo-
ritmi uniikin joukon pisteitd, joille kohtisuoruuden ehdot péteviit ja vasta tamin jdlkeen ratkaisee
yhtdloryhmaésti barysentriset koordinaatit. Kyseisestd algoritmista kdytetidin nimed SV algorit-
mi. Artikkelissa (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017 mainitaan metodin vakauden johtuvan
siitd, ettd laskenta suoritetaan sellaisessa aliavaruudessa, jossa barysentristen koordinaattien las-
keminen on “turvallisempaa”. Turvallisemmalla tarkoitetaan siti, ettd projisointi suoritetaan niil-
le Cartesian tasoille ja akseleille, joilla simpleksin pinta-ala ja pituus eli samoin tilavuusmuodot
saavat suurimmat arvonsa. Télloin oletetaan barysentristen koordinaattien sdilyvdn muuttumat-
tomia affiinissa muunnoksessa, jolloin ne kyetddn laskemaan r-ulotteisessa avaruudessa, missi

r < n, kun simpleksi ja CSO ovat méidritelty n ulotteisessa avaruudessa.

SV algoritmi perustuu késitteeseen, joka kantaa nimei tilavuusmuoto (engl. volume form). Me-
todi arvioi varsinaisen simpleksin, sekd siitd johdettujen kuvitteellisten simpleksien (engl. fic-
titious simplex) tilavuusmuodot p (W) (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017). Simpleksin tila-

vuusmuoto on sen pituuden, pinta-alan tai tilavuuden etumerkillinen arvo (Montanari, Petrinic
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ja Barbieri 2017). Kuvitteellinen simpleksi puolestaan on simpleksi, joka saadaan muodostettua
korvaamalla yksi varsinaisen simpleksin kérjistd origolla. Kolmiulotteisen simpleksin kuvitteel-
liset simpleksit on esitetty kuviossa[I4] SV algoritmi luottaa yksinkertaiseen matriisiin M, jonka
determinantti on verrannollinen simpleksin tilavuusmuotoon eli toisin sanoen detM = r!u(W).
Montanari, Petrinic ja Barbieri (2017) havainnoivat, ettd pt(W) ja detM:114 on samat etumerkit, ja
koska ollaan pelkistdédn kiinnostuneita etumerkeisti, ei tilavuusmuotoja tarvitse tarkkaan laskea.

Metodi tapahtuu kolmessa vaiheessa:

1. Projisoidaan kaikki simpleksin kérjet Y alempi ulotteiseen avaruuteen.
2. Hylitddn kaikki simpleksin kirjet, joita ei tarvita v:n ilmaisemiseen barysentristen koordi-
naattien avulla.

3. Ratkaistaan MA = p barysentrisille koordinaateilla A.

Algoritmin toiminnan esittelemiseksi, maidritelldén funktio VertaaEtumerkke ja joka palaut-

taa totuusarvon, sille ovatko kahden luvun etumerkit samat.

1 josa>0,b>0
VertaaEtumerkkeja(a,b) = {1 josa<0,b<0 (5.3)

0 muulloin

Tamad lisaksi esitellddn matriisi M [5.4] joka Carathéodoryn lauseeseen nojalla koostetaan r + 1
pisteestd, missd r on supistetun avaruuden ulottuvuus ja s:114 merkitdén on simpleksin kérkii ja

[:114 simpleksin /:std koordinaattia.

= .. (5.4)

SV algoritmi voidaan jakaa kolmeen alialgoritmiin. Eri alialgoritmeissa késitelldédn tietyn ulot-
tuvuuden simpleksid, kolmiulotteisesta simpleksistd yksiulotteiseen. Kutsutaan niitéd alialgorit-

meja vastaavasti S3D, S2D ja S1D. Padalgoritmi rekursiivisesti kutsuu alialgoritmeja ylhailta
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alas, eli Voronoi-alueita tutkitaan moniulotteisemmasta alempi ulotteiseen, miki on pédinvastoin,
kuin mitd Johnssonin algoritmissa nihtiin. Samoin toisin kuin Johnssonin algoritmissa, ei kaik-
kia alisimplekseja tarvitse kdyda ldpi, vaan rekursio lopetetaan heti oikean alisimpleksin 10y-
dyttyd. Seuraavaksi esitellddn lyhyesti alialgoritmit S3D, S2D ja S1D. Tarkemmin ne esitellddn
artikkelissa (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017), jossa esitelldin my0s pseudokoodi kyseisille

algoritmeille.

S3D algoritmissa suoritetaan aikaisemmin mainituista algoritmin vaiheista vaiheet (2) ja (3).
Kirkien hylkddmiseksi lasketaan detM, joka kofaktori kehitelmédd hyddyntden saadaan muotoon
detM = Zj:4j:17_”’4(—1)i+jM,~7j = C4,1C42C4 3C4 4, missid M; ;:114 merkitddn matriisin M deter-
minanttia, kun matriisista ensin on poistettu i:nnes rivi ja j:nnes ja sarake. Kofaktorit C4 ; ovat
verrannollisia simpleksin W:n kuvitteellisten simpleksien tilavuusmuotoihin. Kirkien hylkddmi-
nen perustuu simpleksin tilavuusmuodon ja kuvitteellisten simpleksien tilavuusmuotojen etu-
merkkien vertailemiseen kdyttden VertaaEtumerkke ja funktiota Jos kaikki etumerkit ovat
samoja, sisdltyy origo tidlloin simpleksiin, jolloin lasketaan barysentriset koordinaatit kyseisel-
le 3-simpleksille. Barysentriset koordinaatit saadaan yksinkertaisesti kaavalla A; = Cy, j/detM
kaikilla j. Jos taas kaikki etumerkit eivit ole samoja, kutsutaan VertaaEtumerkke ja funktiota,
siten ettd j = {2,3,4}. Talloin j:nnes kirki voidaan poistaa, jos VertaaEtumerkke j funktio pa-
lauttaa nolla. Télloin jatketaan alialgoritmiin S2D. Jos edelld mainittu ehto toteutuu useammalla
Jj:114, tutkitaan S2D alialgoritmissa rekursiivisesti kaikki kérki j poistamalla saadut alisimpleksit

ja lopulta palautetaan niisti se, jolla Iihimmin pisteen etédisyys origosta on pienin.

Jos origo ei sisidltynyt 3-simpleksiin, tullaan rekursiossa S2D alialgoritmiin. S2D alialgoritmi
alkaa suorittamalla vaiheen (1) eli projisoimalla kaikki simpleksin pisteet, sekd origo, jota tar-
vitaan kuvitteellisten simpleksien méirittelemiseen, alempi ulotteiseen avaruuteen. Tétd varten
taytyy ensin projisoida origo O simpleksin affiinille verholle, jolloin saadaan piste pp. Tdmén
jalkeen suoritetaan 2-simpleksin ja origon projisointi kaikille kolmelle Cartesian tasolle. Niis-
td projisoinneista valitaan se, jossa projisoidun simpleksin pinta-ala ja samalla tilavuus muoto
ovat suurimmat. Pinta-alojen vertailu suoritetaan matriisin M minoreiden M; ; determinanttien
vililld, jossa i on projisoinnissa poistettava koordinaatti ja j puolestaan sen simpleksin kérjen

vastaava sarake, joka pudotettiin pois S3D algoritmissa. Merkitddn ndiden minoreiden determi-
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nanteista suurinta U,,ax. Tdmén jidlkeen suoritetaan vaihe (2) vertaamalla p,,ax ja kuvitteellisten
simpleksien tilavuusmuotojen etumerkkejd kiyttaen VertaaEtumerkke ja funktiota. Samoin kuin
S3D algoritmissa, jos kaikki etumerkit ovat samoja, siséltyy origo kyseiseen 2-simpleksiin, jol-
loin suoritetaan barysentristen koordinaattien laskenta vastaavalla tavalla kuin S3D algoritmissa.
Jos kaikki etumerkit eivét puolestaan ole samoja, jatketaan rekursiossa alialgoritmiin S1D nédiden
osalta. Tédssd vaiheessa, tai tarkemmin jo alialgoritmin alkuvaiheessa kisitellddn degeneroituneet
eli affiinisti tai ldhes affiinisti riippuvat simpleksit siten, ettd origon projisoinnissa po laskemi-
sessa, syntyy NaN arvo, joka syotetddn koordinaatin poiston jidlkeen VertaaEtumerkke ja funk-
tioon, jossa se palauttaa aina nolla. Télloin edetdidn S1D alialgoritmiin kaikkien mahdollisten

1-simpleksien osalta.

Jos origo ei sisdltynyt 2-simpleksiin, tullaan rekursiossa lopulta S1D alialgoritmiin. Samoin kuin
S2D algoritmissa, suoritetaan origon projisointi simpleksin affiinille verholle. Alempaan ulottu-
vuuteen siirtyminen tapahtuu projisoimalla ja etsimilld Cartesian akseli, jolla projisoituna pituus
on suurin. Barysentristen koordinaattien laskeminen suoritetaan samoin kuin S2D algoritmis-
sa, mikéli simpleksin tilavausmuodon ja kuvitteellisten simpleksien tilavuusmuotojen etumerkit
ovat samoja. Muulloin palautetaan 0-simpleksi, jolle lahimmaén pisteen barysentrinen koordinaat-
ti on yksi. Montanari, Petrinic ja Barbieri (2017) suorittamissa kokeissa vertailtiin SV algoritmin
ja Johnssonin algoritmin numeraalista tarkkuutta, sekd kolmen etdisyys algoritmin CPU aikaa.
Ensimmadisessi kokeessa, jossa vertailtiin SV algoritmin ja Johnssonin algoritmien numeraalista
tarkkuutta, osoittautui SV algoritmin kykenevin laskemaan minimi etiisyyden, joka on suuruu-
deltaan lihes samaa luokkaa kuin kone epsilon €. Johnssonin algoritmi puolestaan onnistuu tar-
kimmillaan minimi etdisyyden laskennassa, kun minimi etdisyys on minimissdin luokkaa gl/?
(Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017)). CPU-aikaa mittaavassa kokeessa puolestaan, keskenddn
vertailtiin SV algoritmia, Johnssonin algoritmia varmistus proseduurin kanssa, sekd varmistus

proseduuria ilman Johnssonin algoritmia. Kokeista selvisi SV algoritmin suoriutuvan muita al-

goritmeja noin 15% nopeammin (Montanari, Petrinic ja Barbieri [2017).
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5.2.2 Expanding polytope algoritmi

Kuten luvun [5] alussa nédhtiin, siséltdd kontaktipiste penetraatiosyvyyden. Yksi iteratiivinen al-
goritmi laskea penetraatiosyvyys konvekseille kappaleille esitelldédn artikkelissa (G. v. d. Bergen
2001). Algoritmi tunnetaan nimelld Expanding polytope algorithm (EPA). Aikaisemmin metodi
penetraatiosyvyyden laskemiseen esiteltiin artikkelissa (Cameron |1997). Cameron (1997) meto-
dista poiketen EPA laskee tarkan penetraatiosyvyyden polytoopeille, seki ei-polytoopeille penet-
raatiosyvyyden tietyn toleranssin mukaisesti (G. v. d. Bergen 20044, s. 148). Samoin kuin Came-
ron (1997) esitteleméssd metodissa, myOs EPA kéyttdad penetraatiosyvyyden laskentaan simplek-
sid GJK-algoritmista (G. v. d. Bergen 20044, s. 147). Sen lisédksi, ettd EPA hyodyntdd origon
sisdltdvid simpleksid, mikd saadaan GJK-algoritmista, kdyttdd se myos kantajafunktioita kappa-
leiden kuvaamiseen samoin kuin GJK-algoritmissa, jolloin se kykenee 10ytimiin penetraatio-
syvyyden samoille kappaleille kuin GJK-algoritmi kykenee havaitsemaan térmiyksen. Kuiten-
kin on hyvid huomata, ettd EPA ei ole tidysin sidottu GJK-algoritmiin, mutta koska sitd yleensi
kdytetddn GJK-algoritmin jatkeena, kuten SOLID 3 -kirjastossa sekd Bullet Physics SDK:ssa,

esitellddn se tdssd tutkielmassa GJK-algoritmin alalukuna.

EPA:ssa penetraatiosyvyys miiritellddan A — B konveksin verhon pisteeksi joka on ldhimpédni
origoa. Sananmukaisesti penetraatiosyvyys joka tunnetaan myods nimelld minimal translational
distance (MTD) (Migdalskiy 2010) on origosta kyseiseen pisteeseen muodostetun vektorin pi-
tuus. Kuten jo todettiin, tarvitsee EPA syotteekseen origon sisdltdvin simpleksin. Koska GJK-
algoritmi voi palauttaa myos tetraedrin sijasta matalamman tason simpleksin: pisteen, janan tai
kolmion (G. v. d. Bergen 20044, s. 159), laajennetaan matalamman tason simpleksid lisdamalla
sithen pisteitd tormdyskappaleen konveksilta verholta. Esimerkiksi, jos GJK-algoritmi palaut-
taa origon siséltdvan kolmion, laajennetaan kolmiota kantajafunktion s avulla siten, ettd lisdtdin
kolmioon kaksi pistetti: s4_pg(n) ja sa—p(—n), missd n on kolmion normaali. Kolmiota alemmat
simpleksit ovat poikkeustapauksia, eiki niitd tissd tutkielmassa oteta huomioon. Niiden osalta
penetraatiosyvyyden laskeminen esitelldédn artikkelissa (G. v. d. Bergen [2001). Seuraavaksi esi-
telldén lyhyesti EPA:n toiminta joka toimii ldhes vastaavalla tavalla kuin tutkielmassa aiemmin

mainittu algoritmi Quickhull (Barber, Dobkin ja Huhdanpaa 1996).
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Kun meilld on origon siséltivi tilavuus eli monitahokas, lasketaan jokaisella iteraatiolla 1ihimpa-
nd origoa piste v, siten ettd piste v sisdltyy laajennettavan monitahokkaan konveksiin verhoon ja
tarkemmin se siséltyy origoa 1dhimpéni olevan tahkon eli kolmion ja samalla simpleksin (G. v. d.
Bergen 2001)) affiiniin verhoon. Kantajafunktion avulla jokaisella iteraatiolla laajennettavaa mo-
nitahokkaaseen lisdtddn uusi kirki A — B:n konveksilta verholta. Kantajafunktion suuntavektorin
kiytetddn origon ja pisteen v muodostamaa vektoria. Uuden kérjen lisddminen monitahokkaa-
seen vaatii sen tahkon jakamisen, jolla piste v sijaitsee, jakamisen. Tahkon jakaminen tapahtuu
laskemalla sdrmélli e sijaitseva origoa lahimpéni oleva piste v, jokaiselle tahkon sdrmélle. Sir-
mit jaetaan lisddmailld jokaiselle sdrmille kantajafunktion avulla piste w, = s4—p(v,), lukuun
ottamatta sdrmid, jotka kuuluvat A — B:n konveksiin verhoon. Sirméa e kuuluu A — B:n konvek-
siin verhoon jos ja vain jos v - we = |[ve||* (G. v. d. Bergen 2001). Tahkon jakaminen osiin on

esittety kuviossa

Kuvio 15. Tahkon jakaminen (G. v. d. Bergen [2001).

Piste v puolestaan voidaan ratkaista seuraavasti. Koska piste v:n tulee sijaita simpleksin affiinilla

verholla (G. v. d. Bergen 2001) voidaan kyseisen pisteen barysentriset koordinaatit A ratkaista
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luvussa esitetyn yhtdloryhmén avulla. Ndin muodostetun yhtdloryhmén A(A;) = b ratkaisu
saadaan laskemalla kiinteismatriisi A=, jolloin ratkaisuksi saadaan A; = A~'b (G. v. d. Bergen
2001). Kuviossa[I6]on esitettynd EPA:n kolme ensimmaisti iteraatiota implisiittisesti madratylld
CSO:lla. Monitahokkailla itaraatioita jatketaan kunnes origoa ldhimpénd oleva tahko on myos
A — B:n ja implisiittisesti madrittdavilla muodoilla iterointia jatketaan kunnes virhe nykyisessi

penetraatiosyvyyden arviossa v laskee alle annetun toleranssin(G. v. d. Bergen 2001)).

Kuvio 16. EPA:n kolme ensimmaisti iteraatiota.

5.2.3 Jatkuva torméysten havaitseminen GJK

Jatkuvaan tormiystan havaitsemiseen kapeassa vaiheessa on olemassa monia metodeja (Catto
2013). Metodeja yhdistdd se, ettd tarkoitus on 10ytdd ensimmadisen osuman ajankohta. Ensim-
méiisen osuman ajankohta itsessddn on funktion nollakohdan etsimisongelma, kun funktiona on
kahden kappaleen vilinen etdisyys ajan suhteen (B. V. Mirtich 1996, s. 28-37). Erds menetel-
mi TOL:n 16ytdmiselle esitellddn viitokirjassa (B. V. Mirtich [1996, s. 28-37). Menetelmi kan-
taa nimed Conservative Advancement (CA). CA menetelméssi nollakohtaa 1dhestytddn varovasti
pienin aika-askelin positiivisten arvojen puolelta. CA menetelmin ja GJK-algoritmin yhdistelma
metodi esitelldéin artikkelissa (G. v. d. Bergen [2004b). Yhdistelméalgoritmissa pienet muutok-
set GJK-algoritmiin mahdollistavat algoritmin hyodyntdmiseen jatkuvassa torméaystarkastelussa.

Pseudokoodi algoritmille esitelty listauksessa [2]
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Algoritmi 2 GJK-algoritmi: jatkuva torméystarkastelu (G. v. d. Bergen 2010).
1: t+0

2: 50

3: n<0

4: v <— mielivaltainen piste A-B:sta
5: W+ {}

6: while ||v||> > &2 do

7: p < sa—p(—v)

8: if v-p >tv-rthen

9: if v-r > 0 then

10: 1< Q
ver

11: if > O then
12: return false
13: end if

14: S<—tr

15: W+ {}

16: n< —v

17: else

18: return false
19: end if
20: end if

21: Y+~ WU{p—s}

22: v <— conv(Y ):n lahimpini origoa oleva piste
23: W <« pienin X C Y, missd v € conv(X)

24: end while

25: return true

Algoritmin perusajatus on ampua kahden kappaleen relatiivisen translaation mukainen dérellinen
sdde origosta kohti ndiden kahden kappaleen muodostamaa CSO:ta. Jokaisella iteraatiolla sddetti

lyhennetéén sitd mukaan, kun voidaan todistaa ettei lyhennettivi osa séteesti sisdllda osumakoh-
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taa CSO:n pinnalla. Néin saadaan uusi ylidraja kappaleiden viliselle etdisyydelle. GJK-algoritmia
ajatellen tdméd voidaan ndhdi origon siirtdmiselld pitkin sddettd kohti CSO:ta. Samoin kuin jo-
kaisella iteraatiolla lyhennetdéin sddettd, suoritetaan jokaisella iteraatiolla myos GJK-algoritmin
iteraatio. Yhdistelmialgoritmia toistetaan, kunnes siddettd pitkin ollaan edetty riittivén ldhelle

CSO:ta tai voidaan osoittaa, ettei sdde leikkaa CSO:ta.

Tésmillisemmin yhdistelméalgoritmi voidaan esitellid seuraavasti. Merkitéén aikaa r € [0, 1]. Tal-
16in kappaleiden A ja B siirtymé kahden eri ajanhetken ¢ vililld on A +fc4 ja B+tcp, missd cy ja
cp on kappaleiden A ja B muunnokset vastaavasti. Sdteend kiytetddn CSO:n A — B muodostavien
kappaleiden A:n ja B:n relatiivista muutosta r = cp — c4. Tdlloin ensimmaiisen osuman ajankohta
on pienin 7, jolla pitee rr € A — B. Merkitdin osuman ensimmadistid ajankohtaa #;; ja osumakoh-
taa tp;r. Jos origo ei sisdlly A — B:hen, jolloin #;; > 0, niin silloin osumakohta tiytyy sijaita
A — B:n konveksilla verholla. Télloin osumakohdalle on olemassa aito normaali. Nollasta eroava
vektori v ja piste p € conv(A — B) midrittelevit kantavan tason, jos v- p = max{v-x:x € A— B}
(G. v. d. Bergen 2004b). Kuten luvussa[2.7|todettiin, on kantava taso olemassa jokaiselle epityh-
jdn konveksin joukon reunapisteelle. Kantavalle tasolle, jolla normaali v ja piste p € conv(A —B),
tiedetéddn ettd kaikille pisteille x € A — B, joille pitee v-x > v - p, eivit sisidlly A — B:hen (G. v. d.
Bergen [2004b). Olkoon x = tr piste siteelld. Tdlloin tv-r > v- p osa séteesti ei sisdlly A — B:hen,
eikd se siten voi siséltdd osuma kohtaa (G. v. d. Bergen 2004b)). Séteen ja kantaja tason leikkaus-
kohta saadaan yhtalostd 7.;;, = % Téstd seuraa, ettd jos v- p > tv - r pitee, sdde joko leikataan
tai hyldtdin kokonaan. Iteraatioita jatketaan niin kauan edelld mainittu ehto on voimassa tai voi-
daan todeta ettei sdde leikkaa A — B:td, eli r > 1 tai ollaan edetty riittdvin ldhelle A — B:ta, jolloin

pitee ||v||* < £2, missi € on toleranssi osumakohdan absoluuttiselle virheelle.

Lopetusehdon lisdksi toinen muutos, mikd perinteiseen GJK-algoritmiin tidytyy tehdd on, ettd
nykyiseen simpleksiin tulee lisdtd piste p — s pisteen p sijasta (G. v. d. Bergen 2004b). Jos al-
goritmi paittyy torméyksen havaitsemiseen, siséltii tdlloin muuttuja r TOL:n, s osumakohdan ja
v osumakohdan normaalin. Osuma kohdan normaalina kdytetddn viimeisimmin kantavan tason
normaalia, joka lyhentii siteen. Jos taas havaitaan ettei torméysti tapahdu, on v erottava akseli,
jota voidaan korkean kehyskoherenssin ympéristdssd hyodyntdd seuraavalla kehykselld (G. v. d.

Bergen 2004b).
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Catto (2013) tuo esille CA menetelmiin perustuvien algoritmien, kuten edelld esitetyn yhdistel-
méalgoritmin huonon puolen. CA menetelmén perustuvien algoritmien huonona puolena Catto
(2013)) pitad sitd, ettd niissd nollakohtaa etsitddn ainoastaan positiivisen arvojen puolelta, eikd
etdisyyden milloinkaan anneta mennd negatiiviseksi, jolloin ei kyetd hyddyntdméién tehokkaam-
pia nollakohdan etsintd menetelmid (Catto 2013). Joissakin tilanteissa timéi voi ilmetd, siten ettd
yhdistelméalgoritmi voi vaatia jopa satoja GJK kutsuja TOL:n 16ytdmiseksi yhden kehyksen ai-
kana (Catto 2013). Edelld mainittujen tilanteiden vilttamiseksi Catto (2013)) esittelee metodin,
Bilateral Advancement, joka etsii TOI:ta etdisyys funktion molemmilta puolilta. Nollakohdan
16ytamiseksi menetelmd yhdistdd bisektio- ja Regula falsi menetelmit. Bisektio-menetelméssi
tarkastelu puolitetaan, siten ettd uudeksi tarkasteluviliksi valitaan se, jonka tiedetddn sisdltdvin
nollakohdan. Regula falsi -menetelméssd (engl. False position method) puolestaan sovitetaan
sekantti kulkemaan tarkasteluvilin pisteiden kautta, jolloin uusi tarkasteluvili miiridytyy sekan-
tin ja nollatason leikkauspisteen mukaan, siten ettd nollakohta siséltyy tarkasteluvéliin. Niitd
kahta menetelméi iteroidaan kunnes, nollakohta 10ytyy tietyn toleranssin rajoissa tai voidaan
osoittaa, ettei nollakohtaa ole. Algoritmin tarkempi kuvaaminen rajataan tutkielman ulkopuolel-
le. Tarkemman kuvauksen algoritmin kaksiulotteiseen ympiristoon soveltuvasta versiosta 10ytdd

sivulta (Catto 2013)).

5.2.4 Inkrementaalinen kontaktimoniston muodostaminen GJK

Kuten luvun 5 alussa todettiin tapahtuu kontaktimoniston muodostaminen GJK-algoritmia hyo-
dyntéden inkrementaalisesti. Télloin jokaisella kehykselld tuotetaan yksi kontaktipiste, jolloin tiy-
den kontaktimoniston muodostaminen tapahtuu useammalla kehykselld. Sen lisdksi, ettd tama
vaatii uusien kontaktipisteiden mairittelemisen, tdytyy aikaisemman maédritellyt kontaktipisteen
tarkastaa. My0Os uudet kontaktipisteet, jotka ovat liian ldhelld edellisilld kehyksilld 16ydetty;a
kontaktipisteitd, tulisi hylitid (Catto |2007). Verrattuna luvussa esitettdviin tdyden kontak-
timoniston muodostamineen, on inkrementaalinen menetelmé néistd huomattavasti yksinkertai-
sempi ja nopeampi (Gregorius 2015). Hyvien puolien ohella on menetelméilld mySs huonot puo-
lensa. Koska joka kehykselld kyetddn luomaan ainoastaan yksi kontaktipiste, ja jos ei aikaisem-

pia kontaktipisteitd ole olemassa, aiheuttaa tdimi kappaleen tormétessd fysiikan mallinnuksessa
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kappaleen kiertymisen (Gregorius 2015)).

Jotta edelld kuvattu artefakta kyetidin minimoimaan, jaetaan inkrementaalinen kontaktimoniston
muodostaminen kahteen tapaukseen: matalaan ja syvdidn kontaktiin (G. v. d. Bergen 2010; Cat-
to 2007). Matalasta kontaktista puhutaan silloin kun kappaleet eivit vield varsinaisesti leikkaa
toisiansa, mutta ovat riittdvén ldhelld, jotta voidaan kappaleiden lihimpien pisteiden avulla kon-
taktipiste luoda. Mahdollisesti néin luotu tai luodut kontaktipisteet ovat voimassa myds silloin,
kun kappaleet penetroituvat eli ovat syvéssid kontaktissa, jolloin saattavat ne vaikuttaa fysiikan
mallinuksessa ilmentyviin artefakteihin. Jotta voidaan tarkemmin kontakti tulkita joko matalaksi
tai syviksi, laajennetaan véhintdédn toista torméyskappaletta (G. v. d. Bergen 2010) tai molem-
pia tormdyskappaleita (Gregorius 2015, Catto|2007|tietylld sédteelld. Tassd tutkielmassa algoritmi
kuvaillaan siten, ettd molempia kappaleita A:ta ja B:ta laajennetaan siteilld p4 ja pp vastaavasti.
Tilld tavalla muodostetut laajennetut kappaleet voidaan kuvitella koostuvan kahdesta kappalees-
ta, laajennetusta kappaleesta, sekd siihen sisdltyvistd sisemmaéstid kappaleesta eli varsinaisesta
torméyskappaleesta. G. v. d. Bergen (2010) kédyttda nédistd nimityksid iho (engl. skin) ja luu (engl.
bone) vastaavassa jarjestyksessd. Laajennettavana sidteend voidaan esimerkiksi kdyttdd matkaa,
jonka levosta ldahteva kappale liikkuu sovelluksessa kéytettdvin painovoiman vaikutuksesta yh-

den kehyksen aikana (G. v. d. Bergen 2010).
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Algoritmi 3 GJK-algoritmi yhdistettynd kontaki pisteen muodostamiseen (G. v. d. Bergen 2010)
1: v < mielivaltainen piste A-B:sta

22 W+ {}

30 W< SA,B(—V)

4: while ||Jvg|* —vi-wi < €2 do

5: ifv-w>0and ﬁz > (pa +pp)? then > Laajennetut kappaleet eiviit leikkaa
6: return false

7 end if

8: Y« WU {wi}

9: v <— conv(Y):n ldhimpéni origoa oleva piste
10: W < pienin X C Y, missd v € conv(X)
11: w < sq_p(—V)

12: end while

13: if ||ve||* > 2 then > Vain laajennetut kappaleet leikkaavat
14: Laske lahimmit varsinaiste tormédyskappaleiden lihimmadiset pisteet p4 ja pp

15 eIl

16: PA < PA — Pan

17: PB < pB+pPpn

18: else > Kappaleet penetroituvat

19: Laske kontaktipiste penetraatiosyvyydesti
20: end if

21: return true

Matalasta kontaktista on kyse silloin kun laajennetut kappaleet leikkaavat toisiansa, mutta niiden
sisdltdvit varsinaiset tormayskappaleet eivit leikkaa toisiansa. Syvéa kontakti puolestaan on ky-
seessd, kun varsinaiset tormédyskappaleet leikkaavat toisensa. GJK-algoritmissa jako matalaan ja
syvddn kontaktiin suoritetaan vertaamalla GJK-algoritmin palauttamaa minimi etdisyyden yla-
rajan ||v||:n neliotd sallitun mittapoikkeaman &,,;:n nelioén. Mikili minimi etdisyyden yldrajan
nelio on suurempi kuin sallitun mittapoikkeaman nelio, on kyseessd matala kontakti. Muussa ta-

pauksessa on kyse syvistd kontaktista. Huomauttakoot, ettd jos ei ole tarvetta kappaleiden vélistad
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etdisyyttd madritella tarkasti, voidaan GJK-algoritmiin lisédtd lopetusehto, ettd lopetetaan iterointi
Vi Wik
[[vll
(pa+ pg)?. Pseudokoodi GJK-algroritmin ja inkrementaalisen kontaktimoniston muodostamisen

nelio laskee alle sidteiden summan nelion

heti, kun ldhimpien pisteiden etdisyyden alarajan

yhdistelmille esitetty listauksessa 3]

Syvissd kontakteissa joudutaan turvautumaan johonkin toiseen algoritmiin ( Gregorius 2015
Catto 2007), kuten luvussa[5.2.2]esitettyyn EPA:an (G. v. d. Bergen 2010)). Talloin MTD:n mé-
rittdvd vektori lisdtddn kontaktimonistoon. Matalilla kontakteilla puolestaan jatketaan varsinai-
silla tormédyskappaleilla sijaitsevien ldhimpien pisteiden p4 ja pp médrittelemiseen. Lihimpien
pisteiden p,4 ja pp maédrittelemiseksi, tdytyy simpleksin lisdksi kiytettivisti etdisyyden alialgo-
ritmista palauttaa simpleksin affiinin verhon kirkien barysentriset koordinaatit A; origoa lihim-
pénd olevalle pisteelle v, sekd molemmille kappaleille erikseen kantajafunktion s4_p(v) palaut-
tamat pisteet. T#ll6in 1ahimmit pisteet ovat py = Aja; + ...+ Azanja pp = A by + ... + A, bn. Tar-
kemmin tdmi saadaan johdettua seuraavasti. Kuten luvussa[5.1]esiteltiin, saadaan kantajafunktio
CSO:ssa muodossa s4—p(v) = s4(v) — sp(—v), jolloin kaikki simpleksin kirjet w; € W ovat vek-
toreiden a; = s4(v) ja b; = sp(—v) vektori erotuksia, jollekin suuntavektorille v (G. v. d. Bergen
2010). Ja koska piste v ilmaistaan W:n affiini kombinaationa muodossa: v = Aywy + ... + A, wy,,
niin voidaan ldhimmét pisteet muodostaa v:n ilmaisevien barysentristen koordinaattien ja kanta-
jafunktion médrddvien pisteiden avulla. Ndin muodostetut Iihimmit pisteet sijaitsevat varsinais-
ten torméyskappaleiden pinnalla, jolloin ne tiytyy siteiden p4 ja pp, sekd kontaktin normaalin

n= h avulla siirtd laajennetun kappaleiden pinnoille.
v

5.3 SAT Kkapeassa vaiheessa

Luvussa néhtiin brute-force menetelméin perustuva SAT suorakulmaiselle sdrmiolle. Moni-
mutkaisemmille monitahokkaille brute-force menetelméin perustuva SAT ei ole riittdvin nopea,
jotta sitd kyettiisiin reaaliaikaisissa sovelluksissa kdyttimadn. Alaluvussa[5.3.1]esitellddn mene-
telmd SAT:n optimoimiseksi ja alaluvussa esitellddn [5.3.2]erds tapa muodostaa tdysi kontaktimo-

nisto.
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5.3.1 Optimoitu SAT

Kuten luvussa todettiin, kasvaa testattavien sdrmé parien miird neliollisesti sdrmien luku-
madrdn mukaan. Tdlloin monimutkaisemmilla monitahokkailla sdrmi parien testaaminen vie
suurimman osan SAT:n suoritusajasta, eikd brute-force menetelmééin perustuva SAT ole riittad-
vin nopea monimutkaisemille monitahokkaille reaaliaikaiseen tormiystarkasteluun. Erdéin tavan
vihentdd testattavien sdrmi parien lukumaiirid, esitteli Migdalskiy (2010) ja Gregorius (2013)).
Tutkielmassa kyseinen optimointimenetelma esitetddn molempien ldhteiden perusteella, samalla
katsoen eroavaisuuksia ldhteissd kéytetyissd termeissd. Sdrmé parien karsinta suoritetaan hyo-
dyntden luvussa5.T|esitettyjd Gaussin kuvausta ja CSO:ta. Lukijan on hyvd huomata, etti vaikka
tutkielmassa esitellddn SAT:n optimointi tdssd luvussa, voitaisiin sitd hydodyntdd myos liuku-
hihnamallin aikaisemmissa vaiheissa, silld perustuen Gregorius (2013) suorittamiin kokeisiin,
suoriutuu optimoitu SAT jo yksinkertaisillakin kappaleille brute-force menetelméédn perustuvaa
SAT:a nopeammin. Monimutkaisemmille monitahokkaille puolestaan ero brute-force menetel-

mién on useiden kymmenten kertainen (Gregorius [2013))

Sdrmaé parien karsinta perustuu siithen havaintoon, ettd ainoastaan ne sdrmad parit tulee testata, jot-
ka CSO:n Gaussin kuvauksessa leikkaavat toisensa. Télloin sdrmi parin ristitulona laskettu vek-
tori on CSO:ssa tahkon normaali (Gregorius |2013) eli mahdollinen erottava akseli ja samoin se
on molempien sdrmien yhdensuuntaisten kantavien hypertasojen normaali (Migdalskiy 2010).
Vaikka Migdalskiy (2010) ei kéytd termid CSO tai Minkowskin erotus, tuottaa hdnen kiytté-
minsi kahden kappaleen A ja B Gaussin kuvausten G(A) ja —G(B) péillekkéin asettamisen sa-
man Gaussin kuvauksen, kuin Gregorius (2013) kdyttimi G(CSO). Kahden Gaussin kuvauksella
muodostetun kaaren leikkaavuuden médrittely voidaan jakaa kolmeen tarkastukseen. Olkoon n4
jany) kaaren G(eq ) ja npg ja np) kaaren —G(ep) péitepisteet yksikkopallolla. Lisiksi merkitddn

origoa o. Tilloin kaaret leikkaavat, jos ja vain jos:

e Pisteiden nug, n41 ja o lavitse kulkeva taso jakaa pisteet npg ja npy eri puoliavaruuksiin.
e Pisteiden npg, np| ja o lavitse kulkeva taso jakaa pisteet nyq ja ngqy eri puoliavaruuksiin.
o Kaaret G(e4) ja G(ep) eivit leikkaa toisiansa (Migdalskiy 2010) eli toisin sanoen kaarien

G(ea) ja —G(ep) tulee sijaita samassa yksikkopallon hemisféérissd (Gregorius 2013).
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Edelld mainitut ehdot tayttyvit vain ja ainoastaan kun origo sisdltyy G(A) ja G(B) paitepisteiden
muodostamaan tetdaedriin eli 3-simpleksiin (Migdalskiy 2010). Tdmé voidaan ratkaista vertai-
lemalla simpleksin kaikkien kirkien etumerkkii origon saamaan etumerkkiin suhteessa muihin
simpleksin kirkiin, kuten tehtiin luvussa[5.2.T|esitellyssd SV algoritmissa. Tosin ilman kuvitteel-
listen simpleksien ja tilavuusmuodon kisitettd, voidaan tdmai ratkaista myos kantavaa hypertasoa
kayttamalld. Eli talloin origon sisdltyvyys tetraedriin (3-simpleksi) saadaan méériteltyd muodos-
tamalla kantava hypertaso jokaiselle tetraedrin tahkolle ja tarkastamalla siséltyvitkd muut tet-
raedrin kirjet ja origo samaan puoliavaruuteen. Ndin ollen kahden Gaussin kuvauksen kaaren
leikkaavuuden médrittiminen voidaan suorittaa vain muutamaa ristitulo ja pistetulo operaatioita
kidyttden. Listauksessa ] on annettu pseudokoodi kahden Gaussin kuvauksen kaaren leikkaavuu-
den médrittelemiselle perustuen Gregorius (2013) esitykseen. Mainittakoon, ettd sama loytyy

muun muassa PhysX:ssi toteutettuna.

Algoritmi 4 Algoritmi sdrmi parin leikkaavuuden méirittelemiseksi Gaussin kuvauksessa (Gre-

gorius 2013))
1: nyo < sdrmin A alku piste

2: nyp < sdrmédn A piite piste
3: npo < sdrmin B alku piste

4: np) < sdrmén B péite piste

5: xny < ristitulo(nay,nao)

6: xnp < ristitulo(ngy,npo)

7: npoxny < pistetulo(npg,xny)
8: npixng < pistetulo(ngy,xna)
9: ngoxnp <— pistetulo(nag,xnp)

10: ng1xnp <— pistetulo(nay,xnp

11: return ngoxnyg - ngixns < 0 and nygoxng - najxng < 0 and ngoxng - najxng >0
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5.3.2 Tiyden kontaktin moniston muodostaminen SAT

Kuten luvun[5]alussa todettiin, voidaan SAT:n avulla kontaktimonisto muodostaa kokonaisuudes-
saan yhden kehyksen aikana, jolloin kéytetdédn termié tdyden kontaktimoniston muodostaminen.
Téssd luvussa tullaan kdyméiin ldpi tdyden kontaktimoniston muodostaminen perustuen artik-
kelissa (Migdalskiy 2010) esitettyyn menetelméén. Vaikka artikkelissa (Migdalskiy 2010), sekd
myo0s tissd tutkielmassa kyseinen menetelma esitelldédn SAT:n yhteydessd, ei kyseinen menetel-
mi ole sidottu SAT:en. Se soveltuu my0s muiden torméysten havaitsemisen algoritmien kans-
sa kiytettynd, silld huomatauksella, ettd menetelmé vaatii kontaktin normaalin méérittimisen ja
torméyskappaleiden viereiset ominaisuudet tulee olla nopeasti 10ydettivissi, jolloin esimerkiksi
kuviossa[|esitelty halkaistu sarmid datarakenne soveltuu hyvin kiytettdviksi. Kun kontaktin nor-
maalin méirittiminen lasketaan yhdeksi vaiheeksi, voidaan menetelmi jakaa yhteensd kolmeen

vaiheeseen:

e Kontaktin normaalin méarittiminen.
e Kontakti alueiden méairittiminen.

o Kontakti alueiden leikkaavuuden méaarittiminen.

Kontaktin normaalina voidaan kayttdd MTD:t4 tai approksimaatiota MTD:std (Migdalskiy 2010).
SAT:ta kiyttamélld voidaan kontaktin normaalina s kdyttdd kuviossa [0] esiteltyd vektoria spip.
Penetroituneille kappaleille s médirdytyy sen testattavan akselin mukaan, jolle projisoituna saa
kappaleiden vilinen penetraatiosyvyys pienimmén arvonsa (Catto 2007). Kontaktin normaalin
madrittdmisen jilkeen tulee kontakti normaalia s kohtisuorassa olevien kappaleiden A:n ja B:n
kantavilla tasoilla Py (s) ja P(—s) sijaitsevat ominaisuudet Fj(s) ja ja Fp(—s) méiritelld. Koska
usein fysiikan mallinnuksen kannalta halutaan 16ytdd mahdollisimmat laajat kontakti alueet, niin
tarkemmin pyritdin méérittelemiin kaikki kantavia tasoja vasten olevat ominaisuudet, toleranssi

kulman o¢:n rajoissa. Tarkemmin ¢ esitellddn kuviossa (17| vasemmalla ja keskella.
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Kuvio 17. Toleranssi kulma «.

Artikkelissaan Migdalskiy (2010) jakaa kontakti alueiden miirittdimisen kahteen tapaukseen: yk-
sinkertaisten monitahokkaiden, sekd monimutkaisten monitahokkaiden kontakti alueiden mé&a-
rittimiseen. Yksinkertaisemmille monitahokkaille kuten suorakulmaiselle sarmiolle, riittdd 16y-
tdd yksi mahdollisimman moniulotteinen ominaisuus, kuten tahko. Monimutkaisemmille moni-
tahokkaille tulee puolestaan 10ytdd useampi mahdollisimman moniulotteinen ominaisuus, jotta
fysiitkan mallinnus pystyy jdrkevisti mallintamaan tilanteet, joissa kappale on levossa. Yksin-
kertaisen monitahokkaan tapauksessa voidaan suoraan siirtyd kontakti alueiden leikkaavuuden
maiirittdmiseen, jos kantava ominaisuus on tahko. Jos taas kantava ominaisuus on sdrmai tai kir-
ki, pyritddn sitd laajentamaan kulman o rajoissa. Yksinkertaisille monitahokkaille voidaan laa-
jennus suorittaa brute-force menetelmilld. Tdlloin tutkitaan kantavan ominaisuuden viereisten
ominaisuuksien suuntautumista kantavaan tasoon. Jos viereiset ominaisuudet ovat kulman o ra-
joissa vasten kantavaa tasoa, lisidtddn ne kontakti ominaisuuksien joukkoon, josta muodostetaan

kontakti alue, kun kaikki edelld mainitun ehdon tdyttdvit ominaisuudet on 16ydetty.

Monimutkaisemmilla kappaleilla toleranssi kulman o rajoissa sijaitsevien ominaisuuksien 16y-
tamiseen kéytettddn apuna Gaussin kuvausta. Gaussin kuvauksessa erottava akseli s kuvantuu ja-
naksi, joka ldpdisee yksikkopallon. Kun erottavaa akselia laajennetaan toleranssi kulmalla o,
muodostuu yksikkopallolla sijaitsevan janan ympérille ympyrdn muotoinen pinta G(s@), jo-
hon sisdltyvit Gaussin kuvauksella muodostetut ominaisuudet ovat toleranssi kulman rajoissa

kantavasta tasosta (Migdalskiy 2010). Tasméillisemmin tdmé on havainnollistettu kuviossa
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oikealla. Niiden ominaisuuksien 10ytdmiseksi, jotka Gaussin kuvauksessa sisdltyvit joukkoon
G(sa):n, esittelee Migdalskiy (2010) kaksi tapaa: tdsmillisen kontakti alueen tuottaminen tulva-
taytto (engl. flood-fill) menetelméd kiyttiden, sekd approksimaation tuottaminen niytteistdimisen

(engl. sampling) avulla.

Koska tutkielmassa késitellddn reaaliaikaisia sovelluksia, on laskennallisesti kevyempi (Mig-
dalskiy 2010) néytteistiminen ndistd sopivampi vaihtoehto. Tdsmiillisestd kontakti alueen et-
simisestd kiinnostunut lukija voi lukea tarkemmin artikkelista (Migdalskiy 2010, s. 81 -85).

Niytteistimisessd G(sa):aa ndytteistetddn n kertaa sddnnollisesti eri kulmista. Esimerkiksi, jos
(e}

n on kahdeksan, niytteistetdin = 45° asteen vilein, jolloin tullaan 16ytdiméédn kaikki ne

G(so):n sisdltamit monitahokkaar? kirjet, joiden sisdkulma on maksimissaan 135° astetta (Mig-
dalskiy 2010). Itsessdidn ndytteistiminen tapahtuu yksinkertaisesti. kantajafunkt_ion avulla. Kan-
tajafunktion suuntavektorit saadaan yhtilostd: n; = n+ (u cos(@) + vsin(@))tan(a), missi
i={1,2,..,n} (Migdalskiy 2010). N4in muodostetusta n kappalgan monitahoﬁkaan kirkien jou-

kosta, tulee poistaa duplikaatit, seki toisiaan liian ldhelld olevat kirjet (Migdalskiy 2010).

Viimeisessid vaiheessa suoritetaan kahden kappaleen kontakti alueiden leikkaavuuden maédrit-
taminen. Koska kontakti alueiden méérittiminen suoritettiin ndytteistimisen avulla, tulee tdlldin
miiritelld enintdédn n kappaleesta kérkid koostuvien monikulmioiden leikkaavuus. Kahden moni-
kulmion leikkaavuuden méérittelemiseen on olemassa monia algoritmeja, joista yhden yksinker-
taisen mentelmén esittelivdat Shamos ja Hoey (1976)). Menetelméssda molemmista monikulmiosta
muodostetaan kaksi sdrmistd koostuvaa ketjua ylhiiltd alas. Tadmén jilkeen kyseiset sarmi ketjut
kdydidn iteratiivisesti ylhddltd alas suorittamalla sdrmien kirkien vélilli muodostettujen puoli-
suunnikkaiden leikkaavuus testejd. Monikulmion puolisuunnikkaan pisteet, jotka siséltyvit myos
toisen monikulmion puolisuunnikkaaseen, muodostaa yhden kontaktipisteen kontaktimonistos-

sa. Kun kaikki puolisuunnikkaat ollaan kéyty ldvitse, on tdysi kontaktimonisto valmis.
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6 Pohdinta

Tutkielman tavoitteena oli esitelld nykypéivini reaaliaikaisissa sovelluksissa kédytettyjd menetel-
mii ja algoritmeja torméystarkastelun toteuttamiseksi. Tutkielmassa esitettdviksi algoritmeiksi
valittiin kolmessa fysiikkamoottorissa, sekd yhdessid tormaystarkastelukirjastossa esiintyvien al-
goritmien perusteella niissd useimmiten esiintyvit. Esiteltdvien algoritmien ohella tutkielmassa
késiteltiin monia torméystarkastelun ja matematiikan termejd. Koska tutkielmassa kisitelty ai-
hepiiri on kuitenkin melko laaja, rajattiin tutkielmassa aihetta hieman. Tutkielman ulkopuolelle
jatettiin muun muassa jatkuvan tdrméysten havaitsemisen toteuttaminen laajassa vaiheessa, jon-
ka toteuttamiseen triviaali ratkaisu olisi laajentaa rajaavia tilavuuksien niihin liitettyjen kappalei-
den muunnosten mukaisesti. Toinen vaihtoehto olisi kdyttdd Coming ja Staadt (2000) esittelemaa
kineettistd SAP-algoritmia, jossa arvioitujen torméysten ajankohtien mukaan pyritdédn torméiyk-
set ratkaisemaan oikeassa jirjestyksessi ja oikealla ajanhetkelld. Tamin ohella tutkielmasta ra-
jattiin pois yksilolliset leikkaavuuden miirittelemisen menetelmit torméysprimitiivien vilille,

sekd GPU:lla tapahtuva tormiysten havaitseminen.

Tutkielmassa havaittiin torméystarkastelussa kiytettyjen algoritmien juurten 10ytyvin matema-
tiikasta, joista korostuu etenkin konvekseja joukkoja koskevat teoreemat ja késitteet, kuten esi-
merkiksi erottavan hypertaso teoreema ja Minkowskin summa. Lisédksi tutkielmassa esitettdvien
algoritmien pohjalta voidaan havaita torméystarkastelun olevan kohtalaisen pitkéén tutkittu osa-
alue tietokonegrafiikan historiassa. Samoin voidaan todeta vuosi kymmenten ikidisten algorit-
mien olevan edelleen suosiossa. Niistd hyvid esimerkkejd ovat alun perin vuonna 1988 esitelty
GJK-algoritmi (Gilbert, Johnson ja Keerthi [1988]), sekd vuonna 1992 esitelty Sweep-and-Prune
algoritmi (Baraff [1992). Kohtalaisen pitkédn historian lisdksi voidaan todeta torméystarkastelun
kehittyvin koko ajan ja olevan edelleen tutkimuksen kohteena. Hyvé esimerkki tistd on tutkiel-
massakin esitetty SV algoritmi (Montanari, Petrinic ja Barbieri 2017)). Tulevaisuudessa uudet
haasteet tuovat haptiset sovellukset, joissa todellisen interaktiivisuuden tunteen tuottamiseksi,
tullaan tarvitsemaan “reaalikaisissa” sovelluksissa kiytettyjd torméysten havaitsemisen algorit-

meja moninkertaisesti nopeampia menetelmié.
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