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Téamén tutkielman tarkoituksena on osoittaa, kuinka variaatiolaskentaa voidaan
hyodyntéaa etsittdessd ratkaisuja minimointiongelmiin. Tutkielmassa johdetaan yksi
variaatiolaskennan keskeisimmisté tuloksista, joka on Euler-Lagrangen yhtéls. Yhtalo
saadaan johdettua varioimalla ja tarkastelemalla minimoitavan funktionaalin sopivaa
derivaatan nollakohtaa.

Tutkielmassa tutustuaan muutamaan mekaniikan ja geometrian minimointiongel-
maan. Namé dériarvo-ongelmat sisaltavat tietyt alku- ja reuna-arvot, jotka ratkaisu-
funktion on toteutettava. Naiden ehtojen ja Euler-Lagrangen yhtélon avulla saadaan
differentiaaliyhtélo, joka voidaan ratkaista. Nopeimman radan ongelmassa ratkaisu-
funktio osoittautuu sykloidikéayriksi. Valon nopeinta reittid ratkaistessa muodostuu
x:sta riippumaton Euler-Lagrangen yhtélon muunnos, joka voidaan ratkaista differen-
tiaalilaskennan avulla. Péisté ripustettu naru muodostaa yhtélon, jossa ratkaisufunk-
tion on kahdesta edellisestd esimerkistd poiketen toteutettava reunaechtojen liséksi
vield kolmas ehto, joka saadaan narun pituudesta. Saippuakalvon esimerkissd mini-
moitava integraali onkin nyt pintaintegraali. Ratkaisufunktio voidaan etsid jélleen
Euler-Lagrangen yhtaloa kayttden. Muodostuu divergenssimuodossa oleva osittaisdif-
ferentiaaliyhtalo.

Avainsanat: Variaatiolaskenta, variaatiomuoto, minimointiongelma, &ériarvot,
Euler-Lagrangen yhtélo, brakistokroniongelma, valon nopein reitti, péista ripustet-
tu naru, saippuakalvo, minimipinta
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Johdanto

Variaatiolaskenta on apuvéline ddriarvo-ongelmien ratkaisujen etsimisessi. Voi-
daan sanoa, ettd se késittdd ldhes kaiken teorian liittyen reaaliarvoisten funktionaa-
lien minimien ja maksimien olemassaoloon ja ratkaisuun. Erityisesti geometrian ja
differentiaaliyhtéloiden seké fysiikan puolelta mekaniikan &iriarvo-ongelmien selvit-
tdmisessé se on ollut hyddyllinen tyokalu. Nykyaddn myos muun muassa elektroniikan
ja taloustieteiden alat hyodyntavit variaatiolaskennan menetelmii [6].

Téasséd tutkielmassa tarkastellaan kuinka variaatiolaskennan avulla voidaan rat-
kaista minimointiongelmia. Ensin tutkitaan, miten minimointiongelmat liittyvat osit-
taisdifferentiaaliyhtél6ihin. Tutkimme muotoa

J(u) = / o u(z), o (2))dz

olevia funktionaaleja, jossa haettua ratkaisufunktiota u(x) voidaan varioida variaa-
tioiden joukkoon V' kuuluvien funktioiden v(z) avulla. Variaatioiden u(x) + ev(z)
avulla saadaan johdettua funktionaalille J(u) ensimmaéinen variaatio, joka on esitet-
ty médritelmésséd 1.2. Variaatiomuodon taustalla on siis idea, ettd pienet muutokset
funktionaalissa eivit saa parantaa haettua minimikohtaa. Funktionaalien d#riarvo-
ongelmat voidaan ratkaista samantapaisten ehtojen avulla kuin funktioiden aériarvo-
tapaukset. Téassé tutkielmassa johdetaan funktionaaleille vilttdméaton ehto, joka rat-
kaisufunktion tulee toteuttaa, jotta se olisi funktionaalin dériarvo. Valttdméaton ehto
tunnetaan myos Euler-Lagrangen yhtdaloné ja se on esitetty lauseessa 1.3. Lauseessa
siis osoitetaan, ettd jos funktio u on funktionaalin &ériarvo, niin se toteutaa Eule-
Lagrangen yhtalon. Tama lause on yksi keskeisimmisté tuloksista ja on hyddyllinen
tyokalu tutkielman esimerkkien ratkaisemisessa. Aériarvo-ongelmille voitaisiin osoit-
taa myos toinen suunta eli valttamattoméan ehdon avulla voidaan selvittda ratkai-
sufunktio u. Tatd emme kuitenkaan todista tédsséd tyossd, mutta sithen voi tutustua
lahdekirjallisuuden avulla, esimerkiksi Juutisen luentomoniste [6].

Erilaisiin minimointiongelmiin tutustutaan siis tédssé tutkielmassa esimerkkien
avulla. Fuler-Lagrangen yhtélo sai alkunsa brakistokroniongelmasta, joka on klassi-
nen esimerkki variaatiolaskennan dériarvo-ongelmasta. Johann Bernoulli (1667-1748)
esitti nopeimman radan ongelman vuonna 1696 sen ajan matemaatikoille [1]. Ongel-
massa halutaan 10ytaé reitti, jota pitkin kappale kulkee pelkédn painovoiman ansiosta
nopeiten pisteestd A pisteeseen B. Brakistokroniongelman ratkaisivat useat tunnetut
matemaatikot kuten Leonhard Euler (1707-1783), joka oli Bernoullin oppilas. Eulerin
kehittelem& metodi ongelman ratkaisulle julkaistiin hénen teoksessaan M echanica,
1736 [3]. Myohemmin tdmé& metodi on tunnettu Euler-Lagrangen yhtaloné ja se on
perusta koko variaatiolaskennalle. Brakistokroniongelma esitetddn kappaleessa 2.1 ja
sithen liittyvét tulokset pohjautuvat Bruntin kirjaan [1] ja Nishiyaman artikkeliin [11].
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2 JOHDANTO

Téassé tyossa tutkitaan myos, kuinka Eulerin esittdmén menetelmén avulla voi-
daan madrittdd valon nopein reitti, kun valo kulkee vain yhdessd véliaineessa. Li-
siksi tutkitaan, mihin asentoon molemmista péistdén ripustettu naru asettuu. Né&-
ma& ongelmat ovat esitetty esimerkeissa 2.2 ja 2.3. Kuten brakistokroniongelmassakin,
néissd ongelmissa johdetaan ensin variaatiomuoto funktionaalille. Variaatiomuodosta
saadaan Fuler-Lagrangen yhtdlon muunnos, joka on osittaisdifferentiaaliyhtélo. Té-
mé yhtélo voidaan ratkaista differentiaalilaskennan keinoin. Viimeisené esimerkki 2.4,
jossa tutkitaan minimipintoja kédyttden apuna tyossd johdettavaa saippuakalvon yh-
taloa. Minimipinnan yhtéalo saadaan ratkaistua samalla menetelméllda kuin edellisten
esimerkkien minimointiongelmat. Kaikki tutkielmassa esitetyt esimerkit kdydasn 1api
samassa jarjestyksessi. Eli ensin johdetaan minimointiongelmalle variaatiomuoto, jos-
ta saadaan ratkaistavaksi differentiaaliyhtdlo. Naméa esimerkit on kirjoitettu Eirolan
luentomonisteen [2] pohjalta.



LUKU 1

Ensimméinen variaatio ja Euler-Lagrangen yhtilo

Variaatiolaskenta on funktionaalin dariarvojen etsimiseen erikoistunut matematii-
kan ala. Yksi sen keskeisimmisté tuloksista on Eulerin kehittelem& metodi, joka tunne-
taan nykyaan Euler-Lagrangen yhtéalona. Yhtalon taustalla on differentiaalilaskentaan
liittyvid peruskésitteitd ja -tuloksia sekéd funktion ddriarvotarkastelussa kéaytettavia
menetelmii. Euler-Lagrangen yhtéloon ja variaatiolaskentaan liittyvid taustatietoja
on koottu liitteeseen B.

1.1. Ensimmaéiinen variaatio

Ennen Euler-Lagrangen yhtéalon méérittelemistd johdetaan funktionaalin variaa-
tiomuoto. Tutkitaan funktionaalia J ja sen dériarvoja. Funktionaalin dériarvojen maé-
ritelmé menee vastaavasti kuten funktioille [ks. liite BJ:

MAARITELMA 1.1. [1, kappale 2.2] Olkoon (X, || -||) funktioavaruus ja S C X
joukko. Olkoon liséksi J : X — R funktionaali. Funktionaalilla J on lokaali maksimi
u € S, jos on olemassa € > 0 siten, ettd J(a) — J(u) < 0 kaikilla @ € S ja ||t —ul| < e.

Vastaavasti samoilla oletuksilla funktionaalille J voidaan mééritelld lokaali minimi
u € S. Télloin pétee J(u) — J(u) > 0 kaikille @ € S, joille ||t — ul| < e.

Etsimme ratkaisuja minimointiongelmiin sellaisista joukoista S, jotka muodostu-
vat tietyt ehdot toteuttavista funktioista. Tarkastellaan hieman naité joukkoja S ja
madritellddn funktionaalien variaatiomuodon muodostamiseen tarvittavat joukot V.

Joukko S siséltad funktiot @, jotka kuuluvat funktion u € S e-ympéristoon. Funk-
tiot @ voidaan esittdd myos funktioiden u ja v € X avulla.

U=1u-+ev

Madritelladn joukko V., joka koostuu sopivista funktioista v:

Ve={veX:u+eveSjalu| <1}

Maaritelmésséd 1.1 esiintyvien epéyhtéiloiden on oltava tosia myos mille tahansa
¢, joille 0 < € < e. Koska € on mielivaltainen luku, niin voidaan joukko V, sopivissa
tilanteissa korvata joukolla

V={veX:u+eeS}

Téssé tutkielmassa joukko X on useimmiten vélilla [z, z5] kaksi kertaa jatkuvas-
ti differentioituvien funktioiden joukko C?[z;,xs]. Seuraavaksi tutkitaan tarkemmin
funktionaaleja joukossa C?[zy, ).

Olkoon funktionaali J : C%[zy, x5] — R muotoa
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4 1. ENSIMMAINEN VARIAATIO JA EULER-LAGRANGEN YHTALO

(1.1) J(u) = /I2 f(x,u,u)dx.

Funktiolla f oletetaan siis olevan vdhintdén toisen kertaluvun jatkuva derivaatta.
Tutkimme variaatio-ongelmia, joille on annettu tietyt ehdot, jotka ratkaisun tulee
toteuttaa. Olkoon 31,9, € R. Ratkaisufunktion u € C?[z1, z5] tulee tiyttii siis ehdot
u(z1) = y1 ja u(xe) = yo. Lisdksi funktionaalilla J on lokaali dériarvo joukossa S
kohdassa u € S. Joukko S mééritelladn nyt seuraavasti

(1.2) S ={u € C?zy,z] : u(zy) = y1 ja u(zy) =y}

Joukko S on siis haettujen ratkaisujen joukko. Myé6s variaatioiden joukko V' voidaan
madritella:

(1.3) V = {v e C%[z1, 9] : v(z1) = v(wz) = 0}.
y
(w2,42 +¢)
S (e20)

(01,1 4 €) , l (22,12 — €)

(21,1)

(211 — o)

Kuva 1.1. Reuna-arvot ja funktion @ approksimaatio

Kuva 1.1 havainnollistaa reunaehtojen vaikutuksen ja funktion o approksimaation
funktion u avulla esitettyna.

Oletetaan, ettd funktionaalilla J on olemassa &dériarvo joukossa S. Olkoon taméa
ddriarvo u € S, joka on lokaali maksimi. (Lokaalin minimin tapauksessa voitaisiin
tehdd vastaavanlainen péaéttely médritelmén 1.1 perusteella.) Télloin mééritelmén
1.1 mukaan on olemassa ¢ > 0 siten, ettd J(a) — J(u) < 0 kaikilla ¢ € S joille
||t — u|| < e. Funktiolle @ voidaan 16yté4 approksimaatio

(1.4) u(z) = u(z) + ev(z).

Nyt saadaan funktiolle f muoto

(1.5) flx,a,0) = f(z,u+ ev,u’ + ev').

Taylorin lauseen mukaan saadaan edelleen (ks. liite B, lause B.13)
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(1.6) flx,a,4") = fz,u,u) + e(vfu(z,u,u’) + 0 fur(z,u, ') + Rigaa

Taylorin polynomi avulla voidaan arvioida mééritelmén 1.1 erotusta J(a) — J(u):

J(a) — J(u) = - [z, 4,4 )dr — /CE2 [z, u,u')dx

xr1

- /mz(f(xv u, ul) + E(Ufu($a u, u/) + U/fu/($7 u, U,/)) + Rl,xﬂl,ﬁ’ - f($7 u, u'))dx

A
€2
= E/ (Ufu<£L', u, ul) + Ulfu’ (.T, u, u/))dx + Rl,x,ﬁ,ﬂ“
1

Yhtélossé viimeisin integraali, jota merkataan nyt £J(v, u),

(1.7) &J (v, u) —/ 2(fu(x,u,u')v + fur(z,u,u' )0 dx,

1

on funktionaalin ensimmdinen variaatio.

MAARITELMA 1.2. ([1], kappale 2.2) Olkoon J : C?[x1,z5] — R funktionaali ja
S = {u € C%zy,29] : u(z1) = y1 jau(xs) = yo} joukko. Olkoon lisiksi u € S
funktionaalin J &dériarvo. Talloin funktionaalin

J(u) = /xz [z, u,u)dx

adariarvo-ongelman ratkaisulle voidaan esittdd funktionaalin ensimméinen variaatio,
joka on muotoa

(1.8) EJ(v,u) = /m(fu(x,u,u’)v(x) + fu(z,u,u' )0 (z))dx

1
ja jossa v on kuten edella.

1.2. Euler-Lagrangen yhtilo

Adriarvoja ratkottaessa tdytyy muistaa, ettd funktion on tiytettivi valttamiton
ehto f'(x) = 0, jotta 16ydetty ratkaisu voi edes olla ddriarvo. Euler-Lagrangen yht&lo
johdetaan samantapaisesta ehdosta funktionaaleille.

LAUSE 1.3. [1, lause 2.2.3] Olkoon J : C*[zy, 3] — R funktionaali muotoa

J(u) = /rz [z, u,u)dx.

Oletetaan, ettd funktiolla f on toisen kertaluvun osittaisderivaatat olemassa muut-
tujien x,u,u’ suhteen ja x1 < xo. Olkoon joukko

S ={u e C?xy, 1) s u(x1) = y1 ja u(zy) = Yo},
missd Y1,y € R. Josu € S on funktionaalin J ddariarvo, niin se toteuttaa seuraavan
yhtdlon kaikilla x € [xq, x5):
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(1.9) fulz,u,u") — dix(fu/(:p,u,u')) =0.

Lause siis sanoo, ettd ddriarvo u toteuttaa Euler-Lagrangen yhtélon. Lauseen
osoittamiseksi tarvitsemme avuksi kaksi lemmaa.

LEMMA 1.4. [1, lemma 2.2.1] Olkoon o, € R ja o < B. Tdlloin on olemassa
funktio g € C*(R) siten, etti g(x) > 0 kaikilla z € («, B). Lisdiksi g(x) = 0 kaikille
zr € R\(«a, B).

TobisTus. Méaritellddan aluksi funktio g, jolla on kaikki lemmassa mainitut omi-
naisuudet. Télldinen funktio on esimerkiksi

(z) = (z —a)’(B—2)® josa € (o)
g 0 muualla.

Osoitetaan vield, ettd funktio g(z) on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva pisteissa
r = a ja x = (. Erotusosaméaérilla saadaan ensimmaéisen kertaluvun toispuoleisille

derivaatoille

_ N3 (PR a3
g —ge) (- a)(8—a)t 0

T—o+ Tr— T—ra+ T —
o _N2(A 3
= Jim (z — a)*(5 —2)* =0

ja
i Y@ —9le) o 0-0
r—o— Tr — r—oa— T — (X

Joten ensimméisen kertaluvun derivaatta ¢’ = 0. Samalla tavalla voidaan laskea toisen
kertaluvun derivaatta.

! . / . 2 _ 9 _ B
i Y@ —g(@) 3 —a)(B-2)(B+a—21)-0
z—a+ T — T—a+ T — o
— 3 _ o 2 . _
= lim 3(z —a)(f—2)"(B+a—22)=0
ja
/ o .
lim 98 —9(@) o 0-0
T—=a— r— T—a— T —

eli ¢"(a) = 0. Samoilla perusteilla voidaan osoittaa, ettd ¢”(8) = 0. Téll6in funktion
g toinen derivaatta on

g”(:z:) _ { 6(56' — Oé)(ﬁ - 56')[(55 — 05)2 + (5 - :L')2 _ 3($ — Oé)(ﬁ — .’IJ)] jos = (Oz,ﬁ)

0 muualla.
Tasta saadaan

lim ¢"(z) = ¢"(a) =0

T—Q
ja
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lim ¢"(z) = ¢"(8) = 0,
z—f

joten selvisti funktio g on vihintadn kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva.
O

LEMMA 1.5. [1, lemma 2.2.2] Merkitiin (v, w) = f;lgv(x)w(x)dx, kun v € V.
Oletetaan, ettd (v,w) = 0 kaikilla v € V. Jos w : [x1, 23] — R on jatkuva funktio,
niin w = 0 vdlilld [xq, zs).

TobisTus. Oletetaan, ettd w # 0 jollekin ¢ € [z, z5]. Voidaan tehdd oletus, etté
w(c) > 0 ja funktion w jatkuvuuden nojalla ¢ € (z1, x5). Koska w on jatkuva suljetulla
vélilla [xq, 2], niin on olemassa luvut «, f siten, etti 77 < a < ¢ < f < g jaw(x) >0
kaikilla x € (a, 8). Edellinen lemma 1.4 sanoo, etté on olemassa funktio g € C?[xy, 23]
siten, ettd g(z) > 0 kaikilla z € (o, 8) ja g(x) = 0 kaikilla x € [z1, 5]\ (e, ). Téll6in
geVija

x2 B
(9, w) :/ g(x)w(z)dx =/ g(x)w(x)dx > 0.

T «

Tamé& on ristiriidassa lemman oletuksen, (v,w) = 0 kaikilla v € V, kanssa. Niinpé
w = 0 avoimella valilld (xq,z2) ja jatkuvuuden perusteella w = 0 suljetulla valilla
[21, 7). U

Tobistus. (Lause 1.3) Johdimme edellisessi kappaleessa funktionaalin variaatio-
muodon

EJ(v,u) = /I2 (v(z) fulz, u,u') + ' (x) fur (2, u, u'))d.

x1

Haluamme siis 16ytdaa ehdon, jonka on toteuduttava, jotta funktio u voisi olla ratkaisu
funktionaalin dédriarvo-ongelmaan. Huomataan aluksi, ettd jos v € V, niin my6s —v €
Vija &J(v,u) = —&J(—v,u). Jotta funktionaalin lokaali maksimi olisi J(u), niin
erotuksen J(@) — J(u) merkki ei saa vaihtua millekdén @ € S, jolle ||t — u|| < e.
Talloin siis pienelle €, erotuksen J(4)—J(u) etumerkin madrad ensimméisen variaation
merkki, paitsi jos {J(v,u) = 0 kaikille v € V. Taytyy siis olla, ettéd jos J(u) on lokaali
maksimi, niin kaikille v € V' pétee

T2
(1.10) EJ(v,u) = / (v(x) fulz,u, ') + 0" (x) fur (2, u,u))dx = 0
x1

Samanlainen pééttely voidaan tehdd funktionaalin minimille. Funktionaalin &&-
riarvon valttdmaton ehto 1.10 on nyt pétevd myos avaruudessa R™. Télloin tulee
muistaa, ettd ehdon

(01,9, . 0n) * (fay, fas s fo,) =0,

tulee péted kaikilla v € R™. Variaatiojoukon V' valinta voi olla hankalaa téllaisessa ti-
lanteessa. Laskemalla kuitenkin yhtaloa 1.10 auki, huomataan, etté tilanne helpottuu
hieman. Kéayttamalld osittaisintegrointia integraalin toiseen termiin, saadaan tekija
v'(z) eliminoitua yhtalosta. Lisdksi kiytetddn ehtoja v(z1) = 0 ja v(xe) = 0. Saadaan
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d

/zfu/(x,u,u')v'(:v)d:v: / fu/(m,u,u’)v(x)—/ 2%fu/(:zc,u,u'))v(:v)al:zc

z2 g .
_ _/x ) o)

1
Kun toinen termi sijoitetaan takaisin alkuperéiseen integraaliin 1.10, saadaan se
muotoon

(1.11) (v, u) = /m(fu(x7u,u/)v(x) - %(fu,(x,u, oYo(2))da

1

(1.12) = /362(fu(:p7 u,u’) — %fu,(x, u,u'))v(z)dx = 0.

x1
Tutkitaan vield funktion v vaikutusta integraalissa 1.12. Mééaritelladn seuraavaksi
funktio £ : [x1, 2] — R,

E(ZE) = fu(x7u7u,) - %(fu’(xvuau,))7

jossa miké tahansa kiinnitetty u € C?[xy, 2], on jatkuva valilla [z, zo]. Tdlldin funk-
tion F madrittavit osittaisderivaatat kiinnitetylla funktiolla u ovat méaériteltyja pis-
teessd (x,u(x),u (x)). Tutkittava integraali voidaan kirjoittaa nyt muodossa

(1.13) (v, E) = /902 v(z)E(z)dz = 0.

1
Lemman 1.5 nojalla E(x) = 0 eli saatiin osoitettua, ettd funktio u on funktionaalin
adriarvo, kun se toteuttaa Euler-Lagrangen yhtalon

Ju(z,u,u’) — di;(fu/(x,u,u')) = 0.

Euler-Lagrangen yhtalo sisdltdd reunaehdot u(xy) = y; ja u(xe) = ys.

HuomAauTUS 1.6. Ratkaisufunktiota u selvitettdessé on siis vélttaméattoméan eh-
don (Lause 1.3) toteuduttava. Téssé tyossd piddmme yleisend oletuksena, ettd Euler-
Lagrangen yhtélostd seuraa ratkaisufunktio u. Osoitus toiseen suuntaan 10ytyy esi-
merkiksi Juutisen luentomonisteesta [6].



LUKU 2
Esimerkkeja

2.1. Nopeimman radan ongelma (Brakistokroniongelma)

2.1.1. Mallin johtaminen. [11] Brakistokroniongelmassa ldhtokohtana on loy-
taa reitti, jossa kappale kulkee nopeiten pisteestd A pisteeseen B. Kuva 2.1.1 esittda
eri ratkaisuvaihtoehtoja nopeimman radan ongelmaan. Kappaleen kulkeman reitin
kéyraa ei tiedeté, joten on loydettdava jokin keino, miten ratkaista ongelma. Merka-
taan téssd vaiheessa nopeimman radan kdyrdad funktiolla u(z). Funktio u siis kertoo
siis korkeuden, jossa kappale on kohdassa x.

Kuva 2.1. Reitti b on ratkaisu nopeimman radan ongelmaan

Merkataan kappaleen liikkeeseen kulunutta aikaa 7T:n avulla. Kun kappale kulkee
matkan z, voidaan matkaan kulunut aika laskea seuraavan lausekkeen avulla

(2.1) / H d:c—/ \/1227

Johdetaan seuraavaksi lauseke (2.1): Kun kappale on ldhtopisteessid A, voidaan
ajanhetked siind pisteessd merkata ¢ 4:n avulla. Samalla tavoin pisteessd B ajanhetked
tg:lld. Kun kappale kulkee matkan pisteestid A pisteeseen B, voimme laskea liikkeen
kestoa, T', integraalin avulla:

tp
(2.2) T = / dt.
ta

9
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Integroimismuuttujaa dt voidaan kirjoittaa auki muuttujien = ja u avulla. Liséksi
apuna tarvitaan Pythagoraan lausetta seka fysiikan puolelta kappaleen mekaniikkaan
liittyvid tunnettuja yhtéloita. Kappaleen kulkema matka voidaan laskea, kun huoma-
taan Pythagoraan lauseen avulla, ettd

[ 2
(2.3) ds = Vdx? +du? = |1+ (Z—u) dz.
x

Mekaniikassa kappaleen nopeus, v, voidaan ilmaista kuljetun matkan, s, ja siihen
kidytetyn ajan, ¢, avulla. Toisaalta nopeus voidaan ilmaista myos kuljetun matkan
aikaderivaattana eli

ds

24 V= —.

(2.4) g

Nopeuden yhtilo saadaan ketjusdannélla muotoon, jota on helpompi hyodyntad
mydhemmin:

2

o5 ooty

dt dzxdt dz ) dt

Kappaleen nopeuden laskemiseen voidaan myos hyodyntédéd energianséilymislakia

[8]. Kun kappale on ldhtopisteessi A, on silli pelkistdin potentiaalienergiaa. Kuljet-

taessa pisteestd A pisteeseen B kappaleen potentiaalienergia muuttuu liike-energiaksi

ja pisteessd B kappaleella on pelkkéé litke-energiaa. (Oletetaan, ettd pisteen B kor-
keus on valittu nollatasoksi.) Energiansiilymislain nojalla saamme yhtalon

1
(2.6) mgu = émv2.

Téasséd yhtélossd u on kappaleen sijainti nollatasoon ndhden, m on kappaleen massa
ja g maan putoamiskiihtyvyys. Yhtélostd (2.6) voidaan laskea nopeudelle v myos
toisenlainen lauseke

(2.7) v = /2gu.

Kayttamaélla edelld annettuja yhtéloita ja sijoittamalla ne lausekkeeseen (2.2) saa-

daan:
B dt ds
dt =
/ / ds dx

Edelliseen yht#loon sijoitetaan yhtalosta (2.4) saatu % = % ja yhtélosta (2.3)

ds — 1+ (2—;)2. Kun vield sijoitetaan yhtélosta (2.7) saatu kaava nopeudelle ja

dx
du

merkataan v’ = 2%, niin saadaan haettu malli (2.1)
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/ 14 u’2
2gu
Ratkaisua u : [z1,22] — R rajoittaa kappaleen kulkeman reitin lahté-ja péé-

tepisteet. Eli ratkaisulle u saadaan reuna-arvot u(z;) = y; ja u(zy) = yo. Télloin
ratkaisufunktio « kuuluu siis joukkoon

(2.8) S ={u € C?zy,z] : u(zy) = y1 ja u(zy) = y2}.

2.1.2. Mallin ratkaiseminen Euler-Lagrangen yhtdlén avulla. Nopeim-
man radan ongelmassa saadaan siis integraali, joka ei riipu muuttujasta z. Tallai-
sille funktionaaleille 16ytyy Euler-Lagrangen yhtdlon muunnos, jonka avulla ratkaisu
on helpompi 16ytéa.

LAUSE 2.1. [1, lause 2.5.1] Olkoon J : C?[xy,x5] — R funktionaali, joka on
muotoa

(2.9) () = / TR

Olkoon lisiksi H muotoa

(2.10) H(u,u') =u'fu — f.
H on vakio kaikilla funktionaalin J ddriarvoilla u € C?[xq, x3).

TopisTus. Oletetaan, ettéd u on funktionaalin J(u) jokin #iriarvo. Asriarvokoh-
dassa funktion derivaatta on nolla, joten nyt tulisi olla %H (u,u’) = 0. Nyt

d N Do

i
d
= u/fu’ + %fu’ - (ufu +u//fu’)
L d
ZU'(%fu’ _fu)

Sulkujen sisélle jadva yhtélo on saa arvon nolla Euler-Lagrangen yhtélon (1.9) nojalla,
silld oletimme funktion u olevan dériarvo. Saadaan siis
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%H(u,u') =u-0
%H(u,u') =0,

miké tarkoittaa, ettd H(u,u’) on vakio, kun u on aériarvo.

Nopeimman radan ongelmassa minimoitava integraali on muotoa

x 1 12
/ +u iz,
0 2gu
joten funktio f on
1+ u?
2.11 N = .
(211) flaaw) =[5

Funktionaaleille, jotka vastaavat muotoa (2.11) olevia funktioita, voidaan 16ytaa rat-
kaisu lauseen 2.1 avulla. Sijoitetaan funktio f yht&loon (2.10) ja merkataan saatavaa
vakiota kirjaimella c. Sijoituksesta saadaan

1—u? | ( u ) 1
— — U = =C
2gu 2gu(1 + u’?) V2gu(1 + u?)
Kun molemmat puolet korotetaan nelioon ja jarjestimélla muuttujat v ja o’ sa-
malle puolelle ja vakiot g ja c toiselle puolelle, saadaan

1 2

2gu(1 + u'?)
2y —

LAUSE 2.2. Olkoon S C C?|xy, 5] joukko. Olkoon lisiksi uw € S funktionaalin
J : C?[xy, 25] — R minimoiva ddriarvo, missd

T2 2
J(u):/ \/1—{—“ d.
T U

Tdlloin funktio u : [x1,z5] — R toteuttaa yhtilon

(2.13) u(l+u?) =c,

missd ¢ on jokin vakio. Yhtdlon ratkaisut voidaan esittdd parametrimuodossa
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(2.14) z(0) = g(@ —sinf)
(2.15) u(f) = §<1 — cosb),
joissa 0 € [0,2n] ja k = .

Ennen lauseen todistamista mééaritellaan sykloidikayra.

MAARITELMA 2.3. [11, kappale 6] Olkoon 6 € [0, 27r] ympyrén vaihekulma. T&ll6in
sykloidikayré voidaan esittdd parametrimuodossa

(2.16) z(0) = r(0 —sin0)
(2.17) y(0) = r(1 — cosb).

Sykloidin yht&lo voidaan esittdd myos differentiaalimuodossa, jolloin

dy\*  (dy/d6)? 2r —
(2.18) dy\©_ \dy/dO) _2r—y
dx (dz/db)? Y
Kuva 2.1.2 esittda sykloidikdyrdan muodostumista. Kayrd syntyy, kun r-sidteinen
ympyré liikkkuu tasaisella alustalla. Ympyréan kehélle kiinnitetyn pisteen liikerata muo-
dostaa ympyréan liikkuessa sykloidikayrén.

Kuva 2.2. Sykloidikédyrdn muodostuminen

Nyt voimme todistaa lauseen 2.2.

TobisTtus. Todistetaan lauseen viite kdyttamélla apuna nopeimman radan on-
gelmaa, jossa vakiota voidaan merkata 29% =: 2A. Tama vakion valinta tullaan perus-
telemaan myohemmin, kun ratkaistaan y:n derivaattaa. Jarjestimalla yhtaloa (2.12)
uudelleen ja sijoittamalla vakio 2A, voidaan yhtalosta ratkaista u':

24 —
(2.19) =/ y
Uu

Differentiaaliyhtélon (2.19) avulla on helppo méérittaa v vilille
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(2.20) 2A > u > 0.

Nopeimman radan selvittdmistd varten valittiin alussa kappaleen ldhtokohdaksi
piste A ja padtekohdaksi piste B. Ratkaisu saadaan yhdistettyd nopeimman radan
ongelmassa asetettuihin ehtoihin, kun valitaan vakio uudelleen. Kun tulkitaan kap-
paleen kulkema reitti sykloidikdyréané, niin kappaleen ldhtopisteessd u = 0 ja 6 = 0.
Sykloidikédyrian parametrimuodosta (2.17) saadaan ratkaisulle v muoto

2.21 u=A— Acosb.
(2.21)

Saadaan
(2.22) du = Asin 6d6.

Palataan takaisin differentiaaliyhtéloon (2.19). Samoin merkinnéin, saadaan yh-
talo esitettyd myos parametrimuodossa:

, [2A —u
u =
u

B \/QA— (A— Acosf)
N A — Acosf

B A+ Acos0
VA — Acos6’

Neligjuuren sisélla tehtdva vihennyslasku 2A — (A — Acos @) perustelee nyt vakion
2A valinnan.

Trigonometriassa on olemassa kaksinkertaisten kulmien muunnos, jota voidaan
kiyttdd myos kulmaan 6. Ensimmaéisend saadaan yhtélostéa (2.22):

0 . 0
(2.23) du = 2A cos 3 sin §d9.

Lisiksi v/ voidaan esittdd nyt muodossa

2 0
COs COS 5
(2.24) v =\—7=—%.

S 5 Sl 5

N[

Yhtéloiden (2.24) ja (2.23) avulla voidaan osoittaa yhteys muuttujan x ja kulman
6 valilla. Sitd ennen on kuitenkin ratkaistava du yhtalosté (2.24):

0
COS 5 g
sin ¢
2

(2.25) du =

x.

Nyt yhdistamalld yhtélot (2.23) ja (2.25) saadaan ratkaistua dz:
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0

0 0 cos 2
2A cos —sin —df = — gdiL'
2 2 sin 5

0
2 A sin? §d9 = dz.

1—cos(6)

5 hiin saadaan

Kun kéytetddan puolikkaiden kulmien laskusédantoa sin (g) =+

(2.26) dx = A — Acosfdb.

Integroimalla molemmat puolet, voidaan viela ratkaista x:

(2.27) z(0) = A(0 —sind) + D, D = vakio.

Vakio D saa arvon nolla, silld lahtopisteessd myos z = 0 ja ldhtokulma 6 = 0.
Euler-Lagrangen yhtélolle saatiin parametrimuotoiset ratkaistut

(2.28) x(f) = A(f — sin0)
(2.29) u(f) = A(1 — cosb).

Koska merkkaamamme 2A on vakio, voidaan se kirjoittaa merkinnédn 2A = k avulla,
jolloin A = g Nyt saadut parametrimuotoiset ratkaisut (2.28) ja (2.29) palautuvat
lauseessa esitetyiksi ratkaisuiksi

(2.30) z(0) = g(@ — sinf)

(2.31) u(f) = g(l — cosb).
U

Sykloidi voidaan esittdd myos differentiaalimuodossa (2.18), joka vastaa yhté-
164 (2.19). Koska dériarvo-ongelmien ratkaisun tdytyy toteuttaa differentiaaliyhté-
16,sykloidi on ratkaisu nopeimman radan minimointiongelmaan. Kun kappale laite-
taan liikkeelle pisteestd A ja annetaan sen vapaasti liukua, niin se saavuttaa pédte-
pisteen nopeiten liikkumalla sykloidikdyrdn muotoista rataa pitkin.

Edelli siis osoitettiin, ettd minimoijafunktio u, joka oli nyt sykloidikayré, totetut-
taa Euler-Lagrangen yhtdlon. Ongelman ratkaisufunktio johdettiin kuitenkin oletuk-
sella, ettd Euler-Lagrangen yhtélosta saadaan ratkaistua minimoijafunktio u. Taté ei
kuitenkaan téssé tyossa todisteta, mutta osoitus toiseen suuntaan 16ytyy ldhdekirjal-
lisuudesta [6].

2.2. Valon nopein reitti

Fermat'n periaatteen mukaan valo pyrkii aina kulkemaan sellaista reittia pitkin,
johon kulutettu aika on mahdollisimman lyhyt. Valon nopeus on tunnetusti vakio,

mutta voimme myos merkata valon nopeutta pisteessi (a,b) a:n ja b funktiona
c(a,b).
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Kuva 2.3. Valon kulkiessa pisteestd P pisteeseen () mahdollisia kul-
kureittejd kuvataan funktiolla u(z).

Siirrytddn tutkimaan reittid, jota pitkin valo kulkee pisteestda P = (x1,31) pis-
teeseen Q = (x2,1,). Koska mahdollisia reitteja on monta, merkataan niitd yleisesti
funktiolla u : [z1,x5] — R. Funktion u tulee tdyttdd seuraavat reunaehdot, jotta se
voisi olla ratkaisu nopeimman reitin ongelmaan:

(2.32) u(r1) =y
(2.33) u(w2) = yo.

Valo kulkee matkan ds = /1 + v/(z)?dz. Matkaan kulutetun ajan differentiaali

saadaan yhtélosta dt = ds . T&lloin siis

1+ u/(z)?
c(z, u(z))

Koko matkaan kulunut aika saadaan néin ollen integroimalla yht#lo (2.34):

(2.35) / A RiCn +“

(2.34) dt = dzx.

Minimoimalla yhtélo (2.35) saadaan reitti, jota pitkin valo kulkee [2, esimerkki
16.1]. Minimointiongelma voidaan ratkaista jilleen variaatiomuotoa kéyttéden kuten
kappaleessa 2.1 nopeimman radan ongelman kanssa.

Integroitava funktionaali on nyt muotoa

1 4 u/(x)%dx

(2.36) flz,u,u') = (o u(@))

Minimoitava integraali on siis

(2.37) J(u) = / (@), o (2))de

ehdoilla u(z1) = y1 ja u(x2) = yo.
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LAUSE 2.4. Olkoon u € C?*[xy, 15| funktio. Oletetaan, etti funktio uw minimos
funktionaalin J, joka on muotoa

v/ 72
J(u) = / idw.
1 U

Lisdiksi funktio u toteuttaa reunaehdot u(xy) = yy ja u(xa) = yo. Tdlloin ratkaisu-
funktio u toteuttaa Fuler-Lagrangen yhtdlon

d u
2.38 Vi+v?2— ——— | =0
( ) d$<v1+u’2u)

ToDISTUS. Lause 1.3 antaa valttamattoméan ehdon aariarvoratkaisun olemassao-
lolle

d d
f“(x7u’u/) - _(fu’(x7u7u/)) = fu— %fu’ =0.

dx
14u/?

Kun asetetaan fm paikalle funktio f(x,u,u') = ¥==, niin saamme valttdmit-
toméan ehdon muotoon

() ()

Laskemalla osittaisderivaatat auki saadaan haettu yhtélo

d u’
Vitwr - 2 (L) =g
o dz (\/1 —|—u’2u)

Valon nopeimman reitille Euler-Lagrangen yhtilo on siis muotoa [2]

(2.39) cu(x,u)m d ( v ) =0

cle,u)?  dr \ T+ (u)2e(z, u)

Téasséd muodossa oleva differentiaaliyhtélé voidaan ratkaista tavallisen differenti-
aaliyhtoldn reuna-arvotehtéivin muodossa vain, jos f on riittdvin siled ja u € C?. Yh-
taloda (2.39) derivoimalla ja sieventdmilld saadaan se siis muotoa G(z,u,u’,u”) =0
olevaksi differentiaaliyhtiloksi reuna-ehdoilla u(a) = A ja u(b) = B.

! *MC T, ulxr U/I—C I, u\x
(2.40) () = S e u(@)l () = el u(a)).

Jos valonnopeus on vakio eli valo kulkee vain yhdessé viliaineessa niin télloin v”(z) =
0. T&lloin valon nopein reitti olisi suora, mikad on ratkaisuna jarkeva.

Esimerkissa todistettiin lause 2.4, joka osoittaa, ettd minimoijafunktio u toteuttaa
Euler-Lagrangen yhtdlon muunnoksen. Minimointiongelman ratkaisua varten kuiten-
kin oletetaan myos toinen suunta: jos Euler-Lagrangen yhtélo toteutuu, niin voidaan
ratkaista minimoijafunktio w.
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2.3. Paiista ripustettu naru

Tutkitaan seuraavaksi narua, joka on kiinnitetty molemmista péistéédn ja saa muu-
ten roikkua vapaasti. Narun pituus on vakio L. Kun naruun ei kohdistu muita ulko-
puolisia voimia kuin maan vetovoima @, asettuu se vapaasti asentoon, jota voidaan
kuvata funktiolla u(z),z € [0, ¢]. Narulle voidaan laskea potentiaalienergia pisteessé
x. Fysiikasta tuttujen yhtéloiden avulla kappaleen potentiaalienergia voidaan laskea,
kun tiedetdédn kappaleen massa m ja korkeus h, jossa kappale on nollatasoon néh-
den. Narulle saadaan massa, kun tiedetddn narun tiheys p seké narun patkén pituus

ds = /1 + u/(z)?dx. Téll6in

Kuva 2.4. Péistddn ripustettu naru asettuu asentoon, jota voidaan
kuvata funktiolla u(z).

(2.41) m = pV = py/1+ v (x)%dz.

Kappaleen eli tdssd tapauksessa narun pétkéan korkeus nollatasoon ndhden on
u(x). Joten potentiaalienergialle saadaan yhtélo

(2.42) E, = mgh = gpu(z)/1 + v/ (z)%dz.
Fysiikan lakien mukaan kappale pyrkii minimoimaan energian, eli naru asettuu
muotoon, jossa potentiaalienergia on pienin. Minimoitava integraali on nyt siis

(2.43) /Oc u(z)y/1+ v (x)%de.

Ehtoina minimoitavalle integraalille (2.43) on u(0) = y; ja u(c) = y. Lisdksi
narun pituudesta saamme vield, etté [ /1 + v/(2)?dz = L. Namé kolme ehtoa tulee
siis ottaa huomioon ratkaisufunktiota u etsittéessé.

Esimerkissa kaytettavit alkuarvot voidaan esittdd myos yleisessd muodossa:

u(a) = A,u(b) = B ja/ n(z,u(x),u'(x))de = C.

Paisté ripustetun narun tapauksessa on siis n(z, u(z), v (z)) = /1 + v/(x)2. Seuraava
lause kertoo kuinka muotoa (2.43) oleville integraaleille voidaan 16ytda
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ratkaisufunktio v Euler-Lagrangen yhtélon avulla ottaen huomioon annetut alkuar-
vot.

LAUSE 2.5. [2, esimerkki 16.4] Olkoon u : C?[xy, 23] — R funktio, joka minimos
funktionaalin

Z2
(2.44) J(u) = / u(z)y/1+w(x)?de
71
alkuarvoilla u(a) = A,u(b) = B ja f; n(x,u(x), v (x))dx = C.
Talloin se toteuttaa yhtdilon

d d
n_ % "N _ n_%., /
(2.45) fulz,u,u’) dxf“ (z,u,u') = Nny(z,u,u) dxm (x,u,u)],

jossa A € R, funktio f(z,u,u’) = u(x)\/1+ v (x)? jan kuten edelld.

Tobistus. Integraalia fab n(x,u, v )dx voidaan kutsua myos rajoitusintegraaliksi,
silld se antaa my6s ehdon ratkaisulle u. Funktioista f ja 1 on oletettava, ettd ne ovat
riittiavin sileitéd eli tissd tapauksessa vihintdin C2-funktioita.

Jalleen médaritellddn variaatioavaruus V:

V = {v € C'a,b]|v(a) = 0,v(b) = 0}

Minimointiongelmia ratkottaessa ratkaisufunktion u on toteutettava Euler-Lagrangen
yhtalo

d
fu(x7u7u/> - %fu’(xauau/) =0

tai kuten Euler-Lagrangen yhtdlon todistuksessa sivulla 8 kavi ilmi

dx

Paista ripustetun narun tapauksessa on liséksi vield otettava kolmas alkuehto
huomioon. Rajoitusintegraalin arvo on oltava vakio eli sen derivaatta on nolla. Ta&ma
tarkoittaa sitd, ettd ehto (2.46) toteutuu vain niilla vektoreilla v € V| joille

(2.46) / (Fu 1) — L Fo () )o(2))da = 0.

b
o n(z,u+ ev,u' + ev')dx = 0.
€ a

Integraali (2.47) voidaan integroida osittain, jolloin kaikille mahdollisille variaa-
tiosuunnille v pétee pisteessi € = 0

(2.47)

b
d
(2.48) / [Nz, u,u") — %nu/(a:, u, u')vdz = 0.

Kayttamalla samaa esitystapaa kuin lemmassa 1.5 valttaméattomalle ehdolle, saa-
daan se muotoon
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(2.49) {(q(f),v) = 0 kaikilla v € V, joilla (n(f),v) = 0.

Téssé q(f)(z) = fu(z,u(z),v'(z)) — L fu(z,u(z),v'(z)). Vilttimittomaton ehto
(2.49) voidaan siis kirjoittaa my6s muodossa

d d
n_% n_ n_%. /
(2.50) Julz,u,u) dxfu (x,u,u') = Nny(z,u,u) dx"“ (x,u,u)],

jossa A € R. O

Paista ripustetun narun ongelmalle saadaan néin ollen vélttdméattoméan ehdon
muotoon

dx \ /1 + u'? N V1+u?

joka siis on Euler-Lagrangen yhtdlon muunnos [2]. Edelleen derivoimalla

m_i<“_“') _ (L)

(2.51) (u+Nu" =1+u”

Yhtalosta (2.51) saadaan selvitettyéd funktio u ratkaisemalla toisen kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtalo.

Paista ripustetun narun ongelma voidaan myos ratkaista yksinkertaistamalla in-
tegroitavaa differentiaaliyhtilod. Téssd kiytetddn samaa lausetta kuin nopeimman
radan ongelmassa eli lausetta 2.1. Lause sanoo, ettéd funktio

(2.52) H(u,w')=u'fu—f
on vakiofunktio, jos v minimoi funktionaalin J(u).

LAUSE 2.6. [1, kappale 2.3.3] Olkoon u € C?[xy, x5] funktio, joka minimoi muotoa

z2
(2.53) J(u) = / uv 1+ u?dx
olevan funktionaalin. Tdlloin se toteuttaa yhtdlon

2
u 2
(2.54) T2

missd ¢ on jokin vakio.

TobpisTus. Yhtils (2.54) saadaan, kun sijoitetaan f(x,u,u') = uv/1 + u2. Téll6in
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H(u,u') = ufy(z,u,u') — flz,u,u)
— u’—UU/ —uVv1+u?
V14 u?
1 2

h V14 u? (v

U
= - = C

V1+u?
Jos ¢ = 0, niin selvésti ainoa ratkaisu yhtélolle on u = 0. Oletetaan, ettd ¢ # 0.
Ratkaistaan yhtalostd (2.54) u':

—u — uu'?)

u2
[
(2.55) =g 1.
Koska v = Z—;, niin integroimalla edellinen yhtalo saadaan
du u~+Vu? —c?
r= | —==clog| ——— | +d.
u? C
Ca

Vakio d on integroimisvakio. Ratkaistaan yhtélosta u, silla haluamme osoittaa, ettd u
toteuttaa yhtélon (2.54). Siirretddn vakio toiselle puolelle ja jaetaan c:lld. Logaritmi
saadaan eliminoitua eksponenttifunktion avulla.

x_d—log (u—l—\/u?—c?)
c

C

e—a U+ VUL —C2

Se e =

C

(2.56) ST =ut+Vii— .

Lisaksi

z—d C2

(2.57) ceT e = ——————.
u—+ \/y? — 2

Kun yhdistetddn yhtélot (2.56) ja (2.57) saadaan ratkaistua wu:

2
c
= 2u.

u+VuE— &

z—d

c(e%d —I—e_T):qu y2—c+

Téstd saadaan ratkaisufunktioksi u(x)

T —d

).

Néin 1oydettiin funktionaalin minimoiva funktio u(z), joka toteuttaa yhtélon (2.54).
U

u(z) = ccosh (
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Asettamalla  edelld  johdettu  ratkaisufunktio u(x) funktionaaliin
J(u) = [y u(z)y/1+ v (2x)%dz ja laskemalla integraali, saadaan tulokseksi potenti-
aalienergian minimi. Funktio u on siis kdyrd, jonka mukaisesti naru asettuu potenti-
aalienergian ollessa minimissé.

Kuten edellisissa esimerkeissé, péistd ripustetun narun esimerkissé osoitettiin jél-
leen, etté ratkaisufunktio u toteuttaa Euler-Lagrangen yhtélon. Ratkaisua varten ole-
tettiin, ettd myos toinen suunta toteutuu.

2.4. Saippuakalvon yhtilo

Tutkitaan vield yhtd minimointiongelmaa. Nyt minioitava integraali onkin mini-
mipinta. Yksinkertainen esimerkki on saippuakalvo, joka muodostuu umpinaisen rau-
talangan sisdédn. Kalvo pyrkii tilaan, jossa sen pinta-ala olisi mahdollisimman pieni.

Oletetaan, ettd rautalanka on tason Q € R? ylipuolella. Rautalangan projektio
pinnalle R? on tason € reuna 9. Eli jos tason reuna on 052, niin korkeutta, jossa
rautalanka on pisteessd z € 02, voidaan merkata funktiolla h(z). Liséksi, jos piste
x € /08, niin kalvon korkeutta téssé pisteessd merkataan funktiolla u(z). Koska nyt
halutaan minimoida kalvon pinta-alaa, niin on sillekin 16ydettdava funktio. Kyseessé
on nyt C*-funktion v : Q — R graafipinta eli

Gu = {(z,u(z)) e R®: z € Q}.

h(x)

Kuva 2.5. Saippuakalvon korkeus reunalla z € 92 on h(x) ja kohdassa
x € Q/0Q on u(x).

Seuraavien médritelmien avulla saadaan graafipinnalle pinta-ala seké integraali yli
graafipinnan.

MAARITELMA 2.7. [15, mééritelmé 7.2] Olkoon vektori o;(x) C*-kuvaus, ¢ : U —
R3 ja U C R? avoin joukko. Kuvaus ¢ on alkeispinnan S parametriesitys. Avaruuden
R3 sileéin alkeispinnan S = ¢(U) parametriesityksen suurennussuhde pisteessi x € U
on

|[01p() x Daip()]],
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jossa normi on mééritelmén B.2 mukainen ja X on ristitulo. Vektori 0;p(z) X Oyp(x) =
(—01y(z), —Ory(z), 1) on pinnan normaalivektori.

MAARITELMA 2.8. [15] Olkoon S = ¢(U) avaruuden R? silei kaksiulotteinen
alkeispinta. Joukon 7' = ¢(Q2) C 5,2 C U pinta-ala on

(2.58) A(T) = / 9r0(2) X Do) |do.

Funktion f :7T — R pintaintegraali yli osan T on

(2.59) / fds = / F(e(@)|0n0(@) x o).

Nyt pinta S on graafipinta eli § = G. Talloin

101p(x) x Dap(@)]] = /1 + (01f (2))? + (02 (2))?

ja mééritelmén 2.8 joukon 7' = () C S = Gy pinta-ala saadaan muotoon

(2.60) A(T) = / VIt @ @)? T (0:] ().

Pinta-alan yhtélossa esiintyville differentiaaleille voidaan kayttaa merkintad

(2.61) IDf@)F =) @if(@)* =) (g_i) :

i=1 i=1
Jos tasosta {2 otetaan pinta-ala-alkio dx, niin sen ylédpuolella olevan kalvon osan pinta-
ala on maaritelmén 2.8 mukaan /1 + ||Du||?dz. Kun kéydéén kaikki tason 2 pinta-
alkiot 1dpi saadaan kalvolle pinta-ala

(2.62) Au) = /Q V1+||Du(x)||?dx,

joka on nyt siis haettu minimoitava integraali. Reunaehtoina minimoitavalle integraa-
lille on

u(z) = h(z), kun x € 09Q.

Ylldolevaa minimointiongelmaa annetuilla ehdoilla voidaan ldhteéd ratkaisemaan
samaan tapaan kuin aikaisempiakin minimointitehtavia.
Maééritelldén variaatioavaruus V':

(2.63) V={vel(QUoN|u(z) =0,z € N},
jossa v € V. Variaatiomuoto saadaan kuten edellisissédkin esimerkeissas:
Funktionaalilla

J(u+ev) = /Qf(x, u(z) + ev(x), Du(z) + eDv(z))dx
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on oltava minimi kohdassa € = 0. Derivoidaan funktionaalia J(u + €ev) epsilonin suh-
teen ja asetetaan € = 0. Derivaatan tulee olla nolla, silld haemme funktionaalin mini-
mid. Saadaan

dJ(u+ ev)

(2.64) o

_ /(fuv Y fou - Do)z =0,
Q

jossa voidaan tulkita, ettd fp, on pystyvektori.
Seuraavaa lemmaa voidaan kdayttad yhtdlon (2.64) integraalin toiseen termiin.

LEMMA 2.9. [2, lemma 16.2] Olkoon € € R? joukko. Olkoon v funktio, jolle pitee
v € CHQ). Olkoon lisiksi w € CH(Q,R?). Tdllsin funktioille v, w pdtee

/w-Dvdx:—/vD-wdx+/ vw - ndo,
Q Q o0

missd D- on divergenssi ja n on pinnasta ulospdin osoittava yksikkonormaal.

TobisTus. Lemma voidaan osoittaa todeksi Gaussin divergenssilauseen avulla.
Lause sanoo

(2.65) /D - Fdr = / F - ndo.
Q o0

Asetetaan funktio F'(z) = v(x)w(x), jolloin
/ D - (vw)dx = / vw - ndo.
Q G)
Divergenssi tulofunktiosta v(x)w(z) on

D (vw) =vD -w+w- Dv.

Yhdistdmalla tamé yhtélon (2.65) kanssa saadaan

/D~vwdx:/ vw - ndo
Q a0

(:)/ (vD-w+w-Dv)dx:/ vw - ndo
Q By)

@/w-Dvdx:—/vD'wd:c+/ vw - ndo.
Q Q By

HuomauTUus 2.10.

(1) Divergenssid merkitéén jatkossa merkinnalla

i=1
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(2) Yhtélo on divergenssimuodossa, jos differentiaaliyhtélon korkeimman kerta-
luvun termi voidaan kirjoittaa muodossa [12]

div(f(z,u, Du)).

Kayttaméalla lemmaa 2.9 integraaliin (2.64) toiseen termiin saadaan

w - Dv)dr = — di w)d w - ndo.
/Q(fD v)dx /Qvlv(fD)x—l—/ Vfpu - ndo

09
Asettamalla tamé lauseke alkuperéiseen yhtdloon (2.64), saadaan

(2.66) /Q(fu — div(fpu))vdr + / vfpy - ndo =0

o0

kaikilla v € V. Integraali yli reunan 92 on nolla, silld v havidd mentéessa joukon
Q2 reunalle. Télloin siis

(2.67) /Q(fu — div(fpu))vdz = 0.

Nyt saadaan Euler-Lagrangen yhtalo saippuakalvolle kayttaméalld apuna lemmaa 1.5

(2.68) fu—div(fp.) = 0.

Saippuakalvon esimerkissd minimoitava funktionaali on muotoa

/Qf(ﬁa u(z), Du(x))dr = /Q V14 ||Du(x)|]2de.

Seuraava lause toteaa, ettd ratkaisufunktio u toteuttaa minimipinnan yhtalon:

LAUSE 2.11. [2] Olkoon Q2 C R? ja funktio u :  — R. Oletetaan, etti funktio u
minimoi funktionaalin, joka on muotoa

J(u) = /Q V14 ||Du(x)]||?.

Tdlloin u toteuttaa minimipinnan yhtdalon

_ Du(x) B
(2.69) dlv( — |’Du<x)|’2) =0

TopisTus. Olkoon v € C1(QUAN). Saippuakalvon pinta-alalle voidaan etsi vari-
aation avulla derivaatan nollakohtia, joissa lauseen B.18 mukaan on funktion &ériarvo.
Variaatio saadaan funktion v avulla.

(2.70) %A(u +ev) = \/1+||D(u+ ev)]| |2

Lasketaan aluksi || D(u + ev)||* kéiyttamélld apuna yhtilod (2.61).
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i||D(u+ev)||2 = ii (g, + €v .)2
de de — o o

2
ZQ(Um + evwi)vxi
i=1

2(Du + eDv) - Du.

Nyt saadaan pinta-alalle A(u + ev)

%A(quev) = %/g\/qu [|D(u + ev)||?dx

1 1
= / 5(1 +1|D(u + ev)||*)"22(Du + eDv) - Dvdx.
Q

Lauseen B.18 nojalla derivaatan tulisi olla nolla, jotta saippuakalvon yhtéalo olisi
minimissddn. T&ll6in siis tulisi olla

0= iA(u + ev)
de

= /(1 + ||Du||2)_%Du - Dvdx
Q

e=0

/di ( Du )Udl‘
= — V[ ———
Q 1+ ||Dul|?

Koska edellisen taytyy péted kaikille variaatioille v, niin saadaan

()
iv[ — | =0
1+ || Dul|?
O

Ylla johdettu yhtdalé on minimipinnan yhtalo, josta ratkaisufunktio v voidaan sel-
vittdd. Jos u halutaan ratkaista, niin se antaan pinnan funktion, jonka mukaisesti
kalvo asettuu rautalangan sisilld. Kuten aikaisemmissakin esimerkeissé, osoitimme
ettéd ratkaisufunktio u toteuttaa minimipinnan yhtélén. Voisimme jélleen tietyin ole-
tuksin osoittaa, ettd minimipinnan yhtélostd voidaan johtaa ratkaisufunktio u, mutta
sitd emme kuitenkaaan tésséd yhteydessa tee.
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LIITE A

Merkintoja

Selitys
Reaalilukujen joukko
L(zy, 9, x3,...) kun x € R™

ag+ -+ oy, kun a = (ag, .. .

a,) € N?

a1 3 —
ot xljaa = (ag,. .., q) € N

0
a—g{i, kun z; € R

gradientti (;—i,g—af;, o 620—];) = (furs fans ooy fu,), kKun o = (21, .

divf=D-f=>%",0:fi
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LIITE B

Esitietoja ja taustaa

2.1. Mairitelmii ja merkint6ja

Tassa tutkielmassa etsimme ratkaisuja funktionaalien minimointiongelmiin vari-
aatiolaskennan ja sitd kautta osittaisdifferentiaaliyhtéloiden avulla. Jotta ymmértéi-
simme paremmin néité osittaisdifferentiaaliyhtaloita, madritelladn tavallisen yksiulot-
teisen funktion derivoituvuus ja differentiaalilaskennan peruskésitteita.

Reaaliarvoisen funktion derivaatta pisteessd x voidaan mééritelld lineaarikuvaus-
ten avulla. Méaaritelméssé esiintyvéat normit madritellidn seuraavasti:

MAARITELMA B.1. [13] Lineaarikuvaukset L : R" — R? muodostavat lineaaria-
varuuden

L(R",R) :={L: (R"— R:L on lineaarinen}.

Tassa avaruudessa voidaan maéaaritella normi

[ILI] := sup{||L]] - u € R, |Jul[ = 1}.
Lineaarikuvaukselle pétee, kun z,y € R" ja A € R,

L(z+y) = L(xz) + L(y) ja AL(x) = L(\x).

MAARITELMA B.2. [13] Avaruuden R” vektorille z voidaan mééritelld normi || - ||:

el = (@)% = (Z)

=1

MAARITELMA B.3. [13] Olkoon G' C R™ avoin joukko ja L : R" — R lineaariku-
vaus. Funktiolla f : G — R on derivaatta pisteessa =z € G, jos

f(z+h) = f(z)+ Lh+||h]le(h)
kaikilla h € R", joille x + h € G. Liséksi on oltava, ettd e(h) — 0, kun h — 0. Télléin
f'(x) :== L jamatf'(x) = matL on funktion f Jacobin matriisi pisteessi .

Kun funktion derivoituvuus pisteessé x on mééaritelty, voidaan méaritelld funktion
differentioituvuus tietyssi pisteessi ja joukossa seké yleisesti.

MAARITELMA B.4. [13] Olkoon G C R™ avoin joukko ja f kuvaus f : G — R.
Funktio f on

(i) differentitoituva pisteessa x € G, jos silla on olemassa derivaatta f'(x)
(ii) differentioituva joukossa F' C G, jos silla on derivaatta jokaisessa pisteessé
reF

29
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(iii) differentioituva, jos se on differentioituva koko méarittelyjoukossa G. Téll6in
siis

f:G— LR"R):x— f(z)

on derivaattakuvaus.

Differentioituvuus useamman reaalimuuttujan funktiolle merkitsee myos osittais-
derivaattojen olemassaoloa. Derivaatan f'(x) olemassaolo eli funktion f differentioi-
tuvuus on vahva ominaisuus, joka takaa esimerkiksi funktion jatkuvuuden.

LAUSE B.5. [13, lause 1.7] Olkoon G C R™ avoin joukko. Funktio f : G — R on
jatkuva, jos se on differentioituva eli derivaatta f' on olemassa.

TobisTtus. Koska funktio f on differentioituva, niin se on differentioituva myos
pisteessd a € R™. Talloin

f(@) = fla) = f'(a)(z —a) + ||z — alle(x — a)
kaikille x € B(a,r) C G. Téllsin

1f () = F(@)l < [1f'(a)(z = a)l| + [l — all|le(z — a)|| = 0

kun x — a — 0, silla lineaarikuvaus on jatkuva. 0

Funktion jatkuvuus ei takaa differentioituvuutta, mutta jos voidaan osoittaa etté
funktion osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia, niin télldin se on myos diffe-
rentioituva. Funktion derivaatta kuvaa funktion kasvunopeutta ja suuntaa. Monessa
tilanteessa on hyodyllistd, ettd myos derivaattakuvaus on jatkuva. Maéaritelldan seu-
raavaksi funktion jatkuva differentioituvuus aluksi ensimmaéisen kertaluvun derivaa-
talle ja myohemmin korkeammille kertaluvuille.

MAARITELMA B.6. [13] (C'-kuvaukset) Olkoon G' C R™ avoin joukko ja f kuvaus
f G — R. Jos f on differentioituva ja sen derivaattakuvaus f’ : G — L(R",R) :
x — f'(x) on jatkuva, niin f on jatkuvasti differentioituva. Talloin voidaan merkata,
ettd f on C' — kuvaus.

Toisin sanoen funktion f kaikkien komponenttifunktioiden f; osittaisderivaatat
0;fr,i=1,...,n, ovat olemassa ja jatkuvia joukossa G.

LAUSE B.7. Funktio f on C'-kuvaus jos ja vain jos sen osittaisderivaatat ovat
Jatkuvia.

Todistus 10ytyy ldhdekirjallisuudesta [10, lause 5.2].

Ennen varsinaiseen differentiaalilaskentaan ja variaatioihin siirtymistd on hyvi
viela madritelld, mika differentiaali on sekd muutamia differentiaalilaskentaan liittyvia
lauseita.

MAARITELMA B.8. [13] (Differentiaali) Olkoon G C R™ avoin joukko. Differen-
tiaali on reaaliarvoisen funktion ¢ : G — R derivaatta ja sitd merkataan tutulla
merkinnalld dy := ¢'.

Jos funktio ¢ on differentioituva pisteessi x € G niin sille pétee

o(x 4+ h) — () = de(x)h + ||h]|e(h), kun x + h € G,



2.1. MAARITELMIA JA MERKINTOJA 31
kun h € R™. Differentiaalitermi dy(x)h voidaan esittdd myos gradientin avullla

dp(x)h = Do(z) - h,

missé gradientti on vektori

Jp  Op Dip
D = = .
SO(‘IL‘) (afﬂl ) 8.1727 I 855”) (90131’ 90302’ QDxn)

Differentiaali kuvaa siis funktion muutosnopeutta pisteessi x vektorin A suuntaan.

Usein ratkaistavana differentiaaliyhtélonéd on toisen tai jopa korkeamman kerta-
luvun differentiaaliyhtéloité, joten korkeamman asteen osittaisderivaattojen ja C*-
funktioiden méaritteleminen on tédssad kohtaa jarkevaa.

MAARITELMA B.9. [13] Olkoon G C R™ avoin joukko. Oletetaan ettd joukon G
reaaliarvoisella funktiolla f : G — R on pisteen x € G avoimessa ympéristossia U C
G osittaisderivaatta 0; f. Funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatta pisteessi x
voidaan madritelld seuraavasti: Jos funktiolla

Gi=0;f :U—=R:y—0f(y)
on osittaisderivaatta 0;¢;(z) pisteessd x, niin funktiolle f toisen kertaluvun osittais-
derivaatta on

09i(x) = 0;(9:f)(x) = 9;0f (x).

Toisen kertaluvun osittaisderivaattaa merkataan jatkossa merkinnélla

0;0;f () =1 foz,().

MAARITELMA B.10. [13] (C*-kuvaukset) Olkoon G C R" avoin joukko ja olkoon
k € N. Funktio f : G — R on k kertaa jatkuvasti differentioituva, jos sen kaikki osit-
taisderivaatat kertalukuun & asti ovat olemassa joukossa G ja ne ovat lisdksi jatkuvia.
Téllsin f on C*-funktio ja voidaan merkata, ettd f € C*(G). Funktion voidaan sa-
noa myos olevan C*®-kuvaus, jos f on C*-funktio kaikille k¥ € N. Eli siis sen kaikkien
kertalukujen osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia.

ESIMERKKI B.11. Funktioavaruus C?[zg, z1] koostuu kaksi kertaa jatkuvasti dif-
ferentioituvista funktioista f : [zg, z1] — R.

Seuraava lauseen avulla voidaan 16ytaé funktiolle f approksimaatio. Variaatiolas-
kennassa Taylorin lausetta voidaan myos hyodyntéaéd funktionaalien tutkimiseen.

MAARITELMA B.12 (Taylorin polynomi). Olkoon G C R" avoin joukko ja
f : G — R. Oletetaan, ettd f on C**l-funktio vililli [z, 2,]. Tallin funktion f
Taylorin polynomi pisteessé z¢ € (x1,22) on

® (o
(B.1) Thaof(x) = f(20) + f'(20) (2 —0) + %f”($0>($—$0)2+ et fk—(!)(x—xo)k-

Funktion f jaddnnostermi on
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(x — x0)*H?
(B.2) Ry f(x) = f(2) = Thuo f(x) = Wf(kurl)(g).

LAUSE B.13 (Taylorin lause). [9, lause 2.3] Olkoon kuvaus f : (z1, 1) — R CFFL-
funktio. Jos piste o € (x1,x2), niin tdlloin kaikille x € (1, x5) on voimassa Taylorin
kaava

(B.3)
Fla) = (o) + £/ (w0)(w — 7o) + 3 (o) (2~ 20)? + ..+

missd jadnnostermille Ry . f(x) pdtee

Rk,l"o f(l’)

||z = @ol|*

f(k) (z0)
k!

(I - mO)k + Rk,mof(x)

— 0, kun x — xo.

Approksimaation tarkkuus riippuu yhtdlon B.3 jalkimmaéaisen termin eli jadnnos-
termin tarkkuudesta.

Todistuksen apuna tarvitaan seuraavaa lemmaa, joka esittdéd jadnnostermin inte-
graalimuodossa.

LEMMA B.14 (Taylorin kaava, integroitu muoto). Olkoon funktio f C*'-funktio
valilld (xq1,z2). Kun xy € (x1,z2), niin

f(x) = Thwo f(2) + R oo f () kaikilla x € (21, x2).
Lausekkeessa jadanndstermille pdtee

1 x
(B.4) R f(0) = 35 [ (o= 410 @)
.
Tobistus. Todistus 16ytyy ldhdekirjallisuudesta ([9], lause 2.5.) O

Nyt voidaan esittdd todistus Taylorin lauseelle.

TobpisTUS. (Taylorin lause) Kayttamélld edellisen lemman B.14 integraalimuotoa
ja sijoittamalla k:n paikalle £ — 1 saadaan jadnnostermi muotoon

]‘ v k—1 rk
(B.5) Rt = =0 / (=9

Télloin funktio f pisteesséd x voidaan esittdéd Taylorin polynomin avulla seuraavasti:

f(k_l)(l’o)

TR

F(@) = @) + Fao)(r — z0) + (o) — 20)? + .+
" ﬁ / o — O R e,

o
Haluamme osoittaa, ettd jaédnnostermi Ry ., f(x) ldhestyy nollaa kun x — xo.
Jaannostermid (B.5) voidaan muokata hieman erilaiseen muotoon, kun muistetaan,
etta
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(B.6) [t - s = gt - 0

Lisdsmalld ja vihentamalls jasnnostermin integraalin sisilld termit f*)(z,) saadaan
_ T Y ey (®) ey
Ructny = [ Gy = 19@0) + 1O w0 — g
0 .

-/ ' ﬁu’(“ © = ) — ¢/ + [

xT

FO (o) (2 — €)F1de.

1
(& —1)!

Ensimméinen integraali on sama kuin jaénnostermi Ry ., f(x) ja jilkimméiseen voi-
daan kdyttaa integraalia (B.6). Saadaan

1
Ri—140 = Ri oo f(x) + Hf(k) (z0)(x — x0)F.

Oletuksen mukaan funktio f*) on kerran jatkuvasti differentioituva, joten jatku-
vuuden nojalla pisteessi xy on jokaiselle € > 0 olemassa ¢ > 0 siten, ettd

I1F®(E) — B (z0)]| <€, kun ||€ — x| < 0.

Koska tutkitaan jadnnostermille tapausta, jossa x — xg, niin voidaan olettaa, etté
|z — x0| < 6. Talloin

T 1 -
1R @I < [ =gl = 1Ol - '
xo .
* 1
< [ et - o
2 (K —1)!
1
= Ee(x —x0)F
Téastéd voidaan padtelld, kun x — g, niin HZi‘;ﬁ‘(ﬁ) —0

O

Taylorin approksimaatiota tarvitaan seuraavassa kappaleessa, kun todistetaan funk-
tion dariarvoihin liittyvid ehtoja.

2.2. Adriarvoista

Variaatiolaskennassa ongelmia késitellddn yleensd vektoriavaruuksissa, joiden di-
mensio on &ddreton. Tutkimme niin kutsuttuja funktionaaleja ja etsimme ratkaisu-
funktioita niiden minimointiongelmiin. Néiden dériarvo-ongelmien késittelyyn déret-
tomissa avaruuksissa on hyvé hakea ideoita dérellisista tilanteista.

Yhden muuttujan funktioilla tilanne on helppo kéasitelld. Maaritelladn aluksi lo-
kaalit minimit ja maksimit reaaliarvoiselle funktiolle f avoimella vélillda I C R.
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MAARITELMA B.15. Olkoon funktio f : I — R. Funktiolla f on lokaali maksimsi
pisteessd x € I, jos on olemassa € > 0, jolle kaikilla & € (z — ¢,x + €) C I péitee
1(@) < f(@).

Vastaavasti, funktiolla f on lokaali minim: pisteessd x € I, jos funktiolla on
olemassa € > 0 siten, etté kaikilla € (z — €,z + ¢€) C [ pétee f(x) < f(Z).

Néiden &ariarvojen etsiminen onnistuu helposti, jos funktio f on derivoituva, eli
erotusosamaédralld on olemassa raja-arvo valilla I C R.

LAUSE B.16. [1, lause 2.1.1] Olkoon I C R ja f : I — R. Olkoon lisiksi f on
derivoituva avoimella valilla 1. Jos funktio f saavuttaa jonkin ddriarvonsa pisteessd
x € I, nin talloim f'(x) = 0.

TobisTtus. Todistus on vastaavanlainen seké lokaalille minimille ettd maksimille.
Oletetaan, ettd funktion f lokaali maksimi on piste x; € I ja lokaali minimi piste
x9 € 1. Todistetaan aluksi lokaalin maksimin tapaus.

Piste x1 € I on oletuksen mukaan funktion f lokaali maksimi. T&ll6in méa&ritelméan
mukaan on olemassa luku €; > 0 siten, ettd kaikilla & € (27 — €1, 21 + €1) C I pétee
f(z) < f(x1). Kun lasketaan funktion f derivaatta erotusosaméérin avulla pisteessi
1 saadaan

o) — 1 TE) = F)

A

T—x1 r — I

Osoittaja on kaikilla muuttujan x; arvoilla negatiivinen, silla oletuksen mukaan funk-
tiolla f on lokaali maksimi kyseisessd pisteessia. Nimittéja voi kuitenkin saada seké
positiivisia ettd negatiivisia arvoja. Koska funktio f on derivoituva pisteessi x, niin
on silld nédin ollen olemassa sekd vasemman- ettd oikeanpuoleiset derivaatat, jotka
saavat arvon f’(x;). Télloin ainoa vaihtoehto, jolla edelld mainitut ehdot tayttyvit,
on f'(x1) =0.

Osoitetaan vield, ettéd viite patee myos lokaalille minimille.

Piste x5 € I on funktion f lokaali minimi. T&ll6in méaaritelmédn mukaan on ole-
massa luku e > 0 siten, ettd kaikilla & € (z3 — €2, 29 + €3) C I pétee f(xg) < f(2).
Kun lasketaan funktion f derivaatta erotusosamééran avulla pisteessid xo, saadaan

f/(xg) _ Ahm f(xg f(xQ) .

T—T2 Tr — X9
Lokaalin minimin tapauksessa osoittaja on kaikilla muuttujan xy arvoilla positiivinen.
Nimittdja voi kuitenkin saada sekéd positiivisia ettd negatiivisia arvoja. Oletuksen
mukaan funktio f on derivoituva pisteessi x5, joten silld on olemassa seké vasemman-
ettd oikeanpuoleiset derivaatat, jotka saavat arvon f’(zs).Télloin ainoa vaihtoehto,

jolla edelld mainitut ehdot tayttyvit, on f’(x2) = 0.
O

Adriarvotarkastelussa on siis huomattava, ettd jos funktio f on differentiotuva
avoimella valilla I ja silld tiedetdén olevan &dériarvoja kyseiselld vililla, niin taytyy
olla f'(z) = 0. Usein voi kuitenkin olla, ettd funktio saavuttaa &ériarvonsa vélin
padtepisteissé, joissa funktion derivaatasta ei voida sano mitéén.



2.2. AARIARVOISTA 35

Useamman muuttujan funktioille 4ariarvotarkastelu on hyvin vastaavanlaista kuin
yhden muuttujan funktioille. M&aritelldin seuraavaksi lokaalit &driarvot useamman
muuttujan funktiolle.

MAARITELMA B.17. [1, kappale 2.1.2] Olkoon Q2 C R" joukko ja funktio f: Q —
R. Olkoon piste z = (x1,...xz,) € Q ja € > 0. Médritelladan palloympéristod

B(z,e) = {2 e R" : ||&) — 21|]* + ... + ||Z0 — 7] |? < €}
Funktiolla f on lokaali maksimi pisteessd x € €2, jos on olemassa ¢ > 0 kaikilla
& € B(x,e) C Q siten, ettd f(z) < f(x).
Vastaavasti, samoilla oletuksilla, funktiolla f on pisteessa x € () lokaali minimi,
jos on olemassa € > 0 kaikilla € B(z,€) C (2 siten, ettd f(z) > f(z).

Differentioituvilla funktioilla voi olla my06s niin kutsuttuja kriittisia pisteisté, jois-
sa funktion ensimmaéinen derivaatta menee nollaan. Namé kriittiset pisteet ovat siis
joko adriarvopisteitd tai satulapisteité, joissa funktion kulkusuunta ei vaihdu. Kriit-
tisten pisteiden madritelmén avulla saadaan valttdméton ehto dédriarvopisteille. Maa-
ritelladn tdmé ehto vain useamman muuttujan funktioille. Yksiulotteisessa tilanteessa
médritelmé on vastaavanlainen.

Tutkitaan ensin kaksiulotteisessa reaaliavaruudessa R?, kuinka funktion derivaat-
ta kayttaytyy ddriarvopisteessa ja sen ldheisyydessé. Téasté tilanne on helppo yleistaé
useampiuloitteiseen avaruuteen. Oletetaan, ettd funktio f : & — R on siled jou-
kossa 0 C R2. Lisiksi oletetaan, ettd funktiolla f on lokaali diriarvopiste kohdassa
xr = (z1,x2) € Q. Téll6in on olemassa € > 0 siten, ettd erotus f(Z)— f(z) on kokoajan
joko positiivinen tai negatiivinen kaikilla € B(z, €). Koska piste & on jossain pisteen
x ldheisyydessi, niin voidaan se esittii pisteen x avulla & = z + v, v = (v, v9) € R2
Taylorin lauseen B.13 nojalla funktiolle f(Z) saadaan muodostettua approksimaatio.
Taylorin kaavassa B.3 esiintyvi erotus x — zy on nyt £ — z = ev. Approksimaatioon
saadaan ensimmaéisen ja toisen kertaluvun osittaisderivaattoja, kun funktiota f deri-
voidaan muuttujan x = (z1, x9) suhteen.

f(@) = f(z) + e(vrfay + 02 fa,)

2

€
+ 5 (U%fmlxl + 2U1U2f:p1x2 + U%fxzxz)

+ Ry f(2).

Jos Taylorin polynomin ensimméisen asteen termi erisuurta kuin nolla, niin se
méaardd erotuksen f(z) — f(x) merkin. Liséksi, jos pisteen Z variaatio x + ev kuuluu
palloon B(z,€), niin myos z — ev € B(xz,¢). Télloin néissd pisteissd ensimmaéisen
kertaluvun termi saa erimerkkiset arvot. Jotta funktiolla f olisi dériarvo kohdassa
x = (11, 23), tiytyy seuraavan yhtilon toteutua kaikilla v € R?:

(Ul,Ug) ’ (fma fm) =0.

Erityisesti yksikkovektoreille e; = (1,0) ja e = (0,1) tdytyy péated: 0.f(x) = 0.
Esimerkiksi pinnoille tdmé tarkoittaa geometrisesti, ettéd pisteeseen x, jossa dériarvon
pitéisi sijaita, piirretty tangenttitaso on vaakasuorassa. Siis, jos funktiolla f on lokaali
ddriarvopiste o € Q C R?, niin on oltava
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(B.7) Df(z) =0.
Tulos yleistyy n-uloitteiseen avaruuteen.

LAUSE B.18. [1, lause 2.1.2] Olkoon Q2 C R™ avoin joukko ja f : Q2 — R differen-
tioituva funktio. Jos x € Q on funktion f lokaali ddriarvopiste, niin

(B.8) Df(z) =0.

Tobistus. Todistetaan lause kantavektoreiden avulla. Lause sanoo siis, ettéd jos
x on lokaali d4riarvopiste, niin jokaiselle yksikkovektorille e € R™ pétee 0, f(x) = 0 ja
erityisesti f,,(z) = 0 kaikille 1 =1, ..., n.

Olkoon z funktion f lokaali minimipiste. T&lloin sopivasti valitulle ¢ > 0 on ole-
massa palloympéristo B(x,e) C Q ja madritelmén B.17 mukaan f(z) < f(2) kaikilla
T € B(x,¢).

Kun on olemassa luku ¢, jolle 0 < § < €, niin

[z +ed) — f(x)

>
5 >0

ja

flz —ed) — f(x)
-0
Eli luvun ¢ etumerkki méaraéd erotuksen etumerkin, kuten oli kaksiulotteisessakin
tilanteessa. Koska 0, f(x) on olemassa, niin toisaalta pétee

[z +€d) — f(x)

<0.

Ocf(x) = 51—1>I(I)1+ o =0
ja toisaalta
0o f(x) = lim fle=e) =)

0—0+ —0
Jotta funktio f olisi differentioituva pisteessd x, niin on toispuoleisten raja-arvojen
oltava samat pisteessi x, joten on oltava

Oof(x) = 0.
Télloin siis erityisesti pétee f,,(z) = 0 jokaiselle i = 1,..,n ja D f(z) = 0.
Jos piste x on funktion f lokaali maksimi, niin talléin voidaan tulkita pisteen x
olevan funktion —f lokaali minimi ja 0.(—f)(x) = —0.f(z). Télléin todistus menee

vastaavasti.
O
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