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1 Johdanto

Téamin tutkielman aiheena on sisdpistemenetelmit lineaarisessa optimoinnissa. Esimerkiksi
yritysmaailmassa on usein minimoitava kustannukset tai maksimoitava ansiot tiettyjen rajoit-
teiden puitteissa. Optimointi on matemaattinen apuviline pidtoksenteossa, ja etenkin monet
tuotannonsuunnitteluun liittyvit ongelmat voidaan muotoilla lineaarisina optimointiongel-
mina. Tyypillinen esimerkki tidstd on artikkelissa Chen ja Wang (1997) kaésitelty teridksen

tuotannonsuunnitteluongelma.

Useimmat lineaariset optimointiongelmat voidaan ratkaista tehokkaasti Simplex-menetel-
malld, jonka George Dantzig kehitti jo 1940-luvulla. Vaikka menetelmi toimii hyvin kéytin-
nossid, Klee ja Minty (1972) todistivat, ettd sen teoreettinen pahimman tapauksen aikavaati-
vuus on eksponentiaalinen. Tdma sai tutkijat kehittiméédn uusia, polynomisen aikavaativuu-
den menetelmii. Ellipsoidimenetelmi oli ensimmaéinen néistd; Khachiyan (1979) osoitti sen
polynomiaikaiseksi vuonna 1979. Kiytinnossd se osoittautui kuitenkin paljon huonommaksi

kuin Simplex-menetelma.

Vuonna 1984 Narendra Karmarkar esitti uuden polynomiaikaisen menetelmén (Karmarkar
1984), jonka hin viitti olevan huomattavasti Simplex-menetelméé tehokkaampi suurten li-
neaaristen ongelmien tapauksessa (Press ym. 2007, s. 537). Simplex-menetelmistd poike-
ten hdnen menetelmissiin ei kuljeta sallittujen pisteiden joukon kérkipisteesti toiseen, vaan
kunkin iteraation tuottamat approksimaatiot ovat sen sisdpisteitd. Vaikka Karmarkarin mene-
telmd ei osoittautunutkaan niin tehokkaaksi kuin vditettiin, se oli kddnteentekevi tutkimuk-
sen kannalta ja johti uudentyyppisten, sisdpisteissd kulkevien menetelmien eli sisdpisteme-

netelmien kehitykseen.

Lineaaristen optimointiongelmien lisdksi sisdpistemenetelmilld voidaan ratkaista myds ne-
liollisid ja epilineaarisia optimointiongelmia, ja niilld on paljon sovelluskohteita. Sisépiste-
menetelmid on sovellettu esimerkiksi lentokoneen osien kiinnityksen simuloinnissa (Stefa-
nova ym. 2018)) ja rakennusten LVI-jérjestelmien suunnittelussa (Kusiak, Xu ja Zhang|2014)).
Tissd tutkielmassa kuitenkin rajoitutaan kisitteleméén sisdpistemenetelmié lineaarisen opti-

moinnin tapauksessa.



Tutkielma on lyhyt katsaus sisdpistemenetelmiin. Tarkoitus on méiéritelld sisdpistemenetel-
mit ja esitelld lyhyesti muutamien niihin kuuluvien menetelmien idea. Lisiksi tavoitteena on
selvittdd, miten ja mitkd sisdpistemenetelmit on tehokkainta toteuttaa ja mitkd ovat niiden

hyvit ja huonot puolet Simplex-menetelméén verrattuna.

Luvussa [2] méiritellddn lineaarinen optimointiongelma ja siihen liittyvid kasitteitd. Luvussa
B3] esitellddn muutamia sisdpistemenetelmid lyhyesti ja késitellddn niiden toteutukseen liitty-
vid seikkoja. Luvussa [ vertaillaan sisdpistemenetelmid Simplex-menetelméin ja esitetddn
niiden hyvid ja huonoja puolia. Luku [5|on lyhyt yhteenveto tutkielman keskeisisti johtopa-

toksista.



2 Lineaarinen optimointiongelma

Lineaarisessa optimoinnissa (LP, engl. linear programming) optimoitava kohdefunktio ja ra-
joitefunktiot ovat lineaarisia. Olkoot x1,x2, . .., x, tehtdvéén liittyvdt muuttujat. Yleisessd LP-

ongelmassa on minimoitava tai maksimoitava kohdefunktio

=cixi+caxa+...+cnxy
s.e. apxy+apx+...+apx, < by,

ar1xy +apxs+ ...+ axyx, < b, 2.1

AmiX1 + amaxo + ...+ apnxn < by,

Rajoitteita voi lisdksi olla yhtdlomuodossa tai epidyhtidloind toiseen suuntaan. Ongelman (2.1)
sallittujen pisteiden joukko koostuu niistd pisteistd (x1,x3,...,%,) € R", jotka toteuttavat ra-
joitteet. Ongelman ratkaisujoukon muodostavat sallitut pisteet, joissa kohdefunktion { arvo

on optimaalinen.

Lineaarisen optimointiongelman sallittujen pisteiden joukko on konveksi hypertahokas (engl.
polytope). Myos ratkaisujoukko on konveksi; se voi olla yksittdinen kirkipiste (engl. vertex),
sarmd (engl. edge), tahko (engl. face) tai koko sallittujen pisteiden joukko (Nocedal ja Wright
2006, s. 356). Jos ongelman sallittujen pisteiden joukko on tyhjd, ongelmalla ei ole ratkai-
sua. Télloin ongelma on ei-sallittu (engl. infeasible). Jos kohdefunktio on rajoittamaton sal-
littujen pisteiden joukossa, ei ongelmalla vilttdmittd ole myodskéén ratkaisua. Télloin se on

rajoittamaton (engl. unbounded).

Jokaisella LP-ongelmalla on duaaliongelma (engl. dual), joka on myods LP-ongelma. Siind
jokaista alkuperdisen ongelman rajoitetta vastaa yksi duaalimuuttuja. LP-ongelman standar-
dimuoto matriisimerkinndin on
minc’ x
s.e. Ax=0b, (2.2)

x>0,



missd A on m - n-matriisi, c € R"”, x € R" ja b € R™. Tamin duaali on

maxb! A
se. ATA+s=c, (2.3)

s >0,
missi A, b, ja ¢ ovat alkuperiisestd ongelmasta, A € R™ ja s € R”.

Tehtdvad (2.2)) kutsutaan primaaliongelmaksi sen erottamiseksi duaalista. Duaalin (2.3)) du-
aali on alkuperdinen primaali (2.2)) itse. Primaali- ja duaaliongelmaa yhdistdvit seuraavat

tulokset (S. J. Wright|1997, s. 23-25):

e Heikko duaalilause: jos x on primaalin (2.2)) sallittu piste ja (4,s) duaalin (2.3) sallittu
piste, niin b7 A < cTx.
e Vahva duaalilause: jos primaalilla (2.2)) on ratkaisu x, niin my6s duaalilla (2.3) on

ratkaisu (A,s) ja bT A = cTx.

Lisiksi pitee komplementaarisuusperiaate (S. J. Wright [1997, s. 23-24): tehtdvien (2.2)) ja

(2.3) sallitut pisteet x ja (A,s) ovat ratkaisuja, jos ja vain jos

XijIO, j:l,...,n. (2.4)



3 Sisdpistemenetelmit

Estefunktioon perustuvia sisdpistemenetelmid kiytettiin epilineaarisessa tilanteessa jo 1960-
luvulla (M. Wright|2005)). Niiden soveltaminen lineaariseen optimointiin ei kuitenkaan tullut
kyseeseen Simplex-menetelmén ylivertaisuuden takia. Lineaarisessa optimoinnissa sisdpis-
temenetelmien (engl. interior point methods) kehitys lahti nousuun vuonna 1984 Karmarka-

rin menetelmédn myota.

Simplex-menetelmén teoreettinen heikkous on sen eksponentiaalinen pahimman tapauksen
aikavaativuus. Siind ratkaisua haetaan siirtymélld jokaisella iteraatiolla rajoitteiden mairda-
min joukon kirkipisteestd toiseen. Pahimmassa tapauksessa kaikki kérkipisteet tulee kdytyéd

lapi.

Sisdpistemenetelmissd vastaavaa ongelmaa ei ole, silld niissd ei seurata kirkipisteitd. Me-
netelmid on kahdenlaisia; alun perin nimitys sisdpistemenetelma tuli siitd, ettd ne kulkivat
sallittujen pisteiden joukon sisdpisteissd. Osa menetelmistd kulkee epinegatiivisuusrajoittei-
den médrddmén joukon sisépisteissi eli joukossa {x € R" : x1,x2,...,x, > 0} mutta ei vilt-
tamattd sallittujen pisteiden joukossa (Press ym. 2007, s. 537-538). Niisti kdytetddn joskus
nimitysté ei-sallitut sisdpistemenetelmait (engl. infeasible interior point methods) tai ulkopis-

temenetelmiit.

Seuraavaksi esitellddn lyhyesti muutamien sisdpistemenetelmien idea.

3.1 Karmarkarin menetelmai

Karmarkar (1984) esitteli kuuluisan menetelménsd alun perin huhtikuussa vuonna 1984.
Myohemmin menetelméstd on julkaistu useita muunneltuja versioita. Tédssd alaluvussa ku-

vataan menetelmén perusidea esitystd Nash ja Sofer (1996, Appendix E) mukaillen.



Oletetaan, ettd LP-ongelma on muotoa

min¢ = ¢l'x

s.e. Ax=0,
(3.1)

alx= 1,

x>0,

missd A on m - n-matriisi, ¢ € R"?, x € R" ja a € R". Oletetaan lisiksi, ettd x©) on sallittu

sisdpiste ja ettd kohdefunktion { minimiarvo on nolla.

2)

g ey

Algoritmi ldhtee liikkeelle sallitusta sisdpisteesti x©) ja tuottaa jonon pisteitd x) x(

misséd x*) on k. iteraation antama approksimaatio. Jokaisella iteraatiolla ongelma skaalataan
ensin projektiokuvauksella siten, ettid x¥) kuvautuu pisteeseen e /n, missd e = (1,1,...,1).
N——
n kpl

Projektiivisen skaalauksen ansiosta on mahdollista ottaa sopivan pituinen askel joutumat-

CINCRNCN

ta pois sisdpisteiden joukosta. Kéytetddn vastedes merkintdd X *) = diag(x; ', x5 /5., X,

Projektiokuvaus kuvaa x:n pisteeksi X seuraavasti:

X(k)ilx
X — 1 = X.
eTXK) ™ x

Kaidnteiskuvauksen lauseke on

3 x &)
SRS G

Alkuperiisestd ongelmasta (3.1)) pdadytiddn tehtdvidn (ks. Nash ja Sofer (1996, Appendix E)

~

mincé’ X
s.e. AxXx=0,

eT

=
Il
P

=1
AV
=

missd & = XK jad =Ax®),

Kohdefunktio pienenee nopeiten negatiivisen gradientin —¢ suuntaan, joten lasketaan —¢:n

ortogonaaliprojektio rajoitematriisin ytimeen ja otetaan askel tdhdn suuntaan. Kun merkitiin

2



niin ortogonaaliprojektiota vastaa matriisi Pg = I — BT (BBT)~!B. Suunnaksi saadaan
_ Ppe
|1Psél|

Siirrytddn pisteestd e/n tihidn suuntaan siten, ettd askeleen pituus on a::

1 = €4 gAx
n

Askelpituus o tulee médritid siten, ettd epinegatiivisuusehto pysyy voimassa. Rajoitteiden
e’ =1 ja ¥ > 0 madriamiin joukkoon sisiltyvin e/n-keskisen pallon suurin mahdollinen
side r =1/ \/m . Voidaan siis valita o¢ = Or, missd 0 < 6 < 1. Jotta menetelmén po-
lynominen aikavaativuus saadaan voimaan, tulee 6:n arvo kuitenkin valita melko pieneltd

vililtd. Karmarkar (1984) kiytti arvoa 6 = 1/4, ja myos 6 = 1/3 kelpaa.

Lopuksi £*+1) kyvataan takaisin alkuperiiseen avaruuteen, ja saadaan uusi approksimaatio

ey X WD

( A
X T IOkt

Niin saadut iteraatit x(! x2)

,. .. ldhestyvit ongelman ratkaisua. Kun L on kéytetyn bittiesi-
tyksen tarkkuus eli bittien lukuméiird, menetelmai tuottaa ratkaisun L:n bitin tarkkuudella ja

sen aikavaativuus on O(n>L?) (Karmarkar|1984).

Menetelmistd on myShemmin esitetty standardimuotoisiin ongelmiin (2.2)) soveltuvia ver-
sioita, kuten Anstreicher (1986), Gay (1987) sekd Yinyu ja Kojima (1987). Tehty oletus teh-
tavin muodosta (3.1)) ei kuitenkaan ole rajoittava, silld standardimuotoinen LP-ongelma (2.2))
saadaan tdhidn muotoon lisddmaélld yksi muuttuja ja muokkaamalla rajoitteita sopivasti (ks.
Nash ja Sofer 1996, Appendix E). Oletus siitd, ettd kohdefunktion minimiarvo on nolla, sen
sijaan on ongelmallinen, silld kdytdnnossd minimiarvoa ei usein etukéteen tiedetd. Télloin
joudutaan kiyttdméddn menetelmdn muunnelmaa, jossa minimiarvolle asetetaan ala- ja yli-
rajat ja tarkennetaan niitéd asteittain, kunnes minimiarvo saadaan selville. Aikavaativuuden

kertaluokka on kuitenkin sama O(n*>L?) (Karmarkar|1984).

Karmarkarin menetelmé ja sen muunnelmat eivit kdytannossi ole yhtéd tehokkaita kuin ala-
luvussa [3.3|kisiteltdvit primaali-duaalimenetelmit (Nash ja Sofer 1996, Appendix E; Noce-
dal ja Wright 2006, s. 417). Menetelmi on kuitenkin historiallisesti merkittdvi; se oli ensim-

mdiinen polynomiaikainen sisdpistemenetelmai, joka pystyi haastamaan Simplex-menetelmin
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etenkin suurten ongelmien tapauksessa (Nocedal ja Wright 2006, s. 417), ja sisdpistemene-
telmien tutkimus sai alkunsa pitkilti juuri Karmarkarin menetelmin innoittamana (Lagarias

ja Vanderbei 1990; M. Wright|2005; Nocedal ja Wright 2006, s. 389).

3.2 Affiinin skaalauksen menetelmé

Pian Karmarkarin menetelmén julkaisemisen jédlkeen tutkijat keksivét, ettd kayttdmalld pro-
jektiivisen muunnoksen sijasta affiinia muunnosta saadaan menetelmén yksinkertaisempi
versio, jota kutsutaan affiinin skaalauksen menetelméksi. Menetelmii oli 10ytdmissi useam-
pi eri taho, kuten Vanderbei, Meketon ja Freedman (1986)) sekid Barnes (1986) (Vanderbei
2001). Muutama vuosi myohemmin huomattiin, ettd Dikin (1967) olikin esittinyt affiinin
skaalauksen menetelmén jo lihes 20 vuotta aiemmin, mutta se oli jadnyt laajalti huomiotta

(Lagarias ja Vanderbei |1990).

Seuraavassa on menetelméin idea kuten Vanderbei, Meketon ja Freedman (1986)) sen esittivit.

Oletetaan, etti x*) on sallittu sisipiste ongelmalle (Z.2). Kiytetiin affiinia muunnosta
W=
x—X X =X,

joka kuvaa pisteen x) pisteeksi, jonka kaikki komponentit ovat ykkosid. Affiini skaalaus

johtaa ongelmaan

min (X (k)c)T)Z
se. AXWx=p, (3.2)
x>0.

Tamin jilkeen lasketaan negatiivisen gradientin ortogonaaliprojektio rajoitematriisin yti-
meen samaan tapaan kuin Karmarkarin menetelmissé ja otetaan sopivan pituinen askel tihéin
suuntaan. Kun saatu piste kuvataan takaisin alkuperdisiin yksikoihin, saadaan uusi approksi-

maatio x(k+1).

Affiini skaalaus mahdollistaa riittdvén pituisen askeleen ottamisen joutumatta pois sallittu-
jen pisteiden joukosta. Tédtd on havainnollistettu kolmiulotteisessa tapauksessa kuvassa [I}
Harmaa kolmio vastaa sallittujen pisteiden joukkoa. Projisoitu gradientti ja optimipiste on

kuvattu sinisind ja tdmdnhetkinen piste mustana.



Kuvio 1. Siirtyminen projisoidun gradientin suuntaan johtaisi pian ehdon x, > 0 rikkoutu-
miseen (vasen kuva). Muunnetun ongelman (3.2) tapauksessa voidaan ottaa pitempi askel

(oikea kuva).

Kuvio 2. Vasemmalla askel projisoidun gradientin suuntaan kuvan [I] muunnetun ongelman

tapauksessa ja oikealla vastaava askel alkuperdisissd yksikoissa.



Affiinin skaalauksen algoritmin idea on geometrisesti intuitiivinen, ja affiinia muunnosta
kayttivat menetelmét ovat paljon yksinkertaisempia kuin projektiiviseen muunnokseen pe-
rustuva Karmarkarin menetelmi. Niiden analysointi on toisaalta paljon hankalampaa. Af-
fiinin skaalauksen menetelma suppenee optimiratkaisuun, kun askelpituus valitaan riittavin
maltillisesti (Vanderbei [2001, s. 341). Menetelmii ei kuitenkaan ole todistettu polynomiai-
kaiseksi, ja Vanderbein (2001, s. 342-343) mukaan sen pahimman tapauksen aikavaativuus
on luultavasti eksponentiaalinen. Téstd huolimatta se on keskiméérin tehokkaampi kuin pro-
jektiivisen skaalauksen menetelmit, ja lisdksi sitd voidaan kdyttdd suoraan standardimuo-
toisiin ongelmiin (2.2), joten kiiytdnnon toteutuksissa suosittiin aikanaan affiinia muunnosta

projektiivisen muunnoksen sijaan (Lagarias ja Vanderbei |1990).

3.3 Primaali-duaalimenetelmait

Edelld esitetyt Karmarkarin menetelmi ja affiinin skaalauksen menetelmé ovat ns. primaa-
limenetelmid; ongelman ratkaiseminen tapahtuu suoraan, eiké luvussa [2l médriteltyyn duaa-
liongelmaan periaatteessa viitata mitenkéddn. Tehokkaampia ovat primaali-duaalimenetelmiit,
joiden keskeiset ideat syntyivit vuosina 1987-1991 (S. J. Wright 1997, s. 43). Ne ovat si-
sdpistemenetelmid, jotka hyddyntidvit ongelman ratkaisemisessa duaaliongelmaa ja komple-
mentaarisuusperiaatetta (2.4]). Téssd alaluvussa kisitelldén primaali-duaalimenetelmid paé-

osin ldhteeseen S. J. Wright (1997) perustuen.

Primaali-duaalimenetelmissi haetaan samanaikaisesti ratkaisua seké primaaliongelmaan (2.2))
ettd duaaliongelmaan (2.3). Komplementaarisuusperiaatteen (2.4)) avulla ndhdéén, ettd x ja
(A,s) ovat ratkaisuja, jos
Ax=0Db,
ATA+s=c,
(3.3)

Xij:O, jzl,...,n,

(x,5) > 0.

Saadun yhtidloryhmén (3.3)) ratkaisemiseen voidaan soveltaa Newtonin menetelméd, kun-
han pidetiin huolta epénegatiivisuusehdon (x,s) > 0 tdyttymisestd. Suoraan yhtiléryhméian

(3.3) sovellettuna Newtonin menetelmi mahdollistaa usein kuitenkin vain pienen askeleen
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ottamisen rikkomatta epinegatiivisuusehtoa. Siksi (3.3):n kolmas rivi korvataan ehdoilla
xjsj=M,j=1,...,n, missd parametria > O pienennetdin vihitellen kohti nollaa. Pia-

dytddn ongelmaan

Ax = b,
ATA+s=c¢,
(3.4)
xjsi=M, j=1,...,n,
(x,5) > 0.

On hyvid huomata, ettd samaan yhtdloryhmién (3.4)) paddytdan myos, kun kdytetddn Lagran-

gen menetelméd optimointiongelmaan

min =c'x—p Z log x;
=i (3.5)

s.e. Ax=b,

jossa standardimuotoisen ongelman epanegatiivisuusehto on korvattu optimoimalla al-
kuperiisen kohdefunktion sijaan logaritmista estefunktiota (engl. barrier function) (ks. Ro-
bere 2012). Kun x; — 0, {:n arvo kasvaa rajatta, ja timén ansiosta (3.5):n ratkaisu pysyy
joukon {x € R" : x1,x2,...,x, > 0} sisépisteissd riittdvén etdisyyden pdéssd sen reunasta.
Kun p:n arvoa lasketaan kohti nollaa, (3.5)):n ratkaisu ldhestyy kuitenkin alkuperdisen on-

gelman (2.2) ratkaisua.

Ongelman (3.4)) ratkaisut (xy,Ay,s,) eri pm arvoilla madrddvit keskuspolun (engl. cent-
ral path) C = {(xy, Ay, sy) : 1 > 0}. Useimmat primaali-duaalialgoritmit seuraavat titd pol-
kua kohti ratkaisua seuraavasti: kun (x(k),/l(k),s(k)) on sallittu sisdpiste, madritellddn w, =
%Z?:l X;si, valitaan parametri oy, € [0, 1] ja otetaan Newtonin menetelmin askel kohti oy t;:n
médradmad C:n pistettd (xg,y,, Aoy s Sopy, ). Parametrin oy arvo 0 vastaa alkuperdistd tilan-
netta (3.3)), jolloin on usein mahdollista ottaa vain pieni askel rikkomatta epanegatiivisuuseh-
toa. Tapaus oy = 1 sen sijaan johtaa askeleeseen kohti keskuspolkua C eiki vilttamittd pie-
nennd l:n arvoa lainkaan mutta mahdollistaa suuremman askeleen ottamisen seuraavalla
iteraatiolla. Eri tavat valita oy:n arvo tuottavat eri algoritmeja, ja useimmiten kiytetidin arvo-

ja avoimelta valiltd |0, 1].

11



Kun (x(9,1©) 59)) on sallittu sisipiste, edelli kuvatun perusteella saadaan seuraava algo-

ritmi, joka on primaali-duaalimenetelmien perustana:

Kun k=0,1,2,..., ratkaise yhtdloryhmi

0 AT 1 Axk) 0
A 0 0 ALK | = 0 (3.6)
s o x® As® — X0 K e 1 o e

ja aseta (x(k+1D) 2K+ gkt 1)y — (x(K) A K) 5Ky 4 o (Ax®) ALK AsK)), missid askelpituus

oy, on valittu siten, ettd ehto (x*+1) s*k+1)) > 0 pysyy voimassa.

Polunseuraamismenetelmissd (engl. path-following methods) keskuspolulle C miiritelldin
jokin ympiiristd N ja askelpituudet valitaan siten, etti iteraatit pysyvit tidssd ympéristossi.
Epinegatiivisuusehdon toteutumisesta pidetdén siis huolta seuraamalla keskuspolkua ekspli-
siittisesti. Osassa menetelmisté kiytetddn parametrin oy arvoja ldheltéd lukua 1, jolloin askel
suuntautuu voimakkaasti kohti keskuspolkua C. Télloin on mahdollista ottaa tdysi askel pois-
tumatta ympéristostd A mutta askeleella edetiiéin kohti ratkaisua vain vihén. Vaihtoehtoises-
ti o} voidaan valita aggressiivisemmin eli pienemmiksi. T#lloin askelpituus on madrattava
siten, ettei poistuta ympiristdstd A/, mutta jos oy on sopivasti valittu, eteneminen kohti rat-

kaisua voi olla paljon nopeampaa.

Ennustus-korjausmenetelmissi (engl. predictor—corrector methods) kiytetddn kahta sisak-
kdistd ympiristod N (a) ja N (B), N (a) C N(B). Joka toinen askel on ennustusaskel, joka
otetaan N (o):n pisteesté ldhtien asettamalla o = 0 ja médrddmilld askelpituus siten, et-
td pysytddn ulomman ympiriston A (B) sisélld. Ennustusaskelta seuraa korjausaskel, joka
lasketaan oy:n arvolla 1 ja joka johtaa takaisin sisempiin ympiristoon A (o). Kun ympé-
ristdjen vililld on riittdvésti tilaa, ennustusaskel on huomattava harppaus kohti ratkaisua.

Korjausaskel mahdollistaa uuden ennustusaskeleen ottamisen seuraavalla iteraatiolla.

Tihiéin mennessi oletettiin, etti alussa on tiedossa sallittu sisipiste (x(?),1(©) 5©)), Usein
sallitun sisdpisteen 10ytdminen on kuitenkin hankalaa. Ei-sallituissa sisdpistemenetelmissi
(engl. infeasible interior point methods) aloituspisteelti vaaditaan vain ehto (x(*+1) s(k+1)) >
0. Iteraatioiden tuottamat pisteet toteuttavat epanegatiivisuusehdon mutta eivit valttimatta

yhtilorajoitteita Ax = b jaATA +5 = c.
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Mairitellddn jadnnokset r[gk) =Ax0) —p ja b = AT +sH) —¢ Jja otetaan kullakin iteraa-
tiolla Newtonin menetelmin askel kohti oyt :n midraimad C:n pistettd (xg, u, , Aoy s Sopuy )

kuten aiemminkin. Nyt yhtilo (3.6) tulee muotoon

0 AT 1 Axh) 0
A 0 0 AW | = —rib . (3.7)
s& o x® As®) —X®Os® e+ o e

Askelpituuden valinnassa on huomioitava lisdehtoja, mutta muuten toimitaan samalla peri-

aatteella kuin edelld. Menetelmi pienentdd suureen L lisdksi myos jddnnokset rl()k) ja rgk)

vahitellen nollaan.

3.4 Sisidpistemenetelmien toteutus tehokkaasti

Sisdpistemenetelmien kehityksen myotd niiden teoreettinen pahimman tapauksen aikavaa-

n3

tivuus on laskenut O(; ogn

L) bittioperaatioon, missd L on kiytetyn bittiesityksen tarkkuus
(Anstreicher 1999} Potra ja Wright |2000). Kdytinnossa sisdpistemenetelmit toimivat kui-
tenkin ldhes poikkeuksetta paljon paremmin kuin pahimman tapauksen aikavaativuus antaa
olettaa (M. Wright [2005)). Siksi teoreettisten menetelmien vaatimuksia usein lievennetiin,
jotta algoritmeista saadaan niin tehokkaita kuin mahdollista kiytdnnon tilanteissa (Nocedal

ja Wright 2006, s. 407; Gondzio 2012a).

Yleisesti tehokkaimpana sisdpistemenetelmén pidetdédn ei-sallittua primaali-duaalimenetel-
mid (Gondzio 2012a). Sen kiytdnnon toteutukset ovat vield 2000-luvun alussa usein poh-
jautuneet Sanjay Mehrotran (1992)) esittimiin ennustus-korjausalgoritmiin (Potra ja Wright
2000), jossa kullakin iteraatiolla otettava askel koostuu ennustus-, keskistys- ja korjauster-

meisti ja parametrin 0y arvo médritetdin adaptiivisesti.

Ensin ratkaistaan ennustustermi yhtilosta oy:n arvolla 0. Newtonin menetelmén antama
askel on epitarkka, ja ennustustermin avulla voidaan laskea korjaustermi, joka kompensoi
tehtyd virhettd. Parametrin oy arvo valitaan ennustustermin hyodyllisyyden mukaan eli riip-
puen siitd, kuinka pitki askel sithen suuntaan voidaan ottaa rikkomatta epidnegatiivisuuseh-
toa. Korjaustermin kanssa samalla kertaa voidaan sitten laskea o:ta vastaava keskistystermi

(ks. yksityiskohdat Nocedal ja Wright 2006, s. 407—408).
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Seki ennustustermin ettid korjaus- ja keskistystermien méddraamiseksi on ratkaistava lineaari-
nen yhtdloryhmi, jonka kerroinmatriisi on molemmissa tapauksissa sama. Néin ollen matrii-
sihajotelma tarvitsee laskea vain kerran. Matriisihajotelman muodostaminen on laskennalli-
sesti vaativin osa algoritmia, ja ylimddrdisen yhtaloryhmin ratkaisemiseen tarvittava laskenta

on pientd suhteessa saavutettuun hyotyyn (Press ym. 2007, s. 547).

Vaikka ndin saatu algoritmi toimii valtaosassa tilanteista erinomaisesti, se on hyvin aggres-
siivinen ja saattaa joissakin tapauksissa epdonnistua (Colombo ja Gondzio 2008). Toinen
ldhestymistapa on kéyttdd useampia maltillisempia korjaustermejd, jotka lasketaan rekursii-
visesti. Nyt samaa matriisihajotelmaa hyddynnetidin useammin kuin kahdesti. T4dtd menetel-
mii késitteleviat Colombo ja Gondzio (2008). Menetelmaélli ratkaisun 10ytamiseen tarvitaan
huomattavasti vihemmain iteraatioita, ja se on kidytossd laajalti sekd akateemisissa ettd kau-

pallisissa LP-ratkaisijoissa (Gondzio [2012a).

Luvun lopuksi mainitaan vield muutamia toteutukseen liittyvid seikkoja, jotka on hyvéd huo-
mioida. Aloituspisteen jidrkevd valinta on tdrkedd algoritmin tehokkuuden kannalta. Hyvi
aloituspiste vihentéi tarvittavien iteraatioiden madridd, mutta huono valinta voi johtaa algo-
ritmin epdonnistumiseen (Nocedal ja Wright 2006, s. 410; Press ym. 2007, s. 546). Aloitus-
pisteen l0ytdmiseen on esitetty hyvid heuristiikkoja esimerkiksi ldhteissd Nocedal ja Wright

(2006, s. 410) ja Gondzio (2016).

Ongelman esikdésittely voi usein pienentidd sen kokoa. Tilld tarkoitetaan esimerkiksi turhien
rajoitteiden poistamista. Ennen algoritmin suorittamista voi olla hyvé tehdd myos ongelman
sopiva skaalaaminen, silld huonosti skaalatusta ongelmasta voi aiheutua numeerista epéava-

kautta (Press ym. 2007, s. 546).

Erittdin suurten ongelmien tapauksessa muisti ei vilttdmittd riitd yhtdloryhmien ratkaise-
miseen suoralla menetelmaélld. Télloin voidaan kdyttdd approksimatiivisia iteratiivisia me-
netelmid sopivalla pohjustimella. Matriisia A ei tallenneta eksplisiittisesti, vaan riittdd kun
tarvittavat matriisi-vektoritulot Ax ja ATy ovat saatavilla. T#hin perustuvaa matriisitonta
(engl. matrix-free) sisdpistemenetelmdd kisittelee Gondzio (2012b), ja sitd on sovellettu
menestyksekkiisti kvantti-informaatiotieteessi esiintyvien optimointiongelmien ratkaisemi-

seen (Gondzio ym. 2014).
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Sisdpistemenetelmien matriisioperaatioissa voidaan hyddyntdd moderneja laitteistokompo-
nentteja ja niihin perustuvaa teknologiaa. Artikkelissa Cai ym. (2018)) kisitelldin ei-sallitun
primaali-duaalimenetelmén toteutusta memristorien avulla. Artikkelin mukaan niin toteute-
tulla ratkaisijalla LP-ongelma voidaan ratkaista hyvillad tarkkuudella huomattavasti tavallista

tehokkaammin.
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4 Sisdpistemenetelmien vertailu Simplex-menetelméén

Sisdpistemenetelmien suosion kasvun myoti syntynyt kilpailu pakotti kaupallisten Simplex-
ratkaisijoiden kehittdjédt tehostamaan algoritmejaan, mikéd johti merkittdviin parannuksiin
Simplex-menetelmin toteutuksissa (Gondzio 2012a). Sisdpistemenetelmit ja Simplex-me-
netelmd ovat nykyéddn molemmat laajalti kdytossé ja kilpailevat yhi keskenédédn. Seuraavaksi
vertaillaan sisdpistemenetelmid Simplex-menetelmiin ja tarkastellaan niiden hyvii ja huo-

noja puolia.

Ongelman yhtdloryhméd Ax = b voidaan ratkaista valitsemalla m perusmuuttujaa jou-
kosta {x1,x2,...,x,}, asettamalla loput n — m muuttujaa nolliksi ja ratkaisemalla perusmuut-
tujat jiljelle jddneistd yhtaloistd. Ndin saatua pistettd x kutsutaan perusratkaisuksi, ja jos
x > 0, kyseessi on sallittu perusratkaisu. Simplex-menetelméssé jokaisella iteraatiolla siirry-
tddn perusratkaisusta toiseen: valitaan yksi uusi perusmuuttuja, jolloin yksi aiemmista perus-
muuttujista poistuu perusmuuttujien joukosta. Lisdtietoa Simplex-menetelmén toiminnasta

on esimerkiksi kirjassa Vanderbei (2001).

Yleensd Simplex-menetelmé on parempi pienille ja keskisuurille ongelmille ja sisdpisteme-
netelmit ovat tehokkaampia ongelman koon kasvaessa, mutta asia riippuu kuitenkin ongel-
man rakenteesta. Tami on yleinen nikemys alan kirjallisuudessa, ja muiden muassa Vander-
bei (2001} s. 365), Nocedal ja Wright (2006, s. 416) sekd Gondzio (2012a) ovat samaa mielti

asiasta.

Simplex-menetelmin iteraatiot ovat laskennallisesti halpoja, mutta niitd vaaditaan paljon —
teoriassa pahimmillaan 2". Kdytdnnossi ratkaisun 10ytdmiseen tarvitaan kuitenkin harvoin
yli m + n iteraatiota (Gondzio 2012a)). Sisépistemenetelmissi iteraatioiden mééré on tyypil-
lisesti suuruusluokkaa 15-30 (Illés ja Terlaky 2002), ja joissakin toteutuksissa riittdd muu-
tama iteraatio ldhes riippumatta ongelman koosta (Gondzio 2012a). Toisaalta iteraatiot ovat
tySlaampii, ja tarvittavien operaatioiden miiri iteraatiota kohti on kertaluokkaa O(n?), kun

Simplex-iteraatioon riittis O(n?) operaatiota (Illés ja Terlaky 2002).

Sisdpistemenetelmissid iteraatioiden laskennallisesti vaativin osa on yhtdloryhmén ratkaise-

misessa kdytetyn matriisihajotelman muodostaminen. Tdméi voidaan jossain méérin rinnak-
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kaistaa hyodyntdmalld rajoitematriisin jakoa lohkoihin. Simplex-menetelmé puolestaan on
vaikea rinnakkaistaa, joten sisdpistemenetelmien etuna on rinnakkaislaskennan parempi hyo-

dynnettdvyys moniytimisilld alustoilla (Potra ja Wright 2000; Gondzio 2012a).

Tietyissd tilanteissa on tarpeen ratkaista sama ongelma useaan kertaan hieman eri ldhtotie-
doilla. Hyvé esimerkki tédstd on lineaarisessa kokonais- ja sekalukuoptimoinnissa kiytettavit
menetelmit, joissa ratkaistaan joukko toisistaan vain vihidn poikkeavia ongelmia. Tilldin
aiemmin ratkaistun ongelman ratkaisua voidaan kédyttdd muunnellun ongelman ratkaisun ar-
vioimiseen. Simplex-menetelméa on téllaisiin tilanteisiin parempi, silld se pystyy hyodynti-
miin arviota ratkaisusta sisdpistemenetelmid tehokkaammin (I1l€s ja Terlaky |2002; Nocedal
ja Wright 2006, s. 416). Lineaarisen kokonais- ja sekalukuoptimoinnin menetelmii ajatel-
len Simplexin etuna on my®os se, ettd niissé ratkaistaville ongelmille tarvitaan perusratkaisu.
Simplex-menetelmé antaa perusratkaisun suoraan, mutta sisdpistemenetelmien tuottama rat-

kaisu on erikseen muunnettava perusratkaisuksi (Illés ja Terlaky [2002]).

Menetelmien vililld ei voi valita selkedi voittajaa, ja sekd Simplex ettd sisdpistemenetelmét
ovat varmasti molemmat kdytossi tulevaisuudessakin. Huolellisesti implementoituna kumpi-
kin vaihtoehto toimii useimmiten riittdvéan hyvin, ja sisdpistemenetelmit yleensd paihittavit
Simplexin suurissa ongelmissa. Menetelmii valitessa on hyvd muistaa, ettd tiettyihin eri-
tyisluokkiin kuuluviin ongelmiin kannattaa kiyttdd ongelman luonteen huomioon ottavia al-
goritmeja; esimerkiksi verkosto-ongelmat voidaan ratkaista tehokkaasti niitd varten erikseen

optimoidulla Simplex-menetelmin versiolla.
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5 Yhteenveto

Tutkielmassa tutustuttiin sisdpistemenetelmiin lineaarisen optimoinnin tapauksessa. Sisipis-
temenetelmiit kulkivat alun perin sallittujen pisteiden joukon sisédpisteissd, mutta ei-sallituissa
sisdpistemenetelmissd iteraatit ovat epinegatiivisuusrajoitteiden madrdiméin joukon sisépis-
teitd. Tehokkaimpana sisdpistemenetelméni pidetiin ei-sallittua primaali-duaalimenetelméa,
jonka toteutuksissa kullakin iteraatiolla otettava askel jakautuu ennustus-, keskistys- ja kor-

jaustermeihin.

Yleensd sisdpistemenetelmit ovat Simplex-menetelmii tehokkaampia suurissa ongelmissa
ja Simplex puolestaan on parempi pienten ja keskisuurten ongelmien tapauksessa, mutta
asia riippuu kuitenkin ongelman rakenteesta. Sisdpistemenetelmien etuna on niiden parempi
rinnakkaistuvuus Simplex-menetelméén verrattuna. Simplex sen sijaan on parempi lineaari-
sessa kokonais- ja sekalukuoptimoinnissa, koska se pystyy hyodyntiméiin etukiteen saatua

arviota ongelman ratkaisusta sisdpistemenetelmiéd tehokkaammin.

Nykyédn aktiivisuus sisdpistemenetelmien tutkimuksessa ei endd ole 1980- ja 1990-lukujen
huippuvuosien tasolla, mutta tekniikka jatkaa kehittymistdédn, ja titd kautta parannusta on
odotettavissa myos sisdpistemenetelmien tehokkuuteen. Mielenkiintoinen tutkimusaihe kos-
keekin modernien laitteistokomponenttien hyddyntdmisti sisdpistemenetelmien matriisiope-
raatioissa. Aiheeseen liittyvit tutkimustulokset vaikuttavat lupaavilta, ja lisdksi tutkimuson-

gelma on varsin tuore, joten sen parissa riittdd tutkittavaa vield jatkossakin.
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