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Taman tutkielman tarkoituksena on tarkastella isometrioita ja similariteetteja ta-
sossa kompleksilukujen avulla. Tassa kirjoitelmassa tarvitaan kompleksilukujen omi-
naisuuksista ainakin kompleksiluvun kéanteisluku ja argumenttien laskusdaannot. Li-
séksi isometrioiden tulosten todistamista helpottavat erilaiset kompleksilukujen esi-
tystavat, kuten napakoordinaattiesitys ja imaginaériyksikon avulla esittdminen. Iso-
metriat ovat kuvauksia, jotka séilyttavat jokaisen pisteen vélisen etaisyyden kuvauk-
sen aikana. Tason isometrioita ovat siirto, kierto, peilaus ja peilauksen ja siirron yh-
disteena saatava liukupeilaus.

Edelld mainitut kaikki Gaussin tason isometriat voidaan jakaa kahteen luokkaan:
suoriin tai vastakkaisiin isometrioihin. Suoriin isometrioihin kuuluvat siirrot ja kierrot.
Vastakkaisiin kuuluvat peilaukset ja liukupeilaukset.

[sometriat jaotellaan myos tarkemmin vield kiintopisteiden avulla. Jos suoralla
isometrialla on kiintopiste, se on taman kiintopisteen suhteen kierto, ja jos silld ei
ole kiintopistetta, se on siirto. Vastakkaiset isometriat jaotellaan kiintopisteen suh-
teen liukupeilaukseen ja suoran suhteen peilaukseen. Suoran suhteen peilauksilla on
kiintopiste ja liukupeilauksilla ei ole kiintopistetta. Liséksi siirto ja kierto voidaan
ilmoittaa kahden suoran suhteen peilauksen avulla. Naiden tietojen avulla saadaan,
ettéd jokainen isometria voidaan esittaéd korkeintaan kolmen suoran suhteen peilauksen
avulla.

Similariteetit joko venyttivit tai kutistavat kuvia. Similariteetit jaetaan suoriin
ja vastakkaisiin similariteetteihin, kuten isometriatkin. Kummatkin kuvaukset sailyt-
tavat kolmioiden kulmien suuruudet samana kuvautuessa. Liséksi naille kummallekin
kuvaukselle voidaan muotoilla Hjelmslevin lause. Isometroille tamé tarkoittaa sité,
ettd kuvatun suoran kuvapisteiden ja alkuperdisen suoran pisteiden valisten jano-
jen keskipisteet ovat joko samalla suoralla tai kulkevat yhden ainoan pisteen kautta.
Similariteeteille ndmé eivait ole keskipisteitd, vaan janat jaetaan samassa suhteessa.
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Johdanto

Taméan kirjoitelman tarkoituksena on tarkastella tason isometrioita ja similari-
teetteja kompleksilukujen avulla. Nama kuvaukset voidaan luokitella koulumatema-
tiikan yhtenevyyskuvauksiin ja yhdenmuotoisiin kuvauksiin siten, etta isometriat ovat
yhtenevien kuvioiden vélilla olevia kuvauksia ja similariteetit ovat yhdenmuotoisten
kuvioiden vélilla olevia kuvauksia. Perinteisesti tason isometroita ja simileriteettaja
kasitellaan reaalisessa tasossa. Talloin taytyy tietda esitietoina monia lineaarialgebran
tuloksia, kuten isometrioiden ja similariteettien lineaarisuus. Reaalisessa tapauksessa
kaytetaan lineaarikuvauksia ja niitd vastaavia matriiseja. Siispd myos matriisilasken-
nan perustulokset ovat tarpeellisia. Matriisilaskut ovat joskus pitkia ja hieman moni-
mutkaisia. Toisaalta kompleksilukujen tapauksessa esitietoina tarvitaan kompleksilu-
kujen perustietoja; konjugaatti, kompleksilukujen summan ja tulon sdannot. Lisaksi
avuksi tarvitaan joukko trigonometrian kaavoja, joita loytyy kirjotelman lopusta liit-
teestd A. Taméan jalkeen muutamien kompleksilukujen ominaisuuksien osoittamisen
jalkeen voi jo kehittda hyvaa teoriaa isometrioista.

Tutkielmassa tarkastellaan pasasiassa Dan Pedoen kirjan [4] tuloksia isometriois-
ta ja similariteeteista. Esitysjarjestysta on muutettu mielekkdammaksi ja johdon-
mukaisesti kaymalla yksi paatulos kerrallaan lavitse. Lisdksi Pedoen kirjan rinnalla
kiytetddn apuna Keith Conradin artikkelia [2], jossa on tiivistetysti késitelty osa
paatuloksista.

Aluksi tutkitaan kompleksilukujen perusominaisuuksia. Téman jélkeen madritel-
laén isometria luvussa 1 ja kdydaén lapi tarkasti méaritellen erilaisia kuvauksia, jotka
todetaan lopuksi isometrioiksi. Kuvaukset ovat siirto, kierto pisteen suhteen, peilaus
suoran suhteen ja siirrosta ja peilauksesta yhdisteend saatava liukupeilaus. Lisaksi
maaritelladn identtinen kuvaus siirroksi, jossa siirretdan nollavektorin verran pistet-
ta.

Luvussa kaksi tarkastellaan tarkemmin isometrioiden kahteen luokkaan jaosta
syntyvia tuloksia. Lisaksi tarkastelemme naihin liittyvia yleisia yksikasitteisyystulok-
sia, jotka patevat Gaussin tasossa. Namé ovat myos perinteisen Euklidisen tasogeo-
metrian ominaisuuksista tulevia tuloksia. Tarkastelu aloitetaan sillé, etta on olemassa
tasmalleen yksi suora isometria seka yksi vastakkainen isometria, jotka toteuttavat
isometrian maaritelméan pisteparin etdisyyden. Taman jalkeen jatketaan tarkastelua
suorien avulla. Aluksi saadaan tulokseksi, ettd samalla suoralla olevat pisteet sii-
lyvéit samalla suoralla, kun kuvataan pisteitd isometrialla. Téasta saadaan jatkettua
tuloksella, ettéd yhdensuuntaiset suorat kuvautuvat yhdensuuntaisiksi suoriksi, jonka
todistamisessa kaytetdan apuna tietoa tasogeometriasta, ettda jos suoran ulkopuolella
olevan pisteen ja suoran valinen jana mahdollisimman lyhyt, niin tamén suoralla ole-
van pisteen kautta piirretty suora on kohtisuorassa valitun suoran suhteen. Néiden
jalkeen saamme tietdd, ettd jokainen isometria méaaraytyy yksikésitteisesti kolmen
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2 JOHDANTO

annetun pisteen avulla. Talloin voidaan tutkia yleistd kolmioiden teoriaa, johon kuu-
luu esimerkiksi kolmioiden yhtenevyys. Talloin myos kolmioiden kulmat sailyvét ja
erityisesti kaikkien suorien valiset kulmat sailyvat.

Sitten palataan takaisin ensimméisen lauseen pariin, ja tdhén liittyen saadaan
talle tarkempi tulos. Kun on kaksi pisteparia, joiden pisteparien pisteiden etiisyys on
sama, niin on olemassa tasmélleen kaksi isometriaa naiden pisteparien valilla. Naiden
edella olevien tuloksien avulla saamme luvun ensimmaéisen kappaleen paatuloksen,
etta kaikkien isometrioiden joukko muodostuu vastakkaisista isometriosta ja suorista
isometrioista. Liséksi helpottavana tietona saamme, etta kaikki suorat isometriat ovat
muotoa f(z) = az + b ja vastakkaiset isometriat ovat muotoa f(z) = az + b. Nama
muodot ovat huomattavasti helpompia késitella kuin neliomatriisit reaalisen tason
tapauksessa.

Luvun kaksi toisessa kappaleessa tarkennetaan isometrioiden jaottelua kiintopis-
teiden avulla. Piste z on kuvauksen f kiintopiste, jos f(z) = z. Suorat isometriat jao-
teltuna kiintopisteiden avulla saadaan siirtoihin ja kiertoihin. Kun suoralla isomet-
rialla on kiintopiste, niin se on kierto pisteen suhteen ja muulloin siirto. Vastakkainen
isometria on peilaus suoran suhteen, jos vastakkaisella isometrialla on kiintopiste.
Muulloin vastakkainen isometria on liukupeilaus. Liséksi tulemme todistamaan, etté
siirto ja kierto pisteen suhteen voidaan ilmoittaa kahden peilauksen avulla ja péin-
vastoin. Naiden kaikkien tietojen avulla saamme lopulta todistettua kappaleen péaa-
lauseen, jonka mukaan jokainen isometria voidaan lausua korkeintaa kolmen suoran
suhteen peilauksen avulla.

Lopulta tutkielman kolmannessa luvussa tarkastellaan similariteetteja. Aluksi kay-
daan lapi samoja jaotteluja kuin isometrioilla, kuten similariteettien jako suoriin ja
vastakkaisiin similariteetteihin. Similariteeteilld on hyvin samanlaisia ominaisuuksia
kuin isometrioilla ja niiden todistaminen menee hyvin samaan tapaan kuin isomet-
rioille. Vaikka similaritteettien tapauksessa janat ja kolmiot venyvét tai kutistuvat,
niin pituuksien suhde pysyy samana. Téll6in my6s kolmion janojen muodostamat
kulmat sailyvéit samaan tapaan kuin isometrioilla. Luvun kolme toisessa kappalees-
sa tutustutaan vield kirjoitelman viimeiseen paatulokseen: Hjelmslevin lauseeseen.
Se sanoo, ettd isometrialla kuvatun suoran ja alkuperiisen suoran vélilla pisteiden
ja kuvapisteiden keskipisteet ovat joko erillisid ja samalla suoralla tai kulkevat sa-
man pisteen kautta. Tama tullaan todistamaan isometrioille geometrisesti. Hjelmle-
vin lausetta vastaava tulos patee myos similariteeteille, ja tama todistetaan lopulta
algebrallisesti.



LUKU 1
Alkumaaritelmia

1.1. Kompleksiluvuista

Maaritellaan aluksi kompleksiluvut tason R? avulla eli merkitddn C = R x R.
Talloin saadaan méariteltya kompleksiluvut geometrisesti tasossa pisteiné.

MAARITELMA 1.1. Kompleksiluku z on tason R? piste (z1, z3), missi z1, xo € R.

Pisteen z osaa x; kutsutaan kompleksiluvun reaaliosaksi ja lukua x, kutsutaan
imagindériosaksi. Jos kompleksiluvussa z on pelkistdan reaaliosaa, niin z = (x1,0) =
x1 € R. Jatketaan téstd kompleksiluvun itseisarvon maérittelemisella. Tahan kayte-
tadn jo hyvin tutuksi tullutta euklidista normia eli pituutta, jota kutsutaan yleensa
kompleksilukujen yhteydessa moduuliksi.

MAARITELMA 1.2. Kompleksiluvun z = (x;, 22) moduuli on

1]l = /ot + 3

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksilukujen summaa ja tuloa, joista summa saa-
daan samaan tapaan kuin euklidinen vektorisumma. Tulo taas méaaritelldan eri tapaan
kuin perinteinen kahden vektorin vélinen tulo.

MAARITELMA 1.3 (Kompleksilukujen summa ja tulo). Olkoon z; = (z1,71) ja
29 = (x2, yo) kompleksilukuja. Kompleksilukujen summa on 21 + 25 = (2142, 41 +y2)
ja tulo on 2z - 20 = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2U).

Olemme saaneet nyt maariteltyd kompleksilukujen laskutoimitukset ja pituuden.
Maaritellaédn seuraavaksi kahden pisteen vélinen etéisyys. Tama méaritellaan samaan
tapaan kuin euklidisessa tasossa.

MAARITELMA 1.4. Kahden kompleksiluvun z; = (z1,y1) ja 22 = (22,y2) valinen
etaisyys on

121 — zall = /(@1 — 22)2 + (31 — )2

Edella oleva maaritelma auttaa meitd méaritteleméan vielda milloin kolme pistetté
ovat samalla suoralla. Kompleksiluvuista kdytdmme synonyymina pistetta geometris-
sé tapauksissa, miké on perusteltua kappaleen ensimmaisen maaritelméan mukaan.

MAARITELMA 1.5. Piste z3 on pisteiden z; ja z3 véalissé, jos
21 — 23| = [|z1 — 2ol + [|22 — 2s]|-
Talloin erityisesti pisteet ovat samalla suoralla.

Olemme saaneet esitettya tarkeitd geometrisia méaritelmia. Jatketaan laskennal-
lista puolta helpottavilla tuloksilla ja maaritellaédn seuraavaksi imaginaériyksikko ¢, ja
lasketaan sille edella olevan kompleksisen tulon perusteella yksi erityinen ominaisuus.
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4 1. ALKUMAARITELMIA

HuomAuTus 1.6. Merkitddn kompleksilukua (0,1) = i ja sanotaan, ettd ¢ on
imaginaariyksikko. Lasketaan 72, jolloin saadaan kompleksilukujen tulon mééritelmén
perusteella, ettd > =7-i= (0 — 1,0+ 0) = (—1,0) = —1, joten

i =—1.
Nyt voidaan néiden edelld olevien tietojen avulla esittda kompleksiluvut toisella

tavalla, joka ei ole niin geometrinen, mutta se on hyvin yleinen tapa ja laskennallisesti
kateva.

LAUSE 1.7. Jokainen kompleksiluku z = (a,b) on muotoa
z=a+ bi,
missd a,b € R ja i on imaginddriyksikko.
Tobistus. Tarkastetaan lause kompleksilukujen laskusédantojen avulla:
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.
O

Edella oleva tulos auttaa nyt meita laskemaan kompleksilukuja helpommin, koska
voimme laskea kompleksilukuja kuin reaalilukuja, kun muistaa peruskaavan i? = —1.
Liséksi ei tarvitse muistaa hieman hankalaa tulon laskusaantoa. Jatketaan tésta tar-
kastelemalla kompleksiluvun konjugaattia.

MAARITELMA 1.8. Kompleksiluvun z = a + bi konjugaatti on Z = a — ib, missé
a,beR.

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksikonjugaatin ominaisuuksia.

LAUSE 1.9. Olkoon z = a+bi € C ja w = ¢+ di € C, missd a,b,c,d € R.
Seuraavat kompleksikonjugaatin ominaisuudet pdtevdt:

2)zw=z -w

(3) 7=l = [lz — w]]
(4) 2z = ||2|?
(5)z==2

TobpisTus. Ominaisuudet ndhdian seuraavilla laskuilla kohta kohdalta:
(1) z4w=a+c+bi+di=a+c—bi—di=a—bi+c—di=zZ+w
(2) zw = ac — bd + (ad + bc)i = ac — bd — (ad + bc)i =Z - W
(3) |[z—w]| = [la—c+(=b+d)i] = \/(a— )2 + (d—b)2 = /(a— )2+ (b— d)2 =
la—c+ (b — d)ill = ||z — w]
(4) 22 = (a + bi)(a — bi) = a® — ?b*> = a®> + 1* = (Va2 + 12)? = ||2|)?

B)Z=a+bi=a—-bi=a+bi=z

n

Seuraavaksi halutaan tietdéd, mitd muotoa on kompleksiluvun kaénteisluku. Tie-
detdin, ettd luvun z kddnteisluku on luku 271, jos zz7t = 1.

LEMMA 1.10. Kompleksiluvun z # 0 kddnteiluku on 27! = 2.

2]




1.1. KOMPLEKSILUVUISTA 5

TobisTus. Kaytetaan edellisté lausetta apuna ja lasketaan tulos seuraavalla las-

kulla _ _
: _LE

- 1
ya z = — =
[ -
3 -1 _ _z
joten z =

1>

t

Edellisen lemman seurauksena saadaan ominaisuus, jota tullaan kdyttamadn jat-
kossa.

SEURAUS 1.11. Olkoon ||z|| = 1. Tdllin 1 = 27! = e = 2- Tdstd vield seuraa
1

imaginddariyksikélle seuraava ominaisuus: i = T

Jatketaan seuraavaksi viela yhdelld tavalla esittaéd kompleksiluvut. Téssé tavassa
kaytetdan apuna z-akselin ja halutun pisteen vélistd kulmaa 6. Tahan tarvitsemme
my6s edelld madriteltyd kompleksilukujen moduulia, josta saamme ||(cos#,sinf)|| =

\/ (cos@)? 4 (sinf)? = 1. Nailld tiedoilla saamme mééariteltyd napakoordinaattiesityk-
senm.

MAARITELMA 1.12 (Napakoordinaattiesitys). Olkoon kompleksiluku z = (x1, 1) €
C ja z # 0. Télloin z voidaan esittdéd muodossa

z = ||z||(cos B, sin 0),
missé kulma 6 € [0, 2] on z-akselin ja pisteen (xy, y1) valinen kulma kierrettéessa vas-
tapéivién r-akselilta. Kulma 6 voidaan ratkaista geometrian avulla: § = arctan(2),
jos 1 # 0. Jos taas x; = 0, niin talloin kompleksiluku on imaginadrisuoralla, jolloin

kulma 0 = 7, jos y1 > 0 ja 6 = 37”, jos y1 < 0 . Téata kulmaa kutsutaan argumentiksi
ja merkitaan tata 0 = am(z).

Osoitetaan hyodyllinen tulos kayttden apuna napakoordinaattiesitysta.
LEMMA 1.13. Olkoon z,w € C, ja z # 0 # w. Tdlloin
am(zw) = am(z) + am(w).
TobisTus. Olkoon z = ||z||(cos @ + isin @) ja w = ||w]|(cos ¢ + isin ¢). Lasketaan
ensiksi kompleksilukujen z ja w tulo kayttden napakoordinaattiesitysta:
2w =||z]|(cos @ + isin @) ||w||(cos ¢ + isin @)

=||z||||w]||(cos @ + isin ) (cos ¢ + isin @)

=||z||||w]| (cos 8 cos ¢ + i cos  sin ¢ + i sin O cos ¢ — sin  sin @)

=|lz[l{wll(cos(6 + ¢) + isin(6 + ¢))

Yhtalon viimeinen yhtdsuuruus saadaan sinin ja kosinin yhteenlaskukaavasta. Nyt
yhtélosta voidaan péatella, ettd am(zw) = 0 + ¢ = am(z) + am(w).
O

Gaussin taso on tapa ilmaista kompleksilukujen joukko. Euklidisen tason geomet-
riassa koordinaatit ovat kohtisuorassa x- ja y-akselin kanssa. Gaussin tasossa y-akselia
vastaa imaginaériluvut ja x-akselia reaaliluvut.

MAARITELMA 1.14 (Gaussin taso). Gaussin taso on reaaliluvun 1 ja imaginaa-
riyksikon ¢ virittamé avaruus, jossa nama ovat vektorit kohtisuorassa toisiaan vasten.



6 1. ALKUMAARITELMIA

1.2. Isometrioista
MAARITELMA 1.15. Kuvaus f : C — C on isometria, jos
|f(z) = f(w)|| = ||z — w||, kaikilla z,w € C.

Nyt meille on annettu isometrian méaritelmé. Tarkastellaan seuraavaksi kuvauk-
sia, jotka ainakin vaikuttavat isometrioilta. Otetaan ensiksi tarkasteluun siirto, joka
nimensa mukaisesti siirtaéd jokaista kompleksitason pistetta halutun kompleksiluvun
verran.

MAARITELMA 1.16 (Siirto). Olkoon b kiinnitetty kompleksitason piste. Jos kuvaus
f on muotoa f(z) = z + b, niin se on siirto.

w

Kuva 1.1. Pisteet 2z, w ja u kuvautuvat siirrolla f. Kuvassa vektorit b
ovat siirtovektoreita.

Erikoistapaus b = 0 lasketaan myos siirroksi, misté seuraa, etta identtinen kuvaus
on myos siirto.

Seuraavaksi maaritelladn kierto minka tahansa kulman 6 verran. Tarkastellaan
aluksi kiertoa origon suhteen, koska jokainen kierto voidaan siirtojen avulla palauttaa
tilanteeseen, jossa kierto tapahtuu origossa. Tulemme nédyttdméaan mychemmin, etta
samat kierrot voidaan tehda kaikissa muissa pisteissa kuin origossa. I[lmoitetaan nyt
kompleksiluku z napakoordinaattiesityksen avulla. Talloin z = ||z||(cos @ + isin @),
missd 0 € [0,27]. Kerrotaan nyt kompleksilukua z kompleksiluvulla w = (cos ¢ +
isin ¢). Télloin

z(cos ¢ +ising) = ||z||(cos @ + isinf)(cos ¢ + isin @)

= ||z||(cos 0 cos ¢ — sin fsin ¢ + i(sin 6 cos ¢ + cos @ sin ¢)),

mista saadaan lopulta trigonometristen summakaavojen avulla
2w = ||z]|(cos(8 + ¢) + i(sin(6 + ¢))).

Siis kertomalla kompleksilukua z kompleksiluvulla w saamme kierrettyd kulman ¢
verran lisda, joten olemme saaneet kierron méariteltya.
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MAARITELMA 1.17 (Kierto origon suhteen). Kuvaus
f(z) = (cos@ +isinf)z

on kierto origon suhteen, missa 6 € R.

Kuva 1.2. Pisteet z,w ja u kuvautuvat kierrolla f pisteen A suhteen.

On olemassa my0s kierrosta erikoistapaus, kun kulma 6 = 7. Tata tapausta kut-
sutaan pisteen suhteen peilaukseksi.

Kierron jalkeen haluamme maéaritella suoran suhteen peilauksen, joka vaikuttaa
isometrialta. Tiedetdan, ettd kuvaus f(z) = Z muuttaa imaginddriosan merkin, jolloin
tdman tapainen kuvaus peilaa pisteet z-akselin suhteen. Tamé voidaan helposti todeta
silla, ettd pisteiden z ja Z etaisyydet x-akselista ovat samat. Lahestytdan tilannetta
minké tahansa origon kautta kulkevan suoran suhteen peilauksella. Téllo6in kierramme
haluttua suoraa [ x-akselin padlle. Jos suoran [ ja x-akselin véilinen kulma on 6 >
0 vastapdivadn ndhden, niin kierramme suoraa [ myotapéivadn kulman —6 verran.
Kulma 6 < 0, kun suoran [ ja x-akselin vélinen kulma on myotapéivadn nahden.
Nyt yhdistamaélla edellisen kiertokuvauksen g alussa esitellyn konjugaattikuvauksen
f kanssa saamme

h(z) = g7 (f(9(2))) = g~ (f((cos(—0) + isin(—0)2))
g ' (cos(—0) + isin(—0)z)
cos(0) + isin(f)(cos(—0) + isin(—6)z)
= cos(f) + isin(#)(cos(—0) — isin(—0)z)
= [cos()? + 2isin(f) cos(6) — sin(6)?]z = (cos(20) + isin(26))z

Lopulta saamme kaksinkertaisten kulmien trigonometristen saantojen avulla maari-
teltya peilauksen origon kautta kulkevan suoran suhteen.
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MAARITELMA 1.18 (Peilaus origon kautta kulkevan suoran suhteen). Kuvaus
f(z) = (cos(26) +isin(26))z

on peilaus origon kautta kulkevan suoran suhteen, misséd kulma 6 on suoran ja z-
akselin valinen kulma.

Kuva 1.3. Pisteet z,w ja u kuvautuvat peilauksella suoran [ suhteen

Jos taas peilauksen suora ei kulje origon kautta, niin voimme siirron 7" avulla
siirtdd suoran origon kautta kulkevaksi ja tdmaén jalkeen tehda peilauksen. Peilauksen
jilkeen voimme siirtdd pisteet vastakkaisella siirrolla 7! takaisin suoran vanhalle
paikalle ja pisteet on peilattu suoran suhteen.

Nyt olemme saaneet osan isometrialta vaikuttavista kuvauksista maarilteltya. Té-
man jalkeen haluamme myos yhdistella naita, jolloin tarvitsemme seuraavan tuloksen.

LEMMA 1.19. Kahden tai useamman isometrian yhdiste on isometria.

Tobistus. Todistetaan tapaus, kun kyseessd on kaksi isometriaa. Useamman
isometrian tapaus kasitellidn samaan tapaan. Olkoon f ja ¢ isometrioita ja pis-
teet z,w € C. Naille piatee mééritelmén mukaan | f(z) — f(w)|]| = [z — w| ja
lg(z) — g(w)|| = ||z — w]|. Tutkitaan yhdistettyd kuvausta g o f. T&ll6in maaritel-
man mukaan

l9(f(2)) = g(f ()l = [If(2) = Fw)l| = |z = w].
Siispad kahden isometrian yhdistetty kuvaus on myo6s isometria.

l

Nyt edellisen lemman avulla voimme voimme rohkeasti yhdistella esiteltyja ku-
vauksia. Eras tarkeé erikoistapaus tasté on siirron ja peilauksen yhdisteené saatava
kuvaus nimelta liukupeilaus.
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MAARITELMA 1.20 (Liukupeilaus). Kuvaus, joka on yhdiste suoran suhteen pei-
lauksesta ja siirrosta, joka on yhdensuuntainen peilattavan suoran kanssa, on liuku-
peilaus.

f(u)

KuvaA 1.4. Pisteet z,w ja u kuvautuvat ensiksi peilauksella f; suoran
[ suhteen ja sitten siirron avulla liukupeilauksen f pisteiksi f(z), f(w)

ja f(u).
Todistetaan vield edella olevat kuvaukset isometrioiksi.

LAUSE 1.21. Siirto, kierto origon suhteen ja peilaus origon kautta kulkevan suoran
suhteen ovat isometrioita. Lisdksi liukupeilaus on isometria.

TobisTtus. Todistetaan aluksi siirto isometriaksi. Olkoon z,w € C. Nyt
If(z) = Fw)ll = [lz +b— (w+b)|| = |z — w].
Kierron osoittaminen isometriaksi saadaan myos suoralla laskulla samaan tapaan
|f(z) = f(w)|| = ||(cos @ +isinf)z — (cos @ + isin@)w| = ||z — w||,

koska || cos @ + isin f|| = 1, miké seuraa suoraan kolmpeksilukujen modulin méaaritel-
mésti ja trigonometrian tuloksesta sin? # 4 cos? # = 1. Lasketaan vield suoran suhteen
peilaus isometriaksi:

| (2) = f(w)|| = ||(cos(20) + isin(20))z — (cos(20) + isin(20))w)||
= |[(cos(20) + isin(20))(z — w)||
=[z-w| = |z — wl.

Lauseen 1.9 ja tiedon |[|(cos(26) 4 isin(26)|| = 1 avulla saamme loppullisen tuloksen.
Nain ollen maaritelmén mukaan kolme ensimmaistéd kuvausta ovat isometrioita.
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Tiedetadn, etta siirto ja peilaus ovat isometrioita, joten lemman 1.19 perusteella
myo0s liukupeilaus on isometria. O

Otetaan tdhan vertailun vuoksi tarkasteluun viela reaalinen tapa todistaa kierto
isometriaksi.

HuomauTus 1.22 (Kierron isometriaksi toteaminen reaalisessa tapauksessa). Aluk-
cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(«)

verran origon ympéri vastapédivadn. Lisaksi tdytyy tietdd, ettd matriisi A on kiertoa

si tarvitaan tietoa, ettd matriisi A = l ] vastaa kiertoa kulman o«

I
T2
riisilla A, jolloin saamme kierron tehtyd mille tahansa vektorille z. Otetaan liséksi
suoraan edellé olevasta tulosta pituus, jolloin saamme:

v e | 1] |

vastaava lineaarikuvaus. Tamén jialkeen taytyy viela kertoa vektoria x = mat-

Al = ]

T COS ¥ — T Sin &
1 sin o + x5 cos o

sin(a)  cos(a) | |9
— /22 cos? a — 2 ; 2 i02 2 52 9 - 9 9
= /a7 cos? a — 2z w9 sin a cos a + x5 sin® a + 27 sin® o + 22129 sin « cos o + x5 cos? «

=zt + 25 = ||z

Siispd huomataan, ettd kierron lineaarikuvausta vastaava matriisi sailyttda minka
tahansa vektorin pituuden, joten sen vastaava kuvaus on isometria.

Edellé olevasta huomatuksesta nidhdéaén, ettd isometriaksi todistaminen reaalises-
sa tasossa on hieman tyolaampéa jo matriisilaskujen vuoksi. Lisdksi tarvitaan lisatie-
toja matriisien muuntamisesta lineaarikuvauksiksi ja painvastoin kun taas komplek-
sisessa tarkastelussa riittad kayttaa kompleksilukujen laskuja.

Kirjassa [1] tarkastellaan reaalisessa avaruudessa R? tapahtuvia isometrioita. Tut-
kitaan kyseisid kuvauksia téassa tapauksessa kompleksitasossa. Olkoon funktio h siir-
toeli h: C — C,h(z) =z + b, missi b € C. Olkoon taas funktio g isometria, jolle
g(0) = b. Mééritellddn funktio f siten, ettd f = h™! o g, jolloin se siirtda funktion g
takaisin origoon. Funktio f on isometria lemman 1.19 nojalla. Téma tapa on hyvin
yleinen tapa tarkastella isometrioita. Olkoon pisteet s = (1,0) ja r = (0,1). Téll6in
pisteen x sijainnin méardavat seuraavat kolme pituutta:

[l llz = sl ja [l — 7.
Tiedetdan, etta funktio f on isometria, jolloin seuraavat yhtédlot ovat voimassa

LF @)= Nzl [1f () = f)ll = llw = sll ja [[f () = f(r)]] = [l =7

Pisteiden s ja r valinan nojalla

IF )l =lsll = LIF @)l = lIrll = Lja [ f(r) = f()] = lIr = sl = V2.

Olkoon kulman <t(f(s)0s)) suuruus 6 ja olkoon f kierto origon ympéri kulman 6
verran. Tallin siis piste s kuvautuuu pisteeksi f(s) ja piste  kuvautuu pisteeksi f(r)
tai pisteeksi — f(r).

Tapauksessa, jossa f(r) = —f(r), piste r peilautuu suoran [ suhteen, joka muo-
dostaa positiivisen z-akselin kanssa 6/2 suuruisen kulman. Pisteiden sijoittumista
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Kuva 1.5. Piste r kuvautuu joko pisteeksi f(r) tai —f(r), kuvassa
pisteet on merkattu vektoreilla

on tarkasteltu viela tarkemmin kuvassa 1.2. Nyt naiden tarkasteluiden jéalkeen voi-
daan maéritella suora ja vastakkaisisometria riippuen funktiosta f. Jos nyt g = hf ja
funktio f on kierto, niin funktio g on suora isometria. Jos taas funktio f on peilaus,
niin funktio g on vastakkaisisometria. Méaritellaan seuraavaksi ndma isometriatyypit
kompleksitasossa puhtaasti algebrallisesti.

MAARITELMA 1.23 (Suora ja vastakkainen isometria). Kaikki muotoa
f(z) =az+Db,
missé |la|| = 1, olevat kuvaukset ovat suoria isometrioita. Taas muotoa
f(z) =cz+d,

missa ||c|| = 1, olevat kuvaukset ovat vastakkaisia isometrioita. Merkinta I tarkoit-
taa kaikkien suorien isometrioiden joukkoa ja merkinnalla 7 tarkoitetaan kaikkien
vastakkaisten isometrioiden joukkoa.
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Néiden méaritelmien avulla pystymme jakamaan isometriat naihin kahteen eri
kategoriaan ja tulemme todistamaan mychemmin, ettd isometriat voidaan jakaa pel-
kastdan naihin kahteen kategoriaan. Varmistetaan seuravaaksi, ettd suora ja vastak-
kainen isometria ovat isometrioita.

LAUSE 1.24. Muotoa f(z) = az+b ja g(z) = ¢z +d olevat kuvaukset ovat isomet-
rioita, kun ||a| =1 = ||c||.
Tobistus. Olkoon z,w € C. Saadaan suoralla laskulla seuraavasti:
1 (z) = Fw)l| = llaz + b — aw = b]| = [Ja(z — w)].
Tiedetdén, ettd ||al| = 1, jolloin || f(2) — f(w)|| = ||z — w||. Tarkastetaan seuraavaksi
vield kuvaus g¢:
l9(2) = g(w)|| = ||z + d — cw — d| = [|c(z —w)]|.
Nyt lauseen 1.9 kohdan (2) ja tiedon ||c|| = 1 perusteella ||g(2) —g(w)|| = ||z—w|]. O
Tarkastellaan seuraavaksi karteesisia koordinaatteja, joiden avulla voidaan ilmoit-
taa piste x = (1, 29) € R2. T&alloin x, ja x5 ovat pisteen x karteesiset koordinaatit.

Karteesiset koordinaatit voidaan ilmoittaa vastakkaisen ja suoran isometrian avulla
seuraavan lauseen mukaan.

LAUSE 1.25. Olkoon z = (x,y), missi x ja y ovat karteesisia koordinaatteja. Tdl-
loin karteesisten koordinaattien uudet koordinaatit voidaan mddrdta suorassa isomet-
riassa f(z) = (2',y') seuraavasti:

¥ =wxcosh —ysinf+p ja y =axsind+ycosh+q.
Vastakkaisisometriassa g(z) = (2/,y') voidaan esittid karteesiset koordinaatit muo-

dossa
¥ =wxcosf+ysinf+p ja y =zsinf—ycosh+q.

TobisTus. Tiedetddn, ettd kaikki suorat isometriat ovat muotoa f(z) = az + b.
Nyt voidaan valita, ettd b = p+ qi, koska tdma siirtaa haluttuun paikkaan koordinaa-
tiston. Lisdksi valitaan a = cos @ +isin §. Nyt edellda maératty a kiy lapi kaikki arvot
kaikilla 6 € [0, 27[ ja toteuttaa ehdon |ja|]| = 1. Olkoon z = z + dy. Tall6in suoraan
laskemalla saamme, etté

f(2) = (cos@ +isinb)(x +1y) +p+ iq
=1xcosh +ixsinf + yicosf — ysinh + p + iq.
Muunnetaan edella saatu tulos koordinaattiesitykseksi, jolloin saamme:
(xcos® —ysinf + p,xsinf + ysind + q).

Siispé saadut uudet koordinaatit ovat halutut.
Samaan tapaan voidaan laskea vastakkaisille isometrioille, mutta korvataan z nyt
konjugaatilla Z = o — yi. Siispa saamme laskusta

g(z) = (cos +isinf)(z — iy) + p + iq
=xcosf +ixsinf + yicost + ysinf + p + iq.
Taméa voidaan muuttaa koordinaatistoesitykseksi, jolloin saamme:

g(z) = (xcosh +ysinf + p, xsinf — ysinh + q).
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T4alloin olemme saaneet todistettua lauseen molemmat kohdat.
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LUKU 2
Isometrioiden luokittelua

Edellisessa luvussa esittelimme erilaisia isometrioita ja todistimme muutaman pe-
rustuloksen. Jatketaan nyt yleisemmin isometrioiden tarkastelua.

2.1. Gauss-tason isometriat

Osoitetaan seuraavaksi, etté suorille ja vastakkaisille isometrioille patee yksikésit-
teisyys.

LAUSE 2.1. Olkoon pisteparit zy, z1 € C ja wg,w; € C siten, ettd
20 — z1]| = [[wo — w1l # 0.

Talloin on olemassa vain yksi kuvaus joukossa 1, sekd yksi kuvaus joukossa I_, jotka
kuvaavat pisteen zy pisteeksi wy ja pisteen z; pisteeksi wy.

Tobistus. Maaritellaan vakiot a,b € C joukossa I, oleville kuvauksille, jolloin
taytyy olla azg + b = wp ja az; + b = wy, missd ||al| = 1. Véhentdméalla ensimméisen
yhtélon toisella yhtélolla saamme a(zg — 2z1) = wp — wy ja tasta ratkaistua vakion a
ja se on muotoa

a:u, kun zy — 21 # 0.
20 — %1

Lisaksi tdma antaa vakiolle a vaaditun ehdon ||a|| = 1. Tamén jalkeen voimme rat-
kaista vakion b yhtélosta azg+b = wy, kun tieddmme vakion a arvon. Talloin saadaan
b = wy — azy. Talloin olemme saaneet kummatkin vakiot ratkaistua yksikéasitteisesti.

Otetaan kéasittelyyn seuraavaksi vastakkaisten isometrioiden tapaus. Talloin va-
kiot ¢,d € C ovat joukossa I_ olevien kuvauksien vakioita. Siis pisteparien taytyy olla
muotoa ¢zg + d = wy ja ¢zZ1 + d = wy, missa ||c|]| = 1. Ratkaistaan vakio ¢ vihenta-
mélld ensimmaéainen yhtalo toisella yhtédlolla ja ratkaistaan samaan tapaan kuin vakio
a. Téalloin vakio

c= @_fl = wo—w1’ kun zy — 2z, # 0.
20 — %1 20 — A1

Tamé antaa myos vakiolle ¢ vaaditun ehdon ||c|[| = 1. Nyt olemme ratkaisseet va-
kion ¢, jolloin voimme ratkaista ensimmaisen yhtélon avulla vakion d samaan tapaan
kuin vakion b, jolloin saamme d = wy — c2p.

Néin ollen olemme ratkaisseet yksikésitteisesti kaikki vakiot a, b, ¢ ja d joukkojen
I, ja I_ kuvausille, jolloin lauseen véittama on oikea.

l

Tulemme kayttaméaan tata suorien ja vastakkaisten isometrien ominaisuutta myo6-
hemmin yleisessa tapauksessa. Tutkitaan seuraavaksi yleisesti isometrioiden ominai-
suuksia Gaussin tasossa.

15
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LAUSE 2.2. Jokainen Gauss-tason isometria kuvaa samalla suoralla olevat pisteet
samalle suoralle.

Tobistus. Olkoon u, v, w kompleksilukuja, jotka ovat eri pisteita ja ovat samalla
suoralla. Tiedetdan, etta piste v on pisteiden w ja w valissa, jos ja vain jos

lw = vf] + v = wl| = [lu — w]]
Kuvataan naita kaikkia isometrialla f, niin saadaan
1 (w) = f@) + 1 () = fw)ll = [lu = ]| + [Jo — w]|
= [lu—wl = |[f(w) = f(u)]]
Maééritelmén mukaan siis piste f(v) on pisteiden f(u) ja f(w) vélissd, joten eri-

tyisesti kaikki pisteet ovat samalla suoralla.
O

Nyt tiedetdan, ettd jokainen suora kuvautuu suoraksi. Tehdaan seuraavaksi yleis-
tys yhdensuuntaisille suorille.

LAUSE 2.3. Jokainen Gaussin tason isometria kuvaa yhdensuuntaiset suorat yh-
densuuntaisiksi suoriksi.

Tobistus. Olkoon piste P Gaussin tasossa ja suora [, joka ei kulje pisteen P
kautta. Olkoon piste R suoralla [ siten, ettd jana PR on mahdollisimman lyhyt.
Talloin jana PR on kohtisuorassa suoran [ kanssa. Kun kuvataan pisteitd P, R ja
suoraa [ isometrialla, niin paastdan pisteisiin P’, R’ ja suoraan [’, missa R’ sijaitsee
suoralla [’. Koska isometria sédilyttdd pituudet ja etdisyydet, niin jana PR’ on lyhin
mahdollinen etéisyys suoran [’ ja pisteen P’ valilla, joten jana P’'R’ on kohtisuorassa
suoran [’ kanssa. Siten pisteen P’ etiisyys suorista [’ on sama kuin pisteen P etéisyys
suorasta [.

Olkoon sitten annettuna kaksi yhdensuuntaista suoraa [ ja m. Olkoon pisteet P ja
@ suoralla [ ja pisteet R ja S suoralla m siten, ettd janat PR ja QS ovat kohtisuorassa
suoraa [ vasten. Télloin janat ovat yhtd pitkat eli PR = QS ja suorat kuvautuvat
isometrisella kuvauksella suoriksi I’ ja m/, jotka ovat myos yhtd etdalld toisistansa.
Siispd ndma suorat ovat keskenddn yhdensuuntaisia.

t

Olemme saaneet nyt kuvautumaan yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisiksi suo-
riksi. Tama ei ole kuitenkaan riittéava siihen, etta saataisiin tasossa kaikki kuviot ku-
vautumaan yhteneviksi. Taté varten tarvitaan vield vahan lisaa tuloksia ja siksi tutki-
taan seuraavaksi kolmion kuvautumista. Talloin saadaan kuvattua myos tason kaikki
muut kuviot.

LAUSE 2.4. Jokainen Gaussin tason isometria mddrdytyy yksikdsitteisesti kolmen
annetun pisteen kuvapisteiden avulla.

TobisTtus. Olkoon zy, 27 ja zo pisteitd siten, ettd néista kaikki eivat ole samalla
suoralla. Kuvataan néita pisteitd isometrialla f, jolloin saamme pisteet f(z), f(21)
ja f(z2). Niille taas pétee, ettd

Iz: = zll = 1/ (z) = f(z)], kaikilla 7,5 = 0,1,2

Nyt kuvataan pistetta z, joka on erilldidn annetuista pisteista z;. Tamén kuvan f(z)
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Kuva 2.1. Pisteen z kautta piirretyt suorien zyz; ja 2922 kanssa yh-
densuuntaiset suorat

taytyy olla yksikésitteisesti maaritelty. Tarkastellaan aluksi tapausta, jossa piste z
on pisteiden z; maaraamilléd suorilla. Tama tapaus palautuu lauseeseen 2.2, jonka
todistuksessa todetaan, etta kahden pisteen vélissa oleva piste kuvautuu isometriassa
my0s naiden kahden pisteen kuvapisteiden véliin ja se kuvautuu myos yksikéasitteisesti.
Olkoon sitten piste z kolmion karkien zp,2; ja zo muodostamien suorien ulko-
puolella. Piirretdan pisteen z kautta kaksi yhdensuuntaista suoraa, joista toinen on
yhdensuuntainen suoran zpz; ja toinen suoran zpze kanssa. Edelld olevat suorat leik-
kaavat suoria zgz1 ja z9zo ja merkitddn naita leikkauspisteita 2’ ja z”. Talloin saamme
kuvan 2.1 nékoisen tilanteen. Tarkastetaan nyt, ettd saamme kuvattua isometrian f
avulla pisteen z yksikasitteisesti samaan tapaan. Tiedetdan lauseen 2.2 perusteel-
la, ettd piste f(z') on suoralla f(zg)f(22) ja piste f(2”) on suoralla f(zo)f(z1). Nyt
piirretdén pisteen f(z’) kautta suora [, joka on yhdensuuntainen suoran f(zg)f(21)
kanssa. Lisdksi piirretddan pisteen f(z”) kautta kulkeva suora m, joka on yhdensuun-
tainen suoran f(zp)f(22) kanssa. Talloin suorilla I ja m on yksi ainoa leikkauspiste.
Olkoon tdmaé piste w. Osoittautuu, etté piste w on f(z), koska tiedetéén lauseen 1.15.
perusteella, ettd yhdensuuntaiset suorat kuvautuvat yhdensuuntaisiksi suoriksi. Téal-
16in alkuperainen kuvio pysyy samana ja leikkauspisteen yksikasitteisyyden nojalla

isometrialla f piste z kuvautuu yksikésitteisesti pisteeksi f(z).
O
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Edella oleva lause antaa meille varmistuksen siita, ettd pysymme tasossa isomet-
riselld kuvauksella. Siis ei voi kdyda kuvauksen aikana, ettd kaikki tason pisteet ku-
vautuisivat pelkaksi yhdeksi suoraksi eli vaikka reaaliakseliksi. Nyt edellisen lauseen
avulla voidaan palata takaisin parantamaan lauseen 2.1 tulosta.

LAUSE 2.5. On olemassa tismdlleen kaksi isometriaa Gaussin tasossa, jotka ku-
vaavat pisteet zo ja zy pisteiksi wy ja wy, missd ||zo — z1|| = [Jwo — w1 || # 0.

TobpisTus. Lauseen 2.1 perusteella on olemassa ainakin kaksi isometriaa f(z) =
az + b ja g(z) = ¢z + d, jotka toteuttavat lauseen. Todistetaan, ettd ndméa kaksi
ovat ainoat vaihtoehdot. Tiedetddn, ettd kahden annetun pisteen vilinen etaisyys
lasketaan kaavasta ||z — wl|. Tarkastellaan nyt pistetta z, joka ei ole suoralla zyz;.
Olkoon pisteen z kuva w. Kuvan w paikka méaérdytyy sen etéisyyksien ||z — z|| ja
||z — z0|| mukaan, koska isometrioissa etdisyydet siilyvét. Talloin voidaan piirtaa kaksi
ympyréd, joista toisen keskipiste on wy ja séde ||z — zo|| ja toisen keskipiste w; ja séde
||z — 21||. Téll6in néilla kahdella ympyrélla on kaksi leikkauspistetta. Merkitédén néita
leikkauspisteitd w ja w’, jotka ovat mahdolliset pisteet, johon piste z voi kuvautua.
Nyt edellisen lauseen mukaan kuvapisteet wgp, w; ja w on maéaritelty yksikasitteisesti
isometrialla pisteistd zg, z; ja z. Lisaksi kuvapisteryhmé wg, w; ja w’ on méaritelty
yksikésitteisesti isometrialla pisteista zg, z; ja z. Tiedetddn entuudestaan, ettd on
olemassa namé kaksi isometriaa, jotka kuvaavat pisteen zy pisteeksi wy ja pisteen
z1 pisteeksi wq, jotka ovat nyt edella olevan perusteella ainoat mahdolliset ja nédiden
muodot ovat f(z) = az + b ja g(z) = ¢z + d, missa ||a|]| =1 = ||c]|.

O

Edellisessa lauseessa tarkastelimme, etta kahden samalla etaisyydella olevan pis-
teparin vélilla on olemassa tasmélleen kaksi isometriaa Gaussin tasossa. Nyt voimme
todeta, ettd ndmé kaksi isometriaa ovat vastakkainen ja suora isometria muiden ta-
man aliluvun lauseiden avulla.

LAUSE 2.6. Olkoon kaikki Gaussin tason isometriat luokassa I. Tdlloin luokat I
ja I_ muodostavat kaikki joukon I isometriat.

Tobistus. Tiedetadn, ettd isometrialuokkien 7_ ja I, kuvaukset ovat ainakin
isometrioita. Nyt taytyy vield osoittaa, ettd nama ovat kaikki isometriat, joita on
Gaussin tasossa. Tama taas on todistettu lauseessa 2.5 eli, ettd on olemassa tasmalleen
kahden tyyppisia isometrioita f(z) = az+bja g(z) = cz+d, missa ||a|| = 1 ja ||c[| = 1.
Luokassa I, kuvaukset ovat muotoa f(z) = az + b ja luokassa I_ ne ovat muotoa
f(2) = az + b. Talloin tatd muotoa olevat kuvaukset ovat siis ainoat Gaussin tason
isometriat.

4

2.2. Isometrioiden jaottelu kiintopisteiden avulla

Edellisessa kappaleessa saatiin yksi isometrioiden paatuloksista todistettua. Seu-
raavaa padtulosta varten meiddn taytyy jaotella vastakkaiset ja suorat isometriat
kiintopisteiden avulla. Tata varten maéritellaan aluksi kuvauksen kiintopiste.

MAARITELMA 2.7 (Kiintopiste). Olkoon f mika tahansa Gaussin tason kuvaus.
Piste z on kiintopiste, jos f(z) = z.
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Liséksi suoraa [ kutsutaan kiintosuoraksi, jos suoran [ pisteet kuvautuvat suoraksi
[ kuvauksella f. Silti kaikki suoran [ pisteet eivat véilttamatta ole kiintopisteita. Kiin-
topisteiden avulla pystymme jaottelemaan tarkemmin isometriat eli pystymme viela
tarkemmin sanomaan, mitéd ominaisuuksia on suorilla ja vastakkaisilla isometrioilla.

LAUSE 2.8. Olkoon I, joukko suoria isometrioita, jotka ovat muotoa f(z) = az+Db,
missd a # 1 ja ||a|| = 1. Tdlloin funktiolla f on ainoastaan yksi kiintopiste ja se on
muotoa w = b(1 — a)~t. Tdlloin funktio f on muotoa f(z) = a(z — w) + w, jolloin
joukon Iy isometriat ovat kiertoja pisteen w ympdri.

TobisTtus. Oletuksesta a # 1 seuraa, ettd joukossa I ei ole siirtoja. Lisdksi
tiedetadn, ettei siirrolla ole olemassa yhtdan kiintopistetta, ellei se ole identtinen
kuvaus. Voimme siis tarkastella nyt joukossa I; pistettd w. Jos w = aw + b, niin
ratkaisemalla pisteen w saamme w = b(1 — a)~!. Kadntden huomataan, etta

b b b b b
f<w):f<l—a>:a<1—a_1—a>+1—a:1—a:w'

Viahennetdan tama kiintopiste funktion arvosta, jolloin saamme

fe)—w=az+b-—w=az+b—aw—b=a(z —w).

Nyt siirtdmaélla origon kiintopisteeseen w voimme siirron ¢ avulla kirjoittaa edella
olevan yhtalon muodossa

9(f(2)) = ag(2),

missi g(z) = z — w, siten f(2) = g 'a(g(z)). Tama suora isometria on kierto pisteen
w suhteen. Siispa pisteen w suhteen kierto on muotoa f(z) = a(z —w) + w.
U

Edellisesta lauseesta saamme yleistettyé kiertoja koskevan tuloksen.

SEURAUS 2.9. Jokainen suora isometria, joka ei ole siirto, on kierto kiintopisteen
suhteen.

HuomAuTUS 2.10. Seurauksen 2.9 mukaan tiedetdén, ettd suorat isometriat ovat
joko siirtoja tai kiertoja. Tamé johtuu siita, etta olettaen, etta suorista isometrioista
otettiin pois siirrot, saimme pelkastdan kiertoja kaytettavaksi. Lisdksi lauseen 2.8
mukaan jokainen suora isometria, joka ei ole siirto, voidaan kirjoittaa muodossa
f(z) =a(z — w) + w, missa a # 1.

Tehdéan seuraavaksi samantapaiset tarkastelut vastakkaisisometrioille, jolloin saam-
me jaettua namékin kahteen eri tapaukseen.

LAUSE 2.11. Vastakkaisisometrialla f(z) = az+b (||a]| = 1) on kiintopisteitd, jos
ja vain jos ab + b = 0. Jos on olemassa kiintopiste, niin kuvaus f on peilaus suoran
suhteen ja jokainen tamdn suoran piste on kiintopiste. Toisaalta jokainen peilaus
suoran suhteen on vastakkaisisometria.

TobisTus. Todistetaan aluksi lauseen ensimmainen kohta. Méaritelman mukaan
piste w on kiintopiste, jos w = aw + b. Sijoittamalla kuvaukseen pisteen w saamme

f(w) =a(@w +b) +b=aaw+ab+b
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Lauseen 1.9 avulla tiedimme, etti @a = ||a]|?> = 1. Téstd saamme, ettd w+ab+b = w.
Nyt vield vihentdmélli molemmin puolin pisteen w saamme 0 = ab + b. Samaan
tapaan menee toisin péin todistus, kunhan ensiksi lisatdén yhtdloon 0 = ab + b piste
w molemmille puolille yhtaloa.

Oletetaan, ettéd annetulla isometrialla on kiintopiste w. Télloin w = aw +b. Koska
f(2) = az + b, voimme vahentéé ensimméinen yhtalon toisesta, jolloin saamme:

fz)—w=qaz—-w) =a(z —w).

Tama muoto oli lauseessa 2.8, paitsi nyt kyseiset pisteet ovat konjugaatissa. Nyt
taytyy tehda ensiksi siirto, kuten lauseessa 2.8 eli g(z) = z — w. Lisdksi haluamme
peilauksen M (z) = aZz. Yhdistamalld ndméa kuvaukset seuraavalla tavalla saamme
vastakkaisisometrian kirjoitettua seuraavassa muodossa:

f(2) =g (M(g()))-

Siispd voimme kirjoittaa edelleen

9(f(2)) = ag(2),

missé g(z) = z — w ja |ja|| = 1. Talléin huomataan, ettd tdmé on yksi suoran suh-
teen peilauksista, missa pisteen w kautta meneva suora muodostaa x-akselin kanssa
am(a)/2 suuruisen kulman. Siispa vastakkaisisometria on suoran suhteen peilaus, kun
silla on olemassa kiintopiste.

Olkoon nyt kuvaus g peilaus suoran m suhteen ja oletetaan, ettd suora m kulkee
origon kautta. Tapaus, jossa suora m ei kulje origon kautta tehdaén peilaus, palautuu
ensimmaiseen tilanteeseen lemman 1.19 avulla, kun siirretdan kahdella siirrolla siten,
ettd ensiksi siirretaédn suora kulkemaan origon kautta ja tamén jalkeen siirretédan
takaisin alkuperaiselle paikalle. Tata tapaa kdytetaén yleisesti monessa tapauksessa.
Lisdksi olkoon piste w € m. Nyt tiedetdan lauseen 2.6 perusteella, ettd on olemassa
vain yksi ainoa suora ja yksi vastakkaisisometria, joka kuvaa suoran m itsellensé.
Téssa tapauksessa suora isometria on identtinen kuvaus f(z) = z, joten peilauksen
taytyy olla vastakkaisisometria. Siten jokainen peilaus on vastakkaisisometria, jolla
on kiintopiste.

O

Seuraavaksi tarkastellaan vield liukupeilausta. Tamaé oli siis maaritelty siten, etta
se on yhdiste siirrosta ja peilauksesta. Téll6in on mahdollista, ettd kuvaus f voidaan
lausua joko ensin peilauksena ja sitten siirtona tai ensiksi siirtona ja sitten peilauk-
sena. Talloin siis kuvauksen voi lausua seuraavasti:

f(z)=az+b=a(z+b) =az+b.

Tistd saamme, etti ab = b tai a = b/b, josta seuraa, etti am(a) = 2(am(b)). Tami
ndhdadn siitd, ettd a = % = ﬁ, jolloin am(a) = am(b?) = 2am(b), miki seuraa
lemmasta 1.13.

Seuraavaksi halutaan tutustua tilanteeseen, jossa ei ole kiintopisteita, jolloin ei ole

voimassa tapaus ab + b = 0.

LAUSE 2.12. Peilaus suoran | suhteen siirron T' kanssa antaa tulokseksi vastak-
kaisen isometrian ilman kiintopisteitda, paitsi jos | ja siirron T siirtovektori b ovat
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kohtisuorassa toisiansa vasten. Lisdiksi tamd vastakkaisisometria ilman kiintopisteitd
on liukupeilaus.

TobisTus. Oletaan ensin, ettéd vastakkaisella isometrialla g on olemassa kiinto-
piste. Lauseen 2.11 nojalla kuvaus g on muotoa g(z) = az + b. Télléin kiintopisteen
olemassaolosta olisi yhtilé ab+ b = 0 voimassa. Tésté seuraa, ettd am(a) — am(b) =
am(—b) = am(b) £ 7, jolloin olisi am(a)/2 = am(b) £ 7/2. Kun kulma am(a/2) on
x-akselin ja suoran [ vélissa, niin suora [ on kohtisuorassa siirtovektoria b vasten.

Toisaalta jos suora [ on kohtisuorassa siirtovektoria b vasten, niin voimme péas-
ta samaan lopputulokseen ab + b = 0 menemélld edelld olevalla tavalla takaperin.
Siirtamalld nyt suoraa [ kompleksiluvun g verran saamme suoran [, jonka suhteen
peilatessa saamme samat kuvapisteet kuin kuvauksella g. Olkoon nyt piste w mikéa
tahansa piste suoralla [. Talloin suoran [ suhteen peilaus vie pisteen w+b/2 pisteeseen
w — b/2 ja siirto T taas siirtdé takaisin tdméan pisteen pisteeseen w + b/2. T&ll6in ol-
laan saatu suora, jolla on kiintopisteita, joten lauseen 2.11 nojalla g on peilaus suoran
I' suhteen.

Jatketaan seuraavaksi tapaukseen, jossa meilla ei ole kiintopisteita, jolloin meilla
on kuvaus f(z) = az + b, missi |la]| = 1 ja ab+ b # 0. Talloin pitee

ab ab b b — b ab+0
az+b—az—i—2 2+2+2—a(z b/2)+2+ 5
Merkitédn ¢ = 22 =£ 0, jolloin saamme kuvauksen f muodossa f(z) = a(z — b/2) +
% + ¢, missé siis aluksi kuvaa siirretdén b/2 verran, jonka jalkeen tehddin suoran
suhteen peilaus, jonka jilkeen tehdadn siirto b/2 verran ja lopuksi siirretdin vield
vektorin ¢ verran. Tamé kuvaus on peilaus suoran suhteen muodostaa, joka kulman
(am(a))/2 z-akselin kanssa yhdistettyna siirrolla luvun ¢ verran. Siten vastakkaisiso-
metria ilman kiintopisteitd on yhdiste suoran suhteen peilauksesta ja siirrosta vekto-
rin ¢ verran. Lisdksi halutaan, etté vektori ¢ on kohtisuorassa suoraa, jonka suhteen
peilataan, joten meidén taytyy vield osoittaa, ettd 2am(c) = am(a). Tiedetdan, etta

(C)Q_CQ_ (ab+b) (»)
]l cc

= — =
ab+b

Viimeinen yhtésuuruus saadaan kertomalla molemmin puolin yhtél6a (*) komplek-

siluvulla @b + b ja tiedolla, etta aa = 1. Talloin lemman 1.13 perusteella

am(a) = am((c/[|c[l)*) = 2am(c/|c]|) = 2am(c),

jolloin olemme saaneet halutun tuloksen, joten vastakkaisisometria on peilaus tai
liukupeilaus riippuen kiintopisteista. Jos silla on kiintopiste se on peilaus ja se on
liukupeilaus, jos ei ole kiintopisteita.

ol o

g

2.3. Isometriat luokiteltuina peilausten avulla

Olemme saaneet luokiteltua isometriat yhdella tapaa. Palataan viela takaisin kier-
ron ja siirron tapauksiin. Osoitetaan vield luvun lopuksi, miten kaikki isometriat saa-
daan peilauksien avulla. Aloitetaan osoittaminen kahden suoran suhteen peilauksesta.

LAUSE 2.13. Siirto ja kierto voidaan ilmoittaa kahden peilauksen avulla.
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92(91(2))

9(2)

Kuva 2.2. Pisteen z kuvautuminen kuvauksien ¢; ja go avulla lauseen
2.13 todistuksessa

TobisTus. Olkoon siirto muotoa g(z) = z + b. Osoitetaan tapaus b = 0 eli ident-
tinen kuvaus voidaan ilmoittaa kahden peilauksen avulla. Taméan nahdaan selvisti
silld, ettd yhdistetdén kaksi samaa kuvausta h(z) = z, jolloin saadaan

h(h(2)) =Z = z.

Siispa identtinen kuvaus voidaan lausua kahden peilauksen avulla.

Olkoon b # 0. Tiedetdén, ettd peilaukset ovat muotoa cz + d. Tiedetdan, ettd d
on peilauksessa siirto-objekti, niin olkoon ainakin toisessa peilauksessa d = 0. Tar-
kastellaan nyt kahta peilausta g;(z) = —(b/b)Z ja g2(2) = —(b/b)Z + b. Yhdistetiin
nama kaksi kuvausta, jolloin saamme

g2091(2) = =(b/b)(=(b/0)z + b=z +b = f(2).

Siispéd ainakin algberallisesti tdméa on hyvin selkeita, ettd yhdistamalld kuvaukset
g1 ja g2 saadaan haluttu siirto f. Geometrisesti kuvaus ¢; tarkoittaa sitd, ettd se
peilaa pisteen z siirron b vastakkaiseen suuntaan eli kuvan 2.2 tilanteessa vaihtaa
seka reaaliosan ettd imaginadriosan merkit. Sama tapahtuu kuvauksessa g, ja siihen
lisdtadn vield tdma siirto b. Toisin sanoen yhdistetty kuvaus g; o (g2(2) — b) on itse
asiassa identtinen kuvaus. Kuvassa 2.3 asia on havainnollistettu tarkemmin.

Olkoon kierto muotoa f(z) = az+b. Ottamalla mallia siirron tapauksesta valitaan
peilauksiksi tilli kertaa fi(z) = @z + b ja fo(2) = z. Télloin yhdistetty kuvaus

f(fi(z) = fa(@z +b) =az+b=az+ b= f(z).
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Edella olevat laskut pétevat lauseen 1.13 perusteella. Siispd ollaan saatu kahdella
peilauksella esitettya kierto. O

Edellinen lause auttaa tutkimaan lisda kolmen suoran suhteen peilauksen yhdis-
tettya kuvausta. Yhdistdamaélla lauseiden 2.12 ja 2.13 tiedot saadaan liukupeilauksesta
kolmen peilauksen yhdistetty kuvaus. Jaotellaan ndma kolmen suoran suhteen pei-
lauksen yhdistetyt kuvaukset kahteen luokkaan.

LAUSE 2.14. Jokainen kolmen suoran suhteen peilauksen yhdistetty kuvaus on joko
livkupeilaus tai suoran suhteen peilaus.

TobisTus. Olkoon kolme suoran suhteen peilausta muotoa R;(z) = a;z+b;, missé
i=1,2,3ja ||a;|| = 1 kaikilla i = 1,2, 3. Télléin yhdistetty kuvaus R saadaan néista
kaikista kuvauksista ja se on muotoa

R(Z) = ag[ag(aﬁ + bl) + bg} + b3

= ag[CLQ(CLilZ + Fl) + bz} + bg
= a302a1Z + Gzasby + G3F2 + b3

Huomataan, ettd taméa on vastakkaisisometria, koska voidaan merkitéd, ettd a =
asaza, ja b = @asb; + asby + bs. Siispd saadaan yhdistetty kuvaus R muotoon
R(z) = azZ + b, missa |la]| = 1. Tami pétee, koska ||a;|| = 1 kaikilla i = 1,2,3.
Tasta saadaan lauseiden 2.11 ja 2.12 perusteella, etta tdmé vastakkaisisometria on
joko liukupeilaus tai suoran suhteen peilaus. Jos kuvauksella R on kiintopiste, niin
se on suoran suhteen peilaus. Jos taas kuvauksella R ei ole kiintopisteita, niin se on
liukupeilaus. O

Edella saatiin jaettua kolmen suoran suhteen peilaukset kahteen luokkaan ja siten
on kasitelty kaikki mahdolliset kolmen suoran suhteen peilaukset. Jatketaan viela
kahden suoran suhteen peilausten tarkastelua. Haluamme tietaa, ettd milloin kaksi
suoraan suhteen peilausta voidaan lausua kiertona ja milloin siirtona. Tamé riippuu
suorista, jonka suhteen peilataan.

LAUSE 2.15. Yhdistetty kuvaus kahden suoran m ja | suhteen peilauksista antaa
tulokseksi siirron, jos ja vain jos suorat ovat yhdensuuntaiset. Toisaalta se on kierto
pisteen suhteen, jos ja vain jos suorat leikkaavat toisensa, ja tdalloin kierto tapahtuu
suorien leikkauspisteen suhteen.

TobisTus. Olkoon suoran [ suhteen peilaus muotoa f(z) = az+b, missa ||a|| = 1
ja ab+ b = 0 ja taas suoran m suhteen muotoa g(z) = ¢z + d, missi ||c|]| = 1 ja
cd + d = 0. Talloin yhdistetty kuvaus h saadaan néistd kahdesta kuvauksesta f ja g
ja se on muotoa:

h(z) = f(g(2)) = c(az + b) + d = @cz + be + d.

Kun merkitdin s = ac ja r = bc + d, saadaan kuvaus muodossa sz + 7. Talloin
huomataan, ettd ndiden kahden kuvauksen yhdiste antaa meille suoran isometrian.
Tarkastellaan nyt tapauksia riippuen luvusta s. Jos s = 1, niin yhdistetty kuvaus
h(z) = z + r on siirto. Jotta s = 1, niin taytyy siis olla ac = 1. Kun téitd yhtaloa
kertotaan molemmin puolin luvulla a, saamme aac = a, josta seuraa tiedolla aa =
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lal|*> = 1, ettd ¢ = a. Siispd am(a)/2 = am(c)/2, joten suorilla | ja m on sama
kulmakerroin, jolloin ne ovat yhdensuuntaisia.

Taméa toimii myos toiseen suuntaan eli jos suorat [ ja m ovat yhdensuuntaisia,
niin a = ¢ ja ac = 1. Talloin siis yhdiste peilauksista on siirto.

Tutkitaan seuraavaksi tapaus s = ac # 1. Téssé tapauksessa yhdistetty kuvaus
h(z) on suora isometria, joka ei ole siirto. Siispa seurauksen 2.9 mukaan sen taytyy
olla kierto jonkin pisteen suhteen. Koska kyseessé on kierto, niin silla on olemassa
kiintopiste. Etsitddn nyt tdma kiintopiste yhtilon h(z) = z avulla. Télloin @cz + be +
d = z, jolloin siirtamallé lauseke acz vasemmalle ja jakamalla saatu yhtélo luvulla
(1 —ac) # 0 saamme, etta

be + d
z =
1 —ac
joka on etsitty kiintopiste.
Tarkistetaan vield, ettd tdmé piste on suorien [ ja m leikkauspiste. Siis riittaa
osoittaa, etta piste z = Il’c_—%‘i on seké suoralla [ ettd m. Osoitetaan, ettd z = ll’c_—*ai on
kuvausten f ja g kiintopiste tarkastelemalla ensiksi erotusta f(z) — z. Alla olevissa

laskuissa kiytetddn apuna lauseen oletuksena olevia ehtoja a@ = 1 = c¢ ja b+ ba =
0=d+dc.

aEc+d N be+d  a(be+d)(1 —ac) N bl[1 —acl|*  (be+d)(1 —ac)

1—ac '~ 1-ac  |1-ad? 11— ac||? 11— ac|?
a(bc + d)(1 — ac) + b||1 — ac||? — (be + d)(T—ac)
- 1 —ac|?
abe + ad — abeac — adac — be + beae — d + aed + b||1 — acl|?
- 1 —ac|?
abe + ad — b — dc — be + ba — d + aed + b||1 — ac)?
- [T =ac|?
abe + ad + ba — be + ba + aed + b||1 — acl|?
- I —ac|?
abc + ad + ba — bc + ba + acd + b(1 — ac)(1 — ac)
- 1 —ac|?
abe + ad + ba — bc + ba + acd + 2b — abc — abe
- 1 —ac|?
abc + ad — be + acd — abe — abe
- 1 —ac|?
ad — be + aed — @be
T Ji-adp
a(d +cd) — c(b + ab)
o r-adr

Edelléd oleva siis tarkoittaa madritelman mukaan, ettd piste z on kuvauksen f kiin-
topiste, joten z € [. Tarkastellaan viela seuraavaksi, ettd z € m. Tama yhtalo menee
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ldhes samaan tapaan, joten kiydaan paakohdat:

be+d N be+d  c(be+d)(1 —ac) N b|[1 —ac|® (be + d) (T —ac)

Toac " 1-a  |l-a? 11— ac|? 11— ac|?
c(be + d)(1 — @c) + d||1 — ac||®> — (be + d)(T = ac)
- 11— ac|?
cbe + cd — cbeac — cdac — be + beac — d + aed + 2d — adé — ade
- 1= ac|?
b+ cd — bac — cdac — be + ba — d + acd + 2d — adé — acd
- 1= ac|?

—bac — cdac — bc — acd
11— ac||?
_ —c(ba+a) —ac(cd+d) 0
11 —ac|? '

Tamaéan perusteella myos z € m, joten vaite selva. ([l

Kootaan nyt edellé olevista tuloksista tdmén kappaleen paatulos.

LAUSE 2.16. Jokainen isometria koostuu korkeintaan kolmesta peilauksesta. Jos
isometrialla on kiintopiste, niin isometria koostuu korkeintaan kahdesta suoran suh-
teen peilauksesta.

TobnisTus. Jos isometria on suora, niin se on joko siirto tai kierto. Tiedetédan, etta
siirto voidaan ilmoittaa kahden suoran suhteen peilauksen avulla lauseen 2.15 nojalla,
missd suorat ovat yhdensuuntaisia ja kohtisuorassa annettua siirtovektoria vasten.
Lauseessa 2.15 saimme myo0s osoitettua, etta jokainen kierto voidaan esittda kahden
peilauksen avulla. Télloin suora isometria voidaan ilmoittaa kahden peilauksen avulla.

Jos taas kyseessa on vastakkaisisometria, niin silld joko on kiintopisteita tai ei
ole. Jos silla ei ole kiintopisteité, niin se on liukupeilaus. Kun siirto voidaan ilmais-
ta kahden suoran suhteen peilauksen avulla ja liukupeilaus on siirron ja peilauksen
yhdiste, niin se koostuu kolmesta peilauksesta. Jos taas vastakkaisella isometrialla
on kiintopiste, niin se on suoran suhteen peilaus, jolloin tarvitaan tietenkin vain yksi

peilaus.
O






LUKU 3

Similariteetit ja Hjelmslevin lause

3.1. Similariteetit

Tarkastellaan seuraavaksi similariteetteja. Similariteeteilld on ldhes samat omi-
naisuudet kuin isometrioilla, mutta similariteetit voivat lisdksi venyttad tai kutistaa
kuvaa. Ne voivat kiertaé ja peilata samaan aikaan. Toisaalta voidaan myos mieltéa,
ettd isometriat ovat erityistapaus similariteeteistd. Téméa huomataan helposti, kun
tarkastellaan similariteetin méaritelmaa.

MAARITELMA 3.1. Kuvaus f : C — C on Gaussin tason similariteetti, jos
|f(2) = f(w)|| = k||z — w]||, kaikilla z,w € C, missa k > 0.

Kun k£ = 1, niin similariteetti on isometria. Jos taas k > 1, niin kyseessd on suu-
rennos, ja jos k < 1, niin kyseessa on pienennoés. Jatketaan seuraavaksi isometrioista
tuttujen ominaisuuksien tarkastelua similariteeteille.

Olemme jakaneet alussa isometriat suoriin ja vastakkaisiin isometrioihin. Jaetaan
similariteetit samaan tapaan kuin isometriat suoriin ja vastakkaisiin similariteettei-
hin, paitsi ilman ehtoa ||a|| = 1.

MAARITELMA 3.2 (Suora ja vastakkainen similariteetti). Kuvaus f on suora si-
milariteetti, jos se on muotoa
f(2) =az+b, missd a,b € Cjaa+#0.
Merkitadn naiden kuvausten joukkoa S . Kuvaus g on vastakkainen similariteetti, jos
se on muotoa
g(z) =cz+d, missa ¢,d € C jac#0.
Merkitadn naiden kuvausten joukkoa S_.
Aletaan ndiden mééaritelmien avulla tekemédn tarkempaa teoriaa. Tarkastellaan
aluksi lauseen 2.1 vastinetta similariteeteille. Téll6in on olemassa ainoastaan yksi

kuvaus joukosta S, ja ainoastaan yksi kuvaus joukosta S_, jotka kuvaavat pisteen z
pisteeksi wg ja pisteen z; pisteeksi wy.

LAUSE 3.3. Olkoon annettuna pisteparit zg, 21 ja wg,ws, jotka toteuttavat ehdon
20 — 21| = kllwo — w1l # 0.

Tdlléin on olemassa ainoastaan yksi kuvaus joukosta Sy ja ainoastaan yksi kuvaus
joukosta S_, jotka kuvaavat pisteen zy pisteeksi wg ja pisteen z pisteeksi w;.

Tobistus. Todistus menee samaan tapaan kuin lauseen 2.1 todistus, mutta nyt

|lal]] = ||| = k. T&lla kertaa myos ratkaisuissa a = %, kun zy — z; # 0, ja

c= -t = W kun z) — 2z # 0, toteutuvat vaatimukset |la|| = ||c|| = k, koska
0—%1 Z0—%21

lauseen oletuksessa ||zg — 21|| = k||wo — w1 || # 0. O

27
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Jatketaan samaan tapaan kuin isometrioidenkin tapauksessa eli tarkastellaan si-
milariteettien vastine lauseelle 2.2.

LAUSE 3.4. Jokainen Gauss-tason similariteetti kuvaa samalla suoralla olevat pis-
teet samalle suoralle.

TobisTtus. Olkoon pisteet u, v ja w samalla suoralla ja piste v pisteiden u ja w
vélissd. Kuvataan naita similariteetilla f, jolloin niiden kuvapisteet ovat f(u), f(v)
ja f(w). Tallloin similariteetin maaritelméan mukaan ||f(u) — f(v)| = k|lu — ||,
|f(v) = f(w)| = k|lv —w| ja | f(u) = f(w)]] = k||lu — w]||. Lisdksi oletuksesta, etta

piste v pisteiden u ja w vélissa seuraa, etta
[ = wll + flv = w]| = [lu — w].

Nyt kayttamélla tdhan edelld olevaa similariteettien méaritelméa ja jakamalla saatu
yhtélo tdméan jalkeen luvulla k£ saamme

1f () = F)l +[[f () = Fw)l| = [1f (u) = F(w)].

Siten huomataan, ettd maaritelman mukaan piste f(v) samalla suoralla pisteiden
f(u) ja f(w) kanssa ja ndiden vélissa. Talloin siis similariteetti kuvaa samalla suoralla
olevat pisteet suoralle, jossa kaikki kuvapisteet ovat. O

Laajennetaan edellista tulosta, ettd saadaan yhdensuuntaiset suorat kuvattua yh-
densuuntaisiksi suoriksi.

LAUSE 3.5. Jokainen Gaussin tason similariteetti kuvaa yhdensuuntaiset suorat
yhdensuuntaisiksi suoriksi.

Tobistus. Todistus menee samaan tapaan kuin lauseen 2.3 todistus. On huo-
mioitavaa, ettd similariteetit joko venyttivit tai kutistavat janoja, joten PR # P'R’.
Silti piste R’ on lahimpéana pistetta P’ suoralla I’ myos, kun kuvataan toisessa tilan-
teessa suoria [ ja m suoriksi I’ ja m/. Similaariteeteilla kuvatteasssa PR # P'R’ ja
QS # Q'S’, mutta silti PR’ = Q'S’, jolloin suorat I’ ja m’' ovat yhdensuuntaisia.

O

Nyt tarvitaan teoriaa taydentadksemme samanmuotoisten kolmoiden teoriaa. Tie-
detdan Euklidisesta tasogeometriasta, ettd kolmiot ovat samanmuotoiset, kun niiden
vastinkulmat ovat yhtd suuret. Kuvataan nyt kolmiota ABC' similariteetilla f, niin

saamme kolmion f(A)f(B)f(C) ehdoilla
LFCA (B = KI[AB], [[F(B)F(C)]] = kI BC| ja [[f(C)f (A = K[|[CA.

Talloin siis kolmio f(A)f(B)f(C) on samanmuotoinen kolmion ABC' kanssa, koska
jokainen alkuperaisen kolmion jana muuttuu suhteessa k yhta aikaa. Talloin myos-
kadn kulmat eivat muutu yhtaan. Tarkastellaan lauseen 2.4 vastinetta similariteeteil-
le.

LAUSE 3.6. Gaussin tason similariteetti on yksikasitteisesti madritelty kuvauksel-
la, joka kuvaa annetun kolmion samanmuotoiseksi kolmioksi.

TobisTus. Todistus on juuri sama kuin lauseen 2.4, mutta nyt kuvaus ei sailyta
pituuksia, vaan joko venyttaa tai kutistaa pituuksia, kuten edelld samanmuotoisten
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kolmioiden tapauksessa tarkasteltiin. Silti todistuksessa tilanne ei muutu milldan ta-
valla oli sitten neljés piste z kolmion sivujen méaardamalla suoralla tai niiden ulko-
puolella.

O

Tarkastellaan seuraavaksi yleisemmin similariteetteja, kun olemme jo jakaneet ne
aiemmin kahteen eri similariteettiluokkaan S_ ja S..

LAUSE 3.7. On olemassa tismdlleen kaksi Gaussin tason similariteettia, jotka
kuvaavat kahden annetun pisteen zy ja zy kuvapisteiksi wo ja wy, missd ||wg — wq| =

kHZO — 21H 7é 0.

Tobistus. Lause todistetaan samaan tapaan kuin lause 2.5.

U

Nyt padstadn yhteen similariteettien paalauseista, jota vastaava on myos kayty
lapi isometrioiden kanssa.

LAUSE 3.8. Kaikki Gaussin tason similariteetit S voidaan jakaa kahteen luokkaan
S+ ja S_.

TobisTus. Kaikkien edeltavien lauseiden perusteella askel askeleelta saadaan to-
distettua tama lause, kuten teimme isometrioiden tapauksessa.
O

Tarkastellaan viela similariteetteja yhdenmuotoisiin kolmioihin liittyen.

LAUSE 3.9. Kolmion kdrjet z1, zo ja z3 kuvataan suoralla similariteetilla f toiseen
kolmioon kdarkipisteilld f(z1), f(z2) ja f(z3), jos ja vain jos

2y —Z1 f(z2) = f(21)
zm—a f(zs) = f(=1)
TobisTus. Oletetaan, ettd suora similariteetti kuvaa pisteet z1, 20 ja z3 vastaa-

viksi pisteiksi f(z1), f(22) ja f(z3). Tiedetaén, ettd jokainen suora similariteetti on
muotoa f(z) = az + b, missi a # 0. Talloin saadaan

f(z2) — f(z1) _am—an 5B -z
flzs) — f(z1) azzs—az 2z3—2
Siis olemme saaneet todistettua ensimmaisen osan todistuksesta.

Oletaan seuraavaksi, etta lauseen yhtéalo on voimassa. Nyt taytyy etsid suora iso-
metria, joka kyseisen yhtdlon avulla kuvaa pisteet z; pisteiksi f(z;). Tarkastellaan

kuvausta
f(23) — f(21)
23 — 21

9(z) = (z—21) + f(21).

Tamé on hyvin mééritelty suora similariteettikuvaus, kunhan z3 # z; ja f(z3) #
f(z1). Nama ehdot taas ovat jo voimassa alkuperiisessé yhtalossé, joten niiden kanssa
ei ole ongelmia. Taytyy vield tarkistaa, ettd kuvaus g kuvaa pisteen z; pisteeksi f(z;).
Sijoitetaan aluksi z = z3, jolloin saadaan

M(Z@, —21) + f(21) = f(z) — f(z21) + f(21) = f(23).

9(z3) = 7 — 71
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Saatiin tdma ainakin halutuksi. Sijoitetaan vuorostaan z = z5. Télloin saadaan alku-
perdisen yhtédlon avulla, ettéd

f(z3) = f(=1)
f(z3) — f(=1)

= Flow — fln (22 = FEO) 4 ) = £(z2).

Nyt vield on jaljella tapaus z = z;. Talloin selvasti huomataan, etta

g(z1) = fzs) = f(=1)

3 — %1
Olemme saaneet kaikki pisteet z; kuvattua kuvauksella g, jolloin kaikilla ¢ = 1,2, 3
olemme saaneet g(z;) = f(z;). Télloin olemme loyténeet suoran similariteetin, joka
vastaa lauseen haluttua kuvausta.

g(22) = (22 — 21) + f(21)

(21— 21) + f(21) = f(21).

O

3.2. Hjelmslevin lause

Olemme tarkastelleet similariteetteja. Jatketaan tasta etenemélla Hjelmslevin lau-
seeseen, joka liittyy suoralla olevien pisteiden kuvautumiseen ja kuvapisteiden ja al-
kuperaisten pisteiden valisiin janoihin. Tulemme muotoilemaan sen kahdella tavalla,
seké isometrioille etta similariteeteille. Osoitetaan aluksi isometrioiden tapaus.

LAUSE 3.10 (Hjelmslevin lause). Olkoon P joukko pisteitd, jotka ovat suoralla I.
Namd pisteet kuvataan Gaussin tason isometrialla pistejoukkoon P’ jotka ovat toisel-
la suoralla . Talloin keskipisteet janoista PP’ ovat joko erillisid ja samalla suoralla
tai sitten kaikki janat PP’ leikkaavat yhdessd samassa pisteessd ja tamda yhteinen leik-
kauspiste on jokaisen janan keskipiste. Jalkimmdainen tapaus voi olla voimassa vain
silloin, kun suorat ovat yhdensuuntaiset.

Perustellaan geometrisesti isometrioiden tapaus yhta poikkeusta lukuunottamat-
ta.

TobIisTus. Suora isometria on joko siirto tai kierto kiintopisteen suhteen. Ensim-
maisessd tapauksessa pistejoukko P = {A, B, C, - - -} kuvautuu siirrolla pistejoukoksi
P ={A" B C' -}, missa pistejoukon P’ muodostama suora on yhdensuuntainen
pistejoukon P muodostaman suoran kanssa. T&lloin on selvad, etta janojen PP’ kes-
kipisteet ovat naiden suorien puolivalissé olevalla suoralla. Toisessa tapauksessa kier-
retdan kierrolla kulman 6 # 7 verran, jolloin meidan taytyy nayttaé, etta keskipisteet
janoista AA’, BB',--- ovat suoralla. Merkitadn naita keskipisteitd joukolla P*. Jos
taas kulma 6 = 7, niin kuvaus on pisteen suhteen peilaus ja keskipisteet ovat kierron
keskuksessa.

Jos taas isometria on vastakkainen, niin se on joko peilaus suoran [ suhteen tai liu-
kupeilaus suoran [ suhteen. Peilaukselle on selvéa, etta kaikki pisteet P* ovat suoralla
[. Jos taas kuvaus on liukupeilaus, niin aluksi tapahtuu peilaus taas suoran [ suoran
suhteen. Taméan jalkeen tehdaan siirto, joka on suoran [ suhteen yhdensuuntainen,
jolloin keskipisteet siirron jalkeen siirtyvat pitkin suoraa .

O
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Tamaén jalkeen tehdaédn yleistys isometrioista similariteetteihin ja todistetaan si-
milariteettien tapaus algebrallisesti, mika taydentaa myos edellisen todistuksen kier-
ron tapauksessa.

LAUSE 3.11. Olkoon P joukko pisteitda, jotka ovat suoralla l. Namda pisteet ku-
vataan Gaussin tason similariteetilla pistejoukkoon P’, jotka ovat toisella suoralla
U'. Jos janat PP’ jactaan samassa suhteessa, niin jakopisteet ovat kaikki erillisid ja
yhdelld samalla suoralla tai yksi ja sama piste.

l

Kuva 3.1. Hjelmslevin lauseen tilanne similariteeteille

Tobistus. Tehdadn todistus algebrallisesti, niin saadaan toinen ldhestymistapa
ongelmalle verrattuna lauseen 3.10 todistukseen. Merkitadn nyt alussa olevia pisteita
P ={A,B,C,---} kompleksilukuina a, b, ¢, -- ja kuvapisteitda P’ = {A’, B, C",---}
kompleksilukuina a’, b, ¢, ---. Koska pisteet A, B ja C' ovat samalla suoralla, piste
¢ voidaan lausua janan AB avulla, jolloin saadaan, ettd ¢ = ta + (1 — ¢)b, missé ¢

on reaaliluku. Reaalilukujen ¢ ja 1 — ¢ suhde % on sama kuin janojen AC' ja C'B

pituuksien suhde ?:g. Nyt kuvataan pistetta ¢ suoralla similariteetilla f(z) = pz + q,
missd p # 0. Tall6in saadaan

fle)=¢ =pc+q=pltat (1 1)) +q
=t(pa+q)+ (1 —=t)(pb+q) =tf(a) + (1L — 1) f(b)
=ta + (1 —t)b.

Siispa kuvapiste ¢ voidaan lausua janan A’B’ avulla. Seuraavaksi haluamme vield
tarkastella pisteiden f(c) = ¢ ja ¢ vélisen janan jakautumisen pisteiden A ja B seké
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naiden kuvauspisteiden avulla. Olkoon k, k' reaalilukuja siten, etta k+ k' = 1. Talloin
saamme

Kc+kd =Kc+kf(c)=F(ta+ (1 —1t)b) + k(t(f(a)+ (1 —1t)f(b))
=tlk'a+kf(a)]+ (L —t)[kf(b) + K'b]
= t[k'a+ kd'] + (1 — t)[kb + K'b].
Merkitédan k'a + ka’ = A" K'b+ kb’ = B” ja k'c + k¢’ = C”, kuten kuvassa 3.1. Tasté
kiinnitetyilld k£ ja k' saamme ehdolla k'a + ka’ # K'b + kb, ettd piste C" voidaan

lausua pisteiden A” ja B” avulla, joten namé kaikki pisteet ovat samalla suoralla ja
ovat erillisia jokaisella reaaliluvun ¢ eri arvolla. Jos taas k'a + ka’ = k'b + kb, niin
Ke+kd =Ka+kd =kb+ kb.

Télloin kaikki janat AA’, BB’ ja C'C" jakautuvat samassa suhteessa % Talloin k' c+kd
on tdmaé sama piste, kun janoilta C'C’ otetaan piste, niin se on sama piste kaikilla
kK'a+ ka' = k'b+ kb'. Lisdksi yhtalosta seuraa, ettd k'(a — b) = —k(a’ — ¥'), jolloin
voidaan todeta, ettd janat K’ AB ja kB’A’ ovat yhté pitkat, mutta ne ovat vektoreina
eri suuntaiset.

Seuraavaksi tarkastellaan vield tapaus, kun similariteetti on vastakkainen. Talloin
edelld oleva todistustapa ei muutu, mutta kuvaus tulee muuttumaan muotoon g(z) =
pz + ¢q. Télloin kuvaus on pisteelle ¢ muotoa:

fle)=¢ =pe+qg=p(ta+(1-1)b)+q
=tpa+q)+ (1 —-t)®b+q) =tf(a) + (1 —1)f(b)
=ta' + (1 — )V,
joten saatiin sama yhtilo ¢ = ta’ + (1 — ¢)b' kuin aiemmin. Pi4asiassa tdmé johtuu
sita, ettd kun otetaan reaaliluvusta ¢ konjugaatti, niin se ei muutu ollenkaan. Téll6in
vastaavat paatelméat kuin edelld patevat myos vastakkaisille similariteeteille ja ta-

pauksessa k'a + ka’ = k'b+ kb’ janat k'AB ja kB'A" ovat yhté pitkét ja erisuuntaiset
vektoreina. U
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Merkintoja
Merkintad Selitys
N Luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,3,...}
R Reaalilukujen joukko
C Kompleksilukujen joukko
zZ Kompleksiluvun z konjugaatti
am(z) Kompleksiluvun z argumentti
I Kaikkien suorien isometroiden joukko
1 Kaikkien vastakkaisten isometrien joukko
Sy Kaikkien suorien similariteettien joukko
S_ Kaikkien vastakkaisten similariteettien joukko

Trigonometrian kaavoja:

sinx = —sin(—x)

cos T = cos(—x)

sin(2x) = 2sin( ) cos(z)

cos(2x) = cos?(x) — sin?(z)

in(x + y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)

?,
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