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Tiivistelméa

Eukleides Aleksandrialainen oli kreikkalainen matemaatikko, joka loi noin 300 eaa.
euklidisen geometrian. Hén julkaisi euklidisen geometrian perustana olevat aksioomat
ja perusolettamukset teoksessaan Alkeet. Eukleideen teos on sdilynyt koulujen geomet-
rian opetuksen pohjana jopa 1800-luvulle asti. Paéldhteend tutkielmassa on kéytetty
Eukleideen teoksen Pekka Aschanin suomennosta ja sen nykysuomennosta komment-
teineen, jonka on toimittanut Lauri Kahanp&é teoksessa Alkeet, Kuusi ensimmdistd
kirjaa eli tasogeometria.

Tutkielma tarkastelee Eukleideen muodostamaa teoriaa. Tavoitteena on ratkais-
ta nelja vaativaa ympyran ja kolmion vilistd ongelmaa Eukleideen teorian pohjalta.
Eukleideen aksioomajarjestelmé perustuu viiteen aksioomaan, joiden perusteella geo-
metria pyritdin méadritteleméadn tdaydellisesti. Alussa esitellddn aksioomajéarjestelméan
kannalta térkedt yleiset kasitteet, minké jélkeen kerrotaan lyhyesti aksioomajérjes-
telmésta ja sen vaatimuksista seké esitelldin Eukleideen viisi aksioomaa.

Tutkielman térkein teema on tarvittavan euklidisen teorian kokoaminen geomet-
risten ongelmien ratkaisemiseksi. Tutkielman seuraavassa vaiheessa tarkastellaan kol-
mioiden ja ympyroiden geometrisia ominaisuuksia. Lisdksi esitellddn kyseisten on-
gelmien ratkaisemisen kannalta tarpeellisia kdytdnnon esimerkkejé, jotka perustuvat
harppi—viivain konstruktioihin. Teorian pohjalta ratkaistaan ndmé nelji ongelmaa:
annetun ympyran sisdédn on piirrettdvé kolmio, annetun ympyrén ympéri on piirret-
tava kolmio, annetun kolmion sisdén on piirrettdva ympyréa sekd annetun kolmion
ympéri on piirrettava ympyra.

Tarkastelun lopuksi esitelliin Eukleideen aksioomajérjestelméd nykyaikaisempi
Hilbertin aksioomajirjestelmé euklidiselle geometrialle. David Hilbertin aksiooma-
jéarjestelma julkaistiin vuonna 1899 ja se on huomattavasti laajempi ja tarkempi kuin
Fukleideen aksioomajérjestelmé. Lopuksi verrataan Eukleideen aksioomajarjestelméa
Hilbertin aksioomajérjestelméén ja erityisesti tarkastellaan Eukleideen viidettd ak-
sioomaa. Vertailun tarkoituksena on havainnollistaa Eukleideen teorian mahdollisia
ongelmakohtia.

Asiasanat: Geometria, Eukleideen geometria, Hilbertin aksioomajérjestelmé
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Johdanto

Geometria on vanhimpia matematiikan osa-alueita, minkéd sanotaan syntyneen
antiikin aikaisesta maanmittauksesta [6, s. 6]. Tuohon aikaan oli térkedd, ettd maa-
alueet mitataan tarkasti esimerkiksi verotusta varten. Geometria, matematiikan alana
pyrkii siis tutkimaan erilaisia kuvioita, kappaleita ja niiden ominaisuuksia.

Varhaisimpia geometriastaan tunnettuja tieteen tekijoitd ovat Thales Miletolai-
nen ja Pythagoras Samoslainen 500-luvulta eaa. sekd Platon noin 400 eaa. Téssa
tutkielmassa padstadn perehtyméian 300-luvun eaa. tunnetuimman kreikkalaisen ma-
temaatikon ja geometrian isdn Eukleides Aleksandrialaisen matemaattisiin tuotoksiin.
Eukleides esitti ensimmaéisen selkeén kokonaisuuden geometriasta kirjassaan Stoikheia
(lat. Elementa, suom. Alkeet), joka on ollut pohjana koulujen geometrian oppikirjoille
jopa 1800-luvulle asti. Oppikirjat perustuivat siis hyvin pitkddn Eukleideen kehitté-
médn geometrian jérjestelméadn. Tietenkéddn kaikki kirjan sisdltdamé matematiikka ei
ollut Eukleideen omaa tuotosta vaan perustui aikaisempien matemaatikoiden tietoi-
hin. [3].

Eukleideen kirjassa Stoikheia ldhtokohtana ovat aksioomat ja lausumat, jotka hy-
viksyttiin tosiksi ilman perusteluja. Myohemmin taté ollaan kritisoitu ja kévikin niin,
ettd aksioomien pohjalta todistettiin geometrisia vaittadmié, joita ei voitu pitda itses-
taan selvind. Tyypillistd niille geometrisille ongelmille oli tehda ratkaisuja harppi-
viivain konstruktioilla. Tamé& ei tietenkddn nykymatematiikassa ole kovinkaan hyva
tapa, silla todistus perustui talloin osaksi kuvasta katsomiseen. Toisaalta Fukleideen
Stoikheia loi nyky-matematiikan kannalta olennaisen todistamiseen liittyvén tavan,
deduktiivisen pééttelyn [3, s. 20]. Deduktiivisuus perustuu siihen, ettd uusien tulos-
ten todistaminen pohjautuu aiempien tunnettujen tulosten loogiseen kayttdmiseen
padttelyssa.

Kouluissa opetettava geometria perustuu euklidiseen geometriaan, mikéd on ym-
maérrettavid tarkasteltaessa elinympéaristomme geometrioita. Tahén on johtanut osak-
si se, ettd euklidinen geometria on aina ollut ihmiselle tutuinta. Nykykésityksen mu-
kaan elamme kuitenkin paljon monimutkaisemmassa geometriassa kuin se, mité taso-
geometria ja euklidinen geometria tutkii [4, s. 2]. Tutkielmassa riittda kuitenkin tar-
kastella asioita euklidisen geometriaa ndkokulmasta, minkéd avulla ihminen voi pie-
nessé mittakaavassa havannoida ympéristonsia geometrioita melko tarkasti.

Viimeistdadn yliopiston matematiikan opinnoissa ymmérramme, etté todistaminen
on térked osa matematiikkaa. Jokaiseen todistukseen liittyy monia oletuksia ja ma&-
ritelmié, jolloin on tarpeen mééritelld aksioomajarjestelmé. Tamén varaan myos geo-
metria rakentuu. Aksiomaattisen jarjestelmén otti siis ensimmaéisend kayttoon Euklei-
des, jonka jérjestelmédn perehdymme myohemmin. Aksioomalla tarkoitetaan asiaa,
jonka pohjalle todistus rakennetaan ja aksioomajarjestelmé taas on joukko kesken&dan



2 JOHDANTO

rilppumattomia ja ristiriidattomia aksioomia. Aksioomajérjestelmid on useita ja tér-
keimpénd téssd pro gradu-tutkielmassa on Eukleideen aksiomaattinen jarjestelma.
Jarjestelmén avulla voidaan luoda mééaritelmié ja niistd edelleen lauseita, jotka to-
distetaan vetoamalla aksioomiin, méaritelmiin tai aikaisemmin todistettuihin lausei-
siin. Kukleideen teorian avulla pyrimme todistamaan muutamia hdnen tunnetuimpia
harppi-viivain konstruktioita.

Aksioomia ei voida valita aivan mielivaltaisesti ja niiden tulee tayttda muutamia
kriteereitd [7, s. 8]. Ristiriidattomuus, tdydellisyys ja riippumattomuus ovat tarkei-
td ominaisuuksia aksioomille ja néihin palaammekin myohemmin. Tarkoituksena on
my6s vertailla tunnettua David Hilbertin' aksioomajirjestelmé#d Eukleideen aksio-
maattiseen jarjestelmédn. Talloin voidaan havaita, ettd pienikin poikkeama esimer-
kiksi riippumattomuusvaatimuksessa saattaa yksinkertaistaa teorian luomista. Liséksi
tutkimme Eukleideen todistamista ja sen jokseenkin hdaméria yksityiskohtia Hilbertin
aksioomajérjestelméaén verraten.

'David Hilbert (1862-1943), saksalainen matemaatikko.



LUKU 1
Esitietoja

1.1. Eukleideen viisi aksioomaa

Eukleideen geometria perustuu viiteen aksioomaan sekéd muutamiin esioletuksiin.
Eukleides listasi ensimmaisen kirjansa [1] alussa yli kaksikymmentd méadritelmaa liit-
tyen geometrian peruskisitteisiin. Méaritelmid on kadnnoksestéd riippuen hiukan eri
médrd, mika johtunee siitéd, ettd alkuperiisia Eukleideen kirjoituksia ei ole olemas-
sa. Oletamme maéaritelmien perusteella tunnetuksi, ettd on olemassa pistejoukko, jo-
ta kutsumme euklidiseksi tasoksi. Joukossa on olemassa suoran, ympyran, pituuden,
kulmien suuruuden seké yhtenevyyden késitteet ja kyseinen taso on kaksiulotteinen.
Oletetuissa Eukleideen méaéritelmisséd on jonkin verran eroa nykypéivin vastaaviin,
joten tarkastelemme mééaritelmien siséltod seuraavaksi hiukan tarkemmin.

Eukleideen Alkeiden vanhemmissa kadnnoksissé on esitetty pisteelle kaksi eri maé-
ritelmé&d, missé olennaista on huomata ettei kumpikaan tarkastele pisteen muodostu-
mista leikkauspisteend kuten nykyédn on tapana. Piste on siis joko sellainen, jossa
ei ole osia tai viivan péd, missé viivalla tarkoitetaan ldhinné suoraa tai ympyrééa osi-
neen. Suora tai jana on wviwa, mikd on hieman tulkinnanvaraista, silla Eukleideen
ei tiedetd maininneen mitdéan padtepisteista. Pinnan késite liittyy tasoon, mitd kay-
tetdan esimerkiksi tasokulman méaritelméssa. Tasokulma on Alkeiden ma#ritelméan
mukaan viivojen vélinen kaltevuus eiké se pysty késittdmadn oikokulman tai sité suu-
remman kulman olemassaoloa. Méaaritelméat eivét perustele kdyrdviivaisten kulmien
yhtésuuruuksia tai suorakulmaisuutta, joten ne jéaavét hiukan epéselviksi téssa vai-
heessa. Suoralle kulmalle asetetaan kuitenkin ehto. Sen mukaan, jos kaksi suoraa leik-
kaavat toisensa siten, ettd kummallakin puolella on yhtd suuret kulmat, niin ndmé
kulmat ovat suoria kulmia. Téméa ehto asettaa myos méadritelméan normaalin kasit-
teelle. Suoran kulman mééritteleminen tésséd vaiheessa on varsin oleellista, silla se on
pohjana Eukleideen neljénnelle aksioomalle. Alkeissa on lisdksi esitetty termit tylp-
pd kulma ja terdvd kulma, vaikka varsinaisesti ei kerrota, milld ehdoilla kaksi kulmaa
ovat yhtédsuuret tai erisuuret. Ympyrdn késite kuviona esittdd keskipisteen, halkai-
sijan, puoliympyrdin sekd segmentin kasitteet, mutta esimerkiksi sédteen kasitetta ei
Alkeiden pohjalta tunneta.

Suoravitvainen kuvio muodostuu suorista viivoista ja niiden perusteella FEuklei-
deen teoria esittdda kolmion, nelikulmion sekd monikulmion késitteet. Lisdksi mai-
nitaan erikoistapauksina tasasivuinen ja tasakylkinen kolmio sekd suorakulmainen,
tylppdkulmainen ja terdvdkulmainen kolmio. Nelikulmiohin liittyvét erikoistapaukset
nelio, suorakulmio, vinonelié ja vinokaide seké epdkds poikkeavat osaksi nykypéivan
médritelmistd. Vinokaide ja epékés ovat Aschanin suomennoksessa esiintyvié késittei-
td ja jadneet pois nykykielesta ldhes kokonaan. Fukleideen teorian kannalta vinokaide
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on kuitenkin tédrked nelikulmio, koska Eukleideen ei tiedetd maininneen mééritelmis-
sddn yleistd suunnikasta.[1, s. 7-16]. Kulmiot ovat mielenkiintoinen osa-alue Alkeis-
sa, silld niiden méarittelyssd Aschan poikkeaa Eukleideesta méaérittelemalla suunnik-
kaan yhdensuuntaisuutta kayttden. Télloin Aschan joutuu mééarittelemééan yhden-
suuntaisuuden jo varhaisessa vaiheessa poiketen siis tiedetystd Eukleideen jérjestyk-
sestd. Suorien yhdensuuntaisuuden Aschan méérittelee seuraavasti: tason suorat ovat
yhdensuuntaiset, jos niilla ei ole yhteisid pisteitd, vaan ne ovat aina yhtd kaukana
toisistaan. Aschanin versio poikkeaa myos Alkeiden englanninkieleisestd kddnnokses-
ta Elements [2]. Englanninkielinen teos noudattaa tarkemmin oletettua Eukleideen
médritelmien jarjestysté ja asettaa yhdensuuntaisuuden mééritelmén viimeiseksi Al-
keiden ensimmaéisen kirjan mééaritelmistd. Teoksessa Flements on alussa 23 mééri-
telméd, kun Aschanin suomennoksessa niitd on 34. Ero teosten vililla syntyy juuri
nédiden kulmioiden, kolmioiden ja nelikulmioiden méérittelysté, jotka Aschan asettaa
jokaisen omiksi mééritelmiksiin kun taas englanninkielinen versio sisdllyttda yhteen
médritelmédn monta osaa. Esimerkiksi Aschan méérittelee suorakulmaisen, tylppé-
kulmaisen ja terdvikulmaisen kolmion erikseen, kun taas englanninkielinen versio si-
sallyttada ne Eukleideen tapaan yhteen méaaritelmééan. Englanninkieleisessé teoksessa
ympyrin segmentin méaéritelma on jatetty pois ensimmaéisestéa kirjasta, silla sita tarvi-
taan vasta myohemmin ja esitelldin Aschanista poiketen kolmannessa kirjassa. Tamé
taisi kuitenkin olla my6s Eukleideen tapa kéasitella asia.

Eukleideen tunnetut viisi aksioomaa on nimetty Alkeissa postulaateiksi kuten
my0s englanninkielisessé teoksessa. Liséksi teosten alkuun on listattu joitakin aksioo-
mia, joita Aschan kutsuu selvidiksi ja englanninkielisessé teoksessa niitd nimitetddan
sanoilla "common notions”. Niitdkin on teoksesta riippuen eri mééra, silld Aschanilla
selvioitda on 11 kun taas englanninkielisessé teoksessa niitd on viisi. Tdmé johtunee
siitd, ettd Aschan listaa selvidihin kohtia, jotka on osittain luettavissa postulaattien
rivien vélistd. Tarkeimpand huomiona molemmissa teoksissa on selvioihin liittyen
niiden asettama yhtenevyyden kéisite, jonka mukaan yhtenevien kuvioiden sanotaan
olevan yhté suuria.

Esitelldén seuraavaksi nykypéivané tunnetut Eukleideen aksioomat ([1, s. 14]):

EA1: Kahden pisteen vilille voidaan piirtdd jana.

EA2: Janaa voidaan jatkaa kumpaankin suuntaan yli pdatepisteidensa.

EA3: Pisteen ympéri voidaan piirtda minka tahansa toisen pisteen kautta kul-
keva ympyré.

EAA4: Kaikki suorat kulmat ovat yhtenevia.

EA5: Yhdensuuntaisuus- eli paralleeliaksiooma: Jos suora viiva leikkaa kahta
muuta suoraa eri pisteissi siten, ettd muodostuu kaksi kulmaa (yhteensi alle
kaksi suoraa kulmaa) samalle puolelle suoraa viivaa, niin suorat leikkaavat
toisensa ja leikkauspiste on samalla puolella viivaa kuin muodostuneet kulmat
(leikkauspisteeseen muodostunut kulma on alle kaksi suoraa kulmaa).

Naissd Eukleideen aksioomissa on kuvattu konstruktiotehtéavid varten saannot vii-
vaimen ja harpin kaytolle. Ensimmaéisen aksiooman tulkinnassa on huomattava, etta
Eukleides tarkoittaa yksikésitteistd janaa, vaikka hén ei sitéd ilmaissutkaan [1, s. 14].
Eukleideen neljas aksiooma on térkeé, koska se asettaa kayttoon suoran kulman ké-
sitteen.
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Paralleeliaksiooma EAb oli yli kahden tuhannen vuoden ajan matemaatikkojen
mielenkiinnon kohteena. Paralleeliaksiooma vaikutti lauseelta, joka voitaisiin todistaa
muiden aksioomien avulla. Néin ei kuitenkaan kiaynyt, mutta lopulta 1800-luvulla ma-
temaatikot onnistuivat nayttdmaéadn, ettd paralleeliaksiooma on riippumaton neljasta
muusta aksioomasta. Riippumattomuus takoittaa téssé sité, ettd paralleeliaksioomaa
ei voida todistaa sen enempéd oikeaksi kuin vaaraksikadn muiden aksioomien avulla.
Néin huomattiin, ettd geometrinen viite voidaan konstruoida korvaamalla parallee-
liaksiooma jollakin muulla sen kanssa ristiriidassa olevalla suorien yhdensuuntaisuu-
teen liittyvalla viitteelld. On siis mahdollista luoda teoria, joka poikkeaa euklidisesta
geometriasta ja tété teoriaa kutsutaan epdeuklidiseksi geometriaksi [4]. Tassa tyossi
emme kuitenkaan perehdy epédeuklidiseen geometriaan juuri tAimén enempéé.

Eukleideen aksiomaattista jarjestelméaé voidaan pitdd matematiikan kannalta mer-
kittadvana saavutuksena. On havaittu, ettid jarjestelmé on osittain epatarkka ja sité
ovat useat matemaatikot pyrkineet parantelemaan, toisinaan virheellisestikin. Erityi-
sesti Eukleideen deduktiivinen esitystapa on muodostunut merkitykselliseksi mate-
matiikan kehittymisen kannalta. [3, s. 20].

Palaamme Eukleideen aksioomiin ja erityisesti viidenteen aksioomaa my6hemmin,
silld se on ollut ongelmallisin ja samalla mielenkiintoisin osa Eukleideen aksiooma-
jéarjestelméd. Seuraavaksi ldhdemme tarkastelemaan Eukleideen teorian kehittymis-
td ja poimimme siitd tutkielman konstruktioiden kannalta olennaiset méaritelmét ja
lauseet.

1.2. Kolmioiden ja kulmien ominaisuuksia

Téassé luvussa tarkastelemme tyon jatkon kannalta tédrkeimpid monikulmioihin ja
erityisesti kolmioihin liittyvid perusominaisuuksia.

Kolmiot ovat monikulmioita, joiden ominaisuuksia voidaan tutkia helpoin mene-
telmin ja niiden kautta luotu tasogeometrian yleistyy myos suurimmaksi osaksi muil-
le monikulmioille. Monet kulmia koskevat lauseet voidaan todistaa kolmioiden avulla
ja toisinpéin. Erityisesti myShemmin késiteltdva kolmioiden yhtenevyys on térked
tyokalu laajennettaessa monikulmioihin liittyvéa teoriaa. Eréstd kolmioiden yhtene-
vyyteen liittyvad sdantod tarvitsemme jo téssd kappaleessa, joten esittelemme sen
lyhyesti seuraavaksi. [1, s. 19].

LAUSE 1.1 (Sivu-kulma-sivu-séénto). Jos kolmion kaksi sivua ja niiden vdlinen
kulma ovat yhtdsuuret kuin vastaavat osat toisessa kolmiossa, nitn kolmiot ovat yhte-
nevat.

Lauseen 1.1 todistus sivuutetaan, koska késittelemme sddnnon todistuksineen kol-
mioiden yhtenevyyksié késittelevan kappaleen lauseessa 1.12.

Seuraava madritelmé on olennainen osa Eukleideen matematiikkaa. Se erottaa
nykypéivian matematiikan ja Eukleideen aikaisen matematiikan. FEukleideen teoria
el nimittédin késittele kulmien astemittoja. Néin ollen mekidin emme ota kayttoon
astemittoja kulmia tarkasteltaessa, eiké se ole oikeastaan jatkon kannalta mitenk&in
tarpeellistakaan. [1, s. 9].

MAARITELMA 1.2. Jos puolisuora leikkaa toista suoraa siten, ettd kummallekin
puolelle muodostuvat kulmat ovat yhta suuret, sanotaan, ettd kulmat ovat suoria
kulmia ja suorat toistensa normaaleja.
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Maéaritelméaan 1.2 liittyva tédrked suoran kulman konstruointi esitelldén tehtavassa
2.3.

Seuraava lause 1.3 tuo esille kulmien suuruuteen liittyvid késitteitd [1, s. 29].
Niinkuin aiemmin jo totesimme Eukleideen ei tiedeté esittdneen kulmille lukuihin
perustuvaa mittaa vaan hénen aksioomajéirjestelméansé yhteenlasku perustuu kulmien
vierekkéin asettamiseen. Todistuksissa ei siis esiinny kulma-asteiden summia, miké
toisinaan saattaa aiheuttaa hankaluuksia.

LAuse 1.3 (Vieruskulmalause). Jos suora viiva kulkee toisen suoran viivan yli
76 muodostaa molemmille puolille kulman, nitn ndmd kulmat ovat yhteensd kahden
suoran kulman kokoiset.

Kuva 1.1. Lauseen 1.3 konstruktio.

TobisTus. Olkoon piste A suoralla C'D seké sen ulkopuolinen piste B. Nain muo-
dostuvat vieruskulmat ZCAB ja ZBAD. Jos vieruskulmat ovat yhtdsuuret, niin ne
ovat médritelmén 1.2 nojalla suoria. Muussa tapauksessa piirretdéan suoralle C'D nor-
maali AF, jolloin kulmat ZCAFE ja ZEAD ovat suoria. Kulma ZEAD on kulmien
/ZFEAB ja ZBAD summa. Jos kulmaan ZFEAD lisatéén kulma ZC' AE niin havaitaan,
ettd kulmat ZCAFE ja ZEAD ovat yhteensé niin paljon kuin kolme kulmaa ZCAFE,
/FEAB ja /BAD yhteensi. Havaitaan, ettd myos kulmat ZCAFE ja Z/EAB ovat yh-
teensé kulma ZC AB, johon lisdamalld kulma ZBAD saadaan kulmat Z/CAFE, /EAB
ja ZBAD. Namé ovat siis yhteensé yhté paljon kuin kulmat ZCAB ja ZBAD, mutta
osoitimme myos, ettd kulmat ZCOAFE ja ZEAD ovat yhteensd yhtéd paljon kuin kul-
mat LZCAE, ZEAB ja ZBAD. On siis selvid, ettd vieruskulmat ZC'AB ja ZBAD
ovat yhté paljon kuin kaksi suoraa kulmaa. 0

Seuraavaksi esiteltdvin ristikulmalauseen [1, s. 31] tarkastelu vaaditaan, jotta
voimme todistaa jatkon kannalta térkeédn lauseen 1.5.

LAUSE 1.4 (Ristikulmalause). Jos kaksi suoraa leikkaavat toisensa, niin leikkaus-
pisteen vastakkaiset kulmat eli ristikulmat ovat yhtd suuret.

TobisTus. Ristikulmalause seuraa vieruskulmalauseesta 1.3 sekd muutamista yh-
tenevéisyyteen liittyvistd selvidisté [1, s. 15]. Esimerkiksi, jos suorat AB ja C'D leik-
kaavat toisensa pisteessd FE, niin vieruskulmalauseen 1.3 nojalla kaksi vierekkéista
kulmaa muodostavat yhteensé kaksi suoraa kulmaa. Saman kanssa yhté suuret ovat
yhté suuret eli jos, ZCEFA+/ZCEB = ZCEB+ ZBFED, niin poistamalla yhta suuret
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yhté suurista saadaan, ettd Z/CEFA = ZBFED. Samalla tavalla voidaan osoittaa, etta
myos ristikulmat /CEB ja ZAED ovat yhté suuret. U

Vieruskulmalauseelle ja ristikulmalauseelle hyvéné jatkona on ulkokulmaan liitty-
vé lause, joka késitelldén seuraavaksi [1, s. 31].

LAUSE 1.5 (Ulkokulmaepéyhtilo). Kolmion AABC kulman ZACB ulkokulma on
suurempi kuin kumpikaan sisikulmista ZABC' tai Z/BAC.

TobisTus. Olkoon siis kolmio AABC, jonka sivua BC' on jatkettu pisteeseen D.
Viitetddn siis, ettd kulma ZAC'D on suurempi kuin kolmion kaksi muuta kulmaa.
Olkoon piste F janan AC' keskipiste ja piste F' suoralla BE yhté kaukana pisteestd F
kuin piste B. Nyt siis AE = EC ja BE = E'F ja lisdksi kulma ZAEB ja ZCEF ovat
ristikulmina yhtd suuret. Nyt SKS-sédnnon 1.1 nojalla kolmiot AAEB ja ACEF
ovat yhtenevét ja siis kulmat /BAF ja ZFCFE ovat yhtd suuret. Eukleideen asetta-
mien selvididen [1, s. 15-16] avulla huomataan, ettd kulma ZACD sisdltda kulman
/FCF ja on suurempi kuin kulma ZACF ja siten suurempi kuin /BAE = /BAC.
Vastaavasti todistetaan, ettd kulma ZAC'F on suurempi kuin kulma ZC'BA. 0

Seuraava lause on mielenkiintoinen, silla se on oikeastaan kdénteinen tulos Euklei-
deen yhdensuuntaisuusaksioomalle [1, s. 32]. Yhdensuuntaisuusaksioomahan sanoo
lyhykéisyydessédan seuraavaa: jos kahden sisdkulman summa on alle kaksi suoraa kul-
maa, niin muodostuu kolmio [1, s. 32].

LAUSE 1.6. Kolmion kahden kulman summa on aina vaihemmdn kwin kaksi suoraa
kulmaa.

Todistus sivuutetaan, koska lauseen 1.6 tieto esitellddn myohemmin laajempana
versiona lauseessa 1.9. Aschan kisittelee edellisen lauseen jilkeen Eukleideen viiden-
nen aksiooman, mutta me esittelimme sen jo aiemmin ja palaamme siihen tarkem-
min vield myohemmin. Seuraava lause késittelee yhdensuuntaisuutta ja on aiemmasta
lauseesta 1.6 poiketen asiasisélloltéén lihes sama kuin Eukleideen viides aksiooma [1,
s. 43].

LAUSE 1.7 (Kéddnteinen vuorokulmalause). Olkoot suorat jﬁ ja Cﬁ yhdensuun-

taiset ja suora ﬁ, joka leikkaa suoraa z@ pisteessd G ja suoraa Cﬁ pisteessd H .
Tdlloin kulma /DHG = /BGFE seki /ZDHG = ZHGA ja Z/DHG ja ZHGB ovat

yhteensd kaksi suoraa kulmaa.

TobisTus. Muodostetaan antiteesi, missa kulmat ZAGH ja ZGHD ovat erisuu-
ret, niin toinen niistd on siis suurempi. Olkoon kulma ZAGH suurempi. Lisdtdan
molempiin kulmiin kulma Z/BGH, jolloin kulmat ZAGH ja Z/BGH ovat yhteensa
enemmén kuin kulmat Z/BGH ja ZGHD. Nyt kulmat ZAGH ja ZBGH ovat vie-
ruskulmia eli yhteensé kaksi suoraa kulmaa, joten ZBGH ja ZGHD ovat yhteensi
vihemmén kuin kaksi suoraa kulmaa. Télloin siis suorat AB ja C'D kohtaavat toi-
sensa aksiooman EAJ5 nojalla, mutta tdmé& on mahdotonta, koska oletimme suorat
yhdensuuntaisiksi. Néain ollen kulmat ZAGH ja Z/GHD eivit ole erisuuret. Kulmat
/AGH ja Z/EGB ovat ristikulmina yhta suuret, joten kulma ZEGB on yhta suuri
kuin ZGHD. Lisdamaélla edellisiin kahteen kulmaan kulma ZBGH havaitaan, etti
kulmat ZEGB ja ZBGH ovat yhta suuria kuin kulmat /BGH ja Z/GHD. Kulmat
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Kuva 1.2. Lauseen 1.7 konstruktio.

/FEGB ja ZBGH ovat siis vieruskulmia, jolloin ne ovat yhteensé kaksi suoraa kulmaa
ja néin ollen myo6s kulmat Z/BGH ja ZGHD ovat yhteensé kaksi suoraa kulmaa. [

Edellinen lause 1.7 on tutkielman kannalta tarke&d, mutta myos sen toista versio-
ta eli vuorokulmalausetta tarvitaan tarkasteltaessa ympyroiden ominaisuuksia. Esit-
telemmekin tdmén lauseen seuraavaksi, mutta palaamme vuorokulmalauseen todis-
tamiseen myohemmin Hilbertin aksioomajérjestelméad kasittelevissa kappaleessa ja
lauseessa 4.5. [1, s. 42].

LAUSE 1.8 (Vuorokulmalause). Jos kahta suoraa leikkaa sama suora ja muodos-
tuvat vuorokulmat ovat yhtdisuuret, nitn ndmd kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset.

Seuraava lause liittyy kulmien summiin [1, s. 46]. Kulmasumman arvellaan olleen
tiedossa jopa muinaisessa Egyptissd ja sen tunnetumpi versio Eukleideen versioon
verrattuna on Pythagoraan' todistus [3]. Pythagoraan todistus esitellidin tyypillisesti
myo6s oppikirjoissa. Me tarkastelemme nyt kuitenkin Eukleideen tapaa esittdéd kulma-
summa.

LAUSE 1.9 (Kulmasummalause). Kolmion ulkokulma on yhtd suuri kuin kolmion
kaksi muuta kulmaa yhteensd ja kolmion kaikkien kulmien summa on kaksi suoraa
kulmaa.

Tobistus. Olkoon kolmion AABC ulkokulma ZACD ja konstruoidaan suoralle
AB yhdensuutainen suora, joka kulkee pisteen C kautta (Konstruktio 1.31). Lauseen
1.7 nojalla kulmat Z/BAC' ja ZACFE seké kulmat ZABC' ja ZECD ovat yhté suuret.
Kulmien ZACFE ja ZECD summa ZACD on yhtd suuri kuin kulmat ZBAC ja
ZABC yhteensd. Kulman ZACB ulkokulma on siis yhtdsuuri kuin kolmion muut
kulmat yhteenséd. Nyt edellisen ja vieruskulmalauseen 1.3 nojalla kulmasummalause
pétee. O

Kulmasummalause 1.9 on térked, koska silli on useita Eukleideen trigonomet-
rian kannalta térkeitd seurauksia. Seuraavaksi mainitsen niistd tdmén tyon kannalta
oleellisimmat [1, s. 47-48]. Naméi seuraukset tulevat kiyttoon ympyrdn ja kolmion
vilisissd harppi-viivain konstruktioissa hieman mychemmin.

!Pythagoras (n.500 eaa.) oli antiikin Kreikan filosofi ja tutkija.
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SEURAUS 1.10. Olkoon kaksi kolmiota, joiden kaksi kulmaa ovat yhtd suuret. Tal-
loin myds kolmannet kulmat ovat yhtd suuret.

SEURAUS 1.11. n-kulmion kulmien summa on (n—2) kertaa kaksi suoraa kulmaa.

Edelld otimme haltuun kulmiin ja kolmiohin liittyvdd Euklidista geometriaa. Seu-
raavaksi siirrymme hiukan syvemmaélle teoriaan ja otamme kayttoon yhtenevyyden
késitteen.

1.3. Kolmioiden yhtenevyys

Kolmioiden AABC ja ADEF yhtenevyyttd merkitdan seuraavasti, AABC =
ADFEF. Kolmioiden yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio, joka seuraa janojen ja kul-
mien ominaisuuksista. Seuraavaksi késittelemme kolmioihin liittyvid yhtenevyyskri-
teereitd, joista ensimmaéisend on sivu-kulma-sivu—siadnto [1, s. 19].

LAUSE 1.12 (SKS-sdanto). Jos kolmion kaksi sivua ja niiden vilinen kulma ovat
yhta suuret kuin nditd vastaavat osat toisesssa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt.

TobisTus. Olkoon kolmiot AABC ja ADEF. Olkoon sivut AB ja DE sekd AC
ja DF keskenéén yhté pitkat ja kulmat ZBAC ja ZEDF yhtd suuret. Asetetaan kol-
mio AABC kolmion ADFEF paélle siten, etté piste A on pisteen D péaélla, puolisuora

fﬁ on puolisuoran D F péilla ja siten piste B on pisteen E padlla. Liséksi, koska kul-
mat /BAC ja ZEDF ovat yhtd suuret niin sivut AC' ja DF ovat samaan suuntaan.
Nyt piste C' on pisteen F péaalléd, koska sivut AC ja DF ovat yhté pitkat. Néin ollen
kanta BC' ja siirretty E'F ovat samat ja yhté pitkédt. Kolmiot ovat yhteneviit. U

Lauseen 1.12 todistus on epamaéériinen. Eukleideen tiedetéddn kayttédneen todis-
tuksessa kuvion siirtdmisen periaatetta [1, s. 15], mikd on hyvin kyseenalainen. Néin
toimii myods Aschan suomennoksessaan. Hilbertin aksioomajarjestelméssé, johon pa-
laamme mydhemmin lause 1.12 on asetettu aksioomaksi. Tall6in valtytddn todistuk-
sessa esiintyvéltd hankalalta kuvion siirtdmiselta.

Yhtenevyyssaannostd SKS seuraa kolmioiden yhtenevyyskriteeri KSK ja KKS,
joka esitelldéin seuraavaksi [1, s. 40].

LAUSE 1.13 (KSK- ja KKS-séénto). Jos kahdella kolmiolla on yksi yhteinen sivu
76 kaksi yhtd suurta kulmaa, siten ettd

(1) (KSK) yhteinen sivu on kummassakin kolmiossa edelld mainittujen kulmien
valissd,

(2) (KKS) yhteinen sivu on kummankin kolmion yhtd suuren kulman vastapdinen
S1VU,

niin kolmiot ovat yhtenevit.

Vaikka KSK-saénto voitaisiin todistaa samaan tapaan kuin SKS—sadnto 1.12 kayt-
tamaélla siirtdmisen periaatetta, niin todistamme sen nyt erikseen huomattavasti pa-
remmalla ja luotettavammalla tavalla.

TobisTus. Olkoon siis aluksi kaksi kolmiota AABC ja AA'B'C’. Jos sivut CB
ja C'B’ eivit ole yhtd pitkét, niin toinen on pidempi. Olkoon siis sivu C’ B’ pidempi.
Valitaan pisteiden C’ ja B’ vilisti piste P siten, ettd PB’ = C'B. Kolmiot AABC ja
AA'B'P ovat talloin SKS-sdannon 1.12 nojalla yhtenevét. Néin ollen kulmille pétee
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/CAB = /PA'B" eli ZC'"A'B" = ZPA’'B’, mutta koska jialkimmé&inen on edellisen
osa taméa on mahdotonta. Valttadmétta siis sivut C'B ja C' B’ ovat yhté pitkét.

Jotta saamme todistettua koko véitteen on meidén tarkasteltava myds tilannetta KKS
eli kun yhteinen sivu ei ole yhteisten kulmien vélissd. Olkoon nyt kulmaa ZCAB
vastaava sivu yhteinen. Nyt siis jos AB = A’B’, niin kolmiot AABC ja AA'B'C’
ovat SKS-sdénnon 1.12 nojalla yhtenevét, joten tarkastellaan vain tapausta AB #
A’'B’. Esimerkiksi jos sivu AB on lyhyempi kuin sivu A’ B’ niin olkoon piste @) siten,
ettdi AB = B'Q). SKS-sdannon nojalla kolmiot AABC ja AQB'C’ ovat yhtenevét
ja siten ZCAB = ZC'QB’. Oletimme kuitenkin alussa, ettdi ZCAB = ZC'A'B,
joten ZC'QB' = ZC"A'B’, mikéd on ulkokulmalauseen 1.5 nojalla kolmiossa AC'A'Q
mahdotonta. O

Kolmioiden yhtenevyyteen liittyy vield yksi kriteerio SSS [1, s. 24]. Ennen sen
esittdmisté tarvitsemme pisteelle aiempaa hiukan tarkemman mééritelmén, joka esi-
tellddn seuraavassa lauseessa. [1, s. 22].

LAUSE 1.14. Piuste riippuu kahden kiintedn pisteen etdisyydestd ja siitd, kummalla
puolella niitd yhdistdvid suoraa se sijaitsee.

Lauseen todistus sivuutetaan, koska kyseessi on SSS-sdénnon todistamisessa tar-
vittava apulause, joka ei ole tutkielman kannalta muuten oleellinen.

LAUSE 1.15 (SSS—saantd). Jos kahden kolmion sivut ovat yhtd suuret, niin kolmiot
ovat yhtenevdt.

TobisTus. Olkoon kaksi kolmiota AABC ja ADFEF ja sivujen AB ja AC' kanssa
yhta suuret sivut DE ja DF'. Olkoon my6s kanta BC' yhtéd suuri kannan EF' kans-
sa. Télloin voidaan todeta ettd myos kolmio AABC' on yhtéd suuri kolmion ADEF
kanssa.

Jos kolmio AABC' asetetaan kolmion ADFEF' péélle, niin piste B on pisteen F
padlla ja kanta BC' on kannan FF' paalld. Talloin siis piste C' vastaa pistettd F|
koska kanta BC' on yhté suuri kuin kanta F'F. Koska kanta BC' vastaa kantaa EF,
niin sivut BA ja C'A vastaavat sivuja ED ja DF'. Jos kanta BC vastaa kantaa EF,
mutta sivut AB ja AC eivit vastaa sivuja ED ja DF, niin olemme konstruoineet
kannalle kaksi muuta sivua EG ja F'G vastaavasti kahden annetun sivun kanssa niin,
ettd sivut kohtaavat eri pisteissé samalla puolella kantaa, mutta sivuilla olisi samat
pédtepisteet kannalla EFF'. Témé on kuitenkin mahdoton konstruktio edellisen lauseen
1.14 nojalla. Talloin, kanta BC' voidaan asettaa kannan E'F' péille, mutta sivuja BA
ja AC ei voida asettaa sivujen ED ja DF paédlle. Taten, sivujen on oltava samat.
Talloin my6s kolmio ABAC' on sama kolmio kuin kolmio AEDF, silla kuviot jotka
voi asettaa paillekkéin niin, ettd ne peittavit toisensa, ovat yhté suuret [1,s. 15]. O

Lauseen 1.15 todistus seuraa lauseesta 1.12, mutta sekd Aschanin ettd englan-
ninkielisen Alkeiden versiossa todistus on késitelty erikseen, joten néin teemme me-
kin. Lauseen todistus perustuu valitettavasti myos kyseenalaiselle siirtdmisoperaatiol-
le kuten aiemman SKS-sdénnon 1.12 todistus ja téssé on lisdksi hyviksyttava siirroksi
myo6s kaantavit kuvaukset, kuten peilaus. Mikéali kadntavid kuvauksia ei hyviksyt-
téisi, niin piste G' kuvautuisi vélttdmétta pisteen D kanssa samalle puolelle kantaa
EF. Téassa on kuitenkin huomioitava tilanne, jossa pisteet voivat kuvautua myos eri
puolille kantaa FF' ja siihen tarvitsemme peilausta.
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Voidaksemme tutkia miten kolmiot ja ympyréat suhteutuvat toisiinsa taytyy mei-
dén tutustua kolmioiden lisdksi myos ympyréihin, joiden ominaisuuksia tarkastelem-
me seuraavaksi.

1.4. Ympyroiden ominaisuuksia

Ympyrélle pdtee monia perusominaisuuksia, joita on esitelty ldhinnd méaaritelmi-
né ja aksioomina Eukleideen Alkeiden suomennoksessa [1, s.86-88]. Esitellddn seuraa-
vaksi muutamia tdmén tyon kannalta tarkeimpid ympyroihin liittyvid ominaisuuksia.
Ensimméinen mééritelmi esittelee ympyroihin liittyvid késitteita [1, s. 87].

MAARITELMA 1.16. Segmentin kulmaksi sanotaan kéyréviivaista kulmaa, jonka
kyljet ovat jinne ja ympyran kaari.

Edellisessd méaaritelméssa puhutaan kayréaviivaisesta kulmasta, mika ei ollut eri-
tyisen tunnettu Eukleideen matematiikassa sen hankaluutensa vuoksi. Eukleideen tie-
detédédn késitelleen koko Alkeet-teoksessaan kayraviivaisuutta ainoastaan ympyréiden
tapauksessa. Kéayréaviivaisuudella tarkoitetaan tédssd ldhinnd ympyran kaarta ja sen
osia. Seuraavassa lauseessa esittelemme ympyrian halkaisijan kéasitteen [1, s. 92].

LAUSE 1.17. Jos kakst ympyrdn jinnettd puolittavat toisensa, niin ainakin toinen
niistd on halkaisija.

Tobistus. Todistus perustuu vuorokulmalauseeseen 1.8. Jos kumpikaan janteista
ei sisdlld ympyréan keskipistetté, niin jana jdnteiden leikkauspisteesté keskipisteeseen
on kohtisuorassa janteitd vastaan. Téméa on vuorokulmalauseen nojalla mahdotonta,
koska ne leikkaavat toisensa. 0

Seuraavan lauseen todistusta tarkastellessa on hyvéa muistaa, ettd kulmien vertailu
perustuu niiden asettamiseen sisdkkéin [1, s. 102]. Voidaan siis luonnollisesti ajatella,
ettd kokonainen on osaansa suurempi [1, s. 16].

LAUSE 1.18. Ympyrdan sddettd vastaan piirretty normaali, joka sivuaa ympyrdd,
on kehdpistettd lukuun ottamatta ympyrdan ulkopuolella. Ei siis ole olemassa janaa,
j0ka kuulkist ympyrdn ja normaalin vilissd sekd kehdpisteen kautta. Mddritelmdd 1.16
kdyttamdlld voirdaan sanoa, ettd puoliympyrdin kulma on suurempi kuin mikddan terdvd
kulma ja sdteen normaalin sekd kehdn vilinen kdyrdviivainen kulma on pienempi kuin
mikddn terdvd kulma.

TobisTus. Todistetaan lause vaiheittain.

(1) Olkoon ympyré, jonka keskipiste on D ja halkaisija BA. Osoitetaan, etté pis-
teeseen A piirretty janan BA normaali kulkee ympyrian ulkopuolella. Muo-
dostetaan antiteesi, janan BA normaali kulkee ympyrén sisépuolen kautta.
Télloin normaali leikkaa keh&dd uudelleen pisteessé C', joten muodostuu tasa-
kylkinen kolmio AADC'. Kantakulma ZDCA on siis yhté suuri kuin kanta-
kulma ZDAC, mutta jana AC on janan AB normaali eli ZDAC on suora,
miké on ristiriidassa lauseen 1.6 kanssa.

(2) Osoitetaan, etté ei ole olemassa janaa AF', joka kulkisi ympyrén ja normaalin
AF vilissd. Muodostetaan antiteesi, jos jana AF on olemassa, niin ZDAF
on teradvé, koska se on osa suoraa kulmaa ZDAFE. Piirretdén ensin normaali
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Kuva 1.5. Lauseen 1.18 konstruktio.

suoralle F'A, joka kulkee pisteen D kautta. Ndin muodostuu kantapiste G ja
normaalin ja ympyran leikkauspiste H sekd suorakulmainen kolmio ADGA.
Jana DA on kolmion ADGA hypotenuusa, joten DG < DA = DH. Tamé
on ristiriita, koska DH on DG:n osa.

(3) Osoitetaan, ettd puoliympyrén kulma on suurempi kuin mikéén suoraviivai-
nen terava kulma. Muodostetaan jilleen antiteesi, missé jokin suoraviivainen
terdvé kulma on suurempi tai yhté suuri kuin kaaren C'H A ja halkaisijan BA
rajaama puoliympyrén kayraviivainen kulma. T&ll6in olisi siis ympyrén ja sen
tangentin valissd suora, joka kohdassa 2 todistettiin mahdottomaksi.

(4) Osoitetaan, ettd sdteen normaalin ja kehén vélinen kéyréviivainen kulma
on pienempi tai yhtéd suuri kuin mikédén suoraviivainen terdva kulma. Tama
todistetaan kuten kohta kolme eli jokin suoraviivainen terdva kulma on pie-
nempi tai yhta suuri kuin kéyréaviivainen kulma. Télloin olisi suora normaalin
ja kaaren vélissd, miké todettiin mahdottomaksi kohdassa 2.

Edellisten nojalla lause on todistettu. O

Lause 1.18 osoittaa, ettd kehépisteeseen piirretty normaali on ympyran tangentti.
Seuraava lause késittelee tangenttia ja suoraa kulmaa tarkemmin [1, s. 104].

LAUSE 1.19. Pisteestd, jossa tangentti sivuaa ympyrdad, ympyrin keskipisteeseen
kulkeva sdde on suorassa kulmassa tangenttia vastaan.

TobisTus. Olkoon piste A tangentin sivuamispiste ympyrén kehélld ja B ympy-
rén keskipiste. Olkoon lisdksi piste C' ympyrén tangentilta, kuten kuvassa 1.4. Télloin,
jos kulma ZBAC ei olisi suora, niin tangentille pisteestd B piirretyn normaalin kan-
tapiste ei olisi A vaan jokin muu piste C'. Koska tangentti on ympyrén ulkopuolella
niin talléin my6s tdmé piste C' on ulkopiste ja siis janalla BC' on kehépiste D. Nyt
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Kuwva 1.4. Lauseen 1.19 konstruktio.

kulma ZACB on suora, joten kulma ZBAC on terivd (Lause 1.6) ja kateetti BC
lyhyempi kuin hypotenuusa BA. Koska BD on BC:n osa, niin BC > BD = BA.
Tamé on mahdotonta, joten antiteesi on vaara. (

Lauseet 1.18 ja 1.19 sanovat kiytdnnossd saman asian hiukan eri sanoin, joten ne
eivat tarvitsisi valttdméatta uutta todistusta. Aschan jakaa ne kuitenkin Eukleideeta
seuraten kahdeksi eri lauseeksi, jotka hén todistaa.

Seuraava lause vie Eukleideen teorian uuteen aiheeseen, silld aloitetaan késittele-
médn ympyran siséédn muodostuvia kehikulmia sekéd keskuskulmaa [1, s. 105].

LAUSE 1.20 (Kehdkulmalause). Ympyrdn tietyn kaaren keskipisteen kulma on kak-
sinkertainen vastaavan kaaren kehdapisteen kulmaan verrattuna.

TobisTus. Olkoon BC' D-keskisen ympyrin kaari ja piste A vastakkaisella ym-
pyrén kaarella. Olkoon jana AF ympyran halkaisija, jolloin jos F on kaarella BC' niin
muodostuu tasakylkinen kolmio, jonka kantakulmat ovat /DBA = ZDAB. Lauseen
1.9 nojalla /ZEDB = /DBA + ZDAB. Liséksi vastaavasti ZEDC = 2/DAC, jo-
ten £BDC = /EDB + ZEDC = 2(LDAB + ZDAC) = 2/BAC. Mikili pis-
te F taas on kaaren BC' ulkopuolella, niin tasakylkisen kolmion kantakulmina on
/ZDBA = ZDAB ja lauseen 1.9 nojalla /EDB = ZDBA + ZDAB. Vastaavas-
ti saadaan, ettdi LZEDC = 2/DAC. Néiin ollen /BDC = ZEDC — Z/ZEDB =
2(4DAC — ZDAB) =2/BAC. O

Edellisessé todistuksessa tarkastelemme vain yhtd tapausta kun kulma on alle
kaksi suoraa kulmaa. Lause 1.20 pétee kuitenkin my6s suurille kulmille, mutta Alkei-
den kulmakisite rajoittuu kahden suoran kulman suuruisiin kulmiin. Aschan tiedos-
taa ndméa yli kahden suoran kulman suuruiset kulmat, mutta seuraa Eukleideen ta-
paa késitelld asioita. Kehdkulmalauseella on my6s muutamia jatkon kannalta tarkeité
seurauksia [1, s. 106], jotka esittelemme seuraavaksi.

SEURAUS 1.21. Saman lohkon kehdkulmat ovat yhtd suuret.
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SEURAUS 1.22. Jos kaksi yhti suurta kulmaa ovat samalla janalla ja samalla
puolella, niin on olemassa ympyrd, joka kulkee janan pddtepisteiden ja kummankin
kulman kdarjen kautta. Kulmat ovat siis kehdkulmat.

Seuraavaksi tarkastelemme nelikulmiota ympyréan sisélla [1, s. 107].

LAUSE 1.23. Nelikulmiolle, jonka jokainen kdrki on ympyrdin kehdlld pdtee, ettd
vastakkaisten kulmien summa on kakst suoraa kulmaa.

TobisTus. Olkoon ympyrén sisidén piirretty nelikulmio ABC'D ja osoitetaan, ettd
LABCHZADC on kaksi suoraa kulmaa. Janteet AC' ja BD jakavat nelikulmion osiin,
jossa kolmion AABC kulmien summa on lauseen 1.9 nojalla kaksi suoraa kulmaa.
Liséiksi kehidkulmalauseen 1.20 nojalla Z/CAB = ZBDC ja ZACB = ZADB. Néin
ollen ZADC = ZADB + ZBDC eli ZABC + ZADC on kaksi suoraa kulmaa. [J

Lauseiden 1.20 ja 1.23 viite seuraa myos suuremmille kulmille. Erityisesti lause
1.23 seuraa yleistetystéd kehdkulmalauseesta seké siité, ettd samaan jéanteeseen liitty-
vien keskuskulmien summa on neljd suoraa kulmaa. Seuraava lause on hyvin kuuluisa
ympyréén liittyvaéa geometriaa tutkittaessa [1, s. 113].

LAUSE 1.24 (Thaleen puoliympyrélause). Puoliympyrdin kehikulma on suora.

Thaleen lauseen todistus sivuutetaan, koska kyseessd on kehdkulmalauseen 1.20
erikoistapaus. Seuraavassa lauseessa tarkastelemme tangentin ja ympyran jéinteen vé-
listd kulmaa [1, s. 114].

LAUSE 1.25. Tangentin ja jinteen vdlinen kulma on yhtd suurt kuin jinnettd vas-
taava kehdkulma.

‘E

Kuva 1.5. Lauseen 1.25 konstruktio.
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TobisTus. Olkoon ympyré, jonka keskipiste on K ja halkaisija jana AB seki
ympyrille piirretty jinne BC'. Téalloin pisteeseen B piirretty ympyrén tangentti DFE
sivuaa ympyrié siten, ettd pisteet D ja C' ovat samalla puolella suoraa AB. Osoite-
taan, ettd jédnteen ja tangentin véliset kulmat ovat yhta suuret kuin janteen lohkojen
kehdkulmat.

Saman lohkon kehdkulmat ovat yhtd suuria, joten riittdé tutkia yhtd kulmaa kum-
massakin lohkossa. Isomman lohkon kehdkulman kérjeksi valitaan A, jolloin lauseen
1.18 nojalla kulma ZDBA on suora. Pienemmén lohkon kehdkulman kérki on F; jo-
ka voidaan valita vapaasti. Lauseen 1.24 mukaan nyt my¢s kulma ZBCA on suo-
ra. Talloin kulmasummalauseen 1.9 mukaan /BAC + ZCBA = ZDBA, jolloin
/BAC + Z/CBA=/DBA = /ZDBC + ZCBA. Niin ollen ZBAC = ZDBC, kuten
vaitettiin. Nelikulmion ABF'C' kérjet ovat ympyran kehalla, joten ZBAC + ZBFC
on kaksi suoraa kulmaa eli yhtéd paljon kuin vieruskulmien ZDBC' ja ZC'BE summa.
[1.23] Edellisen nojalla

LBAC + /BFC = /ZDBC + ZCBE = Z/BAC + ZCBE,
josta saadaan edelleen Z/BFC = ZCBE. Néin myo6s toinen véite on todistettu. [
Ympyroihin liittyy paljon eri ominaisuuksia, késitteitd ja méaritelmié, joiden ha-
vainnollistamiseen on kaytetty jo vuosituhansien ajan konstruointia harpin ja viivai-
men avulla [3]. Perehdytdén seuraavaksi konstruointiin tarkemmin.






LUKU 2
Konstruointeihin liittyvid esimerkkejia

Tavoitteenamme téssa tutkielmassa on konstruoida nelja kolmion ja ympyréan va-
listd yhteytté, joten on térkedd esitelld konstruktioiden kannalta térkeitd peruskons-
truktioita. Kuten tieddmme klassiset konstruoinnin ja geometrian tyovilineet ovat
harppi ja viivain, eikd muita vélineitd ole sallittua kéiyttdda. Témé seuraa suoraan
Eukleideen aksioomista. Viivaimen kaytté on perusteltua, koska se on tarpeellinen
geometrian peruskésitteen suoran piirtdmisesséi. Harpille selkein perustelu olisi tieten-
kin ympyréan havainnollistaminen, mutta oikeastaan oleellisempaa geometrian kannal-
ta on harpin kaytto pituuksien eli mittayksikon madrittamisesséd. Ratkaistaessa kon-
struktiotehtdvad pyritddn palauttamaan annettu tehtédvéa aksioomiin, lauseisiin tai
alemmin ratkaistuihin konstruktiotehtéviin. Seuraavaksi siirrymme ratkaisemaan jat-
kon kannalta térkeitd konstruktiotehtdviad, joissa harpin ja viivaimen kayttd tulee
tutuksi.

Ensimmaéisessi tehtavissa esittelemme kulman puolittamiseen johtavan konstruoin-
nin [1, s. 25].

TEHTAVA 2.1. Annettu terdvi kulma on puolitettava.

[
]

B C

Kuva 2.1. Tehtavan 2.1 konstruktio.
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RATKAISU. Olkoon kahteen osaan jaettava kulma ZBAC'. Valitaan mielivaltainen
piste D kyljeltd AB ja kyljelta AC piste E samalta etdisyydelté kérjestd A kuin piste
D. Jana DE muodostaa kirjen A kanssa tasakylkisen kolmion ja néin janalle DFE
voidaan konstruoida tasasivuinen kolmio ADFEF'. Osoitetaan, ettd jana AF jakaa
kulman ZBAC kahteen yhté suureen osaa. Janat AE ja AD ovat yhta pitkéat seké
janat F'E ja F'D ovat yhta pitkét ja jana AF on yhteinen kummallekkin kolmiolle.
Néin ollen SKS-séannon 1.12 nojalla kolmiot ZEAF ja ZDAF ovat yhtenevét, joten
vastinkulmat ZDAF ja /EAF ovat yhté suuret.

Jatketaan puolittamiseen liittyvalla tehtéavéllé, jossa tavoitteena on puolittaa jana
kahteen yhté suureen osaa [1, s. 26].

TEHTAVA 2.2. Annettu jana on puolitettava.

(/

Kuva 2.2. Tehtavan 2.2 konstruktio.

RATKAISU. Olkoon jana AB ja konstruoidaan sille tasasivuinen kolmio AABC.
Konstruoidaan kulmalle ZACB puolittaja, joka leikkaa janaa AB pisteessid D. Nyt
janat AD ja DB ovat yhté pitkat, koska kolmiot AAC'D ja ABCD ovat SKS-lauseen
1.12 nojalla yhtenevit.

Seuraava tehtava 2.3 on kdytdnnon kannalta merkityksellinen, silld se yhdessé teh-
tavan 2.4 avulla osoittaa, ettd yhdensuuntaisuusaksioomasta perustelematta jaa tés-
sé vaiheessa vain sen yksikésitteisyys. Toisinsanoen, kiayttamalla tehtdvien 2.3 ja 2.4
tietoja voidaan konstruoida ainakin yksi annetun suoran ulkopuolella olevan pisteen
kautta kulkeva yhdensuuntainen suora. Tarkasteltaessa erityisesti Eukleideen teoriaa
tehtdava 2.3 ratkaisee suoran kulman olemassaolon ja yksikésitteisyyden [1, s. 27].

TEHTAVA 2.3. Suoran mielivaltaisen pisteen kautta on konstruoitava normaali.

RATKAISU. Olkoon piste C' suoralla AB. Valitaan suoralta jokin C:sti eroava
piste D ja jatketaan janaa DC' pisteen C yli janan C'D pituuden verran pisteeseen
E. Muodostetaan tasasivuinen kolmio ADEF ja osoitetaan etté suora C'F on AB:n
normaali. Vieruskulmat ZDCF ja ZECF ovat maaritelmén 1.2 nojalla yhtédsuuret.
Kolmiot ADCF ja AECF ovat SSS-lauseen 1.15 nojalla yhtenevét. Erityisesti kulmat
ZDCF ja ZECF ovat yhta suuret. Nyt médritelmén 1.2 nojalla ndmé kulmat ovat
suoria ja jana C'D on janan AB normaali.
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Kuva 2.3. Tehtavan 2.3 konstruktio.

Edellisesséa tehtdvissa on myos hyva huomata, ettd Eukleideen neljannen aksioo-
man EA4 mukaan on siis olemassa korkeintaan yksi suora, joka toteuttaa tehtdvin
2.3 ehdot.

On huomattava, ettd niissé tehtdvissd Eukleideen tapaan oletetaan jatkuvuus.
Pidetdan siis selviné, ettd suora AB leikkaa ympyrdd jopa kahdesti, jos ympyran
keskipiste ja kehépiste ovat eri puolilla suoraa AB. Témé on Euklidisen geometrian
historian térkein tutkimuskohde, joka perustuu paralleeliaksioomaan ja sen todista-
miseen [1, s. 27]. Seuraavan tehtévéin 2.4 aikana kannattaa pohtia normaalin yksiké-
sitteisyytta [1, s. 27].

TEHTAVA 2.4. Annetun suoran ulkopuolisen pisteen kautta kulkevalle suoralle on
konstruoitava normaali.

RATKAISU. Olkoon suora AB ja sen ulkopuolinen piste C'. Valitaan liséksi piste D
eri puolelta suoraa AB kuin piste C'. Eukleideen kolmannen aksiooman EA3 nojalla
on olemassa pisteen D kautta kulkeva ympyré, jonka keskipiste on C. Ympyré leikkaa
suoraa AB kahdessa pisteessd E ja F, kuten tehtdvissa 2.2. Olkoon piste G janan
EF keskipiste. Janat F'G ja GE ovat yhtd pitkét ja jana C'G' on yhteinen kolmioille
ACGE ja ACGF. Liséksi, koska janat CE ja C'F ovat yhté pitkét, niin SSS-lauseen
1.15 nojalla kolmiot ACGFE ja ACGF ovat yhtenevit ja siis kulmat Z/CGFE ja ZCGF
ovat yhtd suuret. Kulmat ovat vieruskulmat, joten méaaritelmén 1.2 nojalla ne ovat
myo6s suoria kulmia, joten jana C'G' on janan AB normaali.

Normaali on todella yksikésitteinen, mika on osoitettu Eukleideen tapaan lausees-
sa 1.6. Eukleides osoitti normaalin yksikésitteisyyden Alkeiden alussa, mutta vasta
tehtavéin 2.4 jalkeen kayttdmaéttd yhdensuuntaisuusaksioomaa. Taméa merkitsee siis
sitd, ettd normaalin yksikésitteisyys on voimassa my0s hyperbolisessa geometriassa
[1, 5.28]. Seuraavaksi tutkimme konstruktiota, jossa tapahtuu kulman siirtdmisté [1,
s. 38|
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TEHTAVA 2.5. Kulma on siirrettdva haluttuun kérkeen siten, ettd kylkend on
kirjestd alkava annettu puolisuora.

Kuva 2.4. Tehtavan 2.5 konstruktio.

RATKAISU. Olkoon suora j@ ja kulma ZDCFE. Valitaan suoralta j@ piste G
siten, ettd AG = C'F ja konstruoidaan kolmio AAGF', jossa AG = CE jaGF = ED.
Lisdksi kolmion konstruktioehdon [1, s. 37] mukaisesti on oltava kolmas jana AF,
joka toteuttaa kolmioepdyhtdlon. Néaistd kolmesta janasta voidaan siis muodostaa
haluttu kolmio AAGF. Nyt SSS-lauseen 1.15 nojalla kolmiot AAGF ja ACED ovat
yhtenevét, joten pitee LBAF = LZGAF = ZECD.

Edellisessé tehtévéssd 2.5 on hyva huomata, ettd Fukleides ei huomioi todistuk-
sessa sitd, ettd kolmio voidaan siirtdd kummallekin puolelle suoraa. Télla kertaa se
ei varsinaisesti haittaa, mutta joissakin todistuksissa se on hyvinkin oleellinen tieto.
Seuraavassa tehtavissa siirrymme tarkastelemaan tarkemmin ympyréan konstruktioita
[1,s. 89]

TEHTAVA 2.6. Annetulle ympyrélle on méaritettava keskipiste.

RATKAISU. Valitaan ympyréan kehélta pisteet A ja B seké olkoon janan AB kes-
kipiste D. Janan AB keskipisteen D kautta kulkeva suora leikkaa ympyrid pisteissa
E ja C'. Osoitetaan, ettd janan C'E keskipiste F' on myos ympyran keskipiste.

Muodostetaan antiteesi, annetun ympyrén keskipiste on jossain muussa pistees-
si G. Télloin GA = GB, DA = DB ja DG = DG. SSS-saénnon 1.15 nojalla
AADG = ABDG, joten ZADG = /ZBDG. Erityisesti siis suoran kulman mééari-
telmén nojalla kulmat ZADG ja ZBDG ovat suoria. Nyt myos kulma ZADF on
suora, jolloin ZADF = ZADG, mikd on mahdotonta, koska toinen on toisen osa.
Nain ollen alkuperdinen véite on tosi.

Eukleides pitad itsestddn selvana, ettd ympyrdn keskipiste on edellisen todistuk-
sen nojalla janan C'E keskelld [1, s. 90]. Tdmé onkin aika selvdd. Pahempi puute on
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Kuva 2.5. Tehtavan 2.6 konstruktio.

se, etté ei osoiteta ympyrdan janan AB keskinormaalin C'E leikkaavan ympyréda. Eri-
tyisesti vajaaksi jda tieto siitéd, onko leikkauspiste D todella ympyréan sisélla. Tamé
on kuitenkin helppo osoittaa tasakylkisen kolmion ja sen tiedon avulla, ettd kolmion
pisinté sivua vastaa aina suurin kulma.

Tarkastellaan vield viimeiseksi ympyrdn tangenttiin liittyvdad konstruointia [1,
s. 103].

TEHTAVA 2.7. Ympyran ulkopuolella olevasta pisteestd on piirrettava tangentti
ympyrélle.

Tehtéava 2.7 voidaan ratkaista kahdella eri tavalla, joista tunnetumpi on kehékul-
malauseen avulla todistaminen, joka on késitelty Thaleen puoliympyrilauseessa 1.24
[1, s. 113]. Esitelladan kuitenkin tehtévan 2.7 ratkaisu ja konstruktio ilman kehékul-
malausetta, kuten Eukleides sen teki.

Kuva 2.6. Tehtavan 2.7 konstruktio.
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RATKAISU. Olkoon piste A ympyréan ulkopuolella, jolloin esimerkin 2.6 nojalla
on mahdollista 16ytad ympyran keskipiste B. Janan AB ja ympyrén leikkauspiste on
C. Méaratdadn janalle AB normaali pisteeseen C' ja ympyré, jonka keskipiste on B
ja kulkee pisteen A kautta. Normaali ja uusi ympyra leikkaavat pisteessda D, jolloin
jana DB leikkaa alkuperiisen ympyrin pisteessd E. Viitetddn nyt, ettd jana AE
sivuaa alkuperdistd ympyrad. Ympyran séteet ovat aina yhta pitkié, joten kolmiot
AABFE ja ADBC ovat SKS-sddnnoén 1.12 nojalla yhtenevéit eli ZAEB = ZDCB.
Néin ollen kulma ZAEB on suora, joten lauseen 1.18 nojalla AE on alkuperéisen
ympyran tangentti.

Téasté tehtavista seuraa myos, ettd ympyran ulkopisteestéd voidaan piirtda ainakin
kaksi eri tangenttia kyseiselle ympyrille. Taméa tapahtuu niin, ettd valitaan piste D
toiselta puolelta suoraa AB kuin edellisessa tehtavassa. Talloin loydetdan eri piste £
sekd eri tangentti.

Edella késitellyt konstruktiotehtévat olivat peruskonstruktioita ja esittelivat hyo-
dyllisia vélineitd konstruktiotehtdvien ratkaisemiseen. Téarkedéd on kuitenkin huoma-
ta, ettéd ratkaisuksi ei riitd pelkka konstruktio ja sen esittely. Ratkaisun tédrked osa on
konstruktion patevyyden todistaminen aksioomiin ja aiemmin todistettuihin lauseisiin
vedoten. Seuraavassa kappaleessa tarkastelemme mielenkiintoisia ja haasteellisempia
konstruktioita, joissa apuna kdytdmme tdmén kappaleen tehtédvien ratkaisuja.



LUKU 3

Ympyrin ja kolmion viliset harppi-viivain konstruktiot

Lahdemme liikkeelle muutamista méaaritelmisté, jotka on hyvé asettaa ennen kon-
struktioihin siirtymistd. Eukleides asetti monikulmioille (erityisesti siis kolmioille) ja
ympyréille perusolettamuksia, joista mainitsemme téssé vain térkeimmét [1, s. 120].

MAARITELMA 3.1. Monikulmio on piirretty ympyrdn sisddn, jos sen kaikki kérjet
ovat ympyran kehalla.

MAARITELMA 3.2. Ympyrdn ympdr: on purretty monikulmio, jos monikulmion
kaikki sivut ovat ympyrén tangentteja.

MAARITELMA 3.3. Monikulmion ympdri on piirretty ympyré, jos monikulmio on
purretty ympyran sisadan.

MAARITELMA 3.4. Ympyra on piirretty monikulmion sisddn, jos monikulmio on
purretty ympyran ympdari.

MAARITELMA 3.5. Jana on sovitettu ympyrddn, jos se on ympyrin janne, eli kun
sen pédtepisteet ovat ympyran kehalla.

Seuraavaksi kasiteltavat harppi-viivain konstruktiot on esitetty Eukleideen Alkei-
den neljédnnessi kirjassa [1, s.121-124]. Kéymme seuraavissa tehtévissa lapi ympyroi-
den ja kolmioiden piirtdmisen toitensa sisdén.

3.1. Annetun ympyrin sisidin piirretdin kolmio, jonka kulmat on annettu

Tehtévéané on siis siirtdéd annettu kolmio ympyrén sisédén siten, ettd kolmion kaikki
kolme kérked ovat annetun ympyran kehalla.

RATKAISU. Olkoon siis annettuna kolmio AABC' ja ympyri kuten kuvassa 3.1.
Maarataan ympyrélle tangentti £ F' haluttuun kehépisteeseen D kuten tehtéavéssa 2.7.
Ympyréan tangentille voidaan nyt kopioida kulma ZABC' vastaamaan kulmaa Z/F DH
siten, ettd piste H on ympyréan toinen leikkauspiste.

Samaan tapaan kopioidaan myds toinen jéljelle jaédneistd kolmion kulmista ZAC B
kulmaksi ZEDG. Néin saadaan mééariteltyd kolmio ympyrén sisélle. Ongelmaksi j&a
kysymys siitéd, onko kulma ZDGH sellainen kuin haluttiin.

Lauseen 1.25 nojalla Z/DGH = ZFDH, joka konstruktion nojalla on kulma
/ABC. Liséksi /DHG = /EDG = ZACB. Niin ollen kulmasummalauseen 1.9
ja erityisesti sen seurauksen 1.10 nojalla ZCAB = ZHDG.

3.2. Annetun ympyrin ympéri on piirrettiva kolmio, jonka kulmat on
annettu

Seuraavaksi tehtdvini on suorittaa vastaavanlainen operaatio kuin edelld, mutta
niin ettd haluttu kolmio piirretdén ympyrén ulkopuolelle.

23
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B

Kuva 3.1. Halutun kulman konstruoiminen ympyrén sisdén.

Kuva 3.2. Annetun ympyrén sisédn on konstruoitu haluttu kolmio.

RATKAISU. Olkoon siis annettuna ympyré ja kolmio siten, ettd kolmion sivu C'A
on jatkettu molemmista péaistd janaksi £'D kuten kuvassa 3.3. Valitaan ympyralta
kehépiste GG. Kopioidaan haluttu ulkokulma ZBAD kulmaksi Z/GF H kuten tehté-
véssd 2.5, missd H on siis vapaan kyljen ja annetun ympyran leikkauspiste ja F' on
ympyran keskipiste.



3.2. ANNETUN YMPYRAN YMPARI ON PIIRRETTAVA KOLMIO, JONKA KULMAT ON ANNETTX

V H

GO

Kuva 3.3. Ympyréin sisdén konstruoitu kulma ZBAD

Samalla tavalla voidaan kopioida kulma ZBCE kulmaksi ZGF'I. Piirtamalld tan-
gentit saatuihin pisteisiin G, H ja I muodostuu tangenttien leikkauspisteista J, L ja
K kolmio, kuten kuvassa 3.4.

Kuva 3.4. Annetun ympyrén ympérille on konstruoitu haluttu kolmio.

Taytyy vield osoittaa, ettéd konstruoinnilla ja lauseen 1.18 nojalla saatu kolmio on
halutunlainen. Lauseen 1.19 nojalla tangenttien ja ympyrén séteiden viliset kulmat
ovat suoria. Erityisesti siis pisteisiin G, H ja I piirretyt tangentit ovat kohtisuoras-
sa séteisiin ndhden. Lisdksi lause 1.9 ja sen seuraus 1.11 osoittavat, ettd nelikulmion
G F HK kulmien summa on nelja suoraa kulmaa. Néin ollen kulmat /GFH ja /GKH
ovat yhteensd kaksi suoraa kulmaa eli lauseen 1.3 mukaan ne muodostavat vieruskul-
mien summan. Téstd voidaankin péatelld, etta /GFH+/GKH = /BAD+ /ZBAC.
Konstruktion nojalla péatee kuitenkin, ettd /GFH = ZBAD, joten taytyy olla, etta
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/GKH = /ZBAC. Samalla tavalla voidaan todeta myos kulmien /G JI ja ZBCA yh-
tdsuuruus. Kulmasummalauseen 1.9 nojalla voidaan siis todeta, ettd ZILH = ZABC.

3.3. Annetun kolmion sisdén piirretty ympyra

Seuraavassa tehtavissd kasitellddn tilannetta, jossa annettuna on kolmio ja ta-
voitteena on piirtdd ympyré sen sisain.

RATKAISU. Olkoon siis kolmio AABC, kuten kuvassa 3.5. Puolitetaan kolmion
kulmat ZC'AB ja ZC BA samaan tapaan kuin aiemmin tehtévéssi 2.1. Kulmien puo-
littajajanat kohtaavat pisteessd D, koska kahden kulman puolikkaiden summa on
puolet kulmien kokonais summasta, joka on lauseen 1.6 mukaan alle kaksi suoraa
kulmaa.

Kuva 3.5. Kolmion kulman puolituksen konstruktio.

Piirtamalla pisteestd D jokaiselle kolmion sivulle normaali kuten tehtévissa 2.3 ja
2.4 saadaan kantapisteet F', G ja E. Viitetddn nyt, ettd suorat DG, DFE ja DF ovat
halutun ympyrén séteité ja ettd kolmion sivut ovat ympyréan tangentteja.

Kuva 3.6. Annetun kolmion sisédén piiretyn ympyréin konstruktio.

Kuvan 3.6 mukaisen konstruktion nojalla pétee, ettd ZEAD = Z/GAD seké kul-
mat ZDGA ja ZDFE A ovat suorina kulmina yhtéd suuret. Liséksi patee, ettd sivu AD
on yhteinen kolmioille AAED ja AAGD, joten lauseen 1.13 KKS-sdénnon nojalla
kolmiot ovat yhtenevit eli myés DE = DG. Samoin osoitetaan, ettda DE = DF.



3.4. ANNETUN KOLMION YMPARI PIIRRETTY YMPYRA 27

Néin ollen ympyra kulkee pisteiden F, F' ja G kautta ja koska kulmat n#issé pisteissa
ovat suoria niin lauseen 1.18 sekd médritelmén 3.2 nojalla kolmion AABC' sivut ovat
ympyran tangentteja.

Kulmien puolittajien leikkaaminen on haastavin kohta perustella tédssa tehtavéis-
si. Tiedetddnkin, ettd Eukleides ei alkuperiisissd kirjoituksissaan perustele kulmien
puolittajien leikkaamista.

3.4. Annetun kolmion ympéri piirretty ympyra

Viimeisené tarkastelemme tilannetta, jossa annettuna on kolmio ja sen ympéri
piirretdan ympyria. Tamén tehtdvén ratkaisussa on Alkeissa hiukan puutteita, mutta
tarkastellaan niitd myShemmin.

RATKAISU. Olkoon siis kolmio AABC' ja sen sivuille AC' ja AB konstruoidut
keskinormaalit EF'F ja DF' tehtdvan 2.2 mukaisesti kuten kuvassa 3.7. Liséksi keski-
normaalien leikkauspiste on piste F. Osoitetaan, ettd piste F' on halutun ympyran
keskipiste.

Kuva 3.7. Kolmion AABC sivujen AC ja AB keskinormaalit.

Tarkastellaan annettua kolmiota AABF, jolle piatee AD = DB ja kulma ZADF
on suora, kuten kuvassa 3.8. Lisdksi suora DF on yhteinen kolmioille AADF ja
ABDF, joten ne ovat yhtenevit SKS-sé@énnon nojalla (lause 1.12). Niin ollen siis
BF = AF.

Kuva 3.8. Kolmion siséén konstruoitu kaksi yhtenevéd kolmiota.

Samaan tapaan voidaan osoittaa, ettd CF = AF, jolloin AF = BF = C'F. Niin
voidaan konstruoida ympyré jonka keskipiste on F, kuten kuvassa 3.9.
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Kuva 3.9. Kolmio AABC on ympyrén sisilla jonka keskipiste on F'.

Ongelmana téssa tehtdvissa on se, ettéd alkuperiisissi teksteissd Eukleides ei pe-
rustele sitéd leikkaavatko keskinormaalit toisensa [1, s.124]. Tamé on kuitenkin hyvin
tarkedd tehtdvian kannalta, koska se osoittaisi ympyrédn keskipisteen olemassaolon.
On oletettava, ettd téssd késitellddn ainoastaan euklidisen geometrian mukaisia ta-
pauksia. Liséksi on olennaista huomata, ettd ympyrén keskipiste voi sijaita annetun
kolmion siséllé, reunalla tai ulkona sen mukaan, onko kolmio terdvakulmainen, suora-
kulmainen vai tylppakulmainen. Aschan esittéd asian seurauksessa sekd kuvasarjas-
saan, mutta alun perin keskipisteen sijainnin tarkastelu ei kuulunut osaksi Alkeita [1,
s. 124]. Englannin kielisessa versiossa Elements ympyrén keskipisteen tapaukset on
kisitelty erikseen [2, s. 114].

Edelld olemme tarkastelleet neljaa ympyréaén ja kolmioon liittyvaa konstruktioteh-
tavad ja osoittaneet ne oikeiksi Eukleideen aksioomajirjestelmié hyviksi kdyttéen.
Jotta voisimme pohtia Eukleideen aksiomatiikan hyvyyttd, tarvitsemme tyockaluksi
jonkin muun jérjestelmén. Seuraavaksi tutustumme menetelméén, jossa peruskéasittei-
ta ei méaaritelld vaan niiden véliset suhteet esitetdéan aksioomilla. Hilbertin geometria
perustuu tdmén menetelmén soveltamiseen, jota hén esitteli vuonna 1899 kirjassaan
Grundlagen der Geometrie [10].
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Hilbertin aksioomajirjestelméa

Eukleideen jdlkeen useat matemaatikot ovat yrittédneet aksiomatisoida euklidista
geometriaa. Saksalainen David Hilbert 1800 ja 1900-lukujen vaihteessa kokosi ak-
sioomajarjestelmén, josta tuli kuuluisin tunnettu euklidisen geometrian jérjestelma.
Hilbert oli hyvin kiinnostunut jérjestelménsé riippumattomuudesta ja ristiriidatto-
muudesta, joten hénelle ei riittdnyt pelkkd aksioomien valinta. Ero Eukleideen méé-
rittdmadn jérjestelmédn on selvé, silla Hilbertin aksioomajérjestelmé on paljon mo-
nimutkaisempi ja tarkempi. [7]. Hilbertin on kuultu toteavan aksioomajirjestelmésti
osuvasti:

One must be able to say at all times—instead of points, lines and
planes—tables, chairs and beer mugs [6, s. 72].

Télla lausahduksella hén varmasti ajoi takaa sitd, ettd ainoastaan aksioomien anta-
mat ominaisuudet méarittavat pisteitd, suoria ja tasoja, joten ei ole valid milla nimill&
néitd médritteleméattomia asioita kutsutaan. Kaikkea ei siis voi mééritelld ja siksi ny-
kyaikaisessa aksiomaattisessa jéarjestelmésséd ensimmaisia peruskésitteitd ei maaritella
vaan niiden véliset yhteydet esitetddn aksioomina.

Niinkuin aiemmin totesimme todistaminen perustuu loogiseen pééttelyyn. Loogi-
nen paattely taas koostuu ddrellisestd madrastd todistettuja lauseita, joista yhdessé
seuraa halutun lauseen todistus. On oletettava joitakin lauseita tosiksi, jotta tiettyjen
lauseiden joukko ei olisi vain kokoelma tautologioita. Niitd oletettavia lauseita kutsu-
taan aksioomiksi [7, s. 8]. Eukleideen aksioomat, jotka hén itse nimesi postulaateiksi,
eivit vaatineet perusteluja. Erityisesti Fukleideen neljaa ensimmaéista aksioomaa pi-
dettiin tosiasioina, joita ei voi tai edes tarvitse todistaa [7, s. 4]. Néin ei kuitenkaan
aina ole vaan osa aksioomista voi vaikuttaa jopa ristiriitaisilta intuitioomme néh-
den. Tésté esimerkkind on yhdensuuntaisuusaksiooma (EA5) 1.1, jonka esittelimme
jo alussa ja johon palaamme vield myohemmin.

Yksittéisiin aksioomiin ei kohdistu varsinaisesti mitdan erikoisvaatimuksia, kun-
han peruskisitteet ovat selvisti esilla. Tarkedd on, ettd aksioomien seuraukset eivat
ole ristiriidassa keskendén. Mikéali nain olisi, voitaisiin kyseisistd aksioomasta péatella
loogisesti mikd tahansa lause. Esimerkiksi, jos aksioomat koostuisivat viitteista, ”jo-
kaisella suoralla on tasan kaksi pistettd”, "on olemassa suora” ja "jokaisella suoralla on
adarettoman monta pistettd”, niin teoria olisi téysin jérjeton. Aksioomajarjestelméan
taytyy siis olla ristiriidaton. [7]. Aksioomien ristiriidattomuuden osoittamiseksi on ke-
hitetty keino, mallien kdyttdminen. Taméa tarkoittaa sitéd, ettd aksioomajérjestelmé
on ristiriidaton, jos silld on viahintddn yksi malli, jossa sen kaikki aksioomat ovat to-
sia. Malli voi olla esimerkiksi jokin todeksi osoitettu lause tai esimerkkitehtéavé, jonka
avulla voidaan todeta tietyn aksioomajarjestelmén ristiriidattomuus. Matematiikassa
tallainen malli on hyvé apuvéline aksioomajérjestelmien tutkimiseen. Muodostamme
myohemmin mallin jonka avulla tutkimme Hilbertin aksioomajérjestelméa.

29
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Aksioomajirjestelmén ongelma liittyy yleensé sen laajuuteen ja aksioomien aset-
tamiseen. Mallin avulla voidaan tarkastella aksiooman tarpeellisuutta ja ristiriidat-
tomuutta aksioomajéirjestelméssé. Jos esimerkiksi voidaan muodostaa konkreettinen
malli, joka on olemassa ja jossa jdrjestelman aksioomat ovat voimassa, niin mallin
avulla voidaan todeta askioomajérjestelman ristiriidattomuus. Jos siis aksioomien vé-
lilla olisi ristiriitaisuuksia se nikyisi myos mallissa ristiriitana. Aksioomajérjestelmén
laajuudessa pyritdéan siihen, ettéd jarjestelméssi ei ole "turhia” aksioomia eli yhtéaan
aksioomaa ei voida péételld muista aksioomista. Seuraavaksi tarkastelemme Hilbertin
aksioomia tarkemmin jaottelemalla ne sisédllon mukaan neljéan ryhméén liitdnnéisak-
sioomiin, vélissdoloaksioomiin seké janoja ja kulmia késitteleviin yhtenevyysaksioo-
miin.

4.1. Hilbertin aksioomat

Hilbertin aksioomajarjetelméa sisdltdd sekd taso— ettd avaruusgeometrian, mut-
ta avaruusgeometrian tarkastelu on jadnnyt vihemmaille. Hilbert kuitenkin osoittaa
muutamalla lauseella, ettéd tasoa koskevat aksioomat yleistyvit myos avaruusgeomet-
riaan. Peruskésitteet piste, suora ja taso oletetaan tunnetuiksi. On my6s hyva huo-
mata, ettid pisteen ja suoran vilisen yhteyden ei tarvitse olla sama kuin joukko-opin
vastaavassa relaatiossa. Riittaa siis, etté se toteuttaa Hilbertin aksioomat. Seuraavak-
si esiteltavit Hilbertin aksioomat seuraavat Kuritun, Hokkasen ja Kahanpééan teosta
Geometria [1, s. 9-28].

4.1.1. Hilbertin kolme ensimmaiisti aksioomaa.

H1: Jos pisteet P ja () ovat eri pisteité, niin on olemassa tésmélleen yksi suora,
joka kulkee molempien pisteiden kautta.

H2: Suoralla on ainakin kaksi pistetta.

H3: On olemassa kolme eri pistetta siten, ettd mik&dn suora ei kulje niiden
kaikkien kautta.

Ensimmaéinen Hilbertin aksiooma on siis tdysin sama kuin Eukleideen ensimméi-
nen aksiooma EA1. Osoitetaan seuraavaksi esimerkkitehtdvin avulla mitd aiemmin
esitetty keino mallin kdyttamisestd aksioomajirjestelmén ristiriiddattomuuden perus-
telussa tarkoittaa [1, s. 10]. Tarkastellaan siis Hilbertin kolmea ensimméistéd aksioo-
maa ja osoitetaan ne mallin avulla ristiriidattomiksi. Oletetaan, etté joukko-opin pe-
rusteet sekd lukujoukkojen R ja R™ ominaisuudet ovat tunnettuja.

TEHTAVA 4.1. Etsitddn aksioomille (H1)—-(H3) malli, jossa ne ovat tosia.

RaATkAISU. Malli: Olkoon joukko {A,B,C}, missi A, B, C ovat eri alkioita. Sovi-

taan, ettd alkiot ovat pisteité ja joukot {A,B}, {A,C} ja { B,C'} suoria. Liséksi, olkoon
piste P suoralla [ jos P € [. [7, s.10].
Voidaan suoraan todeta, ettd kahden eri pisteen kautta kulkee aina tasan yksi suora,
jolloin (H1) pétee ja jokaisella suoralla on tasan kaksi pistetté eli (H2) patee. Lisdksi
mik&dn mallin suorista ei kulje kaikkien pisteiden A, B, C' kautta, joten (H3) pétee.
Siispé kyseinen malli toteuttaa aksioomat (H1)—(H3) ja ne ovat ristiriidattomia.
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Edella tehtéavéssa 4.1 esitelldédn siis malli ja sen kdytto hyvin yksinkertaisen esimer-
kin avulla. On hyva huomata, etti tehtdvén 4.1 mallissa ei ole lainkaan yhdensuuntai-
sia suoria. Néin ollen mallissa ei toteudu yhdensuuntaisuusaksiooma eikd myd&skaan
Eukleideen toinen aksiooma janan jatkamisesta.

Mallin avulla voidaan myos osoittaa muita aksioomajérjestelmén ominaisuuksia.
Riippumattomuus jérjestelméssa voidaan osoittaa kdymailld jokainen aksiooma erik-
seen lapi. Télloin jokaista aksioomaa varten muodostetaan malli, jossa se on voimassa
ja erilainen malli, jossa se ei ole voimassa. Téaydellisyys taas voidaan osoittaa mallien
avulla siten, ettd osoitetaan aksioomia koskevat mallit keskendén isomorfisiksi.

Seuraavaksi haluamme maéaéritelld tavallisen kolmion AABC' aksioomajéirjestel-
méssd, jotta tdmé olisi mahdollista tarvitsemme lisdd aksioomia. Lisdksi méaritte-
lemme peruskésitteen wvdlissdolo, joka tarkoittaa, ettd "piste B on pisteiden A ja C
vélissd”, lyhyemmin A« B C 7, s. 12].

4.1.2. Hilbertin aksioomat (H4)-(HT). Seuraavien aksioomien ns. wvdilissd-
oloaksioomien tulee olla voimassa yhdessé edelléd esiteltyjen Hilbertin kolmen ensim-
maéisen aksiooman seké peruskésitteiden kanssa.

H4: Jos piste B on pisteiden A ja C vélissé, niin ne ovat eri pisteité, joiden
kaikkien kautta kulkee sama suora ja C' *x B * A.

H5: Jos pisteet A ja B ovat eri pisteité, niin suoralla j@ on pisteet C, D ja
E siten, etti Cx Ax B, Ax Dx B ja AxBx E.

HG6: Jos A, B ja C ovat eri pisteitd samalla suoralla, niin tdsmaélleen yksi seu-
raavista on voimassa: Ax Bx C, AxC * B tai B*x Ax C.

Ennen aksiooman (H7) esittelyd tarkennamme siind kéytettdavad merkintidtapaa
[7, s. 15]. Haluamme merkité lyhyesti sen, ettéd pisteet A ja B ovat samalla puolella
suoraa [ ja merkitsemme ABIl tai BAI, jos pisteet ovat samat tai suora [ ei sisilla
janan AB pisteitd. Muussa tapauksessa pisteet A ja B ovat eri puolilla suoraa [ ja
merkitsemme BlA tai AlB.

H7: Jos suora [ ei kulje pisteiden A, B ja C kautta niin pétee seuraavat:
(1) jos ABI ja BCI, niin ACI
(2) jos AlB ja BIC, niin ACI.

Seuraamme Hilbertin aksiomatiikan esittdmisessd Kuritun, Hokkasen ja Kahan-
pédn luentomonistetta Geometria [7], jossa aksiooma (H7) on muotoiltu kuten edellé.
Alkuperaisessi Hilbertin aksiomatiikassa tdmén aksiooman paikalla on kuitenkin Mo-
ritz Paschin! mukaan nimetty aksiooma. Pasch muotoili aksiooman vuonna 1882 ja se
on esitetty Nevanlinnan teoksessa Geometrian perusteet [5, s. 14] ldhes seuraavasti:

AKSIOOMA 4.2 (Paschin aksiooma). Olkoon pisteet A, B ja C, jotka eivdt ole
samalla suoralla sekd suora 1, joka ei kulje ndiden pisteiden kautta. Jos suoralla |

on piste P pisteiden A ja B wilissd, niin suoralla | on piste QQ, joka tdyttid ehdon
AxQ«+C tai BxQxC.

Paschin aksiooma kuuluu niin sanottuihin jérjestysaksioomiin ja méérittelee siis
suorien leikkaamisen, mikéd Eukleideen jarjestelméssé jaa méarittelemétta. Aksioo-
ma siis kiytdnnosséd ilmaisee, ettd jos suora tyontyy kolmion sisédén, se tulee myos

Moritz Pasch (1843-1930) oli saksalainen erityisesti geometriaan erikoistunut matemaatikko.
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S

Kuva 4.1. Paschin aksiooman 4.2 graafinen havainnollistus.

sieltd ulos, mité tarvitaan erityisesti tutkittaessa pisteiden jarjestystd suoralla. On-
gelma on kuitenkin se, ettd Hilbertin aksiomatiikka ei ole vield méaéritellyt kolmiota,
joten tdmé on vain intuitiivinen péaatelmé. Paschin aksiooma on ekvivalentti aksioo-
man (H7) kanssa, joka on vain hiukan yksinkertaistettu versio alkuperiisesti Paschin
aksioomasta. Oleellisesti aksioomasta seuraa se, etté pisteité, suoria ja tasoja on aére-
ton médrd. Kuritun, Hokkasen ja Kahanpéédn teoksessa Geometria Paschin aksiooma
on laajennettu kolmioille pateviksi Paschin lauseeksi, jonka todistamiseen kaytetdan
aksioomaa (H7). Esittelemme seuraavaksi kyseisen lauseen ja sen todistuksen, joka
seuraa Kuritun, Hokkasen ja Kahanpéén [7, s. 20] muotoilemaa todistusta.

LAUSE 4.3 (Paschin lause). Olkoon kolmio AABC' ja suora | # f@, joka leikkaa
sivua AB pisteessa D ja A # D # B. Silloin suora | leikkaa myos sivua AC tai BC.
Jos suora | ei kulje kirjen C' kautta, letkkaa suora | vain toista sivuista AC tai BC.

TobisTus. Jos suora [ kulkee pisteen C' kautta, niin lause on selvi. Tarkastellaan
tapausta, jossa suora [ ei siis kulje pisteen C kautta. Koska piste D on pisteiden A ja
B vilissé ja suora [ kulkee pisteen D kautta, niin AlB.

Talloin patee joko AIC tai ACI. Ensimmaéisessé tapauksessa suora [ leikkaa janaa AC,
jolloin aksiooman (H7) nojalla patee BCI, joten suora [ ei leikkaa janaa BC' ja lause
pétee. Jalkimmaisessd tapauksessa suora [ ei leikkaa janaa AC'. Lause [7, s. 17,1.2.3.2]
sanoo ettd, jos ABI ja BIC, niin AlC, jolloin tdmé&n lauseen nojalla CIB ja lause
patee. ]

Kysymys siitd kumpi tavoista on parempi, esittdd aksiooma (H7) kuten me sen
teemme vai Paschin aksioomana kuten alkuperéisessd Hilbertin aksiomatiikassa, on
mielenkiintoinen. Térkeintd on huomioida se, etté aksioomaa pidetédén siis selvioné ja
lause todistetaan, joten olisi hyvé ettéd aksiooma on mahdollisimman yksinkertainen.
Téarkeintéd teorian kannalta on kuitenkin se, ettd Paschin aksiooma esiintyy jossain
muodossa, silld vasta se asettaa ddrelliset geometriat mahdottomiksi. Lisdksi on hy-
vé huomata, ettd Paschin lause ja aksiooma ovat siis eri asia. Monet tunnetutkin
matemaatikot ovat niitd vadrin kdyttianeet, josta esimerkkinid Greenberg teoksessaan
Euclidean and Non-Euclidean Geometries [6, s. 80].

4.1.3. Hilbertin aksioomat (H8)—(H10). Otetaan kiyttoon vield yksi perus-
kiisite yhtenevyys (=), joka on tullut esille jo aiemmin, mutta nyt se on osa Hilbertin
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aksioomajérjestelméé. Seuraavat kolme aksioomaa ovat erityisesti janojen yhtenevyy-
teen liittyvid aksioomia.

HB8: Olkoot pisteet A ja B eri pisteiti ja F@ mielivaltainen puolisuora. Talloin
on tasmélleen yksi piste R € P(Q) siten, ettdi AB = PR.
H9: Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.
H10: Jos AxBxC, A xB' x(C', AB= A'B' ja BC = B'C’, niin AC = A'C".
Kolme edellisté aksioomaa asettavat janan yhtenevyydelle tarkat rajoitteet. Kon-
kreettisissa malleissa janojen yhtenyys voi tarkoittaa suoraan janan pituutta, mutta
néin ei aina ole.

4.1.4. Hilbertin aksioomat (H11)—(H13). Seuraavat Hilbertin aksioomat ovat
myo6s yhtenevyysaksioomia, mutta ne liittyvét erityisesti kulmien yhtenevyyteen.

H11: Olkoon kulma ZABC ja piste P‘,%oka ei ole suoralla ﬁ Talloin on

olemassa tésmilleen yksi puolisuora DF siten, etti FPDE ja
/ABC = /FDFE

H12: Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

H13: (SKS-—séaanto 1.12) Olkoot kolmiot AABC ja ADFEF siten, etté
/BAC =2 /EDF, AB = DF ja AC = DF. Télloin siis AABC =2 ADFEF.

Aksiooma (H13) on siis sama kuin SKS-séénto, jonka Eukleides asetti lauseek-
si. Eukleides siis pyrki todistamaan SKS-sddnnon kuten lauseen, minkéa totesimme
ailemmin jo kyseenalaiseksi. SKS—sdanto on hyodyllistd ottaa aksioomaksi ensinné-
kin edellisen nojalla ja lisiksi se antaa syvéllistd tietoa kolmioiden yhtenevyydesta.
SKS—sédénto on riippumaton muista Hilbertin aksioomista sekd myos Eukleideen yh-
densuuntaisuusaksioomasta. Néin ollen aksiooman (H13) nojalla on helppo todistaa
muita kolmioiden yhtenevyyteen liittyvid tuloksia. Esimerkiksi erds seuraus SKS—
sddnnosta on seuraava lause 4.4 [6, s. 85].

LAUSE 4.4. Olkoon kolmio AABC' ja jana DE = AB, tdlloin on tdismdlleen yksi
piste F' halutulta puolelta suoraa ?ﬁ siten, ettd AABC = ADFEF.

TobisTus. On siis tdsmélleen yksi puolisuora ﬁ siten, ettd Z/CAB = /FDE.

Lisdksi piste F' voidaan valita puolisuoralta DF aksioomien (H11) ja (H8) nojalla
siten, ettd AC' = DF'. Néin ollen SKS-séénnén (H13) nojalla AABC = ADEF. [

Edelld olemme kisitelleet yhteensd 13 Hilbertin aksioomaa ja esitténeet niistd
joitakin tarkennuksia ja huomioita. Ndiden aksioomien pohjalta rakentuu Hilbertin
teoria.

4.1.5. Hilbertin teorian avulla todistaminen. Tarkastellaan téssa kappa-
leessa Hilbertin teorian rakentumista seké todistamista aksioomien avulla.

Hilbert rakentaa teoriansa peruskésitteistd, mutta ei varsinaisesti méérittele mi-
td ovat pisteet, suorat ja tasot. Han jakaa aksioomansa viiteen ryhmééan liitdnnéaisak-
sioomiin, jarjestysaksioomiin, yhtenevyysaksioomiin, yhdensuuntaisuusaksioomaan ja
jatkuvuusaksioomiin. Néista olemme edella késitelleet kolme ensimmaisté. Kaikki Hil-
bertin jarjestelmén aksioomat ovat koordinaattigeometrian mallin avulla todistetta-
vissa riippumattomiksi toisistaan. Han tarkentaa teoriaansa lauseilla ja méaritelmilla
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sitd mukaa kun aksioomajirjestelmé kasvaa ja mahdollistaa lauseiden todistamisen.
Todistettuja lauseita han kédyttasd laajentaakseen teoriaansa eteenpéin.

Seuraavaksi pyrimme todistamaan tavallisen vuorokulmalauseen Hilbertin teorian
pohjalta [1, s. 42]. Vertaamme tétéd todistusta mychemmin Eukleideen hiukan sup-
peampaa aksiomatiikkaa perustuvaan todistukseen.

LAUSE 4.5 (Vuorokulmalause). Jos kahta suoraa leikkaa sama suora ja muodos-
tuvat vuorokulmat ovat yhtd suuret, nitn ndmd kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset.

Kuva 4.2. Lauseen 4.5 konstruktio.

Tobistus. Olkoon kulma ZABC = /DCB. Tehddan vastaoletus, ettd suorat

@ ja 1@ leikkaavat pisteessd FE. Liséksi piste £ on samalla puolella suoraa
kuin pisteet D ja F. Olkoon piste G yhtenevyysaksiooman (H8) nojalla puolisuo-

ralla Ezl siten, ettd BG = C'E. Jana BC on yhtenevé itsensd kanssa, jolloin SKS-
saannon (H13) nojalla ABCE = ACBG. Erityisesti siis, ZEBC = ZGCB. Koska
kulma ZFEBC on kulman ZGBC' vieruskulma, niin yhtenevyysaksiooman (H11) ja
véitelauseen [7, s. 30,1.2.4.5], jonka mukaan yhtenevien kulmien vieruskulmat ovat
yhtenevét, nojalla kulman ZGCB taytyy olla kulman ZECB vieruskulma. Tama

tarkoittaisi sitd, ettd piste G olisi suoralla @ ja suorilla @ ja jﬁ olisi talloin kaksi
yhteistd pistettd G ja E. Tamé on kuitenkin ristiriidassa véitelauseen [6, s. 51,P2.1]
kanssa, jonka mukaan jos on olemassa kaksi eri suoraa, jotka eivit ole yhtenevié, niin
niilld on tdsmaélleen yksi yhteinen leikkauspiste. Suorat C'D ja AB ovat siis yhden-
suuntaiset. U

Edellisen lauseen 4.5 todistus perustuu siis Hilbertin aksioomiin ja niiden perus-
teella osoitettuihin lauseisiin. Koska emme késittele Hilbertin teoriaa kokonaisuudes-
saan olen todistuksessa viitannut Greenbergin teokseen Euclidean and Non-Euclidean
Geometries [6], jotta todistaminen olisi sujuvampaa.
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Seuraavassa luvussa tarkastelemme Eukleideen ja Hilbertin aksiomatiikkaa sy-
véllisemmin ja otamme kayttoon Eukleideen viidennen aksiooman eli yhdensuuntai-
suusaksiooman. Ennen sen kidyttoonottoa vertailemme edellistd vuorokulmalauseen
todistusta Aschanin suomenkieliseen versioon Eukleideen vuorokulmalauseen todis-
tuksesta [1, s. 42]. Englanninkielisesséd Alkeiden kéénnoksessé todistus on kdyty hie-
man tarkemmin l&pi, joten poimimme sieltd muutamia yksityiskohtia [2, s. 30-31].

EUKLEIDEEN VERSIO VUOROKULMALAUSEEN TODISTUKSESTA. Jos suorat Af*\ ja

Ay 13 eivit ole yhdensuuntaiset, niin yhdensuuntaisuuden mééritelméan mukaan on ole-
massa suorien leikkauspiste E, joka on jommalla kummalla puolella leikkaavaa suoraa

, esimerkiksi samalla puolella kuin piste D, kuten kuvassa 4.2. Téll6in syntyy kol-
mio AEBC, jossa ulkokulma ZABC' on yhtédsuuri kuin sisikulma ZBCFE, mikéd on

vastoin ulkokulmalausetta 1.5 ja siis mahdoton. Tamé& osoittaa, ettd suorat AF ja
m eivit kohtaa pisteiden F' ja D puolella. Samaan tapaan voidaan todistaa, etté
ne eivit kohtaa myoskddn pisteiden A ja C' puolella. Puolisuorat eivét siis kohtaa
kummallakaan puolella ja ovat siis yhdensuuntaiset, joten suorat jﬁ ja 21—3 ovat
yhdensuuntaisuuden méaritelmén nojalla yhdensuuntaiset. Téten, jos suora leikkaa
kahta muuta suoraa muodostaen niiden kanssa kaksi yhté suurta kulmaa, niin ndmé
kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset. Kuten haluttiinkin. 0

Molemmissa todistuksissa ldhdetdén liikkeelle antiteesin muodostamisesta, miké
onkin téssi tapauksessa jarkevinta. Aschan ei suomennuksessaan todista tai edes mai-
nitse leikkaavan suoran toista puolta, joten se jaa ehdottomasti vajaaksi. Englannin-
kielisessé versiossa tdmé on mainittu [2, s. 31]. Eukleideen jérjestelméén perustuva
todistus pohjautuu yhdensuuntaisuuden mééritelméasin sekd ulkokulmaepéayhtéiloon.
Toisaalta, tarkasteltaessa ulkokulmaepéayhtélolauseen 1.5 todistusta voimme havaita,
ettéd se on oikeastaan yhtépitava vuorokulmalauseen kanssa. Télloin voimme tarkas-
tella enemmén lauseen 1.5 todistusta kuin itse vuorokulmalauseen todistusta. Lauseen
1.5 todistuksen alussa on kiinnitettdva huomiota siihen, ettd suorien yhtdsuuruudet
perustuvat konstruktion tarkasteluun. Hilbert taas perustelee yhtdsuuruudet huolelli-
sesti kiyttden aksioomaa (HS8). Seuraavassa vaiheessa molemmissa todistuksissa kéy-
tetddn SKS-sdantod, jonka Hilbert on asettanut aksioomaksi (H13) ja Eukleides huo-
limattomasti todistetuksi lauseeksi 1.12. Lauseen 1.5 todistuksessa halutut kulmat
saadaan yhtéasuuriksi kdyttamalla ristikulmien yhtenevyytta, kun taas Hilbert kayt-
taa todistuksessa vieruskulmien yhtenevyytté eli aksioomaa (H11) seké propositiota.
Lopuksi Hilbert kdyttda vield toista propositiota, jonka sisélto on ldhes sama kuin
Alkeissa kéytetty yhdensuuntaisuuden médritelmé. Néin ollen Eukleideen vuorokul-
malauseen todistus vaatii ehdottomasti lauseen 1.5 kiyttod sekd loppupéédtelmén te-
keminen yhdensuuntaisuuden mééaritelmééa. Hilbert taas todistaa vuorokulmalauseen
ilman ulkokulmaepéayhtaloa 1.5, kayttamalla loogisella tavalla aksioomajérjestelméa.

Siirrymme seuraavaksi tarkastelemaan Eukleideen sekd Hilbertin aksiomatiikan
yksityiskohtia. Erityisesti perehdymme yhdensuuntaisuusaksioomaa ja sen mielenkiin-
toiseen historiaan osana aksioomajirjestelméé.






LUKU 5

Eukleideen ja Hilbertin aksiomatiikkaa

5.1. Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooma (EA5)

Luodaksemme aksiomatiikan, jolla pystytddn toteuttamaan euklidista geometri-
aa kokonaisuudessaan, tarvitsemme vield yhden merkittdvén aksiooman. Kyseessé on
Eukleideen viides aksiooma eli yhdensuuntaisuusaksiooma, joka on tuhansia vuosia
atheuttanut pédnvaivaa matemaatikoille. Syy tdhédn on kyseisen aksiooman yhteys
muihin aksioomajirjestelmén aksioomiin. Tarkoituksenahan on, ettd kaikki aksioo-
mat olisivat toisistaan riippumattomia, mutta onko Eukleideen viides aksiooma riip-
pumaton muista aksioomista [6, s. 21]. Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooman voi-
daan ajatella olevan kadnteistulos lauseelle 1.6 ja hén kaytti sitd sujuvasti esimerkik-
si kddnteisen vuorokulmalauseen 1.7 todistamisessa. Eukleideen muotoilemasta yh-
densuuntaisuusaksioomasta on lukuisia versioita, joista erds vanhimmista versioista
on Procluksen! esittdmi paralleeliaksiooma. Yhdensuuntaisuusaksiooma ja Procluk-
sen aksiooma ovat sanamuodoltaan hiukan erilaiset, mutta sisdlloltdan yhtapitavit.
Hilbert tarvitsi yhdensuuntaisuusaksioomaa avuksi joidenkin yhtenevyysaksioomien
seurauksien todistamiseen. Procluksen aksiooma on oleellisesti sama, kuin Hilber-
tin kdyttdméa yhdensuuntaisuusaksiooma. Eukleideen ja Hilbertin aksiomatiikka ero-
aa siis yhdensuuntaisuusaksiooman osalta hiukan. Témé ei kuitenkaan ole ratkaise-
va eroavaisuus néiden kahden aksioomajirjestelméan vélilld. Tarkastellaan kuitenkin
yhdensuuntaisuusaksiooman kahta eri muotoa. Seuraavaksi esitettiavé yhdensuuntai-
suusaksiooma on nykyaikainen versio Eukleideen alkuperéisestéd viidennestéd aksioo-
masta [1, s. 33].

AKsiooMA 5.1 (Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooma (EA5)). Jos suora 1B

leikkaa kahta muuta suoraa AD ja pisteissi A ja B siten, ettd D ja E ovat
samalla puolella suoraa j@ ja kulmat /BAD ja LABE ovat yhteensd alle kaksi
suoraa kulmaa niin suorat AD ja leikkaavat toisensa ja letkkauspiste C' on samalla

puolella suoraa f@ kuin pisteet D ja E.

Tama alkuperédinen versio vaatii runsaasti lisdd madritelmia, jotta sen ymmérté-
minen olisi mahdollista. Tésté syysta tutkimme seuraavaksi hiukan yksinkertaisempaa
ja Procluksen aksiooman verraten tuoreempaa yhdensuuntaisuusaksiooman versiota
eli Playfairin? aksioomaa.

IProclus Diadochus (411-485 jaa.) oli kreikkalainen matemaatikko
2John Playfair (1748-1819) oli Skotlantilainen tutkija ja matemaatikko.

37
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Kuva 5.1. Yhdensuuntaisuusaksiooman 5.1 konstruktio.

5.1.1. Playfairin aksiooma. Playfairin aksiooma on siis yksinkertaisempi ver-
sio, mutta silti yhtépitdva Alkeissa esitetyn Eukleideen viidennen aksiooman kans-
sa. Playfair julkaisi euklidiselle geometrialle olennaisen yhdensuuntaisuusaksiooman-
sa vuonna 1795 [6, s. 19]. On kuitenkin hyvé huomata, ettd kyseessd on aiemmin
mainitsemani Procluksen aksiooma eli paralleeliaksiooma, jolle kdytdmme jatkossa
nimitystd Playfairin aksiooma. Seuraava aksiooma 5.2 on myds Hilbertin kiayttama
yhdensuuntaisuusaksiooma.

AKSIOOMA 5.2 (Playfairin aksiooma). Olkoon suora l ja piste P, joka ei ole suo-
ralla . Tdlloin on olemassa tasmdlleen yksi suora m, joka kulkee pisteen P kautta ja
on yhdensuuntainen suoran | kanssa.

Playfairin aksiooma on siis aika turvallisen kuuloinen, mutta ei kuitenkaan yhtéa
ilmeinen kuin muut Eukleideen aksioomat EA1-EA4. Eukleideen kaksi ensimmaéisté
aksioomaa muodostuvat suoran piirtdmisen avulla, kolmas aksiooma taas ympyran
piirtdmisen pohjalta. Neljids aksiooma on vihemmén ilmeinen kuin aiemmat abstrak-
tiot, mutta sekin on selvé tarkasteltaessa kulmien mittaamista. Viides aksiooma on
erilainen, koska emme voi piirtden jatkaa suoria loputtomasti, emme voi myoskéin
olla varmoja leikkaavatko suorat toisiaan jossain pisteessa.

Ainoa vaihtoehto on tarkistaa yhdensuuntaisuus epésuorasti kayttamalld muita
perusteita kuin yhdensuuntaisuuden mééritelméa. Erds vaihtoehto on, ettd piirre-
taan poikittainen suora ja mitataan sisikulmat samalta puolelta poikittaista suoraa.
Télloin, jos sisdkulmien summa on alle kaksi suoraa kulmaa niin suorat leikkaavat
toisensa mitattujen kulmien puolella. Ongelmana on, ettd tdmé ehdotus osoittautuu
yhteneviksi Eulkeideen yhdensuuntaisuusaksiooman kanssa. Emme siis voi kayttasa
kyseistd ehdotusta osoittamaan yhdensuuntaisuusaksioomaan paikkansapitavyytta.
Aschan antaa ymmartad, ettd Fukleides tiedosti tdmén ongelman, koska siirsi tarkas-
telua kunnes sai todistettua kéénteisen vuorokulmalauseen [1, s. 43].

Aksiooman pitdisi olla mahdollisimman yksinkertainen ja intuitiivisesti selvé, jotta
kukaan ei voi epéilla sen paikkansapitavyyttd. Yhdensuuntaisuusaksiooma on kuiten-
kin ollut alusta asti kyseenalainen. Todistusyrityksid Playfairin aksioomalle on lukui-
sia ja erdis niistd on Legendren® todistus 1700-luvulta. Tarkastelemme tité todistusta
tarkemmin siitd ndkokulmasta, miten Hilbertin aksioomajérjestelmé voisi parantaa
todistusta. Todistus on esitetty kokonaisuudessaan Kuritun, Hokkasen ja Kahanp&één
kirjoittamassa luentomonisteessa Geometria [7, s. 5-6].

3 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) oli ranskalainen matemaatikko.
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Kuva 5.2. Legendren todistusyrityksen apukonstruktio.

Todistus ldhtee liikkeelle suoran [ ulkopuolisen pisteen P kautta piirretyn normaa-
lin n konstruoimisesta seké télle normaalille normaalin m konstruoimisesta pisteeseen
P. Talla konstruoinnilla on osoitettu suorien [ ja m yhdensuuntaisuus ja perusteluna
on kaytetty suorien [ ja m yhteistd normaalia n. Kaytossé on kuitenkin vain aiemmin
mainitut Eukleideen perusolettamukset ja mééritelmét seka tietysti aksioomat EA1-
EA4. Talloin monikin asia jo todistuksen alussa heréttaé epiilyksid. Suurimmat on-
gelmat aiheutuvat normaalin mééritelmésta tai madrittelemattomyydesté, jotta nor-
maali olisi hyvin mééritelty vaatii se erityisesti Hilbertin aksioomien (H11), (H8) ja
(H7) kéyttod [7, s. 38]. Nami kolme Hilbertin aksioomaa takaavat normaalin olemas-
saolon ja yksikéistteisyyden.

Kaytossa ovat siis ainoastaan Eukleideen aksioomat EA1-EA4 seké perusolettamuk-
set, joiden avulla pyritdéan Legendren todistuksen seuraavassa vaiheessa osoittamaan
halutun yhdensuuntaisen suoran m yksikésitteisyys. Ensinnékin Eukleideen aksioo-
mat eivit kerro, ettéd suoralla m on olemassa toinen piste P’ # P, jonka toteamiseen
tarvitaan aksioomaa (H2). Lisdksi aksiooman (H5) nojalla saadaan vield kolmaskin
piste P” halutulle suoralle seké osoitettua, ettd piste P on néiden kahden pisteen
vilissd. Vilissdolosta Eukleideen aksioomat eivit sano oikeastaan mitédn, joten ak-
sioomat (H4)-(H7) ovat térkeitd vilineitd tutkittaessa suoran ja pisteiden suhdetta
toisiinsa. Seuraavaksi Legendre valitsee pisteen R suoralta s suorien [ ja m vilista,

missé suora s kulkee pisteen P kautta, mutta s # % (Q ¢ m) jas # m. Ak-
siooman (H7) nojalla tdmé on mahdollista ja saadaan RQm. Télloin siis piste R on
joko kulman ZP’P(Q) tai kulman ZP"” P() sisiassi. Lisdksi, jotta toiselta puolelta nor-
maalia voidaan valita piste R’ tarvitaan aksioomien (H5) ja (H11) tietoja siitéd, etta
muodostuvat kulmat Z/R'PQ ja ZRP(Q ovat todella yhtenevit. Seuraavassa kohdas-
sa Legendre viittédd, ettd jos suora [ leikkaa kyljen PR niin se leikkaa my0s suoraa
s, mikd sindnsd KA1 nojalla vaikuttaisi selvaltd. Téassd Legendre kuitenkin olettaa,

ettd suora [ leikkaa myos kyljen PR’ eli toisinsanoen suora [ leikkaisi vélttdmétta ai-
nakin toista kolmion ZRPR' kyljistd. Taméa on kuitenkin vaarallinen kehdpaatelmé,
silld paralleeliaksiooma ei ole vield voimassa ja tuhoaa siten koko todistuksen. Neut-
raalissa geometriassa eli geometriassa, jossa ei oleteta Eukleideen viidettd asioomaa,
tama ei pida paikkansa. Tarkastellaan kuitenkin vield lopputodistusta ja lopuksi sitéa
saataisiinko kehdpédtelmé jotenkin korjattua.
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Todistus jatkuu siten, ettd Legendre haluaa etsid pisteen B puolisuoralta ﬁ Erityi-

sesti siis niin, ettd PB = PA, missé piste A on puolisuoran PR’ ja suoran [ leikkaus-
piste. Aksiooman (HS8) nojalla piste B voidaan tosiaan valita todistuksessa halutulla
tavalla, mutta ainoastaan aksiooma EA1 ei siihen riitd kuten Legendre vaittaa. Hil-
bertin aksioomajirjestelméssid SKS-saanto on asetettu aksioomaksi (H13), joten kul-
mien yhtédsuuruudet on helposti osoitettavissa télla aksioomalla. Eukleides taas asetti
SKS-sdannon lauseeksi ja yritti todistaa sitd aksioomien avulla, miké ei kuitenkaan ole
mahdollista niinkuin tutkielman alussa jo totesimme [6, s. 21]. Viimeisen& ongelmana
todistuksessa ovat kulman ZBQP suorakulmaisuus sekd puolisuorien vastakkaisuu-
det, jotka Legendre toteaa vain suorien kulmien avulla todeksi. Kulmien ZAQP ja
ZBQP yhteneviisyydestad seuraa helposti, ettd myos kulma ZBQP on suora. Vas-
takkaisuuden osoittaminen taas vaatii hiukan perusteluja, missé olennaista on suorien
kulmien yhtenevyys seké aksioomat (H7) ja (H11). Néin olemme péésseet Legendren
todistuksen loppuun ja tarkennettavaa todella 16ytyi. Huomasimme todistuksessa pe-
rustavanlaatuisen ongelman, kehépéaételmén.

Legendren todistuksessa on siis aukko, jota ei voidakaan korjata [6, s. 23]. Hilbertin
tai muidenkaan aksioomien nojalla ei ole mahdollista todistaa Playfairin aksioomaa
todeksi neutraalissa geometriassa. Playfairin aksiooma ei kuitenkaan ole ristiriidas-
sa muiden Hilbertin aksioomien kanssa, silld koordinaattigeometria toteuttaa muiden
Hilbertin aksioomien tapaan myos Playfairin aksiooman [7, s. 10]. Mikéli kuitenkin
oletamme Playfairin aksiooman todeksi ja asetamme sen siis osaksi aksioomajarjes-
telméé, saamme todistettua Eukleideen viidennen aksiooman.

5.1.2. Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooman (EA5) pitee. Niytetddn
téassi kappaleessa Kuritun, Hokkasen ja Kahanpéén teosta Geometria [7, s. 84] mu-
kaillen, ettd aiemmin esitetty Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooma 5.1 pétee kun
kaytossd on Hilbertin aksioomien lisiksi Playfairin aksiooma 5.2. Osoitetaan véi-
te myos toisinpéin eli, jos Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooma on voimassa, niin
Playfairin aksiooma pétee.

TobisTus. Oletetaan siis Playfairin aksiooma todeksi. Olkoon pisteet A, B, F ja
D kuten kuvassa 5.3. Valitaan piste P siten, ettd Px Ax D. Téalloin lauseen 1.3 nojalla
kulmat Z/PAB ja Z/BAD ovat yhteensi kaksi suoraa kulmaa. Liséiksi, aksiooman 5.1
oletusten nojalla saadaan, ettd kulma Z/FEBA on vihemmén kuin kulma ZPAB. Si-
sikkéisten kulmien madritelman nojalla kulman /P AB sisélla on piste F' siten, ettd

/EBA = /BAF. Tillsin aksiooman (H7) ja oletusten PFAB, PABD ja DEAB
nojalla F' jﬁE . Vuorokulmalauseen 4.5 nojalla suorat fﬁ ja ﬁ ovat yhdensuun-
taiset. Koska piste F' on kulman ZPAB sisilld niin fﬁ # 1@, jolloin Playfairin
aksiooman 5.2 nojalla suora ﬁ ei voi olla yhdensuuntainen suoran kanssa. Suo-
ra j@ leikkaa siis suoraa . Olkoon tamé leikkauspiste C'. Néytetdan vield, etté
C'Dj@ ja C'Ej@. Tiedetédan, etta E]_)jﬁ7 joten riittdd nayttaa C’Djﬁ. Tehd&aan
antiteesi C’@D. Koska szlﬁD, niin PCAB, joten ZCAB = /PAB. Liséksi pa-

tee Cjﬁ E. joten C'x B % E. Talloin soveltamalla ulkokulmaepéyhtéloa 1.5 kolmioon
AC'AB saadaan, etti ZC'AB on pienempi kuin kulma ZABE. Téll6in kulma /PAB
on pienempi kuin kulma ZEBA, miki on ristiriita aiemmin todetun kanssa ja koska
talloin kulma ZABFE olisi pienempi kuin se itse. U
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Kuva 5.3. FEukleideen yhdensuuntaisuusaksiooman todistus.

Edella todistimme, ettd Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooma pétee, kun Play-
fairin aksiooma on voimassa. Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta toisinpéin. Osoite-
taan siis, ettd Playfairin aksiooma pétee, kun oletetaan muiden aksioomien liséksi,
ettd EA5 on voimassa.

TobisTus. Oletetaan siis, ettd Eukleideen yhdensuuntaisuusaksiooma on voi-
massa. Tarkastellaan jalleen kuvan 5.3 mukaista tilannetta. Eukleideen vuorokulma-

lauseen 4.5 nojalla kaksi suoraa ja jﬁ ovat yhdensuuntaisia, jos kulmat ZEBA
ja ZDAB ovat suoria kulmia. Jos siis kulmat Z/EBA ja ZDAB ovat yhteensi va-

hemmaén kuin kaksi suoraa kulmaa, niin suorat ja jﬁ leikkaavat toisensa suoran
f@ oikealla puolella. Jos taas kulmat ZEFBA ja ZDAB ovat yhteensi enemmén kuin
kaksi suoraa kulmaa, niin suorat ja AD leikkaavat toisensa suoran AB vasem-

malla puolella. T&lloin suora on yhdensuuntainen suoran jﬁ kanssa jos ja vain
jos kulmat ZEBA ja ZDAB ovat yhteensid tésmélleen kaksi suoraa kulmaa. N&in
on siis olemassa tésmaélleen yksi yhdensuuntainen suora, joka kulkee halutun pisteen
kautta. 0

Néin olemme saaneet todistettua, ettd Playfairin aksiooma 5.2 ja Eukleideen yh-
densuuntaisuusaksiooma 5.1 ovat ekvivalentteja kesken&én.
Lopuksi tarkastelemme vield Eukleideen ja Hilbertin aksioomajérjestelmien eroja.

5.2. Eukleideen ja Hilbertin aksiomatiikan eroja

Edelld kasitellyt luvut ovat varmasti tehneet selviksi, ettd Eukleideen aksioma-
tiikka oli Euklidisen geometrian ja matematiikan kannalta uraauurtavaa. Eukleideen
aksiomaattinen esitystapa koostuu suuresta méarasta kasitteitd ja méaaritelmia. Ma-
temaattisessa nykykirjallisuudessa méaaritelmét ja késitteet otetaan kdyttoon sitd mu-
kaa kun niité tarvitaan. Eukleideen esityksessd méaritelmistéd osan voisi siis jattaa ké-
siteltdviksi myohemminkin, silld niitd seuraavat viisi aksioomaa eivit vaadi kaikkia
aikaisempia méaritelmid. Aksioomien tarkoituksena on tédssd tapauksessa kuvata vii-
vaimen ja harpin kdyton sdannot konstruktioita varten. Konstruktioiden avulla taas
voidaan todistaa matemaattisten olioiden olemassaolo.
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Hilbertin aksiomatiikka koostuu suuremmasta méadrasta aksioomia kuin Euklei-
deen jarjestelméa. Lisdksi Hilbertin jirjestelmén aksioomat kéasittavit peruskasittei-
den méaérittelyn seké niille asetetut rajoitteet. Perusidea on kuitenkin sama molem-
missa aksioomajarjestelmissé, ensin esitelladn peruskésitteiden méaaritelméat ja sitten
listataan olioiden vilisisté suhteistéd kertovat aksioomat. Néiden kahden jérjestelmén
viélilld on vuosien mittaan ollut lukuisia muita aksiomatiikan jirjestelmii, mutta niin-
kuin tiedetdén Eukleideen aksioomajérjestelmé piti pintansa ldhes Hilbertin aksioo-
majirjestelmén julkituloon asti. Aikojensa kuuluisimmiksi ja tdrkeimmiksi euklidisen
geometrian teorioiksi tituleerattuina ne ovat paikkansa ansainneet.

Voisimme nyt luetella lukuisia tapauksia, joissa Hilbert teki tarkempaa ja lapi-
nakyvampéad tyotd kuin Eukleides, mutta se ei taida olla tarpeen. Mielenkiintoisem-
paa on pohtia sitd, miksi aksioomia tarvitaan enemmén kuin viisi. Eukleides ohitti
joitakin haasteellisempia yksityiskohtia todistuksissaan vain kayttdmaélla tietoa, jo-
ka ei kuitenkaan seurannut hénen laatimista aksioomista. Esimerkiksi jotkin kuvioi-
den leikkausominaisuudet Eukleideen jirjestelméssé ovat kédytossd ilman perusteluja.
Myo6hemmin Paschin aksiooma korjasi ndmé puutteet Hilbertin aksiomatiikassa [9, s.
15-16]. Tamé on siis erds syy sille, ettd aksioomia todellakin tarvitaan lis&é.

Hilbertin aksioomajérjestelméssé téita asiaa on parannettu. Hilbert pyrki rakenta-
maan Eukleidesta tdsmaéllisemmén perustan geometrialle ja sai nédin korjattua Euklei-
deen aksiomatiikan puutteita. Toisin sanoen kun Hilbert oli korjannut Alkeiden vir-
heet tdsmallisemmalla aksiomatiikalla, loput Eukleideen geometriasta voitiin lukea
Alkeista. Téasté hyvéina esimerkkiné on se, ettd Alkeiden kolmannen kirjan lauseet ja
tehtavit 1-19 péatevat Hilbertin aksiomatiikassa, lukuunottamatta tehtéavida 1 ja 17
jotka tarvitsevat yhden aksiooman liséé [8, s. 111]. Suurin osa Alkeiden alun lauseis-
ta on todistettavissa ainoastaan Hilbertin aksioomia kayttéden, kun taas Eukleides on
joutunut kdayttdméin niihin jo runsaasti muita lauseita ja maaritelmia [8, s. 102-111].
Voidaan siis ajatella, ettd Fukleideen aksioomajérjestelmé on ikéén kuin erikoistapaus
Hilbertin aksiomatiikasta.

Nykypédivin matematiikka on tarkkasanaista ja todistaminen perustuu loogiseen
padttelyketjuun aksioomista ja niitd seuraavista lauseista. Eukleides saattoi toisinaan
hairahtaa kuvien tarkastelun avulla pitdmé&an jotakin asiaa itsestddnselvana, vaikka
sité ei ollut aiemmin todettu. Eukleideen aksioomia tarkasteltaessa huomaa, etté jot-
kin asiat on jatetty arvailun varaan. Aksioomat eivit esimerkiksi kerro, mitéa ovat pis-
teet, suorat tai janat. Muitakin epatdsmaéllisyyksid 16ytyy, mutta 16ytyy naitd myos
Hilbertilta. Hilbertkdén ei esimerkiksi maéérittele pistettd ja suoraa, mutta asettaa
niiden kayttdmiselle rajoitteet aksioomien avulla. Vaikka Hilbert on onnistunut hy-
vin asettamaan rajoitteet kdytetyille olioille niin joitakin poikkeuksia kuitenkin on.
Esimerkiksi kulman puolittajan olemassaolo ja sen suoran leikkaavuus ovat ongelmal-
lisia. Hilbert nimittain sortuu tassa kuviosta katsomiseen ja siité syysté todistuksessa
on aukko.

Palataan vield kysymykseen, miksi Hilbertilla on enemmaén aksioomia kuin Euklei-
deella. Joissain kohdissa Hilbert on tehnyt jédrkevid valintoja ottamalla esimerkiksi
SKS-sadnnon aksioomaksi. Eukleideella se on kehnosti todistettuna lauseena, mutta
yksin tdma ei riitd tekemé&dn eroa. Suurin ero lienee se, ettd Eukleides korosti taso-
geometriaa, mutta ei pyrkinyt kehittdméan sitd eteenpéin. Hilbert taas kehitti taso-
geometriaa edelleen ja taydensi siitd syystd aksioomajérjestelméinsa tasogeometrian
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osalta. Eukleideen ei kuitenkaan voida sanoa tehneen téassé virhetta, silla aksiomaat-
tinen matematiikka oli tuolloin vasta alussa.

Eukleidesta voidaan pitéda tasogeometrian iséiné ja hénen luomaansa aksiomaattis-
tajérjestelméd perustana matematiikan loogiselle paittelylle. Nykyisin geometria on
laajentunut uusille aloille ja varsin kauas Eukleideen geometriasta. Voidaankin ajatel-
la, ettd nykymatematiikan suunnannéyttdjand on pitkalti toiminut Hilbert. Hén on
rakentanut matematiikalle perustan, jossa todistaminen perustuu vakaasti aksioomiin
eikd vain intuition varaan. On kuitenkin hyvé muistaa, ettd Eukleideen tasogeometria
on kivijalka geometrian opiskelussa.
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