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Téamaéan tutkielman kaksi padtulosta ovat Koeben 1/4-lause ja Blochin lause. Koe-
ben lauseen mukaan yksikkokiekossa madritellylle analyyttiselle injektiolle f, jolle
pitee f(0) = 0 ja f'(0) = 1, pétee myos, ettd sen kuvajoukko f(B(0,1)) sisdltdd
ainakin i—séiteisen kiekon. Blochin lause puolestaan kertoo, ettd on olemassa aidosti
positiivinen vakio B siten, etté suljetussa yksikkokiekossa méiritellylle analyyttiselle
funktiolle f, jolle f’(0) = 1, on jokin kiekko S C B(0,1), jonka kuvajoukko f(.S) si-
sdltdd vahintdan B-séteisen kiekon siten, ettd f on injektiivinen kiekossa S. Niiden
tulosten todistamisen liséksi kerrotaan, miten néiden lauseiden oletuksista voidaan
tarvittaessa jattad pois ehdot f(0) = 0 ja f’(0) = 1. Véitteessd niistd oletuksista
luopuminen vaikuttaa kuitenkin kuvajoukon sisédltdmén kiekon suuruuteen. Lisdksi
Blochin lauseessa on talloin kuitenkin oletettava, etta f/(0) # 0.

Néiden tulosten lisiksi tédssé tutkielmassa todistetaan Koeben lauseen todistuk-
sessa tarvittavat Gronwallin pinta-alalause ja Bieberbachin kerroinlause, seké néista
tuloksista seurauksena saatavat Koeben distortiolause ja Littlewoodin lause. Bieber-
bachin kerroinlauseen mukaan Koeben lauseen ehdot tayttéavan funktion sarjaesityk-
sen toisen kertoimen moduli on korkeintaan 2. Littlewoodin lause yleistda Bieberbac-
hin kerroinlausetta, mutta ei kuitenkaan parhaalla mahdollisella tavalla, kertomalla,
ettd ehdot tayttavan funktion sarjaesityksen n. kertoimen moduli on pienempi kuin
ne. Koeben distortiolause puolestaan antaa rajat Koeben lauseen ehdot tayttavin
funktion derivaatan itseisarvolle, funktion itseisarvolle seké nédiden osaméarélle.

Lisdksi tarkastellaan, miten Blochin lauseesta seuraa Picardin suuri lause, ja miten
Picardin pieni lause saadaan seurauksena Picardin suuresta lauseesta. Picardin suuren
lauseen mukaan analyyttinen funktio saavuttaa oleellisen erikoispisteen ympéaristossa
kaikki kompleksitason pisteet korkeintaan yhtéd pistettd lukuunottamatta. Picardin
pienen lauseen mukaan kokonainen ei-vakio funktio saavuttaa kaikki kompleksitason
pisteet korkeintaan yhté pistettd lukuunottamatta.

Varsinaisten lauseiden lisdksi tdssd tutkielmassa madritellddn tasmaéllisesti Bloc-
hin lauseessa esiintyva Blochin vakio B, sekéd hieman mééaritelméltédian poikkeava Lan-
daun vakio L. Néisté vakioista ei kuitenkaan ole tiedossa tarkkoja arvoja, mutta téssa
tutkielmassa kerrotaan parhaat tiedossa olevat rajat néille vakioille. Nama rajat jate-
taan todistamatta ja tyydytddn mainitsemaan nédiden rajojen alkuperiiset todistajat
ja todistusajankohdat.
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Johdanto

Téassé tutkielmassa tarkastellaan analyyttisid funktioita, erityisesti tarkoituksena
on todistaa [Koeben 1/4-lause| ja [Blochin lause, Koeben lause sanoo seuraavaa:

LAUSE 0.1 (Koeben 1/4-lause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injektio.
Tdlloin pdtee
|/(0)]

5 (1050 < s

Blochin lause puolestaan sanoo seuraavaa:

LAUSE 0.2 (Blochin lause). On olemassa aidosti positiivinen vakio B siten, ettd
jos f : B(0,1) — C on analyyttinen funktio, jolle f'(0) # 0, niin tdlldin on olemassa
kiekko S C B(0,1) siten, ettd funktio f on injektiivinen kiekossa S ja kuvajoukko
f(S) sisdltaa B f'(0)|-sdteisen kiekon.

Ensimmiéisessid luvussa Koeben lauseessa oletetaan liséksi f(0) = 0 ja f/(0) = 1.
Vastaavasti toisessa luvussa esitettavéssd Blochin lauseessa oletetaan liséksi f/(0) = 1.
Niistd oletuksista voidaan tarvittaessa kuitenkin téssd tapauksessa luopua, silla jos
funktio g tayttaa Koeben tai Blochin lauseen ehdot tésséd johdannossa esitetyssia muo-
dossa, niin télloin funktio
f= g——g(O)

g'(0)
tayttad vastaavan lauseen tarvittavat ehdot myohemmin téssé tutkielmassa todistet-
tavassa muodossa. Vastaavasti talld tavalla voitaisiin moni muukin téssé tutkielmas-
sa esitettava tulos yleistda koskemaan laajempaa joukkoa funktioita, kunhan véite
muotoillaan oletuksia vastaavaan muotoon.

Koeben lauseessa vakiota }1 ei voida parantaa, mikd ndytetddn tarkastelemalla
I[Koeben funktiotal Blochin lauseen tapauksessa ei tiedetéd tarkkaa arvoa vakiolle B,
jota sanotaan [Blochin vakioksil Toisen luvun lopulla méaéritelladan myos|Landaun vakio|
[Z], joka on vastaava vakio ilman oletusta, ettd funktio f olisi injektiivinen kiekossa S,
sekd tarkastellaan, mitd Blochin ja Landaun vakioista tiedetaén.

Vaikka Koeben ja Blochin lauseiden siséllot vaikuttavat melko samankaltaisilta,
niin niiden taustat ovat varsin erilaisia. Ensimméisessé luvussa todistetaan Koeben
lause, samalla tutustuen myos muutamaan muuhun analyyttisille injektioille, eli kon-
formikuvauksille, patevdan tulokseen. Konformikuvaukset ovat kiinnostaneet mate-
maatikoita erityisesti Riemannin kuvauslauseen esityksen jédlkeen. Vuonna 1851 Rie-
mann esitti kuvauslauseensa, mutta todistus kaipasi vield tdydennysta. Carathéodory
ja Koebe taydensivit todistuksen vuonna 1912. Koska tdmén tutkielman tulosten
todistamisessa ei tarvita Riemannin kuvauslausetta, niin tyydytdin esittdméén sen
muotoilu ilman todistusta.




2 JOHDANTO

LAUSE 0.3 (Riemannin kuvauslause). Olkoon G # C yhdesti yhtendinen alue.
Tdlloin on olemassa konformikuvaus f : G — B(0,1).

Koeben lauseen todistusta kohti edetessé todistetaan [Gronwallin pinta-alalause)
sekd |Bieberbachin kerroinlause, Bieberbach esitti kerroinlauseensa todistuksen yhtey-
dessé konjektuurinsa, joka on kiehtonut ja inspiroinut matemaatikkoja, ja jonka todis-
tamiseen kului ldhes 70 vuotta, kunnes 1980-luvulla Louis de Branges todisti kyseisen
konjektuurin todeksi. Luonnollisesti tdmékin tulos jéatetdédn tédsséd todistamatta.

LAUSE 0.4 (de Brangesin lause/Bieberbachin konjektuuri). Olkoon f : B(0,1) — C
analyyttinen ingjektio, jolle pdtee f(0) =0 ja f'(0) =1 ja lisdiksi

f(z)=z+ Zanz“.

Talloin |a,| < n kaikilla n > 2.

Néiden tulosten liséksi todistetaan Koeben lauseen seurauksena [Koeben distor-
tiolause, seké |[Littlewoodin lause] joka on vuonna 1925 todistettu tulos, joka kertoo,
ettd Bieberbachin konjektuurin arvion suuruusluokka on oikea.

Toisessa luvussa todistetaan [Blochin lause] jota J. E. Littlewood on lihteen [24]
mukaan kuvaillut sanoin "One of the queerest things in mathematics. ... the proof
itself is crazy”. Sattumaa tai ei, Bloch todisti lauseensa mielisairaalassa, jossa viet-
ti eldménsi viimeiset vuosikymmenensé. Blochin lauseen todistus mahdollisti myos
[Picardin lauseiden| todistamisen alkeellisin keinoin, mité tarkastellaankin tdmén tut-
kielman kolmannessa luvussa.

Tamén tutkielman kirjoittamisessa keskeisimpiéd ldhteitd ovat olleet erityisesti
[12, 8, 6, 19]. Lahteet [12, 8] ovat olleet térkeitd ensimmaéisen luvun kannalta. Toises-
sa ja kolmannessa luvussa lihde [6] on ollut térkein yksittdinen lihde. Lahdetta [19]
on hytdynnetty pédasiassa Picardin suuren lauseen todistuksessa. Lukijan oletetaan
tuntevan kompleksianalyysin kursseilla késitellyt asiat. Kaytédnnossé siis luentomonis-
teessa [14] késiteltavit asiat sisdistényt lukija pystyy luultavasti ymmértdméasan tassa
tutkielmassa késiteltavét asiat.




LUKU 1

Koeben 1/4-lause

Téssa luvussa todistetaan [Koeben 1/4-lause]ja sen todistuksessa tarvittavat
wallin pinta-alalause|ja|Bieberbachin kerroinlause| Lisdksi todistetaan Koeben lauseel-
le seurauksena [Koeben distortiolause, jonka avulla todistetaan myos
lause, Taméan luvun kirjoittamisessa on kaytetty lihteita [12) 10 [8 21, 20] [11]. Ta-
méan luvun todistusten ideat perustuvat ldhteestd riippumatta enemmaén tai vihem-
mén samoihin alkuperéisten todistajien ideoihin.

1.1. Esitietoja

Kerrataan seuraavaksi tassa luvussa tarvittavia esitietoja, joiden pitéisi olla tuttu-
ja kompleksianalyysien kursseilta, poikkeuksena seuraavaksi esitettéva [Greenin lause)
jonka pitéisi olla tuttu kurssilta, joka saattaa ajasta ja paikasta riippuen olla nimetty
muun muassa integraalilaskentaan tai vektorifunktioiden analyysiin viittaavalla ni-
mellé.

LAUSE 1.1 (Greenin lause). Olkoon vy : I — C positiivisesti suunnistettu (paloit-
tain) siled umpinainen Jordan-polku, ja alue A olkoon kiyrdn ~(I) sisipuoli. Olete-
taan, ettd funktio f : G — C on jatkuvasti differentioituva avoimessa joukossa G C C,
jolle A C G. Tdlloin on voimassa yhtdlo

/ (Re(f)diy + Tm( f)diy) / (0 Im(f) — 8, Re(f)).

¥ A

Tobistus. Ks. [22, Lause 5.4] tai [1l, Chapter 16, Theorem 6]. O

Greenin lausetta voidaan kédyttdd pinta-alan laskemiseen: Merkitdan z = x + iy.
Télloin saadaan Greenin lauseen nojalla muuten samoja merkintojia hyodyntéaen

/Edz:/(a:—iy)(dx—iridy):/xda:+ydy+i/—ydx+xdy
Y vy Y Y

:/aly—agxdxdy+i/81x—82(—y)dxdy.
A A

=O+i/2da:dy.
A

Talloin siis alueen A pinta-ala on

1
(1.1) /1da:dy: —,/Zdz.
A 21 5

3
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LAUSE 1.2 (Cauchyn lauseen lokaali muoto). Olkoon funktio f analyyttinen kie-
kossa B(zy,r). Tdlloin
/s

kaikilla suljetuilla teilld vy kiekossa B(zo,T).
Tobistus. Ks. [14, Lause 4.6] tai [12, Theorem 2.4.3]. O
Tasta saadaan suorana seurauksena seuraava tulos:

SEURAUS 1.3.

/27T eik@ de — O? k € Z\\{O}
0 27'(', k’ =0.

TobisTus. Merkitéin () = ™. Kun k € Z\ {0}, niin hyédyntdmalld muut-
tujanvaihtoa z = e*’ saadaan nojalla

2T ) 2T
0= / gy = / ke = / ™0 4.
(o)) K o k 0

Tapaus k£ = 0 on triviaali. O

LAUSE 1.4 (Potenssisarjakehitelmi). Olkoon f analyyttinen joukossa G ja olkoon
B(zp,7) C G. Talloin funktiolla f on potenssisarjaesitys pisteen zy ymparilld ja f
mddrad potenssisarjan yksikasitteisesti: Kun z € B(zo, 1), niin

o
E an(z — z0)",

n=0
missd
(n)
o = 17000)
n!
Tobistus. Ks. [14, Lause 7.20] tai [12, Theorem 3.3.1]. O

LAUSE 1.5 (Analyyttisen funktion Laurentin sarjakehitelma). Olkoot luvut a ja b
siten, ettd 0 < a < b < oco. Olkoon funktio f analyyttinen renkaassa

D={zeC:a<|z— 2| <b}.

Tdlloin f voidaan esittdd Laurent-sarjana joukossa D,

o0

f(2)= ) anlz—2)",

n=—oo

kun z € D. Esitys on yksikdsitteinen: kaikilla n € 7

1 f(2)
an = =— 7 dz,
27 L_ZOT (z — zp)"t!

Tobistus. Ks. [14, Lause 7.27] tai [12, Theorem 4.3.2 ja Proposition 4.3.3]. O

kun a <7 <b.
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LAUSE 1.6. Olkoon k € N ja olkoon funktio f analyyttinen punkteeratussa kiekossa
B(zo,7)\{z0}. Talloin zg on funktion f k. kertaluvun napa jos ja vain jos on olemassa
analyyttinen funktio g kiekossa B(zo, 1) siten, etti g(zo) # 0 ja

__9(2)
f(Z) - (Z —Zo)k
kaikilla z € B(zp,7)\{20}-
Tobistus. Ks. [14, Lause 8.9] tai [6, Luku V, Proposition 1.4]. O

HuomauTus 1.7. Olkoon zy funktion f k. kertaluvun napa ja g pisteen 2y ympé-
ristossé analyyttinen siten, ettd kaikilla z € B(zo,7)\{20}

f(z) = (2 = 20) " g(2).
Talloin
f(2)=(z=20)"Y balz=20)" = Y buysl(z — 20)",

n=—=k

mikd on funktion f Laurentin sarja.
LEMMA 1.8. Olkoon G avoin joukko ja f: G — C analyyttinen injektio. Tdlloin
F1(z) #0
kaikilla z € G.
Tobistus. Ks. [14, Seuraus 9.8] tai [10, Theorem 2.1]. O

Téssé luvussa tarkastellaan analyyttisia injektioita f : B(0,1) — C, joille péitee
f(0) = 0 ja f'(0) = 1. Naita funktioita sanotaan konformikuvauksiksi (univalent,
schlicht). [Lauseen |1.4] mukaan ndiden funktioiden potenssisarjakehitelmé on muotoa

f(z)=z+ ianz" =(z—-0)(1+ ianznl),

jolloin siis [lauseen 1.6| perusteella voidaan pééatelld, ettd piste 0 on funktiolle % 1.

kertaluvun napa. T&lloin siis |huomautuksen|1.7|perusteella funktion % Laurentin sarja
on muotoa

1 & .
?:;‘i‘nzzobn(z) .

1.2. Gronwallin pinta-alalause

Todistetaan seuraavaksi kaksi eri pinta-alalausetta. Ensimmaéistd tarvitaan [Koe]
Iben 1/4-lauseen| todistuksessa ja toista kédytetddn mychemmin [Littlewoodin lauseen
todistuksessa. Ruotsalainen Thomas Hakon Gronwall todisti nimeéén kantavan pinta-
alalauseensa vuonna 1914 [13]. Gronwallin todistuksesta tietdméatta myos Bieberbach
todisti saman tuloksen vuonna 1916 ja kédytti sitd kerroinlauseensa todistamiseen [3].
Léhteen [11] mukaan téssé toisena esitettdvén pinta-alalauseen todisti unkarilainen
Lip6t Fejér vuonna 1913, joskin tulos esiintyy myos Gronwallin artikkelissa [13] ilman
viittauksia.
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LAUSE 1.9 (Gronwallin pinta-alalause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen
injektio, jolle patee f(0) =0 ja f'(0) =1 ja lisiksi

1 L. .
—_— = - anz" .
f(2) —
Talloin
Zn|an\2 <1
n=1
TobisTus. Koska

1 1
=+ ) a2,
[ERERPY
niin voidaan mésritelld funktio g : C\.B(0,1) — C,
()= =+ Y ae
9(2) = —= =2 anz "
f(2) =

Olkoon nyt E = g(C\.B(0,1)) ja olkoon v, = g({z : |z| = r}), missid r > 1. Tallsin
|Greenin lauseen|nojalla alueen E pinta-ala saadaan kaavasta (1.1]) eli pinta-ala on siis

1
Ar = 2—/ @dw,
t Ir

kun r» — 1, mistd muuttujanvaihdolla saadaan

= —/ wdw = — - 9(2)d'(2)dz
2 o0
2i <rei9 + Z an(rei")—”) (1 — Z kak('r’ew)k1> ire®?do
i
n=0 =
1 27 . e ) .
=3 / re”? 4 Za_nr_”eme 1— Z kagr e 1 ED0 ) et g0
0 n=0

Kun tarkastellaan integraalin sisdlld olevaa kolmen luvun tuloa, saadaan
o oo
"2 _ Z keagr—FHeiR)0 Za—nrfn+lei(n+1)0
k=1 n=0
oo
_ <Z k’ak’l“_ - z(k+1 ) (Za —n+1 zn+1)9>
TL
oo o oo
— 2 Z feayr =i | Z_ —n i(n+1)8 _ (Z Z kaka—nr—k—nei(n—kW) '
k=1

k=1 n=0




1.2. GRONWALLIN PINTA-ALALAUSE 7

Koska seurauksen|l.3| mukaan fo% e*dh = 0, jos k # 0, niin termeittiin integroimalla
saadaan

[e.e]

1 2
0<A=3 /0 r? =Y kagagr=**dg
k=1
L7, < 2, —2k
=3 i r —Zk\aﬂ r—="df
k=1
=7 (7“2 — Zk|ak|27“_2k> )
k=1

Kun r» — 1, niin tastd saadaan

> kel <1 O
k=1

Téastéd saadaan suorana seurauksena myos arvio funktion % sarjaesityksen kertoi-

mille:

SEURAUS 1.10. Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injektio, jolle pdtee f(0) =0
ja f'(0) =1 ja lisiksi

11 .

Talloin
1
|an‘ S =

Nk

kun n > 1.

Seuraavasta esimerkistd nihdéan, ettd Gronwallin pinta-alalausetta ei voi paran-
taa.

ESIMERKKI 1.11. Olkoon f: B(0,1) — C,

z
f(Z) - 1+ €i0227
missd 0 € [0, 27]. Télloin siis f on injektio. Liséksi f(0) = 0 ja
72 1(1+€e?2?) — 22¢%2 1 —e?2?
zZ) = - - B
(1 + €i922)2 (14 e?22)?’

eli siis f/(0) = 1, joten f toteuttaa Gronwallin pinta-alalauseen ehdot. Siispa koska

1 L+e22 1
= =-4e’z,

flz) z 2

niin Gronwallin pinta-alalauseen merkintéja hyodyntamélla saadaan tastd laskettua

> Kl = lmP =17 = 1.
k=1

Siispé Gronwallin pinta-alalausetta ei voi parantaa.
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Seuraavasta tuloksesta, ja erityisesti vertaamalla sen todistusta edellisen pinta-
alalauseen todistukseen, ndhdasin, miksi néitd lauseita nimitetdéan pinta-alalauseiksi.

LAUSE 1.12 (Pinta-alalause, toinen versio). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen
funktio ja lisdksi
S
n=0

Talloin alueen f(B(0,71)) pinta-ala A, on

(oo}
A =7 Z n|an|2r2",
n=1

kun 0 <r <1.

TobisTus. Olkoon 7 : [0,27] — C, 7,.(0) = f(re?), kun 0 < r < 1. Tillsin
IGreenin lauseen| nojalla joukon f(B(0,r)) pinta-ala A, saadaan kaavan (1.1)) avulla
muuttujanvaihtoa hyddyntéaen

——/wdw—— T f(2) d

|z|=r

(Za (reif) > (Z kea(re' )z’rewdé

— 1 " —,.n —inf k ik6
= 2/0 (nz%anr e ) <;0 kagrte dae,

mistd auki laskettuna ja integroituna saadaan [seurauksen [1.3[ nojalla

1 o o o
=5 27 E @ertkaprt =7 E klag|*r** =« E k|ag|*r?*.
k=0 k=0 k=1

Tapaus r = 1 saadaan, kun r — 1. O

1.3. Bieberbachin kerroinlause

Todistetaan seuraavaksi |Bieberbachin kerroinlause, jonka todisti saksalainen ma-
temaatikko Ludwig Bieberbach vuonna 1916 [3]. Todistuksensa alaviitteessé hén esitti
tunnetuksi tulleen konjektuurinsa: Ehké konformikuvaksen, jonka derivaatta origossa
on 1, sarjaesitykselle pitee yleisemminkin |a,| < n. Léhteen [10] mukaan Bieberbach
todisti itse vuonna 1918, etté |a,| < 5, 1n?. Téstid seuranneiden vuosikymmenten aika-
na todistettiin parempiakin rajoja, kuten téssi tutkielmassa késiteltavi
kunnes lopulta konjektuurin todisti oikeaksi Louis de Branges vuonna 1985 [7].
Tarkempaa tietoa néiden tulosten historiasta 16ytyy ldhteista [16] [10].

Todistetaan kuitenkin aluksi tarvittava lemma.

LEMMA 1.13. Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injektio, jolle pitee f(0) =
ja f'(0) = 1. Tdlloin on olemassa analyyttinen injektio g : B(0,1) — C, jolle pdtee
g(0) =0 ja ¢'(0) =1 ja lisiksi g*(z) = f(2?%)
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TobpisTus. Merkitddn f(z) = z - u(z), missd p on analyyttinen alueessa B(0, 1).
Koska f’(0) = 1, niin p(0) = 1. Lisdksi p(z) # 0 kaikilla z € B(0, 1), koska jos olisi
jokin zy € B(0,1)N\{0}, jolla u(z9) = 0, niin télloin myos f(zo) = zou(z0) = 0 = £(0),
jolloin f ei olisi injektio. Siispé koska pu # 0 ja koska funktio p on analyyttinen, niin
funktiolla p’/p on olemassa yksikkokiekossa médritelty primitiivi log(u), jonka avulla
voidaan maéritelld neliGjuuren haara

r(z) ==/ pu(z) = e lo8(1),
joka on kahden analyyttisen funktion yhdisteend analyyttinen alueessa B(0,1), jolle
pitee 7(0) = 1. Olkoon g(z) = z - r(2?%). Téllsin
g*(2) = 2"r*(2") = 2u(=") = f(2).
Lisiksi g(0) =0 ja ¢’(0) = r(0) = 1.
Tarkistetaan vield, etti g on injektiivinen. Jos g(a) = g(b), niin f(a®) = f(b?),
jolloin siis funktion f injektiivisyyden nojalla a? = b?, misti saadaan etti a = +£b.

Jos a = b kaikilla a,b € B(0,1), niin ¢ on injektiivinen. Jos a = —b, niin funk-
tion g méiritelméstd nihdiin, ettd g(a) = a - r(a®) = —b-r(b*) = —g(b), jolloin
g(b) = g(a) = —g(b), joten g(a) = g(b) = 0. Koska r(z) # 0 kaikilla z, niin t&ll6in on
siis oltava a = b = 0, jolloin siis g on myoskin injektiivinen. U

LAUSE 1.14 (Bieberbachin kerroinlause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen
injektio, jolle pitee f(0) =0 ja f'(0) =1 ja lisiksi

f(z)=z+ Zanz".
n=2

Tdlloin |as| < 2.

Tobistus. [Lemman|l.13nojalla on olemassa analyyttinen ja injektiivinen funktio
g: B(0,1) — C, jolle piitee f(2%) = ¢g*(2) ja jolle voidaan merkiti

1 R —
—— =4 b,
g(z) =2 nzzo

Talloin [Gronwallin pinta-alalauseen| nojalla

e}

> nf < 1,

n=1
joten |by| < 1. Nyt siis

1 1 2bg
= — + = 4 (bg+2b
RO

Olkoon hy se analyyttinen funktio, jolle péatee

1 1 1

F(2) 22 hy(z)
Talloin funktion f potenssisarjaesityksesté ndhdéén nojalla, ettd hy(0) = 1,
R (0) = 0 ja h7(0) = 2aq. Siispd saadaan

()0~
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ja

1N gy O (R (0)? + 20 (0) ks (O)R5(0) _ ~2a5+0
(M>(m_ (hs(0))" T

Talloin siis funktio e saadaan funktion % potenssisarjaesitystd hyodyntamalla
lauseen 1.4 nojalla muotoon

1 11 1 )

Koska f(2?) = g?(z), niin saadaan, etti by = 0 ja —ap = b3+ 2b; = 2b;, mistd saadaan

las] = 2|1 < 2. O

1.4. Koeben 1/4-lause

Vuonna 1907 saksalainen Paul Koebe todisti, ettd on olemassa vakio 0 < k& < }L,
siten ettd konformikuvaukselle f, jolle péatee f(0) = 0 ja f'(0) = 1, pdtee myds
B(0,k) C f(B(0,1)) [15]. Arvon k = 7§ todisti Bieberbach vuonna 1916 kerroin-
lauseensa avulla [3].

LAUSE 1.15 (Koeben 1/4-lause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injektio,
jolle patee f(0) =0 ja f'(0) = 1. Tdlloin pitee

B (oi) c £(B(0,1)).

Tobistus. Olkoon w ¢ f(B(0,1)). Télloin voidaan siis méadritelld analyyttinen
funktio ¢ : B(0,1) — C siten, ettd

_wf(?)
g(Z) - U)—f(Z)'

Télloin ¢g on injektio, koska jos g(z1) = g(z2) joillakin zq, 22 € B(0,1), niin t&lléin
myos f(z1) = f(z2), mistd funktion f injektiivisyyden nojalla seuraa z; = zo. Lisiksi
g(0) = L0 9 = 0. Lasketaan seuraavaksi myds ¢'(0) ja g”(0). Koska

w—f(0)
_wf'()(w = f(2) —wf()(=f(2) _ wf(2)

/
gz — )
) (w1 W=7
.o w2 / w
niin ¢’(0) = (w_’;(g])))Q = (w_20)2 = 1. Koska

_ W () (w = f(2))* = wf(2)2(w = f(2)(=F(2))

) w— 1) ’
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niin kun merkitdén f(z) = z + > o, ax2", niin [lauseen |1.4] mukaan f”(0) = 2as,

jolloin siis saadaan

_ wf"(0)(w — £(0))* — wf'(0)2(w — f(0))(—f"(0))

70 (w— F0)!
_ w?(2az)(w — 0)* — w?2(w — 0)(-1)
(w—0)*

= 20,2—|——.
w

Koska g on analyyttinen injektio ja koska g(0) =0, ¢’(0) = 1 ja ¢"(0) = 2as + %, niin
lauseen [1.4] avulla kdyttamalla |Bieberbachin kerroinlausettal funktioon ¢, saadaan
1‘ 9"(0)

CL2+—
w

<2

Vastaavasti kdyttamélla [Bieberbachin kerroinlausettal funktioon f, saadaan |as| < 2,

joten kolmioepéayhtilod hyodyntamalld saadaan

1 ‘ 1

— | = |49 4+ — — a9
w

< +|—ag| <2+2=4,

1
a2+—
w

eli siis
w] > +
pE— 4'
Talloin siis ]
C\A(BO,1) € {=: ]2 > ),
joten siis

B (o, i) c f(B(0,1)). O

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkind Koeben funktiota, jonka avulla ndhd&aén,
ettd Koeben lauseen vakiota %1 el voi parantaa, ja etté |Bieberbachin kerroinlauseen| ja
konjektuurin rajoja ei voi parantaa.

ESIMERKKI 1.16 (Koeben funktio). Maéaritelladn Koeben funktio k : B(0,1) — C,

Koska

N 1
E 2" = lim = ,
o n—oo 1 — 2z 11—z

niin Koeben funktiolle saadaan sarjaesitys kirjoittamalla

d 1 - n—1 - n
k(z):z% <1_Z):z;nz :;nz.

Tésté sarjaesityksestd ndhdéaén, etté |Bieberbachin kerroinlauseen|ja konjektuurin ra-
joja ei voi parantaa. Kun tarkastellaan funktiota

flz) = 212

C1—z
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ja huomataan, ettd kuvajoukko f(B(0,1)) on oikea puolitaso Re(z) > 0, niin kirjoit-

tamalla ,
1 /1+4=z 1
k) =7 (1_z> "1

ndhdéan, ettd Koeben funktion kuvajoukko on

k(B(O? 1)) = C\] — 00, Z_l]’

miké osoittaa, ettd Koeben lauseen vakiota }1 ei voi parantaa.

1.5. Koeben distortiolause

Todistetaan seuraavaksi Koeben distortiolause. Léhteen [10] mukaan Koebe to-
disti, ettd on olemassa positiivset rajat arvoille |f(2)| ja |f'(z)|, mutta tarkat arvot
distortiolauseen rajoille todistivat Gronwall ja Bieberbach vuonna 1916. Todistetaan
aluksi tarvittava lemma.

LEMMA 1.17. Olkoon f: B(0,1) — C analyyttinen injektio, jolle pitee f(0) = ja
£1(0) = 1. Téllin

4r
—1—r?

2f"(2) 2r?
(2) 12

kun r =|z| <1.
TobisTus. Olkoon w € B(0,1) ja olkoon

f i) — fw)

(1.2) F(z) = TRmE
Talloin » .
 flw) = flw)
PO = A iy ~
seki
F(z) = R PG )
o (1= |w]?) f'(w) (1 +wz)2f"(w)
e F(0) = F(355) _ ) ]
(I+w0)2f'(w)  fl(w)
Lisiiksi
i LRl L (EE) (1 + w2)2 f(w)) — f(F5) - f(w) (2022 + 2w)
- (ST ImE
(= wP)f(ER) - () 2wz + 2w)
a (1 +w2) f'(w)
eli siis
F//(O) _ (1 - ‘w‘Q)f”(loj_mwo) - f’(%)(2@20 + 2@) B (1 _ |w|2)f//(w) o f’(w)2w

(1+w0) f"(w) B f'(w)
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Talloin siis [lauseen [1.4] ja [Bieberbachin kerroinlauseen| nojalla
1— 2\ £1
()@ ol
f'(w)
mistd kertomalla puolittain luvulla # saadaan
wf" (w) 2|wl? 4w
fllw)  T=|wP| = 1= fw]*
mista saadaan véite merkitsemalld r = |w]. g

LAUSE 1.18 (Koeben distortiolause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injek-
tio, jolle pdtee f(0) = 0 ja f'(0) = 1. Merkitiin r = |z|. Talloin pdtee seuraavat

epiyhtilot

(1.3 A << g
(1.4) a £T>2 <|f)I < a _TT)Q
BN

TobI1sTus. Todistetaan ensin

1.3). Koska epédyhtalostd |a] < ¢ seuraa, ettd

—c < Re(a) < ¢ niin [lemmasta [1.17]

2r2 — 4r
1—1r2

SRe(

2r2 + 4r
1—r2 "

2f"(2)
f'(2)

seuraa
) <

Koska f'(0) =1 ja mukaan f’(z) # 0, niin voidaan valita haara log(f'(z)),

joka siis méadritelladn analyyttisen funktion f”/f’ primitiivind. Talloin koska
2

Re (Zf/ (Z>>

f'(z)

, niin saadaan siis

0 0 ,
= o Re(log(f(2))) = - log |f'(re”)

kun z = re®

(16) 2t < D pog ey < 224
Koska
d < 11—z ) (D) +2P3—(1-2)31+2)* (1+2)°
— log = .
dz (1+ 2)3 (14 2)6 1—=z
—1l—2-3+32 22-4
(1+2)(1-2) 1—22
ja koska
ilog( 1+ 2 ) _ 1(1=2) = (1+2)(-1)3(1 —2)? ‘ (1-—2)3
dz (1—2)3 (1 —2)8 1+2

l—2+3+32 2244
(1—2)1+2) 1-—2%
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niin integroimalla epayhtélon (1.6 puolet muuttujan r suhteen pisteestd 0 pisteeseen

R, saadaan
1+ R

(1-R)*

log - <log|f'(R-e”)] <log

(1+R)
miké on yhtépitdava epayhtédlon ((1.3)) kanssa.
Todistetaan seuraavaksi (|1.4). Olkoon 0 < |z| < 1. Merkitéiin 2z = |z]e?. T#lléin

siis voidaan merkita
|2|

f(z) = f(re®)edr.
0
Siispa epdyhtélon (1.3)) nojalla saadaan

' ER.
|f(2)] S/O | f/(re™®)|dr S/O ﬁdr
:/0 T (1—7")36”2/0 A 0o

:(ﬂ—lﬂf_bid>_(050ﬁ_li0>

_
(1—1z])?
Siispd epéayhtélon (1.4]) ylaraja on todistettu. Todistetaan seuraavaksi alaraja. Koska
2| 1
- S -,
(1+1]z2])* ~ 4
niin jos |f(z)] > 1, niin véite pitee. Jos taas | f(z)| < %, niin [Koeben 1/4-lauseen|

nojalla jana [0, f(z)] on kokonaan kuvajoukossa f(B(0,1)). Olkoon 7 se injektiivinen
polku, joka on kyseisen janan alkukuva. Talloin siis

ﬂd=Lmew

Télloin siis epayhtalon ((1.3) nojalla

1—r

|2|
= Il = 7 G

- /0|Z (1fr)3 - (f::)3dr - /0Z| (15@3 N (1—:7‘)2dr
1 1 1 1
- (_(1+ 2])2 1T yz\) B (_(1+0)2 * 1+0)

e
(14 [2])?
Siispd epayhtalon ((1.4) alaraja on todistettu.
Todistetaan seuraavaksi ([1.5)). Olkoon funktio F' kuten todistuksessa
kohdassa ([1.2)), eli siis
f(55:) — fw)

(1 = fw]?) f(w)

F(z) =
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Té&ll6in epayhtélon (1.4) nojalla

|w
< |F(—w)| < —
@iy == gy

eli siis
|w ’ —f(w) ' |w]
T+ w))? = (1 = JwP) f(w) | — (1= |w])*
mistéd kertomalla kaikki puolet luvulla % saadaan
1—Jw| (1 —Jw)d+[w]) (w) (1 —Jw)(A+|w]) 1+ [w]
1+ |wl I+ w3 7 Jwf(w) (1 — fwl)? 1= Jw|’
mistd seuraa (|1.5]). U

Yleistetéaédn seuraavaksi Koeben funktiota méérittelemélld esimerkkiné kierretyt
Koeben funktiot, joiden avulla ndhdaén, ettd Koeben distortiolauseen rajoja ei voi
parantaa.

ESIMERKKI 1.19 (Kierretyt Koeben funktiot). Maaritelldén kierretyt Koeben funk-
tiot kg : B(0,1) — C,
. . z d .
ko(z) = e Pk(e2) = — = = ne?n=1n
o) = M) = =3 ,
missd 6 € [0,27]. Kun valitaan # = 0, niin kyseessd on siis jo aiemmin mainittu
[Koeben funktio], jonka derivaatta on siis

1 (1—2)?—2(-1)2(1 - 2) 1+z2

E'(z) = = )

) = -7
Tésta siis ndhdadn, ettd Koeben funktion kohdalla epayhtélon (1.3]) yhtédsuuruus tu-
lee kyseeseen seké ylé- ettéd alarajalle. Liséksi Koeben funktion méaéritelmésta huoma-
taan, ettd rajojen yhtdsuuruudet tulevat kyseeseen myos epéayhtélon (1.4) kohdalla.

Koska
K(2) 42z (1-27° 14z

Zk(z) _2(1—2)3 z  1-2
niin myo6s epéyhtéilon tapauksessa Koeben funktion kohdalla yhtdsuuruudet tu-
levat kyseeseen. Siispé distortiolauseen rajoja ei voi parantaa.

Voidaan itseasiassa todistaa, ettéd [Bieberbachin kerroinlauseen| ja samalla myos
I[Koeben lauseen| reunatapaukset tulevat kyseeseen, jos ja vain jos kyseesséd on kier-
retty Koeben funktio. Liséksi |distortiolauseen| epayhtéloiden yhtasuuruudet tulevat
kyseeseen ainoastaan sopivilla kierretyilld Koeben funktioilla, ks. [8, §2.2 ja §2.3, sivut

30-36].

1.6. Littlewoodin lause

Todistetaan seuraavaksi Littlewoodin lause, jonka englantilainen John Edensor
Littlewood todisti vuonna 1925 [18]. Lauseesta ndhdéén, ettd Bieberbachin konjek-
tuurin antaman arvion suuruusluokka on oikea. Todistetaan kuitenkin aluksi pari
Littlewoodin lauseen todistuksessa tarvittavaa tulosta.
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LAUSE 1.20 (Parsevalin lause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen funktio ja
olkoon funktion f sarjaesitys

flz) = Z anz".

n=0
Olkoon lisiksi 0 < r < 1. Tdlloin
1 27 ) o0
o/, | f(re)|?d = Z |an|?r?".

n=0

TobisTus. Koska

|f(re®)|? = f(rew)m = (Z anrnei"(’) (Z mrme_im(’)

0o 0o
_ 2 E /‘anmrn—&-mez(n—m)@7

n=0 m=0

niin [seurauksen [1.3| nojalla integroimalla termeittiin saadaan

2w ©C o0

|f(7“6i0)|2d0 _ 2_ 0 Z Z anmrn-f—mei(n—mwdg

1 [ 1
27 s
0 n=0 m=0

= % i i Ay /0 7 AL 7

n=0 m=0

0
_ Z |an|2r2n 0
n=0

LEMMA 1.21. Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injektio, jolle pitee f(0) =0
ja f'(0) =1 ja olkoon 0 < r < 1. Tdlloin

1 [ r

|f(re®)]df <

o J, 1—r

ToDISTUS. mukaan on olemassa analyyttinen ja injektiivinen funk-
tio g : B(0,1) — C, jolle pétee g(0) = 0 ja ¢’(0) = 1 ja liséiksi g°(2) = f(2?). Téllsin
lauseen [1.18 nojalla

<

1 T ’

kun |z| = r < 1. Télléin siis g(B(0,7)) C B(0, ;*3), mistd saadaan, ettd joukon
g(B(0,r)) pinta-ala A, on korkeintaan

2
T
A, < .

Liséiksi [pinta-alalauseen toisen version| nojalla pinta-ala A, on

o0
A =m Z klag|*r?".
k=1
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Siispé saadaan

1. klag2r2t < —
(1.7) ; |ag|*r = (1 —r2)2

Koska

d r? o 2r(l =) = (=2r)  2r

%(1—7&)_ (1—r2) T (1—r2)?

niin integroimalla epdyhtélon ((1.7)) molemmat puolet muuttujan r suhteen vilin [0, p]
yli, ja muistamalla ettd ag = 0, saadaan

2

1 2 2k 1 P

— < Z.
QZ\%!P S5 T
k=0

mista [Parsevalin lauseellal saadaan

1 o 0\ |2 Pz
-e")]°do < .

l9(p - e)"df < -— 7

Koska ¢g2(z) = f(2?%), niin timi epiyhtilo saadaan siis muotoon

27 Jo

1 o 2 i20 P’
5 | Wt <
mistd merkitsemilld p? = R ja muuttujanvaihdolla 20 = ¢ saadaan
o [ = - [Tirw e da < T o
2 J, 2m Jo 2 "7 1-R

Lause 1.22 (Littlewoodin lause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen injektio,
jolle patee f(0) =0 ja f'(0) =1 ja lisiksi

f(z)=z+ Z anz".

Talldin |a,| < en, kun n > 2.

TobisTus. Hysdyntamalld [lausetta [1.5) muuttujanvaihtoa z = re? ja

[[27] saadaan
1 1 27 60 ]

— / & n+1dz‘ = — / Sre”). (;enzlriewd@
210 Jyz1= (2 — 20) 2mi J,  (re?)

o i0 o i0

1) gi/ f(re)] 1y

21 Jo  (re?)n 21 Jo  |(re?)n|

1 27 10 1 1 2 )

:_/ |f(re )|d(9=—— |f<7“6l9)|d9

2 Jo rm 2w J
1 T 1

< —. —
o 1—r i (1—7)’

kun 0 < r < 1. Valitsemalla r =1 — %, tastd saadaan

1 —n+1 n—1 1 n—1
\an\gn(l—g) :n<n711> :n(l—l-n_l) <mne. O

|lan| =







LUKU 2

Blochin lause

Téssd luvussa todistetaan ja tarkastellaan hieman [Blochin| ja [Lan-

2.1. Esitietoja

Kerrataan seuraavaksi tédsséd luvussa tarvittavia esitietoja, joiden pitéisi olla paa-
osin tuttuja kompleksianalyysin kursseilta.

LAUSE 2.1 (Cauchyn estimaatti). Olkoon f analyyttinen kiekossa B = B(zp,r).
Jos | f(2)| < M kaikilla =z € B, niin
k!Mr

(k)
|fk (2)] < (r — [z — zo|)F 11

kaikilla z € B, k =1,2,3,... . Erityisesti

kM
[f P (z0)] < —5-
”
Tobistus. Ks. [14, Lause 5.12] tai [12, Theorem 3.4.1]. O

LAUSE 2.2 (Algebran peruslause). Olkoon p polynomi
p(z) =ap+ a1z + ... + a,2",
missd a, # 0 jan > 1. Tdlloin on olemassa z € C, jolle p(z) = 0.
Tobistus. Ks. [14, Lause 5.15] tai [12, Theorem 3.4.5]. O

LAUSE 2.3 (Maksimiperiaate/Maksimimodulilause). Olkoon D C C alue ja ol-
koon funktio f : D — C analyyttinen. Jos on olemassa sellainen zy € D, ettd
|f(2)] <|f(20)| kaikilla z € D, niin f on vakio alueessa D.

Tobistus. Ks. [14, Lause 5.16] tai [12, Theorem 5.4.2]. O

LAUSE 2.4 (Casorati-Weierstrass). Jos funktio f on analyyttinen punkteeratussa
kiekossa B(zy,7)\{z0} ja jos zy on funktion f oleellinen erikoispiste, niin kuvajoukko
f(B(z0,7)\{20}) on tihed kompleksitasossa C, ts.

f(B(z0,7)\{20}) = C.
Tobistus. Ks. [14, Lause 8.13] tai [12, Theorem 4.1.4]. O

LEMMA 2.5 (Schwarzin lemma). Jos f : B(0,1) — B(0,1) on analyyttinen ja
f(0) =0, niin |f(0)] <1ja|f(2)| <|z| kaikilla z € B(0,1).

Tobistus. Ks. [14, Lemma 9.29] tai [I2, Proposition 5.5.1]. O

19
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LAUSE 2.6 (Rouchén lause). Olkoot f ja g analyyttisii funktioita joukossa B(a,r),
lukuunottamatta eristettyjd erikoispisteitd, joilla ei ole nollakohtia eikd napoja ympy-
rilld v = {z : |z — a| = r}. Olkoot Zy, Z, funktioiden f ja g nollakohtien lukumddrd
ympyrdn vy sisdlli ja olkoot Py, Py vastaavasti funktioiden f ja g napojen lukumddrd
ympyran v sisdlld kertalukunsa huomioiden. Jos

[f(2) +9(2)| < |f(2)| +9(2)]
ympyrdlld v, nin
Zy—Pp=2,— P,

Tobistus. Ks. [0, Luku V §3.8] tai [17, Lause 13.6]. O

2.2. Blochin lause

Todistetaan seuraavaksi Blochin lauseen todistuksessa tarvittavia lemmoja, min-
ké jélkeen todistetaan itse Blochin lause. Ranskalainen André Bloch todisti nime&din
kantavan lauseen vuonna 1925 [4]. Téassa esitetyt todistukset mukailevat padosin 1&h-
teen [6] todistuksia.

LEMMA 2.7. Olkoon f analyyttinen kiekossa B(0,1) ja olkoon f(0) =0, f'(0) = 1.
Jos on M > 0 siten, etti |f(2)] < M kaikilla z € B(0,1), niin tdlloin M > 1 ja

B(0, 1) € F(B(0.1)).
TopisTus. Olkoon 0 < 7 < 1 ja merkitdén f(z) =z + > o, axz”. Télloin

hyn estimaatin| mukaan |ay| = £ U:!(o) < M kaikille k > 1. Siis koska |a;] < & kaikilla

r <1, niin 1 = |a;| < M. Jos |z| = ﬁ, niin
oo
F(2)] = |2 =) lar2¥]
k=2

1 M 1\° 1\*
— — M=) —Mm (=

e (2 () ()
L 1

- M —

(4M—1 4)

4AM

1 AM? — M(4M —1) — 1(4M —1)
TAM AM — 1
1 1 1
T 4M  AM —1  4M  16M —4
o1 1 _ 3 1
=AM  16M —4M ~ 12M  12M

1

T oM
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koska M > 1. Olkoon |w| < g7 mielivaltainen ja olkoon g(z) = f(z) — w. Kun
|z| = 757, niin talldin

[f(2) = g(2)| = [w] < o < 1f(2)].
Talloin siis |Rouchén lauseen| mukaan funktioilla f ja g on yhtd monta nollakohtaa jou-
kossa B(0, 117)- Koska f(0) = 0, niin on oltava g(zp) = 0 jollakin z, € B(0, ;17). Tél-

16in siis jokaisella w € B(0 on olemassa jokin zy € B(0, 1), jolle pétee f(zy) = w,
eli siis

1)

B(o 6jw)cfu ). O

LEMMA 2.8. Olkoon funktio f analyyttinen kiekossa B(0,7) ja olkoot f(0) =0 ja
|£/(0)] > 0. Jos on M > 0 siten, etti |f(z)] < M kaikilla z € B(0,r), niin

B (0, 2|£]\(4)|2) c f(B(0,r)).

Tobistus. Olkoon ¢ : B(0,1) — C, g(z) = f;,r(z)) T&lloin g on analyyttinen, ja
lisiksi g(0) = 0, ¢'(0) = 1 ja |g(2)] < |f% oy kaikilla z € B(0,1). Tallsin lemman|

. mukaan B(0, = rl/ (0 )‘) C g(B(0,1)). Koska funktlon g madritelméstéd saadaan, etta

g(B(0,1)) = fﬁﬁ?or)f) niin saadaan siis B(0, - 2|f ) C f(B(0,1)). Il

LEMMA 2.9. Olkoon f : B(a,r) — C analyyttinen funktio siten, ettd jokaiselle
z € B(a,r)\{a} pdtee |f'(z) — f'(a)| < |f'(a)| . Tallin f on injektio.

TobisTus. Olkoot z1, 2z € B(a,r), z1 # 23 ja olkoon jana v = [z, 25]. Télloin
oletuksesta saadaan

£ (21) = f(22)] =

"(a)dz| — (f/(z) — f'(a))dz
1 >||z1—zQ\—/\f a)ldz] > 0
Siispd f(z1) # f(z2) eli f on injektio. O

LAUSE 2.10 (Blochin lause). Olkoon f : B(0,1) — C analyyttinen funktio, jolle
patee f'(0) = 1. Tdlloin on olemassa kiekko S C B(0,1) siten, etti f on injektiivinen

kiekossa S ja kuvajoukko f(S) sisdltida kiekon, jonka sdde on 712

HuomAuTUs 2.11. Funktion analyyttisyys on médritelty ainoastaan avoimessa
joukossa. Téssa kuitenkin kéiytetddn merkintéé, ettd funktio f on analyyttinen sulje-

tussa kiekossa B(0, 1), milli tarkoitetaan, ettd funktio f on analyyttinen avoimessa
kiekossa B(0, 1 + €) jollakin € > 0.

TobisTus. Merkitdan
m(r, g) = max |g(z)|.

|2|=r
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Koska derivaattakuvaus f’ on jatkuva, niin r — m(r, f’) on jatkuva, jolloin myo6s
r — (1 —r)m(r, f’) on jatkuva. Koska liséksi (1 — 0)m(0, f') = |f'(0)| = 1 ja koska
(1 — 1)m(1, f') = 0, niin on olemassa 0 < ry < 1 siten, ettd ro on suurin luku,
jolle (1 —ro)m(ro, f') = 1. Tall6in kaikille r > ry pétee Bolzanon lauseen perusteella
(1 —r)m(r, f') < 1, jolloin siis kaikille |z| > 7 pétee

(2.1) PN mll) ) < =

Tarkastellaan seuraavaksi arviota derivaatalle |f'(z)| kun |z| < rg. Jatkuvana funk-
tiona |f’(z)| saavuttaa suurimman arvonsa kompaktissa joukossa {z : |z| < ro}. Jos
| /()] saavuttaa avoimessa joukossa B(0,7) suurimman arvonsa, niin

mukaan |f’(z)| on vakio joukossa B(0,r). Téalloin
(2.2) 1f' () = [f(0)] =1 = (1=ro)m(ro, f') < m(ro, f') =

1
(1 — To)
kaikilla z € B(0, 7). Jos taas |f'(z)| el saavuta avoimessa joukossa B(0,7) suurinta

arvoaan, niin se saavuttaa kompaktin joukon {z : |z| < ¢} suurimman arvonsa joukon
reunalla, eli joukossa |z| = ry. Télloin siis on |zg| = 79, jolle

1
(2.3) [f' @) < 1 (20)] = m(ro, f)) = m——
(1 — To)
kaikilla z < rg. Kun yhdistetdan (2.1)), (2.2) ja (2.3)), saadaan
1 1
!
< =
£(2) _max(l_ 1z]" 1 —rg 1 — max(|z|, 7o)
kaikilla z € B(0,1). Kun |z| < (1 + o), niin
1 1 1 2
2.4 < —(1+ = < = = .
L B 1 S ol gy
Merkitéan p = (1_2T0)_1 = 1(1—ro).
Olkoon nyt a € B(0,1) siten, etti |a| = o ja [f'(a)] = m(ro, f') = 2= = +.

1—7rg 2p
Talléin siis kun |z — a| < p = (1 — rg) = (1 + ro) — 79, niin saadaan
1 1 3
1f'(z) = @) < [+ f (@) <=+ o :
@)= L@ £ O+ @<+ 5= o
Merkitsemélld w = =¢ ja soveltamalla |Schwartzin lemmaa{ analyyttiseen funktioon
w — %(f’(pw +a) — f'(a)) saadaan edellisesta siis
[f'(pw +a) — f'(a)]

3
2p

< Jwl,

mista saadaan

F(2) = F(@) = |f(pw +a) — fa) < jw]> = 2= 3 _3lz—d

kaikilla z € B(a, p). Siispd kun z € B(a, §), niin

3|z — al _ 35 1
2p? 202 2p

[f'(z) = f'(a)] <



2.3. BLOCHIN JA LANDAUN VAKIOT 23

Nyt siis mukaan f on injektiivinen kiekossa B(a, £).

Todistetaan seuraavaksi ettéd B(f(a),75) C f(B(a,5)). Tarkastellaan funktiota

g9:B(0,8) = C, g(z) = f(z —a) f(a). Nyt siis g(0) = 0, !g’( )! = |f'(a)] = 5.
Olkoon nyt jana v = [a, z + a]. Talloin kiayttamalla epayhtiloa (2.4) saadaan

o)) = /|f |dw<—|z|<—
Nyt siis [lemman [2.8 mukaan

oo
B(f<>72)cf( (.5))- ©

Téssé vaiheessa voidaan verrata Blochin lausetta [Koeben 1/4-lauseeseenl Ensim-
maisend ja oleellisimpana erona huomataan, ettd Koeben lauseessa funktion oletetaan
olevan injektiivinen, mité Blochin lauseessa ei oleteta. Molemmissa kuitenkin olete-
taan funktion analyyttisyys, sekd myoskin f/(0) = 1, minka liséksi téssé tutkielmassa
Koeben lauseelta on edellytetty, ettd f(0) = 0. Molempien lauseiden kohdalla ndmé&
oletukset eivit ole téaysin vélttaméattomia tdssd muodossa, kunhan asetetut oletukset
otetaan viitteen muotoilussa huomioon, silld mikéli ¢ on analyyttinen funktio, jolle

¢'(0) # 0, niin funktio

w)dw

eli nyt siis

p= 9790
g'(0)

toteuttaa kyseiset ehdot ja liséiksi f on injektio tdsmaélleen silloin, kun g on injektio.
Toisin sanoen molemmat lauseet voidaan helposti yleistdd myos sellaiseen muotoon,
missé riittdéd olettaa f’(0) # 0. Koeben lauseen tapauksessa tdmékin ehto voitaisiin
jattaa pois, silld se seuraa injektiivisyydesté [lemman nojalla. Toinen mielenkiin-
toinen, mutta helposti huomaamatta jaavé, ero ndiden kahden lauseen vélilld on se,
ettd Blochin lause ei tdssd muodossaan sano, etté kiekko S olisi valttaméatta origokes-
kinen. Lisdksi funktion injektiivisyys tédssa kiekossa ei ole Koeben lauseen tapauksessa
mielenkiintoinen, silla funktion injektiivisyys on jo oletuksessa, mutta Blochin lauseen
tapauksessa kyseesséd on yllattava tulos.

2.3. Blochin ja Landaun vakiot

Blochin lauseen jialkeen voidaan kysyé, voidaanko Blochin lausetta parantaa. Tés-
td inspiroituneena méaritelldédn Blochin ja Landaun vakiot.

MAARITELMA 2.12 (Blochin vakio). Olkoon
F ={f:B(0,1) — C analyyttinen, jolle f'(0) = 1}.

Olkoon funktiolle f € F luku B(f) supremum niisté luvuista r > 0, joille on olemassa
kickko S C B(0, 1) siten, ettd funktio f on injektiivinen kiekossa S ja f(.5) siséltaa
r-siteisen kiekon. Madritelladn Blochin vakio olevan luku

=inf{p(f): feF}



24 2. BLOCHIN LAUSE

Talloin siis |Bloch1n 1auseen| nojalla B > =. Helposti ndhddén myds, ettd B < 1,
kun tarkastellaan funktiota f(z) = z. Paremplakln rajoja on todistettu. Tall4 hetkella
tiedetddn, etta

-1 Flrl—
O,4332z\/7§+2~104§3§\/\/§3 (?f)( ()2) ~ 0, 4719

missd ' on gammafunktio, eli

=

Blochin vakion yldrajan todistivat Ahlfors ja Grunsky [2] vuonna 1937 ja vuonna 1996
Chen ja Gauthier [5] paransivat alarajaa ylla mainittuun.

MAARITELMA 2.13 (Landaun vakio). Olkoon F kuten [Blochin vakion mééritel-|
Olkoon funktiolle f € F luku

A(f) =sup{r: f(B(0,1)) sisdltda r-siteisen kiekon}.
Maéaritelladn nyt Landaun vakio L seuraavasti
=inf{\(f): f € F}.

Madritelmistd nahdaén selvésti, ettd B < L ja funktiota f(z) = z tarkastelemalla
nahdéain helposti, ettd L < 1. Landaun vakiollekaan ei ole tiedossa tarkkaa arvoa,
mutta tiedetdén, etta

1 1, . FET(E)
<o+ 107 < L < 3000
2 2 F(%)
missd ' on gammafunktio. Liahteen [9] mukaan yldrajat todisti erikseen R. M. Ro-
binson vuonna 1938 ja Rademacher [23] vuonna 1943, mutta vain jilkimmé&inen on
julkistanut todistuksensa. He todistivat myds, etta % < L, mutta ylld mainittuun

arvoon alarajan paransi Yanagihara vuonna 1995 [20].

~ 0,5433
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Picardin lauseet

Téssé luvussa todistetaan [Picardin lauseet|Blochin lausettal hyodyntamalla. Picar-
din lauseet todisti ensimméisend ranskalainen Emile Picard. Léhteiden [25, 24] mu-
kaan tdmé on tapahtunut vuonna 1879. Lauseille on my6s myohemmin l6ydetty monia
alkuperéisestéd ideasta poikkeavia todistuksia. Téssa luvussa esitettavat todistukset
on yhdistelty ldhteista [0, [19]. Todistetaan aluksi pari tarvittavaa lemmaa.

LEMMA 3.1. Olkoon f : B(0,7) — C analyyttinen funktio. Tdlloin f(B(0,r))
sisaltad kiekon, jonka side on r|f'(0)|L, missd L on Landaun vakio.

TobisTus. Olkoon f : B(0,7) — C analyyttinen funktio. Jos f’(0) = 0, niin véite
on triviaali. Oletetaan siis, ettd f'(0) # 0. Olkoon ¢ : B(0,1) — C,

f(rz)

9(2) = =
rf'(0)
Talloin siis ¢'(0) = 1. Olkoon A = A(f) kuten [Landaun vakion mééritelméssél Tal-
16in siis mééritelmdn mukaan on olemassa jono pisteitd a, € g(B(0,1)) siten, ettd

Bla,,A — 1) C g(B(0,1)) kaikilla n > 1. Koska g(B(0,1)) C ¢(B(0,1)), niin on
olemassa piste a € g(B(0,1)) ja osajono (a,,) siten, ettd a,, — a. Merkitiin titi
osajonoa (b, ). Olkoon |w — a| < A. Valitaan tillsin ng siten, ettd [w —a| < A — =

ng "
Télloin on olemassa kokonaisluku n; > ng siten, ettd kun n > nq, niin

1
b, —a] <A\ — — —|w —al.
o

Siispé kolmiepayhtaloa hyodyntamalla saadaan
1 1

lw—"b,| <|w—a|+]a—by| <A\—— <A ——,
o n

kun n > ny. Siis w € B(an, A — +) C ¢(B(0,1)). Koska w oli mielivaltainen, niin
téstd voidaan pédtelld ettd B(a,\) C g(B(0,1)). Koska f(z) = rf'(0)g(Z), niin tésta
saadaan B(rf'(0)a,r|f (0)|\) C f(B(0,7)). O

LEMMA 3.2. Olkoon G yhdesti yhtendinen alue ja olkoon f : G — C\J{0,1}
analyyttinen funktio. Tdlloin on olemassa analyyttinen funktio g : G — C siten, ettd

f(Z) — _eiﬂcosh(Qg(z))
kaikilla z € G. Lisiksi g(G) ei sisdlld kiekkoa, jonka side on 1.

Tobistus. Koska |f(z)| > 0 kaikilla z € G, niin voidaan mééritella logaritmin
haara [ = log(f(2)), eli siis €/ = f kaikilla z € G. Olkoon

F(z)—@

oom
25
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Jos télloin jollakin kokonaisluvulla n olisi F'(a) = n, niin télléin
f(CL) _ 6F(a)27ri _ 627rin _ 1’
miké ei ole funktion f méadritelmén perusteella mahdollista. Siispa funktio F' ei saa-
vuta kokonaislukuarvoja, joten erityisesti F' ei saavuta arvoja 0 ja 1. Siispé funktiot
F . (F-1)
JR— a _—
FP R

ovat analyyttisid joukossa G, joten niilld on primitiivit log(F") ja log(F — 1), joiden
avulla voidaan méaritelld neliojuuret

\/F _ e§log(F) ,]a F_1:— eEIOg(F 1)

Maéritellaan nyt

1
=/ F(z)—/F(z)—1=
G VO = R VR -

Nyt siis H(z) # 0, silld F ei saavuta lukuja 0 ja 1. Siispd joukossa G voidaan mééritelld
haara g = log(H). Siispa

29 —29 29 4 9 —2g g —9)2
cosh(29)+1:%+1:6 +2+e :(e +2e )
C(HA P (WP VF—14VF+VF1)
2 2
4F
BRI
2 m
Talloin siis
f _ 6l _ ewi(cosh(?g)—i—l) _ _erricosh(Qg))‘

Siispéd vaitteen yhtdlo on nyt todistettu. Todistetaan seuraavaksi, ettd g(G) ei sisilla
kiekkoa, jonka sidde on 1.
Olkoot m € Z, jan € Z. jos olisi piste b € G siten, etté

g(b) = £log(vm +vm—1) + —zmr = +log (\/_ ) lm
2 cosh(2g(D)) = €29 4 ¢=290)
= " (Vm +Vm — 1)F2 4 e (Vm 4 Vm — 1)
= (=D)(Vm+Vm =12+ (Vm —vVm—1)?)
=(=1)"(2m+2(m — 1))
= (=1)"(4m - 2))
eli siis
cosh(2g(b)) = (=1)"(2m — 1))
Siispé
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joten koska (2m — 1) on pariton luku, niin f(a) = 1. Siispé saatiin ristiriita, joten ei
ole olemassa sellaista pistettd b € G, jolle

g(b) = £log(v/m +vVm — 1) + %imr,

missd n € Z jam € Z,. Nami puuttuvat pisteet muodostavat tasolle suorakulmioita,

joiden korkeus on

1

Vastaavasti kyseisten suorakulmioiden leveys on

log(v/n + 1+ +v/n) —log(v/n++vn—1) >0,

miké on laskeva funktio luvun n suhteen, joten suorakulmion leveys on korkeintaan

log(v2 + V1) — log(V1 + v0) = log(v2 + 1) < log(e) = 1,

joten suorakulmion livistéjian pituus on aidosti pienempi kuin 1/ (v/3)2 + 12 = /4 = 2,
joten kompleksitasolle ei mahdu yhtdan 1-séteista kiekkoa siten, ettei jokin mainituis-
ta puuttuvista pisteisté siséltyisi siihen. [

3.1. Picardin pieni lause

Téassé vaiheessa todistettujen tulosten avulla voitaisiin todistaa Picardin pieni
lause, ks. [6, Luku XII, Theorem 2.3]. Jitetadn Picardin pieni lause téssd vaiheessa
erikseen todistamatta ja todistetaan se myohemmin Picardin suuren lauseen seurauk-
sena. Picardin pienen lauseen todisti ensimmaéisené ranskalainen Emile Picard, mutta
lauseelle on my6s myohemmin 16ydetty monia alkuperiisestéd ideasta poikkeavia to-
distuksia.

LAUSE 3.3 (Picardin pieni lause). Kokonaiselle ei-vakiolle kuvaukselle f : C — C
joukko CN\ f(C) sisdltid enintidn yhden pisteen.

3.2. Schottkyn lause

Todistetaan seuraavaksi Schottkyn lause, jota hyoédynnetéén [Picardin suuren lau-|
todistuksessa. Téssd esitetty todistus mukailee ldhteen [6] todistusta.

LAUSE 3.4 (Schottkyn lause). Olkoot 0 < a < oo ja 0 < B < 1. Tdllgin on
olemassa vakio Cyp siten, ettd jos f : B(0,1) — C on analyyttinen funktio, jolle
0,1 ¢ f(B(0,1)) ja jolle | f(0)| < a, niin pitee |f(2)| < Cap, kun |2| < B.

TobisTus. Riittdd todistaa viite tilanteessa, jossa 2 < a < oo, koska jos pétee
0 < a < 2, niin « voidaan korvata luvulla 2, jolloin oletukset ovat edelleen voimassa
eiké viite ole muuttunut.
Oletetaan aluksi, ettd 1 < |f(0)| < a. Olkoot funktiot ', H ja g kuten
B2l eli l
z
F(Z _ ( )

o’

H(z) = VF(z) = VF(z) - 1

g = log(H),

ja
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misséd [ = log(f(z)) on haara, jossa téssd todistuksessa 0 < Im(I/(0)) < 27 ja vastaa-
vasti funktio g on se haara, jossa 0 < Im(g(0)) < 2. Télloin siis

1(0)

F(0)] = |5

= - [1og | F(0)] + i Tm(I(0)] < ;log(a) + 1.

Merkitéén nyt Co(ar) = 5= log(ar) + 1. Liséiksi saadaan

IV E(0) £ /F(0)— 1| < |\/F(O)| + [\/F(0) — 1]
= VIF(0)] + /[F(0) — 1]
é \/00(04) + \/CD(Oé) — 1|

Merkitéddn nyt Cy(a) = \/Co(a) + /Co(a) — 1|. Nyt jos |H(0)| > 1, niin t&llsin

19(0)] = [log |H(0)[ + 4 Im(g(0))]
<log|H(0)| + 27
<log(Ci(a)) + 2.

Vastaavasti jos |H(0)| < 1, niin talloin
9(0)] < —log [H(0)] + 27

= log (m) +2r

= log(|\/F(0) + \/F(0) — 1|) + 27
<log(Ci(a)) + 2.

Merkitdén siis Co(a) = log(Ch(«)) + 2.
Jos |a| < 1, niin mukaan joukko g(B(a, (1—|al))) siséltdaa kiekon, jonka

side on L(1 — |a|)|¢'(a)|, missd L on [Landaun vakio| Toisaalta mukaan
joukko g(B(0,1)) ei voi sisaltaa kiekkoa, jonka sdde on 1. Siispd ndmé yhdistamalla

saadaan

, 1
/@) < Fr=ary

kun |a| < 1. Jos |a| < 1 ja méaéritellddn jana v = [0, a|, niin t&lléin

l9'(a)] < [g(0)] + lg(a) — g(0)]

/Wg’(z)dz

< Oy() + |a| max{|g'(2)| : z € [0,a]}

< Cy(a) +

|al
S Cg(a) + m
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Merkitdan nyt Cs(a, 5) = Ca(a) + ﬁ Talloin siis jos |z] < f < 1, niin pétee
g(z) < Cs(av, B). Siispé jos |z| < 3, niin télloin
|f<Z)| _ |e7ricosh(29(z))|
< 67r|cosh(29(z))|

(el

IN

e7r6203<""3) '

IN

Merkitdéan nyt
Cy(a, B) = ere? 3
Oletetaan seuraavaksi, ettd 0 < |f(0)] < 4. Tallsin funktio (1 — f) toteuttaa
alemmin tarkastellun tapauksen oletukset, joten siis |1 — f(2)| < Cy4(2, 8), kun |z] < B.

Siispd | f(2)] < 1+ C4(2, 8). Méaéritellaén siis
Cap = max{Cy(a, f),1+ Cy4(2,6)}. O

3.3. Picardin suuri lause

Sitten péa#stdankin Picardin suureen lauseeseen, jonka todisti ensimméisené Emile
Picard, mutta lauseelle on myds mychemmin l6ydetty monia alkuperiisestéd ideasta
poikkeavia todistuksia. Téssé esitetty todistus mukailee 1dhteen [19] todistusta.

LAUSE 3.5 (Picardin suuri lause). Olkoon r > 0. Jos zy on analyyttisen funktion f
oleellinen erikoispiste, niin joukossa C\ f(B(zo,7)\{20}) on korkeintaan yksi piste.

TobisTus. Antiteesi: Olkoot a,b € C\ f(B(z0,7)\{20}) kaksi eri pistettd. Tar-
kastellaan funktiota £ )
_Jz+2)—a
g(Z) - b —a :
Téalloin 0,1 € C\g(B(0,7)\{20}). Lisdksi ndhdddn, ettd funktiolla g on oleellinen
erikoispiste pisteessa 0, silla funktion f ainoa oleellinen erikoispiste on pisteessa zg.
[Casorati-Weierstrassin lauseen| perusteella on olemassa lukujono (z,) siten, ettd
Zn = 0 ja |zu11] < |2a] < re”™ kun n > 1 ja siten, etté |g(z,)| < 1.
Madritelladn seuraavaksi jono analyyttisid funktioita F), : B(0,1) — C,
Fo(2) = g(2,e*™).
Téalloin F,,(B(0,1)) € C\{0, 1} ja [F,(0)] = |g(z,)] < 1.
Talloin soveltamalla [Schottkyn lausetta) funktioihin F, arvoilla o = 1 ja 8 = 1
saadaan, ettd on olemassa vakio C' siten, ettd |F,(2)| < C, kun |z] < %, erityisesti siis
11

kun z € [—3, 5]. Siispd

0
Ful(5)
kun —7 < 6 < 7, eli siis [g(z)] < C, kun |z| = |z,| kaikilla n > 1. Kun pétee
|zn41] < |z| < |zn|, niin patee myoskin |g(z)| < C, koska jos olisi jokin w, jolle
|g(w)| > C, niin funktion g jatkuvuudesta seuraisi, ettd funktio |g| saavuttaa suu-
rimman arvonsa jossakin pisteessé wy, jolloin maksimiperiaatteen| mukaan ¢ olisi va-
kio, kun |z,41] < |z] < |z, jolloin my6s f olisi vakio, joten siis g(z) < C, kun
|znt1] < |2| < |zn|. Koska tdmé pétee kaikilla n > 1 ja z, — 0, kun n — oo, niin

19(20e”)| = <C,
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tistd seuraa, ettd g(z) < C, kun 0 < |z| < |z;]. Téstd kuitenkin seuraa, ettd piste
0 on funktion g poistuva erikoispiste, eiké oleellinen erikoispiste, silld funktio g on
rajoitettu pisteen 0 ympéristossa. Tamé on siis ristiriita, eli antiteesi on védara. [

SEURAUS 3.6. Jos zy on analyyttisen funktion f oleellinen erikoispiste, niin kai-
killa v > 0 funktio f saavuttaa yhtd pistettd lukuunottamatta kaikki kompleksitason
C pisteet dadarettomdan monta kertaa joukossa B(zg,r).

TobisTus. Jos jollakin w € C on vain #érellisen monta pistetta z € B(z, ), jolle
f(2) = w, niin télldin valitsemalla ro < min(|z| : f(z) = w) joukossa B(zy, 7o) ei ole
yhtddn pistettd z, jolle f(z) = w. [Picardin suuren lauseen| mukaan n#ita pisteitd on
korkeintaan yksi. U

Todistetaan seuraavaksi |Picardin pieni lause]

PICARDIN PIENEN LAUSEEN TODISTUS. [Algebran peruslauseenl mukaan ei-vaki-
olle polynomille p on olemassa z; € C, jolle p(z;) = 0. Koska mielivaltaiselle w € C
my6s p(z) —w on polynomi, niin talloin [algebran peruslauseen| mukaan myos silld on
juuri zo € C. Talloin siis p(z2) = w. Siispa jokaisen ei-vakion polynomin kuvajoukko
on koko kompleksitaso C. Riittédé siis todistaa Picardin pieni lause funktiolle, joka
ei ole polynomi. Olkoon funktio f kokonainen funktio, joka ei ole polynomi. Olkoon
g(z)=f (%) Koska f ei ole polynomi, niin sen sarjaesitys pisteessid 0 on muotoa

(o]
Z CZZ'Zi,
i=0
missi a; # 0 darettoman monella ¢ € N, jolloin siis funktion ¢ sarjaesitys pisteessé 0
on muotoa
o0
Z aiz_i,
i=0

mistd niahddén, ettd funktiolla g on oleellinen erikoispiste pisteessa 0. Téll6in

lsuuren lauseen| mukaan joukossa C\ g(C\{0}) = C\ f(C\{0}) on korkeintaan yksi
piste. [

Todistusta tarkastelemalla ndhd&én, etta kayttamalla [Picardin suuren lauseen| si-
jaan [seurausta |3.6| saadaan todistettua itseasiassa |Picardin pienta lausettal vahvempi
tulos.

SEURAUS 3.7. Jos funktio f on kokonainen, mutta ei polynomi, niin tdalloin f
saavuttaa, korkeintaan yhtd pistettd lukuunottamatta, kaikki kompleksitason C pisteet
adrettomdan monta kertaa.

[Picardin suurella lauseellal on myos seuraava mielenkiintoinen seuraus.

SEURAUS 3.8. Kokonainen injektitvinen kuvaus f on muotoa
f(z) =az+0,

missd a,b € C.
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TobisTtus. Todistetaan, etté jos f ei ole viitteessd mainittua muotoa, niin talldin
f ei voi olla injektiivinen.

Jos f on korkeamman asteen polynomi, niin talloin derivaatta f’ on vahintdan
1. asteen polynomi, jolloin [algebran peruslauseen| mukaan on olemassa z; € C, jolle
J'(z1) = 0. Télléin siis [lemman [1.8 nojalla f ei voi olla injektio.

Jos f ei ole polynomi, niin télloin siis funktiolla f (%) on oleellinen erikoispiste
pisteessé 0. T&lloin [seurauksen [3.6{ mukaan funktio f(1) saavuttaa yhté pistettd lu-
kuunottamatta kaikki kompleksitason C pisteet déarettoméan monta kertaa, eli siis f (i)
ei voi olla injektio, eli myoskadan f ei voi olla injektio. U







Merkinta
N
Z,

LUKU 4

Merkintoja

Selitys

Luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,3,...}

Positiivisten kokonaislukujen joukko {1,2,3,...}
Rationaalilukujen joukko

Reaalilukujen joukko

Kompleksilukujen joukko

Pisteiden a ja b vilinen jana v : [0,1] — C, y(t) = a+ (b — a)t
Avoin kiekko {z € C: |z — 2| < r}

Suljettu kiekko {z € C: |z — 2| <}
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