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Esipuhe

Kurssin kehittaminen on ollut meille opiskelijoille erittdin opettava ja antoisa kokemus,
ja haluamme kiittaa EduFutura Jyvaskylaa taman projektin mahdollistamisesta seka
Jyvaskylan ammattikorkeakoulun ja Jyvaskylan koulutuskuntayhtyman edustajia
hedelmallisesta yhteistyosta. Lisdaksi haluamme erityisesti kiittda ohjaajiamme Petria ja
Annia rakentavista kommenteista, monipuolisesta palautteesta seka opettavaisista

huomioista.

Tiivistelma

Taman pro gradu -tyon tarkoituksena on esitelld kesdlla 2017 laajennetun
korkeakouluopintoihin ~ valmistavan = matematiikan =~ MathMarket-verkkokurssin
kehittamisen vaiheita. Ty6ssa keskitytdaan niihin tehtdavakokonaisuuksiin, joiden
laatimisesta vastasivat tdman tyon kirjoittaneet matematiikan
aineenopettajaopiskelijat. MathMarket-kurssin tavoitteena oli helpottaa siirtymaa
matematiikan korkeakouluopintoihin ja aktivoida opiskelijoiden matematiikan
osaamista ennen varsinaisten opintojen alkamista. EduFutura Jyvaskylan rahoittama
MathMarket-verkkokurssi toteutettiin yhteistyossa Jyvaskylan yliopiston, Jyvaskylan

ammattikorkeakoulun ja Jyvaskylan koulutuskuntayhtyman kanssa.

MathMarket-kurssin haluttiin olevan kevyt ja motivoiva aloitus
korkeakoulumatematiikkaan. Kurssi jaettiin kahteen osaan, joista ensimmadinen oli
opiskelijan lahtétason mukainen kertausosa ja toinen korkeakoulumatematiikkaan
valmistava osa. Kurssista saatu opiskelijapalaute oli positiivista ja kannustavaa.
Opiskelijat kokivat tarpeelliseksi kerrata matematiikkaa ennen korkeakouluopintojen
alkamista. Kurssia aiotaankin tulevaisuudessa kehittdd ja laajentaa entista

kattavammaksi ja monipuolisemmaksi.
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1. Johdanto

Vuonna 2016 Jyvaskylan ammattikorkeakoulun teknologiayksikdssa jarjestettiin
ensimmaisen kerran korkeakouluopintoihin valmistava matematiikan MathMarket-
verkkokurssi. Kurssista saadun palautteen perusteella matematiikan itsendiselle
kertaamiselle ennen korkeakouluopintoja oli selked tarve, joten kurssia paatettiin
laajentaa ja kehittaa kevaalla 2017. Jyvaskylan ammattikorkeakoulun teknologiayksikon
lisdksi kurssin kehittamiseen yhtyivat Jyvaskylan vyliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitos seka Jyvaskylan koulutuskuntayhtyma. EduFutura Jyvaskyla toimi
sen rahoittajana. Oppilaitosorganisaatioiden edustajista muodostettiin MathMarket-
tyoryhma, jonka tarkoituksena oli laajentaa olemassa olevaa sisaltéa. Kurssin tuli
palvella sekda Jyvaskylan ammattikorkeakoulun teknologiayksikon etta Jyvaskyldan

yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen uusia opiskelijoita.

Tama pro gradu -tyd keskittyy Jyvaskylan yliopiston edustajien Petri Juutisen ja Anni
Laitisen johdolla rakennettuihin MathMarket-kurssin tehtdavakokonaisuuksiin, joiden
laatimisesta vastasivat matematiikan aineenopettajaopiskelijat Milla Hauhia, Kalle
Niemi ja Henri Suonto. Luvussa 2 kadsitellaan kurssin suunnittelun alkuvaihetta, jossa
kartoitettiin oppilaitosorganisaatioiden tarpeita matematiikan kertauskurssille. Kurssin
osat ja sisallot paatettiin tyoryhmassa. Osien rakenne, sisdltd ja suoritustapa ovat
esiteltynd luvussa 3. Luvussa 4 kasitellddn aineenopettajaopiskelijoiden laatimien
tehtavakokonaisuuksien valikoituja tehtavia yksityiskohtaisemmin. Luvussa 5 kdydaan
lapi opiskelijoiden antamaa kurssipalautetta ja niiden pohjalta saatuja

jatkokehitysideoita.



2. MathMarket-kurssin kehittamisprojektin taustaa

Vuonna 2016 MathMarket-verkkokurssi palveli ammatillisen vaylan kautta hyvaksytyiksi
tulleita Jyvaskylan ammattikorkeakoulun teknologiayksikon opiskelijoita.
Kehittamisprojektin tarkoituksena oli laajentaa kurssi palvelemaan myo6s niita
opiskelijoita, jotka olivat lukion jalkeen hyvaksytty opiskelemaan joko Jyvaskylan
ammattikorkeakoulun teknologiayksikkoon tai Jyvaskylan yliopiston matematiikan ja

tilastotieteen laitokselle.

MathMarket-kurssin tavoitteena oli auttaa uusia korkeakouluopiskelijoita kertaamaan
tulevissa opinnoissa tarvittavia matematiikan oppisisaltdja ottaen huomioon heidan
aikaisemman matemaattisen osaamisensa. Muita kurssin tavoitteita olivat opiskelijan
motivointi matematiikan opiskeluun seka siirtyman helpottaminen ensimmaisen tai
toisen asteen matematiikan opinnoista korkeakoulumatematiikkaan. Kurssi oli
tarkoitettu suoritettavaksi ennen varsinaisten opintojen alkamista. Se rakennettiin
Jyvéaskylan yliopiston Moodle-oppimisymparistoon, ja sitd pilotoitiin tassa laajuudessa
kesalla 2017. Kurssin kehittamiseen osallistuivat MathMarket-tyéryhman jasenet
Hauhia Milla, Jaakkola Henri, Juutinen Petri, Ketonen Joonas, Kotimaki Ville, Kuokkanen
Niilo, Laitinen Anni, Laitinen Teemu, Nevala Sanna, Niemi Kalle, Rantakaulio Anne,

Suontausta Sirpa ja Suonto Henri.

Matematiikan aineenopettajaopiskelijat vastasivat tehtdvien tekemisesta kurssin uusiin
osiin. Ensimmadinen uusi osa oli tarkoitettu sekda ammattikorkeakoulun
insindoriopiskelijoille ettda yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen
opiskelijoille, jotka olivat opiskelleet lukiossa matematiikan pitkdan oppimdaaran. Toisen

uuden osan tarkoitus oli valmentaa yliopistomatematiikkaan.

2.1. Tarve MathMarket-kurssille Jyvaskylan yliopistossa

Ennen MathMarket-kurssin kehittdamista tehtiin ensimmaisen vuoden yliopisto-
opiskelijoille suunnattu kysely (45 vastaajaa) seka yliopiston opettajien haastattelu
(kuusi osallistujaa), joiden avulla kartoitettiin matematiikan ja tilastotieteen laitoksen
tarvetta matematiikan kertauskurssille. Kyselyn ja haastatteluiden kautta oli tarkoitus

saada my0s tietoa siitd, millaista matematiikkaa kurssilla olisi hyva kerrata.



2.1.1. Matematiikan ja tilastotieteen laitoksen opettajien haastattelu

Haastatteluilla kartoitettiin yliopiston opettajien kasityksia siita, mita asioita
MathMarket-kurssilla olisi tarpeellisinta kerrata, ja minkdlaisia ovat ndihin aiheisiin
liittyvat yleisimmat virhekasitykset. Haastattelut aloitettiin esittelemalla MathMarket-
kurssin pddajatus ja tavoitteet, minka jalkeen haastateltavia pyydettiin lyhyesti

vastaamaan seuraaviin kysymyksiin:

1. Missa matematiikan aihealueissa ensimmaisen vuoden opiskelijoilla on
eniten hankaluuksia? Mita asioita olisi mielestdsi oleellisinta kerrata

MathMarket-etdkurssilla? Nimea3 viisi mielestasi tarkeinta.

2. Minkalaisia ovat ndihin aiheisiin liittyvat tyypillisimmat virheet tai

virhekasitykset?

Haastatteluihin osallistui kuusi opettajaa Jyvaskylan yliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitokselta. Viisi heista oli matematiikan opettajia ja yksi tilastotieteen.
Yliopiston opettajat yleisesti ottaen kokivat, ettd vasta-aloittaneiden opiskelijoiden on
hankala omaksua uusia matemaattisia kasitteitd ja ongelmanratkaisutapoja silloin, kun
vanhojen oppisisdltéjen osaaminen ei ole sujuvaa. Opettajien mukaan uusia asioita
opiskeltaessa vanhojen asioiden kertaamiseen on usein mennyt liikaa aikaa ja energiaa,
jolloin huomio siirtyy pois uudesta aiheesta. Haastateltujen opettajien mukaan
yliopiston ensimmaisilldi matematiikan kursseilla opiskelijoilla on eniten ongelmia
peruslaskutoimitusten kanssa, vaikka niitd harjoitellaankin lukiossa paljon. Lahes
jokainen haastateltava mainitsi tarpeelliseksi kerrattavaksi asiaksi murtolukujen
laskutoimitukset. Peruslaskutoimitusten saralta opettajat mainitsivat tarpeellisiksi myds
potenssit, laskujarjestyksen, juuret, itseisarvot, nelidksi tdydentdamisen ja yhteisten

tekijoiden ottamisen.

Toinen ldhes jokaisen haastateltavan mielesta kertaamista vaativa asia oli funktio.
Haastatteluissa kavi ilmi, ettd funktion kasite ei ole opiskelijoille selvd asia, vaikka
funktioitakin kasitelladn lukiossa paljon. Opettajat kertoivat myos, etta opiskelijat usein
luulevat kaikkien funktioiden olevan lineaarisia. Esimerkiksi opiskelijat saattavat
virheellisesti olettaa, ettd sin (x + y) = sinx + sin y. Funktioon liittyvista asioista

haastateltavat mainitsivat tarkeiksi kerrattaviksi funktion arvon ja nollakohdan, funktion



kuvaajan tulkitsemisen (esimerkiksi arvo, raja-arvo, derivaatta tai funktion lauseke),

trigonometriset funktiot seka logaritmi- ja eksponenttifunktion.

Useampi haastateltava nimesi myos seuraavat kerrattavat aihealueet: epayhtalot
(erityisesti negatiivisella luvulla kertominen), trigonometria sekd logiikka (pienia
paattelyita, maalaisjarkeilya, yksinkertaisia maaritelmia, luetun ymmartamisen
kehittamistd). Lisaksi yksittdisten haastateltavien mainitsemia kerrattavia asioita olivat

derivointi ja integrointi, suoran yhtald, matemaattiset merkinnat seka vektorit.

2.1.2. Ensimmaisen vuoden matematiikan opiskelijoiden kysely

Ensimmaisen vuosikurssin matematiikan opiskelijoista 45 vastasi kyselyyn, jossa
kysyttiin avoimen kysymyksen kautta, minkd aihealueiden kertaamisesta opiskelijat
olisivat kokeneet olleen hybdtya ennen matematiikan yliopisto-opintojen alkua.
Vastanneista 45 opiskelijasta vain kuusi koki, ettd parjasi opinnoissaan hyvin ilman
kertaamistakin ja kolme antoi vaikeasti tulkittavan vastauksen. Loput 36 vastaajaa oli
sitd mielta, etta kertaaminen olisi tullut tarpeeseen ennen opintojen alkua. Kahdeksan
opiskelijaa vastasi, etta jonkinlainen kokonaisvaltainen kertaaminen olisi ollut
hyodyllista, joko palauttamaan asiat mieliin tai vain lammittelemaan yliopisto-opintoja

varten.

“Ldhes kaikki asiat olivat varsin hyvin itselléni muistissa, mutta kertaus
mistd tahansa aiheesta ei olisi kuitenkaan ollut pahitteeksi. Pikemminkin
olisin tarvinnut alle ylipéétdnsd jotain laskurutiinia helpohkoista tehtdvisté

ikédn kuin Iémmittelyksi.”

”Kaikki, varsinkin kun vdélivuoden takia edellisestd matikan kurssista oli yli
vuosi. Nopeasti kuitenkin asiat palautunut mieleen, kun Idhtenyt

laskemaan.”

Jopa 11 opiskelijaa koki, etta olisi tarvinnut tukea todistamisen kertaamiseen ennen
yliopiston matematiikan opintojen alkua. Vastanneista kymmenen olisi halunnut

kertausta derivaatan ja integraalin laskemiseen ja kuusi olisi toivonut vektoreita



kerrattavaksi. Muita opiskelijoiden mainitsemia aihealueita olivat muun muassa

trigonometria, geometria ja raja-arvo.

Kyselyssa opiskelijoita pyydettiin arvioimaan omaa osaamistaan tietyilla matematiikan

osa-alueilla ennen matematiikan opintojen aloittamista (Taulukko 1). Opiskelijoista 93

% koki hallitsevansa potenssien laskusaannot ja 84 % rationaalilausekkeet melko tai

erittdin sujuvasti. Parhaiten opiskelijat kokivat osaavansa yhtdlét ja polynomit.

Opiskelijoista 84 % vastasi osaavansa myds derivaatan ja integraalin melko tai erittdin

sujuvasti. Heikoiten opiskelijat kokivat hallitsevansa vektorit, analyyttisen geometrian,

raja-arvot, trigonometriset funktiot seka prosentti- ja todennakdisyyslaskennan.

Taulukko 1. Opiskelijoiden oma arvio matematiikan sisdltéjen osaamisesta ennen opintojen

alkua.

Erittdin  Melko  Melko  Erittdin Melko tai

heikko  heikko  sujuva  sujuva | erittdin sujuva
Yhtalot 0% 2% 27 % 71% 98 %
Polynomit 0% 7% 33% 60 % 93%
Potenssien laskusdaannot 0% 7 % 38% 56 % 93 %
Rationaalilausekkeet 2% 13% 60 % 24 % 84 %
Derivaatta ja integraali 2% 13% 56 % 29 % 84 %
Tasogeometria 2% 22 % 51% 24 % 76 %
Eksponentti- ja logaritmifunktiot 0% 27 % 64 % 9% 73 %
P tti-j

rosent- Ja 2%  31%  56%  11% 67 %

todennakdisyyslaskenta
Trigonometriset funktiot 9% 29 % 44 % 18 % 62 %
Raja-arvot 0% 38% 47 % 16 % 62 %
Analyyttinen geometria 9% 31% 44 % 16 % 60 %
Vektorit 9% 31% 47 % 13% 60 %
Matematiikan osa-alueiden osaamisen lisdksi opiskelijoilta pyydettiin arviota

matematiikkaan liittyvista kognitiivisista taidoista ennen yliopisto-opintojen alkua.

Vastanneista 58 % ilmoitti taitonsa matemaattiseen perusteluun ja todistamiseen olleen

erittdin tai melko heikkoa.



2.1.3. Yhteenveto haastatteluista ja kyselysta

Tehtyjen haastattelujen ja kyselyiden pohjalta voidaan sanoa, ettd MathMarket-
kertauskurssille oli Jyvaskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella selkea
tarve. Opiskelijat uskovat opintojen lahtevdan huomattavasti sujuvammin kayntiin, kun
juuri ennen opintojaan palauttelee vanhoja asioita mieliin ja saa hieman lammittelya

matematiikan laskurutiinien kanssa.

Opiskelijoille tehty kysely ja opettajien haastattelut antoivat hieman toisistaan
poikkeavia tuloksia. Yliopiston opettajien mielestd opiskelijat tarvitsevat kertausta
erityisesti peruslaskutoimituksista, kun taas opiskelijat kokevat hallitsevansa
peruslaskutoimitukset hyvin. On mahdollista, etta opiskelijoilla on tiedostamattomia

virhekasityksia peruslaskutoimitusten suhteen.

Seka kysely ettd haastattelut osoittavat, ettd funktioita ja analyyttista geometriaa
kannattaisi kerrata ennen opintojen aloittamista. Hyvia kerrattavia aiheita ovat ainakin
funktion kasite, funktion kuvaajan tulkitseminen, trigonometriset funktiot, eksponentti-
ja logaritmifunktiot seka raja-arvot. Erityisen vahvasti opiskelijoilta nousi esille tarve
matemaattisen paattelyn ja todistamisen harjoitteluun. Myds haastelluista opettajista
kaksi oli sita mieltd, ettd logiikkaa olisi syyta kerrata esimerkiksi pienten

paattelytehtdvien muodossa.

MathMarket-kurssin avulla opiskelija voisi muodostaa paremman kasityksen siitad, mita
kursseja hdnen kannattaa ensimmaiselle opiskeluvuodelleen valita. Jyvaskylan
yliopiston ensimmadisen vuoden matematiikan kursseja uudistettiin lukuvuonna 2016-
2017 siten, etta uusille opiskelijoille oli tarjolla kaksi vaihtoehtoista tapaa opintojen
aloittamiseen (Taulukko 2). Opiskelijat aloittivat joko Calculus-kursseista (perusopinnot)
tai suoraan matemaattisen analyysin kursseista (aineopinnot). Muilta osin ensimmaisen
vuoden opinnot olivat kaikille samat. Calculus 1 ja 2 -kurssit kasittelevat lukio-omaisesti
vhden  muuttujan  reaalifunktion  differentiaalilaskentaa ja  johdattelevat
yliopistomatematiikkaan. Matemaattisen analyysin kursseilla esitelladn opiskelijoille
uusia kasitteita seka matemaattinen todistaminen. Calculus-kursseilla siis painotetaan

laskemista, kun taas analyysin kursseilla kasitelldan abstraktia matemaattista teoriaa ja



todistamista. Esimerkiksi epsilon—delta-todistus raja-arvon yhteydessa esitelldan vasta

analyysin kursseilla. (JYU 2017).

Taulukko 2. Jyvdskyldn yliopiston ensimmdisen vuoden kurssien Calculus sekd Johdatus
matemaattiseen analyysiin (JMA) siséllét (JYU 2017).

Kurssi Sisallot

Raja-arvo, jatkuvuus, derivaatta, eraita alkeisfunktioita ja
Calculus 1 niiden ominaisuuksia, yhtal6ita ja joukkoja reaaliakselilla ja
tasossa.

Funktion monotonisuus, kadnteisfunktiot, derivaatan

sovellukset, dariarvot, Riemann-integraali, antiderivaatta,

Calculus 2
analyysin peruslause, integroinnin sovellukset, erdiden
alkeisfunktioiden ominaisuudet
Reaaliluvut, epayhtalot, supremum ja infimum, lukujonot ja
MAL niiden suppeneminen, eraita alkeisfunktioita
IMA 2 Lukujonojen kertaus, jatkuvuus ja raja-arvo, jatkuvien

funktioiden perustuloksia.

Mikali MathMarket-verkkokurssi sujuisi opiskelijalta vaivattomasti, voisi han harkita
siirtymistd suoraan analyysin pariin. Jos taas MathMarket-kurssilla kerratut lukion asiat
tuntuvat tuottavan opiskelijalle paljon hankaluuksia, kannattaisi hanen ehka aloittaa

Calculus-kursseilla.

2.2. Tarve MathMarket-kurssille Jyvaskylan ammattikorkeakoulussa

Jyvaskylan ammattikorkeakoulun tekniikan ja liikenteen alan tarpeita MathMarket-
kurssille kartoitettiin haastattelemalla kyseisten alojen matematiikan opettajia.
Haastateltaville ldhetettiin etukdteen sahkopostilla haastattelupohja, jossa kerrottiin
haastattelun tarkoituksena olevan selvittdd, mitd matematiikan taitoja lukion pitkan
matematiikan opiskelijoiden olisi hyva kerrata ennen opintojen aloittamista. Lisdksi

sdahkopostissa kerrottiin, ettd ndiden tietojen avulla laadittaisiin uusi osio MathMarket-
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kurssille. Haastatteluja tehtiin kolme, ja lisdksi yksi opettaja vastasi sahkopostilla

haastattelupohjan kysymyksiin.

Haastateltavien kommenteissa esiintyy viittauksia Jyvaskylan ammattikorkeakoulun
matematiikan kursseihin. Kommenttien ja ammattikorkeakoulun matematiikan
tarpeiden ymmartamiseksi on syyta tutustua insindoriopiskelijoiden ensimmaisen
vuoden matematiikan kursseihin (Taulukko 3). Kaikille insin6oriopiskelijoille yhteisia
ensimmaisen vuoden kursseja ovat Matematiikka 1 ja 2 -kurssit (tai vastaavat kurssit).
Ainoastaan tieto- ja viestintdatekniikan tutkinto-ohjelman opiskelijat opiskelevat
Matematiikka 2 -kurssin vasta toisen vuoden syksylla. Tieto- ja viestintatekniikan
tutkinto-ohjelman  opiskelijoille  jarjestetddan ensimmadisen vuoden  syksylla
vapaavalintainen Matematiikan tukiopinnot -kurssi, jossa harjoitellaan niita
matematiikan perustaitoja, joita tarvitaan tulevissa matematiikan opinnoissa.

Taulukko 3. Insinéériopiskelijoiden ensimmdisen vuoden matematiikan kurssien siséllot (JAMK
2017).

Kurssi Sisallot

Algebran peruslaskutoimitukset, potenssien laskusaannot,
lausekkeiden sieventaminen, ensimmaisen asteen yhtalon
ratkaiseminen, prosenttilaskenta, yhtalén muodostaminen
sanallisesta tehtavasta, koordinaatiston kaytto, suoran piirtaminen
ja suorakulmaisen kolmion trigonometria.

Matematiikan
tukiopinnot

Algebran peruslaskutoimitukset, yhtalot, yhtaloryhmat,
trigonometria, alkeisfunktiot, kompleksiluvun kasite,
insin6oritieteiden sovelluksia seka mahdollisesti matriiseja,
geometriaa ja talouselaman sovelluksia.

Matematiikka 1

Funktioiden perusoperaatiot, raja-arvo ja jatkuvuus, derivaatta ja
Matematiikka 2 | integraali seka nadiden kasitteiden sovelluksia.

Jyvaskylan ammattikorkeakoulun matematiikan opettajien haastattelut osoittivat, etta
lukion pitkdn matematiikan oppimaaran opiskelu antaa erinomaiset valmiudet

erityisesti Matematiikka 1 ja 2 -kurssien opiskeluun. Haastateltavat totesivat seuraavaa:

“Meidédn Matematiikka 1 ja 2 ovat pitkdn matematiikan lukijoille

pddsddntoisesti kertauskursseja. Aiheet ovat lytyneet jo lukiosta.”

“Jos on opiskellut pitkdn matematiikan kohtuullisen hyvdlld tasolla, niin

niillé tiedoilla pystyy meidén kurssit hyvin hallitsemaan... Tekisi mieli
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sanoa, ettd heilld ei ole suuria vaikeuksia... Jos téissd meiddn porukassa

joku on kdynyt pitkéin matikan, niin se on melkein huoleton tapaus.”

Erdas haastateltava totesi, etta ammattikorkeakouluun tullessa riittdaa, kun hallitsee
ylakoulun matematiikan. Ammattikorkeakoulun kurssit jatkavat ylakoulun jalkeiselta

tasolta.

“Me toivottaisiin, etté he osaisivat vdhintddn yldastematematiikan.
Meiddn kurssit on nyt spesifioitu niin, ettd ne Idhtevdt yldasteen eivétké

toisen asteen jélkeen.”

Haastateltavien kommentteja tukee Sulkakosken (2016) vaitoskirja. Sulkakosken
tutkimuksen mukaan ammattikorkeakoulun tekniikan ja liikenteen alan
opetussuunnitelman sisallét katetaan hyvin lukion pitkdn matematiikan pakollisilla
kursseilla. Lukiossa pitkdn oppimaaran lukeneet olivat oppineet parhaiten juuri niita

taitoja, joita myods ammattikorkeakoulussa tarvitaan. (Sulkakoski 2016: 96-99, 161).

MathMarket-kurssia haastatellut opettajat pitivat silti tarpeellisena. Kaksi ndakékulmaa
nousi esille: ensinndkin kurssia voisi kayttaa kertaamiseen, jos lukion kdymisestd on
kulunut jo useampi vuosi. Toiseksi kurssi voi motivoida matematiikan opiskeluun, jos

kurssilla kaytettaisiin ammattialaan liittyvia konkreettisia esimerkkeja.

”Se voisi olla ehkd sellaisille pitkdn matematiikan opiskelijoille, joilla vaikka
armeija on tyhjentényt pddn tdysin tai muuten on ollut monta vuotta

taukoa, ettd pitdisi niin kuin palauttaa mieleen.”

”Osa vois olla sellaista tiettyd motivointia... Lukiolaiselle se voisi olla niin
kuin ”hei téadlld voi tehdd kaikkea hyvin konkreettista”. Vdhdn motivoivia
esimerkkejd integraalilaskentaan jostain massakeskipistetyyppisten

laskemisesta, ne ovat aina johonkin konkreettiseen liittyvid.”

Erds haastateltava toivoi matematiikan pitkdn oppimaaran lukeneiden kertaavan ennen
insin6oriopintojen alkua Matematiikan tukiopinnot -kurssin (Taulukko 3) sisaltdja. Myos
muut opettajat toivoivat samojen aihealueiden kertausta, vaikka eivat kurssia

maininneet.
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”Voisi kerrata perusasiat: murtolukujen laskutoimitukset,
potenssisddntdjd... Ne varmaan joskus on osattu, mutta ne on saattanut
unohtua. lhan perusasioita: yhtdlon pyérittelyd, ihan peruskouluasioitakin,
sulkujen kdyttéd, murtolausekkeita... suoran kdsite, plus-miinus kerto- ja

jakolasku, luvut.”

Haastattelujen perusteella koettiin tarkedksi kerrata peruslaskutoimitukset, potenssien
laskusdaannot, lausekkeiden sieventaminen, ensimmaisen asteen yhtalon ratkaiseminen,
prosenttilaskenta, yhtalon muodostaminen sanallisesta tehtdvastd, koordinaatiston
kayttd, suoran piirtaminen ja suorakulmaisen kolmion trigonometria. Tata havaintoa
tukee myos Sulkakosken (2016) tutkimus. Sulkakoski on tutkinut lukion matematiikan
oppisisaltdjen tarkeysjarjestystda ammattikorkeakoulujen insinddriopinnoissa (Kuva 1).
Tarkeimmiksi oppisisalloiksi Sulkakoski maarittelee juuri ylla olevat poissulkien
prosenttilaskennan seka lisdaten derivaatan ja integraalilaskennan. (Sulkakoski 2016: 91-
93.) Derivaatan ja integraalilaskennan kertaamiselle ei haastatteluissa nahty tarvetta,

koska nama aihealueet kdydaan lapi alusta lahtien ammattikorkeakoulun matematiikan

kursseilla.
Oppisisaltojen tarkeysjarjestys
5
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Kuva 1. Lukion matematiikan oppisisdltdjen tdrkeysjéirjestys insinéériopiskelijoiden kokemusten
mukaan (Sulkakoski 2006: 91).

Haastatellut halusivat monipuolisuutta ja kaytannonlaheisyyttd tehtdviin. Opettajat

toivoivat esimerkiksi kdytettavan erilaisia matemaattisia merkintatapoja, eri muuttujia
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seka soveltavia kdaytantoon liittyvia sanallisia tehtavia. Ammattikorkeakoulussa kaytetty
matematiikan kieli poikkeaa lukiomatematiikan kielestda, joten kurssille haluttiin
tehtavia, joiden kautta opiskelijan olisi mahdollista monipuolistaa kykyadan omaksua
erilaista matematiikan kielta. Ammattikorkeakoulussa ammattiaineiden opettajilla
saattaa olla kdytdssa erilaisia matemaattisia merkintdtapoja, joihin opiskelijoiden on

hyva tottua.
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3. MathMarket-kurssin uusittu rakenne ja sisalto

Jyvaskylan ammattikorkeakoulun matematiikan opettajat Anne Rantakaulio (tekniikan
ala), Niilo Kuokkanen (hyvinvointiala) ja Teemu Laitinen (liiketalouden ala) olivat
rakentaneet MathMarket-kurssin ensimmadisen kerran kevdalld 2016 osana Omalle
polulle korkeakouluun -hanketta. Kurssi oli suoritettavana verkossa Optima-
ympadristéssa ennen  ammattikorkeakoulun  aloittamista.  Kurssia  kokeilivat
ensimmaisena Jyvaskylan ammattikorkeakoulun teknologiayksikdn teollisuustekniikan
aloittavat opiskelijat, jotka olivat saaneet opiskelupaikan ammatilliselta vaylalta.
Alkuperaiselld MathMarket-kurssilla kerrattiin peruskoulutasoista matematiikkaa ja se
sai hyvan vastaanoton: 55 opiskelijasta 94 % piti alkuperaista MathMarket-kurssia hyvin

tarpeellisena.

Kurssin jatkokehitys ja laajennus aloitettiin kevaalla 2017. Peruskoulutasoisen
matematiikan lisaksi kurssin haluttiin kertaavan myos lukion Iyhyen ja pitkan
matematiikan osa-alueita. Mukaan kehittamishankkeeseen Ildhtivat Jyvaskylan
ammattikorkeakoulun lisaksi Jyvaskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitos
seka Jyvaskylan koulutuskuntayhtymda. Mukana olevista organisaatioista muodostettiin
MathMarket-tyéryhma, joka vastasi kurssin kehityksestd ja laajentamisesta.
Tyoryhmassa paatettiin, ettd kurssi jaetaan neljddn osaan ja ettd Jyvaskylan
ammattikorkeakoulu ja Jyvaskylan koulutuskuntayhtyma vastaavat jo olemassa olevien
osien (peruskoulumatematiikan kertaava osa ja ammattikorkeakoulumatematiikkaan
johdatteleva osa) laajentamisesta ja tehtdvien kehittamisesta. Jyvaskylan yliopiston
tehtdvana taas oli vastata uusien osien (lukion pitkdn matematiikan kertaava osa ja

yliopistomatematiikkaan valmistava osa) tehtdvien luomisesta.

MathMarket-tyoryhmassa sovittiin, ettd kurssin neljan osan nimet ovat Ajokortti 1a ja
1b (kertaavat osat) sekd Ajokortti 2a ja 2b (korkeakouluopintoihin johdattelevat osat).
Kukin Ajokortti laadittiin omaksi kokonaisuudekseen, joihin sisaltyi harjoitustehtavia,
kokeita ja erimuotoisia tukimateriaaleja. Opiskelija valitsi Ajokorteista kaksi riippuen
matemaattisesta lahtotasostaan ja siitd, mihin oppilaitokseen opiskelija oli tulossa

opiskelemaan (Kuva 2).
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Opiskelija
vastaanottaa

opiskelupaikan

Ammattikoulu tai

Lukion pitka
matematiikka
Ajokortti 1b

I

lukion lyhyt
matematiikka
Ajokortti 1a

Ajokortti 2a Ajokortti 2a Ajokortti 2b

Kuva 2. Opiskelijan suoritettavat Ajokortit MathMarket-kurssilla.

Opiskelijoille MathMarket-kurssi oli avoin siten, etta opiskelija pystyi kertaamaan
matematiikkaa miltd tahansa Ajokortilta. Kurssista suoritusmerkintaa ei kuitenkaan
myonnetty ennen kuin oli suorittanut oman korkeakoulunsa maaraamat Ajokortit. Tassa
luvussa esitellaan kaikki Ajokortit, mutta keskitytdaan ensi sijassa Ajokortteihin 1b ja 2b,

joiden tehtavien laatimisesta vastasivat aineenopettajaopiskelijat.

3.1. Ajokortti 1a

Ajokortti 1a oli tarkoitettu ammattikoulupohjaisille tai lukion matematiikan lyhyen
oppimaaran lukeneille opiskelijoille. Ajokortissa kerrattiin paljon peruskoulutasoista
matematiikkaa, sisaltdind olivat murtoluvut, laskujdrjestys, prosenttiluvut, kellonajat,
potenssit ja nelidjuuret, yksikbnmuunnokset seka koordinaatisto ja kuvaajat. Kuva 3
esittad Ajokortin 1a opiskelijan etusivun Moodle-oppimisymparistossa. Suorittaakseen
Ajokortin opiskelijan tuli ratkaista ajokorttikokeen 20 tehtavasta vahintaan 80 % oikein.
Ennen kokeen suorittamista opiskelijalla oli mahdollisuus tehda harjoitustehtavia.
Suurin osa Ajokortin materiaaleista oli Opetus.tv:n videoita, ja motivointina opiskelijoille

oli tarjolla erilaisia matemaattisia peleja.
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Ajokortti 10w

Ajokortti 1a

Tama ajokortti on sinulle, jos pohjakoulutuksesi on ammattiopisto tai lukion lyhyt
matematiikka.

Ajokortti 1a:n jalkeen sinulla tulisi olla muistissa

« positiivisilla ja negatiivisilla luvuilla seka murtoluvuilla laskeminen,
» laskujarestys,

= prosenttiluvun laskeminen,

» kellonaikojen kasitteleminen,

« tavallisimmat yksikkdmuunnokset

» potenssilaskut ja nelidjuun seka

= arvojen lukeminen kuvaajasta.

Laydat Materiaalikijasta materiaaleja, videolinkkeja ja linkkeja harjoituksiin, joiden avulla voit
palauttaa mieleen naité aiheita. Harjoitustehtavalla voit kokeilla, ovatko aiheet hallussa.
warsinainen suoritus tassa osuudessa on Ajokorttikoe 1a.

Kaytettavissasi on myds valikossa Pelivalikko erilaisia peleja, joilla voit harjoitella vastaavia
asioita.

IE Materiaalikirja 1a

B Pelivalikko

& Ajokortti 1a: Harjoitustentavat
Tata testia voit tehda niin monta kertaa kuin haluat. Tehtavat liittyvat ajokortti
ykkdsen materiaaleinin.
Harjoitustesti on avoinna 1.7. - 31.12.

Lue tarkkaan kokeen jalkeen palaute ja sen antamat vinkit.

IMuista harjoitella riittavasti ennen varsinaista ajokorttikoe 1a:ta, silld voit tehda
ajokoritikokeen vain kahdestil

& Ajokorttikoe 1a

araa riittavasti aikaal Koe on avoinna 1.7. - 31.12,

Kun olet vastannut kaikkiin tehtaviin, saat oikeat vastaukset. Osassa tehtavisia oikea
ratkaisu nakyy, kun viet kohdistimen antamasi vastauksen paalle.

Sinulla on kaksi yrityskertaa. Tavoite on 80 % oikein.

Onnea kokeeseen!

| | Ajokortin 1a itsearviointi ja palaute

Kuva 3. Ajokortin 1a opiskelijanédkymdi.

3.2. Ajokortti 2a

Ajokortti 2a (Kuva 4) oli tarkoitettu ammattikorkeakoulun insinddriopiskelijoille.

Tulevaisuudessa Ajokortin sisdltéa on tarkoitus laajentaa koskemaan

myos

hyvinvointialaa seka liiketalouden alaa. Taman Ajokortin pakollisina sisaltdina olivat
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suorakulmainen kolmio, pinta-alat ja tilavuudet, suorat koordinaatistossa, lausekkeiden
sieventdaminen ja ensimmadisen asteen yhtalon ratkaiseminen. Ajokortissa oli myos
opiskelijoille vapaaehtoinen fysiikan osio, johon sisdltyi kuvaajista lukemista,
nopeuslaskuja, vektorilaskentaa ja virheen arviointia. Fysiikan osio koostui 52

harjoitustehtavasta.

-4 Ajokortti 1b Ajokartti 2b»
Ajokortti 2a
Tama osio on kaikille tekniikan alan ammattikorkeakouluopiskelijoille. Mydéhemmin tama
ajokortti taydentyy hyvinvointialan ja liiketalouden tehtavilla.
Ajokortti 2a:n jalkeen sinulla tulisi olla muistissa

» suorakulmaisen kolmion ominaisuudet

» tavallisimmat pinta-alat ja tilavuudet

= suorien piitdminen ja suoran yhtalén muodostaminen

* |laskimesi peruskayttd

» lausekkeiden sieventdmissaanndt

» yhtaldnratkaisun perusteet
Laydat Materiaalikirjasta materiaalia videoina ja linkkeja harjoituksiin, joiden avulla voit palauttaa
mieleen niita aiheita. Harjoitustehtavalla voit kokeilla, ovatko aiheet hallussa. Varsinainen suoritus
tdssd osuudessa on Ajokorttikoe 2a.

Fysiikan ajokortti ei ole sinulle pakollinen, mutta sen sisaltéjen ja tehtavien avulla ndet mihin
matematiikkaa kaytetaan ja millaista fysiikan tuntemusta sinulta odotetaan. On siis erittéin
suositeltavaa tehda myds tama fysiikan ajokortti!

Kaytettavissasi on myds valikossa Pelivalikko 2a:ssa erilaisia peleja, joilla voit harjoitella vastaavia
asioita.

E Materiaalikirja 2a

E Fysiikan ajokortin materiaali

— Pelivalikko 2a

\/‘ Ajokortti 2a: Harjoitustehtavat

Tata testia voit tehda niin monta kertaa kuin haluat. Tehtavat littyvat ajokortti 2a:n
materiaaleihin.
Harjoitustesti on avoinna 1.7 - 31.12..

Lue tarkkaan kokeen jalkeen palaute ja sen antamat vinkit.

Muista harjoitella riittavasti ennen varsinaista ajokorttikoe 2ata, silla voit tehda ajokorttikokeen
vain kerran!

o Ajokorttikoe 2a

Varaa riittavasti aikaa. Koe on avoinna 1.7. - 31.12.

Kun olet vastannut kaikkiin tehtavin, saat oikeat vastaukset. Osassa tehtavista oikea ratkaisu
nakyy, kun viet kohdistimen antamasi vastauksen paalle.

Sinulla on kaksi yrityskertaa. Tavoite on 80 % oikein.

Onnea kokeeseen!
Q/‘ Fysiikan harjoitustehtavat

N&ita harjoitustehtavia voit tehda niin kauan kuin haluat.

Matematiikan osion tehtavat kannattaa tehda ennen tata osiota.

i | Ajokortin 2a itsearviointi ja palaute

Kuva 4. Ajokortin 2a opiskelijanédkymd.
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Ajokortin 2a suorittaminen opiskelijalle oli vastaavanlainen kuin Ajokortin 1a: 20
tehtavasta tuli saada vahintdadan 80 % oikein. Tassakin Ajokortissa opiskelijalla oli
mahdollisuus tehda harjoitustehtavia ennen koetta. Materiaalina matematiikan osioon
oli Opetus.tv:n videoita ja fysiikan osioon ammattikorkeakoulun opettajien itse tekemia
opetusvideoita. Opiskelijoille oli tarjolla erilaisia matemaattisia peleja myos tassa

Ajokortissa.

3.3. Ajokortti 1b

Ajokortti 1b (Kuva 5) oli tarkoitettu lukion matematiikan pitkdan oppimaaran lukeneille
opiskelijoille, jotka aloittivat opintonsa joko ammattikorkeakoulussa tai yliopistossa.
Tyoryhman kesken Ajokortille 1b osioiksi valittiin 1. Peruslaskutoimitukset, 2. Yhtadlot, 3.
Funktiot, 4. Geometria seka 5. Derivaatta ja integraali (Taulukko 4). Osioiden aihealueet
vastaavat Jyvaskylan ammattikorkeakoulun ja Jyvadskylan yliopiston matematiikan

opettajien haastattelujen seka Sulkakosken (2016) tutkimuksen tuloksia.

Taulukko 4: Ajokortin 1b osiot ja niiden sisdltdmdt aihealueet.

Osio Aihealueet
Murtoluvut, laskujarjestys, lausekkeiden sieventdaminen,

1. Peruslaskutoimitukset potenssilaskut, prosenttilaskut.

. Polynomit, murtolausekkeet, ensimmaisen ja toisen
2. Yhtalot asteen yhtalén ratkaiseminen, tulon nollasdanté.

Funktion nollakohdat, funktion arvojen lukeminen

3. Funktiot kuvaajasta, funktioiden kuvaajien leikkauspisteet.

Suorakulmainen kolmio, yhdensuuntaiset suorat,
4. Geometria kolmion ratkaiseminen, pinta-alat, mittakaava,
yksikkdympyra seka sini ja kosini.
Derivaattafunktion nollakohdat, funktion dariarvot,
polynomien integrointi ja derivointi, integraalin ja
derivaatan arvon lukeminen kuvaajasta,
derivointisdannot.

5. Derivaatta ja integraali

Osioiden lisdksi kurssilla oli loppukoe, jossa kasiteltiin kaikkia kurssin aihealueita.
Kertaamista helpottamaan kurssille oli koottu myo6s materiaalikirja, johon sisaltyi
kattavasti Opetus.tv:in videoita ja projektissa mukana olevien Jyvaskylan

koulutuskuntayhtyman matematiikan opettajien tuottamia videoita ja kuvia.
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Materiaalikirjan aineiston laajuus ylitti tehtdvien vaatimukset. Materiaalikirjan

lukeminen oli vapaaehtoista, mutta sita suositeltiin kurssin kuluessa.

<Ajokortti 1a Ajokortti 2a »
Ajokortti 1b

Tama osio on sinulle, jos opiskellut lukiossa matematiikan pitkan oppimaaran.
Ajokortin 1b tehtyasi olet kerrannut lukion sisallista seuraavat aihepiirit:

» Peruslaskutoimitukset
e Yhtalot

e Funktiot

* Geometria

» Derivaatta ja integraali

Lue ensin ajokortin 1b ohjeet ennen kuin siirryt materiaalikirjan ja tehtavien pariin.

=) Onjeita Ajokorttiin 1b

Ohessa Ajokortin 1b suontusohjelta ja vastausohjelta tehtaviin.

kuvan lahde http//theducklows.ca/newsite/wp-content/uploads/2016/11/zgfmyybg-
1371082658-776x415.jpg

=
l‘_’n] Materiaalikirja 1b

kuvan iahde: http:/Awww.mycutegraphics.com/graphics/book/math-book. html

Kuva 5. Ajokortin 1b opiskelijanédkymdi.

Jokaisessa osiossa oli harjoitustehtavia ja koe. Suorittaessaan kutakin osiota opiskelijan
oli ensin tehtdva annetut harjoitustehtavat. Harjoitustehtdvia ei arvosteltu, mutta niihin
oli vastattava. Harjoitustehtavaan vastaamisen jadlkeen opiskelijalle avautui
malliratkaisu, jossa kaytiin lyhyesti lapi myods tehtdvan ymparilla olevaa teoriaa.

Harjoitustehtavat olivat pakollisia opiskelijoille, jotta opiskelijat tutustuisivat Ajokortin
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tehtavatyyppeihin ja kehittdisivat itselleen laskurutiinia. Koska materiaalikirjan
lukeminen oli opiskelijoille vapaaehtoista, haluttiin harjoitustehtavien pakollisuudella

taata myo0s, etta jokainen kavisi lapi tietyn maaran tehtaviin liittyvaa teoriaa.

Harjoitustehtavien suorittamisen jalkeen avautui mahdollisuus tehda kyseisen osion
koe. Jos opiskelija suoritti kokeen hyvaksytysti (vahintaan 80 % oikein), paasi opiskelija
siirtymaan seuraavaan osioon. Mikali opiskelija ei lapaissyt koetta, opiskelijalle avautui
saman osion uusintakoe. Jokaisessa osiossa uusintakokeita oli kolme kappaletta, joista
viimeista sai yrittda niin monta kertaa, ettd paasi hyvaksytysti lapi (muita kokeita sai
yrittda vain kerran). Kunkin osion uusintakokeet koostuivat padosin keskendan
samantyylisista tehtavista ja kokeet oli suunniteltu niin, etta tehtdvien vaikeustaso laski
uusintakertojen myo6ta. Kun kaikki osiot olivat hyvaksytysti suoritettuna, paasi opiskelija
tekemaan loppukoetta. Loppukokeita oli vain kaksi kappaletta, eli yksi varsinainen
loppukoe ja yksi uusinta, joita kumpaakin sai yrittaa vain kerran. Loppukokeista toisesta
taytyi saada vahintdaan vaadittu 80 % maksimipisteistd, jotta Ajokortti oli hyvaksytysti

suoritettu.

3.4. Ajokortti 2b

Ajokortti 2b (Kuva 6) oli tarkoitettu yliopistomatematiikkaan valmistavaksi osioksi, ja se
oli suunniteltu tehtavaksi Ajokortin 1b suorittamisen jdlkeen. Ajokortin 2b tehtavat
painottivat kasitteellisyyttda ja abstraktia ajattelua. Ajokortin sisdltdjen valinnasta
vastasivat MathMarket-tyéryhman Jyvaskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen
laitoksen edustajat. Aiheiden valinnassa huomioitiin kyselysta ja haastatteluista saadut

tulokset.

Ajokorttiin 2b valitut osiot olivat Algebra, Alkeisfunktiot, Differentiaalilaskenta,
Analyyttinen geometria ja trigonometria sekd Todenndkoisyyslaskenta (Taulukko 5).
Osioiden nimien haluttiin ohjaavan niiden matemaattisten termien pariin, joita
yliopistomatematiikassa kaytetdaan. Vektorilaskentaa ei valittu mukaan, vaikka niin osa
opettajista kuin iso osa opiskelijoista oli toivonut sitd. Paatds tehtiin siksi, etta
vektoreista lukiomatematiikassa kaytettdvat merkinndt ovat tdysin erilaiset kuin

yliopistomatematiikassa kdytettavat. Uuden merkintdtavan opettaminen ei olisi ollut
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mahdollista kertauskurssilla, eikd vanhojen merkintdtapojen mieleen palauttaminen

olisi ollut mielekasta jatkoa ajatellen.

<4 Ajokortti 2a Lopuksip»
Ajokortti 2b

Tama osio on sinulle, joka suuntaudut opinnoissasi yliopistoon. Suorita ajokortti 1b
ennen tahan osioon siirtymista.

~| Onhjeita Ajokorttiin 2b

Lahde: http:/Avww. schooltips.com.ng/index. php/education

V/ Algebra: Harjoitustehtavia

Ei saatavilla, jollei: Saavutat vaaditun arvosanan akfiviteetissa Algebra:

Kuva 6. Ajokortti 2b:n opiskelijandkymd

Jokainen Ajokortin 2b osio piti sisdllaan harjoitustehtavia ja kokeen. Ajokorttiin 2b oli
siirretty osittain kokonaisuuksia, joita ammattikorkeakoulu ei kokenut tarpeelliseksi
kerrattaviksi asioiksi. Esimerkiksi logaritmifunktio ja koko Todennakdisyyslaskennan osio
siirrettiin Ajokortista 1b Ajokorttiin 2b. Ajokortin 2b suorittamiseen opiskelijoille
annettiin enemman valinnanvapautta: kaikki viisi osiota olivat suoritettavissa heti.
Opiskelijan ei siis tarvinnut edeta jarjestyksessa ja pelillistdminen oli jatetty kokonaan
pois. Jokaisesta osiosta tuli kuitenkin tehdd harjoitustehtdavdt ennen kuin paasi

suorittamaan osion kokeita.
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Taulukko 5: Ajokortin 2b osiot ja niiden sisdltdmdt aihealueet.

Osio
Algebra

Alkeisfunktiot

Differentiaalilaskenta

Analyyttinen geometria ja
trigonometria

Todennakaoisyyslaskenta

Aihealueet
Epayhtalot, murtopotenssi, muistikaavat.

Funktion monotonisuus, alkeisfunktiot, funktion
aariarvot.

Derivointi- ja integrointisadannot, funktion kuvaajan
tulkitseminen.

Radiaanit, ympyran ja paraabelin normaaliesitys,
yksikkdympyra seka sini ja kosini.

Klassinen todenndkdisyys, tapahtumien
riippumattomuus ja erillisyys, odotusarvo,
permutaatiot ja kombinaatiot.

Ajokortissa 2b ei ollut omaa erillistd materiaalikirjaa tai videokansiota, vaan Ajokortti oli

suunniteltu suoritettavaksi ilman ylimaardista materiaalia ja tarvittaessa opastettiin

palaamaan Ajokortin 1b materiaalikirjaan. Ajokortin 2b osioissa oli vain kaksi koetta,

joista kumpaakin sai yrittdaa vain kerran. Ajokortissa 2b ei ollut erillista loppukoetta

kuten Ajokortissa 1b. Ajokortti 2b katsottiin suoritetuksi, kun kaikkien viiden osion

jommastakummasta kokeesta oli saatu vahintaan 80 % oikein.
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4. Ajokorttien 1b ja 2b tehtavat

Tassa luvussa kasitellaan Ajokorttien 1b ja 2b tehtavia yksityiskohtaisemmin. Luvussa
esitellyt tehtavat on valittu siten, etta niiden kautta saisi mahdollisimman kattavan
kuvan kurssilla olevista tehtdvista. Tehtavien valinnassa on huomioitu my6s niiden
onnistuminen ja mielenkiintoisuus. Valitut tehtdavat ovat osioiden harjoitustehtavia ja
ensimmaisten kokeiden tehtdvid, koska jokainen kurssia suorittava opiskelija teki
vahintdan ne. Tarkemmat lukumaarat Ajokorttikokeiden suorittajista |6ytyvat liitteesta
1. Aluksi esitellaan Moodlen mahdollistamat tehtavatyypit, joiden jalkeen kasitellaan
Ajokorttien tehtdvia. Molempien Ajokorttien kaikki harjoitustehtavat malliratkaisuineen

seka ensimmaiset kokeet ovat kokonaisuudessaan liitteessa 2.

4.1. Tehtavatyypit

Moodle-verkkoymparisté mahdollisti lukuisia erilaisia tehtavatyyppeja, joista viitta
kaytettiin taman kurssin matemaattisiin kysymyksiin. Soveltuvia tehtavatyyppeja olivat
sellaiset, joihin pystyi kirjoittamaan matemaattista tekstia ja sellaiset, jotka Moodle

pystyi arvioimaan itse. Erilaiset tehtavatyypit auttoivat tehtavien monipuolistamiseen.

Kurssin tehtavistd suurin osa oli monivalintakysymyksid, koska kurssi rakennettiin ensin
edeltdavdaan oppimisymparistdoon, jonka ainoa tehtdvatyyppi oli monivalintatehtava.
Toisaalta monivalintatehtavien etu opiskelijan ndkokulmasta oli niiden yksinkertaisuus.
Monivalintatehtavan etuna oli tekijoiden kannalta se, etta vastausvaihtoehtoihin pystyi
kirjoittamaan matemaattista tekstia LaTeX-koodin avulla. Monivalintatehtavia
toteutettiin kahta erilaista tyyppia: tehtavid, joissa vaihtoehdoista oli valittavissa vain
yksi oikea ja tehtavia, joissa oli yksi tai useampi oikea vastaus (Kuva 7). Yhden tai
useamman oikean vastauksen tehtavissad tdydet pisteet jaettiin oikeiden vastausten
kesken ja vaarista vaihtoehdoista vahennettiin pisteita siten, ettd jos opiskelija vastasi
kaikki vaihtoehdot, sai han nolla pistetta. Toisin sanoen oikeiden vaihtoehtojen kesken
jaettiin 100 % tehtdvan pisteista ja vadrien vaihtoehtojen kesken -100 %.
Tehtavakohtainen minimipistemaara oli kuitenkin nolla, joten huono menestys

yksittdisessa tehtdvassa ei vaikuttanut negatiivisesti koko kokeen suoritukseen.
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Mitka luvut p toteuttavat yhtalon

pi+p=07?

Huomaa, etta vaarista vastauksista sakotetaan!

valitse yksi tai useampi:

2
V2

Kuva 7. Esimerkki monivalintatehtdvdstd, jossa oli yksi tai useampi oikea vaihtoehto (Yhtdlot
koe 1 tehtdvd 5).

Yhdistamistehtavassa oli tarkoituksena yhdistaa oikeat parit. Moodlessa vaihtoehtojen
tai kysymysten jalkeen oli pudotusvalikko, jossa kaikki eri vaihtoehdot olivat valittavissa
(Kuva 8). Vaihtoehtoja oli usein valittavissa enemman kuin kysymyksid. Rajoitteena
yhdistamistehtdvassa oli se, etta oikeita vaihtoehtoja kussakin kysymyksessa voi olla
vain yksi, eikd vaihtoehdot nayttavdan pudotusvalikkoon voinut kirjoittaa
matemaattista tekstida. Yhdistamistehtavaa kaytettiin  silloin, kun haluttiin

monivalintatehtava, jossa oli useampi lyhyempi kysymys.

Laske

@24_@2: valitse._. v

4#32+42= valitse__. v

Ly I R e s T R | LE

Kuva 8. Esimerkki yhdistdmistehtdvdstéd (Loppukoe 1 tehtdvd 1).
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Tehtavatyypeista aukkotehtavia (Kuva 9) oli kurssilla toiseksi eniten. Aukkotehtdvien etu
oli monivalintatehtaviin ndahden siina, etta opiskelija ei saanut vinkkeja ratkaisuun
annetuista vaihtoehdoista. Aukkotehtavat olivat myds teknisesti helppoja toteuttaa,
silla vastausaukon pystyi sijoittamaan minne tahansa kysymystekstiin ja niita saattoi olla
useita. Aukkotehtavien huono puoli oli vaatimus vastauksen tasmallisyydesta: oikeiksi
vastauksiksi taytyi manuaalisesti kirjata kaikki opiskelijan syotteet, jotka tarkoittivat
samaa kuin oikea vastaus, esimerkiksi desimaalipilkun lisdksi desimaalipiste
hyvaksyttiin. Tasta syysta sanallisia vastauksia aukkotehtaviin ei toteutettu, vaan suurin
osa aukkotehtdvien vastauksista oli desimaalilukuja. Lisaksi jokaiseen tehtdvaan tuli
kirjoittaa vastaamisohje, joka kertoi vastauksen halutun muodon, esimerkiksi "vastaa

yhden desimaalin tarkkuudella ilman yksikkoa”.

Laske funktioiden
g(r)=z?+z+1
ja

hiz)=c+1
kuvaagjien leikkauspiste.

Vastaus: leikkauspiste on( 0 .1 ).

Kuva 9. Esimerkki aukkotehtdvdstd (Funktiot koe 1 tehtdvd 6).

Numeerinen kysymys (Kuva 10) vastasi aukkotehtdvda, mutta aukkoon pystyi
kirjoittamaan vain lukuja, ja Moodle osasi tulkita vastauksen numerona. Tehtavatyypissa
tehtdvan laatija sai antaa vastaukseen virherajan, jonka sisdlld Moodle hyvaksyi
vastauksen. Huonona puolena numeerisessa tehtdvassd oli, ettd vastauslaatikon
sijaintia ei voinut muokata, eikd yhteen tehtavaan saanut kuin yhden vastauslaatikon.
Numeerista kysymysta kaytettiin arviointitehtdvissa tai silloin, kun vastauksen

tarkkuudella ei ollut merkitysta.
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Arvioi kuvaajan avulla funktion A(x) integraali yli valin [16,20].

hix)

Vastaa pelkkd lukuarvo!
Vastaus: 20

Lukitsen vastaukseni

Kuva 10. Esimerkki numeerisesta tehtdvdéstd (Derivaatta ja integraali harjoitustehtévd 5).

Stack-tehtdva (Kuva 11) oli matemaattisesti monipuolisin, mutta myds monimutkaisin
toteuttaa. Stack-tehtdviin ohjelmoitiin symbolinen laskin, joka antoi reaaliaikaista
palautetta opiskelijan syotteestd ennen vastauksen lukitsemista. Aikatauluhaasteiden
vuoksi Stack-tehtavia tehtiin vain yksi, joka voitiin lisata jokaiseen Yhtdlot-osion

kokeeseen, silla Moodle antoi tehtdavaan aina eri lukuarvot, eli tassa tapauksessa eri

suoran.

Muodosta kuvassa nakyvan suoran yhtala.

Tidy guestion | Suorita tesfitapaukset. .

\234

TN
s

Tarkista, etta ohjelma ymmartaa syotteesi (kertomerkki on tahti * )! Kayta
vaakakoordinaatin merkitsemiseen kirjainta x.

y= x+1

“astauksesi tulkittiin muodossa:

—xr+1

The variables found in your answer were: [ $:|

Kuva 11. Esimerkki Stack-tehtdvdstd (Yhtdlot koe 1 tehtdvd 2).
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4.2. Tehtavat Ajokortissa 1b

Ajokorttiin 1b laadittiin yli 200 tehtavaa, joista 174 valittiin Ajokortille tydoryhman kesken
(Taulukko 6). Osa tehtavista siirrettiin Ajokortille 2b, ja osa jai kokonaan pois kurssilta.
Lapaistakseen Ajokortin 1b opiskelijan tuli ratkaista vahintaan 74 tehtavaa, joista 40 oli

arvosteltavia koetehtavia.

Taulukko 6. Tehtdvien mddrd Ajokortilla 1b.

Osio Harjoitustehtavia Tehtavia per koe Yhteensa
Peruslaskutoimitukset 7 8 39
Yhtalot 7 5 27
Funktiot 5 6 29
Geometria 9 6 33
Derivaatta ja integraali 6 5 26
Loppukoe - 10 20

Osiokohtaisesti harjoitustehtavat ja kaikki osion kokeet olivat keskenaan hyvin
samankaltaisia, eli samat tehtavatyypit toistuivat kaikissa kokeissa samassa
jarjestyksessa hieman eri luvuilla tai muuttujilla. Opiskelijan oli tarkoitus pystya
tekemaan kokeen tehtavat harjoitustehtdvien malliratkaisuiden avulla kayttden
tukenaan materiaalikirjaa. Osioiden uusintakokeet suunniteltiin siten, ettd mikali
opiskelija osasi tietyn tehtdvan osion ensimmadisessa kokeessa, osasi opiskelija
oletettavasti vastaavan tehtdvdn kaikissa uusintakokeissakin. Harjoitustehtdvien
vaikeustaso oli tarkoituksella hieman korkeampi kuin kokeissa, ja jokainen uusintakoe

oli edellistdan helpompi.

Yhdeksi verkkokurssin haasteeksi koettiin opiskelijan motivointi. Opiskelijaa pyrittiin
motivoimaan omalla osaamisellaan: suurin osa tehtavista laadittiin perustasoisiksi ja
helpoimmat tehtavat sijoitettiin aina harjoitus- ja koetehtdvien alkupaahan. Tehtéavista
pyrittiin  myds tehdada mahdollisimman kaytannonldheisia ja monipuolisia niiden
mielenkiintoisuuden lisdamiseksi. Kurssin tehtdvien aiheina olivat muun muassa
jaakiekon maalivahtitilastot, frisbeegolf, shampooalennukset, lautapelit, Haluatko
miljonaariksi -ohjelma ja opintolaina. Lisdksi opiskelijoille annettiin positiivista

palautetta onnistuneen kokeen jalkeen.
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4.2.1. Peruslaskutoimitukset

Taman osion tehtavat kasittelivat padasiassa murtolukujen ja potenssien laskusaantoja
seka prosenttilaskuja. Monissa tehtadvissa esiintyi sekd potensseja ettd murtolukuja ja
mukana oli laskujarjestyssaantdja ja lausekkeiden sieventamista. Tama osio oli Ajokortin
1b laajin: seka harjoitustehtavissa etta kokeissa oli kahdeksan tehtavaa. Tehtavatyypit
olivat lukion matematiikan pitkdn oppimaaran suorittaneille tuttuja, mutta tehtaviin
haluttiin lisda haastetta, esimerkiksi ottamalla mukaan muitakin muuttujia kuin lukiossa

yleisesti kaytetyt x, y ja z.

Seka yliopisto ettd ammattikorkeakoulu toivoivat erityisesti harjoitustehtavan 6 (Kuva
12) kaltaisia tehtavia. Kertaamista toivottiin laskujarjestykseen, rationaalilausekkeisiin
ja laskimen kayttoon. Nama kolme aihealuetta yhdistettiin tehtavatyypiksi, jossa
laskimen syote yhdistettiin oikeaan lausekkeeseen. Tehtavassa oli mukana sini- ja
logaritmifunktiot, joita ei kurssilla vield kasitelty. Tarkoituksena oli tuoda esille nama
funktiot ja ndyttaa opiskelijalle, etta niita voi kasitelld kayttamatta niiden laskusaantoja.
Ainoa tehtévissa esiintyva sinifunktion ominaisuus oli merkintitapa sin?x := (sin x)?,

joka oli kuitenkin kaikissa vaihtoehdoissa valmiiksi oikein.

Kaikkiin kurssin monivalintatehtaviin suunniteltiin vaihtoehdot siten, ettd opiskelijan
mahdolliset virhekasitykset tai toistuvat virheet |oytyisivat vaihtoehdoista. Tehtavia
laadittaessa kiinnitettiinkin erityistda huomiota mahdollisimman hyvien vaihtoehtojen
kehittdmiseen. Esimerkiksi osion harjoitustehtdavdn 6 vaihtoehdossa (a) esiintyi
opiskelijan virhekasitys siitd, ettd murtolukua jaettaessa jakaja voitaisiin sieventaa
osoittajaan. Taustalla oli ajatus opiskelijan virheellisesta tavasta soveltaa murtolukujen
osamaaran laskusadantdd. Vaihtoehto (b) oli oikein. Vaihtoehtoon (c) taas lisattiin
ylimaaraiset sulut vakion ja muuttujan ymparille sekd muutettiin murtoluvun jakolasku
tuloksi. Tassa taustalla oli harhakasitys siitd, ettd osamaaran jakajana on koko se
lauseke, joka on kirjoitettu jakoviivan jalkeen. Vaihtoehdossa (d) oli sama virhe kuin
vaihtoehdossa (c), mutta jakolaskua ei oltu muutettu tuloksi. Vaihtoehdot suunniteltiin
niin, ettd vaihtoehdot (a) ja (b) seka (c) ja (d) olivat |dhelld toisiaan, jolloin ne eivat
johdattelisi opiskelijaa oikean vastauksen loytamiseen pelkkid vaihtoehtoja tutkimalla.
Ldhes kaikissa monivalintatehtdvissd oli mukana vaihtoehto (e) ei mikddn ndisté

vaihtoehdoista ohjaamassa opiskelijaa ratkaisemaan tehtdva padattelematta sita
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vaihtoehdoista. Kyseinen vaihtoehto (e) oli kuitenkin erittdin  harvoin

monivalintatehtdvan oikea vastaus.

Harjoitustehtivi 6. Kalle nipyvttelee laskimeen seuraavan svitteen
((sinz)*/In(1 — z*))/x — 1.
Miti seuraavista lausekkeista sviste vastaa?

.
(a) |:[E|Tfi} =l

iy -
{h} InFlnlm-;}m =il

.
(c) |::[|-$;|§}E::r.--1}

sin® z{r—1)
(d) In(1-z%)
(e} ei mikiddn niistd vaihtoehdoista

valitse yksi:
(@)
(B)
(c)
(d)
(e)

Vastauksesi on oikein.
RATKAISU:

Muokataan lauseketta

{(sinz)*/In{1 —z*))/z — 1 Muutetaan lausekkeen osamiirit murtolausekkeiksi.

! 4 .lt
'Inrlzlln—;: 1

e 1 Muntetaan merkintitapaa: (sinz)® = sin z.
sin
In{1—-xT)
=—"==1 Sievennetidn osamédri.
£
sin® 1

T In(l = z3) T
s’z
"~ In(l — z%)x

Oikea vastans on siis vaihtoehto (b).

Kuva 12. Peruslaskutoimitukset harjoitustehtdvd 6.
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Kaikkien harjoitustehtdavien ratkaisut suunniteltiin mahdollisimman selkeiksi ja
ytimekkaiksi, ja teorian perusteellinen selittaminen jatettiin materiaalikirjaan. Lisdksi
ratkaisuiden lopussa oli usein linkki materiaalikirjan sivulle tai suora linkki

opetusvideoon, jossa kasiteltiin harjoitustehtavan aihetta.

Koetehtdavan 5 (Kuva 13) kaltaiset kaksiosaiset tehtavat olivat yhdistamistehtdvan ja
monivalintatehtavan valimuotoja. Koska Moodlessa yhdistamistehtavan vaihtoehtoihin
ei saanut kirjoitettua matemaattista tekstia ja yksittdinen potenssin sievennys todettiin
lilan kevyeksi tehtdvaksi, toteutettiin matemaattiset yhdistamistehtdavat usein
monivalintatehtavind. Tehtavan tavoitteena oli kerrata potenssin laskusdantdja:
positiivista ja negatiivista eksponenttia, samankantaisten potenssien osamaaraa seka

muuttujan kasittelya eksponentissa.

Tehtavi 5. Sievenni lausekkeet (i) ja (ii). Valitse vaihtoehto, jossa molemmat ovat

oikein.
i) 2 . kg
(1) H'z 3
iy gn
(i) %
0.3 . n
(a) u:: ja r2
Op4 . n
(b) ka ja =
(¢) 3k~2¢g72 ja 2
¥ . _n
(d) “.i ja "2
(e) ei mikdéin niistéd vaihtoehdoista
Valitse yksi:
(a)
:bl
{C)
(d)

(e)

Kuva 13. Peruslaskutoimitukset koe 1 tehtdvd 5.

Tehtadva oli opiskelijoille jokseenkin haastava, silla tehtavasta keskimaarin saatiin 70 %
maksimipistemadrastda (104 vastaajaa). Tehtdva olikin peruslaskutoimitusten
ensimmaisen kokeen haastavin. Tehtavan 5 tehtavatyyppi oli opiskelijoille tuttu, mutta
esillepano oli erilainen, sillda molempiin kysymyksiin tuli vastata samaan aikaan.
Yhdistdmistehtavan ja monivalintatehtdvan valimuodon heikkoutena néahtiin

vaihtoehdot. Mikali opiskelija osaa laskea toisen kohdista (i) tai (ii), voi huolimaton
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vastaaja lukita kyseisen vaihtoehdon katsomatta toista laskua. Tasta syysta oikea
vastaus lausekkeelle (i) l16ytyi vaihtoehdosta (b) ja lausekkeelle (ii) vaihtoehtosta (d).
Opiskelijoiden kohtalainen menestys tehtdvassa saattaa johtua oikeasta vastauksesta:
(e) ei mikddn ndisté vaihtoehdoista, joka haluttiin Ajokortin alkuun muistuttamaan
opiskelijaa siitd, ettad jokainen tehtava pitaa ratkaista itse, eika oikeaa vastausta voi vain

paatelld vaihtoehtojen perusteella.

Kaikkien osioiden ensimmaisista kokeista peruslaskutoimituksissa lapipadsyprosentti oli
kaikkein heikoin, vain 69 % (Liite 1). Taman osion vaikeus saattaa selittya silla, etta
opiskelijalla oli luultavasti kulunut aikaa matematiikan tehtavien tekemisesta, joten
orientoituminen niiden tekemiseen saattoi aluksi hankalaa. Huonoimman menestyksen
saattaa selittdda myoOs se, ettd opiskelija ei ollut ensimmaisen osion kohdalla viela
tottunut verkkoalustan kayttéon. Kokeessa oli lisdksi kaikkein eniten osallistujia (103),
joista noin 14 % ei jatkanut Ajokortin suorittamista. Osa oli siis saattanut vain tulla

kokeilemaan, mista on kyse, eika siksi ollut panostanut Ajokortin suorittamiseen.

4.2.2. Yhtalot

Yhtalot-osion keskeisimpiin sisaltdihin kuului tietenkin yhtdlon ratkaiseminen. Osiossa
oli kerrattavana useaa erilaista yhtalotyyppid, joista yksi esimerkki on tulon
nollasaannolla ratkaistavat yhtalot. Harjoitustehtdvassa 4 (Kuva 14) yhdistyy yhteisen
tekijan ottaminen ja tulon nollasdaanndn lisaksi ratkaisujen sijoittaminen reaaliakselille.

Tehtdvan tavoitteena oli kerrata tulon nollasdanto ja palauttaa mieleen valin merkinta.

Osa Ajokortin 1b alkupuolen tehtavista, kuten harjoitustehtava 4, oli laadittu alun perin
vanhalle verkkoalustalle (Moodlen sijaan), jossa ainoa toteutettava tehtavatyyppi oli
monivalinta. Harjoitustehtavaa 4 haluttiin vaikeuttaa siten, ettad vaihtoehdoista ei nde
vastauksia (tai vihjeitd ratkaisuun), joten vaihtoehdot muutettiin valeiksi. Uusi
tehtavatyyppi todettiin lilan haastavaksi Ajokorttiin 1b, mutta yksi tehtava jatettiin
harjoitustehtavaksi. Vaikeustasoa laskettiin siten, ettd yhtdlén molemmat ratkaisut
kuuluivat ainoastaan yhdelle vaihtoehtojen valeista. Talloin, jos opiskelija osasi ratkaista

yhtalon, oli oikean valin valinta helpompaa.
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Harjoitustehtiava 4. Ratkaise yvhtalo
q° + 3¢* = 0.

Mille vilille arvot q kuuluvat?

Valitse yksic
(@)
(b)
(c)
(d)
(€)

“astauksesi on oikein.
RATKAISU:

le-' - 354;' 0 Erotetaan vhteinen tekija q'.
q’{r,l +3) =10

T'ulon nollasiiinnin nojalla g* = 0 tai g+3 = 0, jolloin ratkaisut ovat g = Oja g 3.
Molemmat ratkaisut kunluvat wilille | — 4.1], joten oikea vaihtoehto on (b).

Apua tulon nollasaannén muistamiseen seuraavasta linkista:

https:/fwww.youtube comiwatch?v=jrTkjdvS-cc.

Kuva 14. Yhtdlot harjoitustehtdva 4.

Osion ensimmaisen kokeen kolmannessa tehtavassa (Kuva 15) tarkoituksena oli soveltaa
yhtalonratkaisua arkielaman tapauksessa. Opiskelijan oli tarkoitus itse muodostaa
tarvittava yhtalo ja ratkaista se. Tehtdva oli poikkeuksellisen vaikea, silla vain 29 kokeen

tehneestd 92 opiskelijasta (noin 32 %) vastasi tehtavaan oikein.
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Uimisessa pitava Milla hyppaa suorakulmaisen sarmién muotoiseen uima-
altaaseen. Vedenpinta nousee talléin 0,1 dm. Millan tilavuus on 60 litraa.
Altaan pituus on kaksi kertaa niin pitka kuin sen leveys, ja lisaksi altaan
syvyys on 2 m. (Muista, etta 1 litra = 1 kuutiodesimetri.)

Mika on altaan pituus? Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

Altaan pituus on 3.5 metria.

Kuva 15. Yhtdlét koe 1 tehtdvd 3.

Tehtdvadssa tarvittiin avaruudellista hahmotuskykya, ja kuvan piirtaminen helpotti
tehtdvan ratkaisemista. Tehtava olisikin ollut varmasti helpompi, jos tehtavanannossa
olisi ollut mukana valmis kuva. Opiskelijaa saattoi osaltaan myos hamata
tehtdavanannossa annettu tieto altaan syvyydestd, jota ei tehtdvan ratkaisemiseen
tarvittu. Myo6s yksikbnmuunnosten tekeminen saattoi tuottaa opiskelijoille
hankaluuksia. Tehtavan oikea vastaus oli 3,5 metriad ja yleisin vaara vastaus oli 34,6
metrid, jonka vastasi 8 opiskelijaa. Todennakdisesti nama opiskelijat muodostivat ja
ratkaisivat yhtalon aivan oikein, mutta eivdat muistaneet tehda yksikkdmuunnosta

tehtavan lopussa.

4.2.3. Funktiot

Tassa osiossa harjoiteltiin funktion kuvaajan lukemista, sen lausekkeen muodostamista,
nollakohtien etsimista seka arvon laskemista. Harjoitustehtdvissa mukana oli myds yksi
raja-arvotehtdva raja-arvon mieleen palauttamiseksi, mutta koetehtaviin vastaavan
ajateltiin olevan liian vaativa. Funktiot-osio oli Ajokortin 1b osioista parhaiten osattu:

ensimmaisen kokeen lapipaasyprosentti oli jopa 90 % (Liite 1).

Yksi koko kurssin paatavoitteista oli motivoida opiskelijaa opiskelemaan matematiikkaa.
Esimerkiksi harjoitustehtavdssa 2 (Kuva 16) funktion kasite liitettiin arkielamaan.

Erityisesti ammattikorkeakoulu toivoi tallaisia tehtdvia. Tehtavassa tarvitaan esimerkiksi
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arkielamassakin hyodyllista taulukonlukutaitoa, mutta sen paatavoitteena oli funktion

kasiteen kertaaminen; mita tarkoittaa sahkoélaskun suuruus kulutuksen funktiona.

Mika seuraavista funkiioisia esittaa kuukausittaisen sahkolaskun suuruutia (€)
kulutuksen (KWh) funktiona?

YLEISSAHKOD Mittarin etusulake  Alv 24%

Perusmaksu €/kk 1x25-35 A 2 62
3x25 A-3x100 A

Energiamaksu snt/kWh 1,13

Kuvan lahde: hitp:/iwww. Jyvaskylanenergia fifilebank/992-
sahkon_myynti_ja_palveluhinnasto_2015.pdf

Valitse yksi:
E(x)=2,62x+0,0713
E(x)= 0,0713x+2,62
E(x)= 0,0713x
E(x)=7,13x-2 62

“astauksesi on oikein.
RATK AISU:
Riippumatta mittarin etusulakkeesta tai siihkénkulutuksesta joka kuukausi perus-
maksu on 2,62 €. Jokaista kulutettua kilowattituntia kohti lisiimaksua tulee 7,13 snt
eli 0,0713 €. Titen siihkilaskun snuruns kulutuksen funktiona thiyvtyvy olla
E(x) =0,0713x + 2.62,
eli vaihtoehto (6) on oikein.
Apua suoriin seuraavasta linkista:

https-//moodle.jyu.fifmod/book/view.php?id=55641&chapterid=284.

Kuva 16. Funktiot harjoitustehtdvd 2.

Taulukonlukutaidon  lisaksi ~ Ajokortissa 1b  painotettiin  kuvaajanlukutaitoa.
Ammattikorkeakoulu naki taman erittdin tarpeellisena kertauksena. Kuvaajien avulla
voitiin tuottaa monipuolisia ymmarrysta painottavia tehtdvia, joita ei voi ratkaista
pelkdan symbolisen laskimen avulla. Koetehtdvassa 2 (Kuva 17) kasiteltiin funktioon

liittyvia kasitteita: funktion nollakohdat seka sen arvo pisteessa ja sen arvojen etumerkit
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tietyilla valeillda. Tehtavaan oli myos sijoitettu lukiolaiselle hieman oudompia merkintdja,
kuten esimerkiksi vali ja erisuuruus. Tehtdavan tavoitteena oli ymmartaa kasitteiden

kirjoitettu muoto ja osata yhdistda ne kuvaajaan.

Katso funktion f kuvaajaa. Mitk& seuraavista vaittamista ovat totta?

Huom. Vaarista vastauksista sakotetaan!

Valitse yksi tai useampi:

f(=2)=0

f(0)#0
+ f(=2)=f(2)x
funktion arvot ovat negatiivisia valilla [ 0 ; 2 [
2 funktion arvot ovat posiiivisia valilla [ 0,2 [ X

v funktiolla f on enintaan kaksi nollakohtaa X

Kuva 17. Funktiot koe 1 tehtdvd 2.

Vaittamissa otettiin  huomioon opiskelijan mahdollinen virhekasitys funktion
nollakohdista. Opiskelija saattaa sekoittaa nollakohdat funktion arvoon nollassa,

johtuen erimerkiksi siitd, etta useat oppikirjojen funktioiden kuvaajista kulkevat origon
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kautta. Kyseista virhekdsitysta pyrittiin oikaisemaan kolmella ensimmaisella
vaihtoehdolla, joissa kahdessa ensimmaisessa oli funktion nollakohdat oikein ja
kolmannessa oli vaite funktion arvosta nollassa. Viimeiseen vaitteeseen sisaltyi
lukiotasoiselle opiskelijalle matemaattisessa tehtavassa vahemman tuttu sana:
enintdan. Helpompi muotoilu lukiolaiselle olisi ollut esimerkiksi funktiolla f on yksi tai
kaksi nollakohta(a). Pienella kieliasumuokkauksella tehtavaan haluttiin tuoda haastetta.
Tulosten perusteella tehtdava oli kuitenkin ollut opiskelijoille helppo: tehtdvan
pistemdaran keskiarvo oli 94 % maksimipistemaarasta (81 suorittajaa). Kukaan
vastanneista ei ollut vastannut kokonaan vaarin ja tdysin oikein vastasi jopa 81 %

opiskelijoista.

4.2.4. Geometria

Opiskelijat pitivat Ajokortista 1b kerdtyn opiskelijapalautteen (Luku 5.1.) nojalla
Geometria-osiota Ajokortin haastavimpana. Osiossa oli eniten kerrattavaa sisaltoa
(Taulukko 6), joten tehtdvien lukumaarakin oli suurin: 15 pakollista tehtdavaa. Tama
pyrittiin kuitenkin ottamaan huomioon tehtdvien vaikeusasteessa. Paddosin kaikki
tehtdavat suunniteltiin sellaisiksi, ettei symbolisesta laskimesta ole erityista apua
opiskelijalle. Tdma seka sanallisten tehtdvien suuri maara saattavat osittain selittaa

opiskelijoiden mielipidetta osion haastavuudesta.

Harjoitustehtavassa 6 (Kuva 18) kasiteltiin yksinkertaisten tasokuvioiden pinta-aloja ja
verrattiin niitd keskenaan. Tehtdvan tavoitteena oli kerrata pinta-alojen laskukaavat ja
taitaa niiden kayttaminen muuttujalla. Tehtdva asetettiin harjoitustehtavaksi, silla
muuttujasta riippuvien pinta-alojen vertailu koettiin opiskelijalle haastavaksi.
Vaihtoehtoihin listattiin kaikki kuusi eri kombinaatiota, tarkoituksena olla antamatta
vihjeitd opiskelijalle oikeasta vastauksesta. Ratkaisussa tasokuviot esitettiin oikeassa
koossa toisiinsa ndhden, jotta oikea vastaus olisi visuaalisesti selva. Algebrallinen
ratkaisu esitettiin pinta-alojen laskukaavojen avulla tarkkana arvona, mutta kertoimien

tarkat arvot pyoristettiin vertaamisen helpottamiseksi.
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Laita seuraavien tasokuvioiden pinta-alat suuruusjarjestykseen
suurimmasta pienimpaan.

- Ympyra, jonka sade onr/2
- Nelio, jonka sivun pituus on r

- Tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on r

Valitse yksi:
. Ympyra > Nelio > Tasasivuinen kolmio
' Ympyra > Tasasivuinen kolmio > Nelio
Nelié > Ympyra > Tasasivuinen kolmio «/
- Nelié > Tasasivuinen kolmio > Ympyra
~ Tasasivuinen kolmio > Ympyra > Nelio

Tasasivuinen kolmio = Nelid = Ympyra

RATKAISU:

Ympyrin pinta-ala A, on

W

i
Ay"—" ﬂ'(§)2= Z '7‘230,79'1'24
Nelion pinta-ala A, on
A, =12

Tasasivuisen kolmion pinta-ala Ay on

Fig TG V8 Lagnus o
g 3 41' 0,43 - r<.

Oikea vastaus on siis A, > A, > A;.

S

A=

Apua ympyran pinta-alan laskemiseen seuraavasta linkista:

https://moodie_jyu.fiimod/book/view.php?id=55641&chapterid=313

Apua kolmion pinta-alan laskemiseen seuraavasta linkista:

hitps://moodie_jyu.fiimod/bookiview.php?id=55641&chapterid=278

Kuva 18. Geometria harjoitustehtdvd 6.
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4.2.5. Derivaatta ja integraali

Derivaatta ja integraali -osiossa ei ollut lainkaan sanallisia soveltavia tehtavia. Sanalliset
tehtdvat korvattiin tehtavilla, joissa opiskelijan tuli osata tulkita laskun viélivaiheet ja
etsida mahdollinen virhe. Nailla tehtavilla pyrittiin korjaamaan opiskelijoiden mahdollisia
virhekasityksia derivointi- ja integrointisadanndista. Opiskelijoiden palautteen mukaan

virheidenetsimistehtavat olivat olleet mieluisia (Luku 5.1.).

Virheidenetsimistehtavat toteutettiin “valitse yksi” —monivalintatehtavina, jolloin
tehtavista sai pisteitda 100 % tai 0 %. Tehtavien pisteytys ja vaihtoehtojen muotoilut oli
suunniteltu siten, etta opiskelijan tuli tarkistaa kaikki derivoinnin (tai integroinnin)
vaiheet. Ei siis riittanyt, etta opiskelija derivoi itse kyseessa olevan funktion ja vertasi sita
tehtdvan derivoinnin  lopputulokseen, vaan opiskelijan taytyi ymmartaa
derivointisdannoét ja osata tarkistaa tehtavan laskun valivaiheet. Esimerkiksi joissain
tehtdvissa derivoinnin lopputulos oli oikein, mutta itse derivointiin oli upotettu toisensa

korjaavat virheet.

Koetehtdvan 3 (Kuva 19) tavoitteena oli kerrata yhdistetyn funktion ja trigonometristen
funktioiden derivointisdannot. Tehtava sujui opiskelijoilta hyvin, silla keskimaarin
tehtdavan maksimipisteistd oli saatu 91 % maksimipisteista (77 vastaajaa). Vaikka
opiskelijat pitivat kurssipalautteen perusteella Derivaatta ja integraali -osiota yhtena
Ajokortin vaikeimpana, oli ensimmaisen kokeen lapipaasyprosentti kuitenkin 87 % —
sama kuin myos haastavana koetussa Geometria-osiossa (Liite 1). Hyvat
lapipaasyprosentit ndissa osioissa saattaa selittda se, ettd ne olivat Ajokortin 1b
viimeiset, joten opiskelijat olivat harjaantuneet kurssin suorittamiseen. Lisaksi heikosti
motivoituneet opiskelijat olivat jo lopettaneet tdssa vaiheessa: Peruslaskutoimitukset-
osion ensimmaista koetta yritti 103 opiskelijaa, kun Geometria- sekd Derivaatta ja

integraali -osioiden ensimmaisia kokeita yritti enaa 77 opiskelijaa (Liite 1).

Kahden viimeisen osion hyva lapipadsyprosentti saattaa myos selittya silla, ettd niihin
on nahty enemman vaivaa. Moodlesta 10ytyy myds opiskelijoiden kokeisiin kdyttamien
aikojen tiedot, mutta ne eivat valitettavasti taman kurssin kohdalla kerro juuri mitaan.
Opiskelijan ei ole tarvinnut suorittaa kurssia yhdeltd istumalta, vaan hdn on voinut

suorittaa sitd pala kerrallaan omien aikataulujen mukaan. Tastd syystd Moodlen
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suoritusaikatiedoissa saattaa nakya kaksi viikkoa, vaikka todellisuudessa aktiivinen

suoritusaika olisi ollut muutamien tuntien suuruusluokkaa.

IMika seuraavassa derivoinnissa menee vaarin?

D(cos(2z))=D(2z)sin(2x)=2sin(2x).

Valitse yksi:
Ei mikaan, derivointi on tehty oikein.
UUseampi alla olevista vaintoehdoista.
Derivoitua ulkofunktiota ei tulisi kertoa sisafunktion derivaatalla.
Kosinin derivaattafunktio ei ole sini.

Sisafunktio on derivoitu vaarin.

Kuva 19. Derivaatta ja integraali koe 1 tehtdvié 3.

4.2.6. Loppukoe

Ajokortin 1b lopuksi opiskelijoiden tuli suorittaa loppukoe, joka poikkesi muiden
osioiden kokeista siten, etta sitd sai yrittaa vain kahdesti (Loppukoe 1 on liitteessa 2).
Loppukokeissa oli kaksi tehtavaa kuhunkin kerrattuun osioon liittyen. Tehtdvien
vaikeustaso suunniteltiin helpommaksi kuin osioiden koetehtdvissa. Loppukokeen

tehtavat olivat kuitenkin hieman erityyppisia kuin osioiden kokeiden tehtavat.

Lapipdasyprosentti Ajokortin osioiden ensimmaisissa kokeissa kasvoi
peruslaskutoimitusten noin 70 %:sta kolmen viimeisen osion noin 90 %:iin. Loppukokeen
l[apipadsyprosentti oli kuitenkin vaatimaton 62 % ensimmaisessa loppukokeessa ja
toisessa vain 34 % (Liite 1). Tama selittynee silla, etta loppukokeessa kasiteltiin kaikkia
aihealueita, eikd opiskelija siksi valttamatta tiennyt, mitd matemaattista
ratkaisumenetelmaa tehtava vaatii. Ajokortin kokonaisuuden hallitseminen oli tietysti
hankalampaa kuin yhden yksittdisen aihealueen. Ennen loppukoetta ei mydskadan ollut
harjoitustehtavia, joista olisi saanut mallivastaukset tyypillisiin koetehtaviin. Toisaalta
opiskelijat olivat kuitenkin saaneet hyvaa harjoitusta tehtadvien tekemiseen aiemmista
osioista ja kurssin asioiden olisi pitdnyt olla hyvdssa muistissa. Voi siis olla, etta

loppukokeen vaikeustaso oli kuitenkin hieman liian korkea.
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4.3. Tehtavat Ajokortissa 2b

Ajokortin 2b tavoitteena oli valmistella opiskelijaa erilaisilla tehtavatyypeilla
abstraktimpaan ajatteluun sekd ohjata opiskelijaa perustelemaan vastauksiaan
matemaattisesti. Tehtavat olivat Ajokortin 1b tehtavia teoreettisempia ja pohjautuivat
enemman matemaattisiin maaritelmiin. Kokeita laadittaessa haluttiin ottaa huomioon
se, ettd opiskelija ei voisi suorittaa koko Ajokorttia pelkastdan kayttdaen symbolista
laskinta. Pieni osa tehtavista oli kuitenkin ratkaistavissa laskimen avulla. Laskimen kaytto
on lukiossa vield suuressa roolissa, mutta yliopistomatematiikassa laskimesta on hyotya
vain hyvin harvoissa tilanteissa. Osa Ajokortin 2b tehtavista siirrettiin Ajokortista 1b,
koska ne todettiin lilan haastavaksi Ajokorttiin 1b. Suurin osa tehtdvista kuitenkin

laadittiin vastaamaan vain yliopiston tarpeita.

Tehtdvia Ajokortissa 2b oli yhteensa 81, joista 52 tuli tehda saadakseen kurssista
suoritusmerkinnan (Taulukko 7). Tehtavia oli siis huomattavasti vdhemman kuin
Ajokortissa 1b, mutta niiden vaikeustaso oli korkeampi. Ajokortin 2b suorittaneita
opiskelijoita oli 18, mutta joissakin Ajokortin osioissa oli enemmankin suorituksia. Tama
selittynee silld, etta jotkut opiskelijat olivat aloittaneet Ajokortin tekemisen, mutta eivat
olleet suoriutuneet kokeista riittdvan hyvin saadakseen Ajokorttia suoritetuksi, joten he

jattivat Ajokortin kesken.

Taulukko 7. Tehtdvien lukumddrd Ajokortilla 2b.

Osio Harjoitustehtavia Tehtdvia per koe | Yhteensa

Algebra 5 6 17
Alkeisfunktiot 4 6 16
Differentiaalilaskenta 3 6 15
Analyytti tri

. na'yy inen g‘eome ria 6 6 18

ja trigonometria

Todennakdisyyslaskenta 5 5 15

4.3.1. Algebra

Taman osion tarkoituksena oli palauttaa opiskelijan mieleen murtolukujen ja potenssien

laskusdantoja sekad binomin nelion muistikaava. Tehtdvissa haluttiin myos tutustuttaa
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opiskelija kdyttamaan muitakin muuttujia kuin lukiossa yleisesti kdytetyt x, y ja z. Suurin
osa tehtdvistd oli perinteistd lausekkeen sieventamistd, mutta mukana oli myods
muutama sanallinen tehtdva, joissa kuitenkin mitattiin edelleen yksinkertaisten

laskusaantdjen osaamista.

Ensimmaisen kokeen tehtdvassa 2 (Kuva 20) oli tarkoituksena palauttaa mieleen
binomin nelion laskukaava. Lukiossa kyseistd laskukaavaa on ehkd kaytetty lahinna
binomin nelion auki laskemiseen, mutta nyt haluttiin korostaa lausekkeen sieventamista
binomin nelidksi. Laskukaavaa kaytettiin siis ikdan kuin “toiseen suuntaan”. Tehtdvan
avulla haluttiin painottaa laskukaavoissa esiintyvan yhtasuuruuden ymmartamista.
Mikali opiskelija koki annetun lausekkeen muuntamisen binomin nelidksi laskukaavan
avulla liian haastavaksi, hanelld oli myds mahdollisuus sieventdaa kaikki annetut
vaihtoehdot ja verrata niita annettuun lausekkeeseen. Kokeen tuloksia analysoitaessa
kavi ilmi, ettd jokainen Ajokorttia suorittanut opiskelija oli osannut tehda tehtavan
oikein. Binomin nelién muistikaava oli siis opiskelijoilla joko hyvin hallussa tai he olivat

saattaneet hyodyntaa laskinta tehtavan ratkaisemisessa.

Binomin nelidn muistikaava on

a2+2ab+b2=(a+b)°.

IMika vaihtoehdoista on yhtasuuri lausekkeen

252422 zy+y2

kanssa®?

valitse yksi
(25—1—;1;)2
(22)*+y2)?
(vZz+y)?
(»@5;+y)2

Ei mikaan naista vaihtoehdoista

Kuva 20. Algebra koe 1 tehtdvd 2.

Ensimmaisen kokeen viidennen tehtdvan (Kuva 21) tarkoituksena oli kerrata potenssin

ja nelidjuuren laskusdantoja seka nelidjuuren maarittelyehtoa sanallisen tehtavan
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muodossa. Tehtdvdssa esiintyvaan Millan vaitteeseen lisdttiin viittaus negatiivisiin
lukuihin tehtavan helpottamiseksi, mutta silti vain hieman vyli puolet kurssin
suorittaneista oli osannut tehda tehtdavan. Taman osion ensimmaisen kokeen lapaisi

73 % osiota tehneista 22 opiskelijasta.

Millan ja Henrin debatista jai jaljelle kaksi vaittamaa, joista he olivat
seuraavana paivanakin eri mielta. Ovatko Millan Ja Henrin vaittamat totta?

« Milla:
Luvun a nelidjuuren nelid on yhtasuuri kuin luvun a nelién nelidjuur, jopa
negativisilla luvuilla a.

= Hemnr:
- (aa:, & - L .
YREEIO o, — (CLG) on totta Kaikilla positiivisilla luvuilla a.

Walitse yksi:
Seka Milla etta Henri ovat oikeassa

“ain Milla on oikeassa
“ain Henri on cikeassa

Seka Henri etta Milla ovat vaarassa

Kuva 21. Algebra koe 1 tehtdivdé 5.

4.3.2. Alkeisfunktiot

Tassa osiossa tarkoituksena oli palauttaa mieliin eksponentti- ja logaritmifunktioiden
ominaisuuksia seka syventaa funktioiden kasitteita. Suurin osa tehtavista oli rakennettu
siten, ettd opiskelijalle oli annettu tarvittava teoria, jota soveltamalla tehtava tuli
ratkaista.  Tehtavissa harjoiteltiin matemaattista lukutaitoa, jolla on
yliopistomatematiikassa suuri rooli. Tehtdvissa harjoitettiin myds opiskelijan taitoa
perustella asioita, silla yliopistomatematiikassa perusteleminen on taysin eri tasolla kuin
lukiomatematiikassa. Kokonaisuudessaan alkeisfunktioiden osio meni hyvin: 20

opiskelijasta 75 % paasi ensimmaisella yrittamalla api.

Alkeisfunktiot-osion harjoitustehtdvassa 3 (Kuva 22) opiskelijan oli tarkoitus osata
soveltaa annettua ehtoa tietylle funktiolle. Tehtavassa testattiin erityisesti opiskelijan

kykya perustella tekemidan paatelmia. Tehtdvan pohjana oli opiskelijoiden harhakasitys,
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jonka mukaan kaikki funktiot olisivat lineaarisia. Tehtdavdn yhtena tarkoituksena oli
selventda opiskelijalle, ettda yksittdisen vastauksen I6ytaminen ei tarkoita yhtalon
toteutumista kaikilla reaaliluvuilla. Tehtdavan oli myos tarkoitus havainnollistaa, etta

toisaalta yksittaisen vastaesimerkin I6ytaminen kuitenkin kumoaa vaitteen.

Eradlle funktiolle g patee ehto H:

H: g(y—I—z) — g(y)+g(z) kaikilla y, z € R.
Pateekd ehto H funkiiolle

f(@)=(z+1)*7

Valitse oikea perustelu.

Valitse yksi:
(a) Patee, silla enhto toteutuu sijoittamalla 4y = 0=z
(b) Patee. sild f(r+41)=(z+1)%
(c) Ei pade, silld ehto ei toteudu sijoittamalla ¥ =1 ja z = 0.

(d) Ei pade, silla funktion f kuvaaja on paraabeli.

Vastauksesi on oikein
RATKAISU:

= (a) Perustelu on vaarin: ehto ei toteutudu, kun y = O== ja vaikka
toteutuisikin, se ei riittdisi. Se, ettd 10ydetddn jotkin luvut, jotka
toteuttavat yhialdn, ei takaa, eftd ehto olisi totta kaikilla reaaliluvuilla Y
Z

= (b) Perustelu on vaarin ja holynpdlya f{$+1:|?é|:3:+1)2 eikd tAma
liity annettuun ehtoon milldsn tavalla

s () Perustelu on oikein: ehto H ei toteudu Kaikilla reaaliluvuilla, jos
Idydetdan yksikin vastaesimerkki, jolla ehto ei toteudu. Siis koska

FO+1) = 4:£5 = F(0)+ f(1), ento ei pade funktiolle f

s (d) Perustelu on vaarin: funktion f kuvaaja on todella paraabeli, mutta
annettuun ehtoon perustelu ei ota kantaa

Kuva 22. Alkeisfunktiot harjoitustehtdvd 3.
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Tehtdva oli hyvin erityyppinen kuin mihin lukiolaiset ovat yleensa tottuneet, ja se meni
osion harjoitustehtavista selvasti heikoiten. Suorituskertoja oli 31 ja vaaria vastauksia oli
jopa 15, joista 14 oli vaihtoehto (d). Koska kyseessa oli harjoitustehtava ja annetulla
vastauksella ei ollut Ajokortin suorittamisen kannalta valid, saattoi kyse olla vain
sattumasta. Toisaalta voi myds olla, ettd opiskelijat tiesivdit ehdon
paikkansapitamattomyyden ja huomasivat funktion kuvaajan olevan paraabeli, joten he

siksi valitsivat kyseisen vaihtoehdon miettimattd, onko perustelu jarkeva.

4.3.3. Differentiaalilaskenta

Taman osion tarkoituksena oli kerrata differentiaalilaskentaa monipuolisesti. Erityisesti
haluttiin tuoda ilmi eri derivointisdantdjen nimedmista, jotta opiskelija tiedostaisi, mita
saantda han kayttaa missakin valivaiheessa. Tarkoituksena saantdjen tiedostamisessa oli
ohjata opiskelijaa kohti yliopistomatematiikassa tarvittavaa laskujen valivaiheiden
yksityiskohtaista perustelemista. Saantdjen nimedamiseen ei voi kayttda symbolista
laskinta, joten tehtavatyyppi sopi Ajokorttiin hyvin. Tehtdvissa harjoiteltiin lisdksi
funktion kuvaajan perusteella sen derivaattafunktion arvojen tulkitsemista. Tassa

osiossa oli mukana funktioihin liittyvia tehtavia.

Osion ensimmadisen kokeen toisen tehtdavan (Kuva 23) tarkoituksena oli palauttaa
mieleen funktion kulkukaavion tutkiminen, epayhtaldiden yksinkertainen kasittely seka
maarittelyjoukon merkitys. Tama oli mennyt kokeen tehtavista selvasti huonoiten, jopa

kuusi koetta tehneesta 19 opiskelijasta (noin 32 %) oli vastannut tehtavaan vaarin.

Tehtdvan hankaluus johtui varmasti osittain siitd, ettd se oli differentiaalilaskennan
osiossa, jolloin opiskelija saattoi kuvitella kyseessd olevan derivointi- tai
integrointitehtdva, eika siksi ymmartanyt, mita tehtavassa olisi pitanyt tehda. Tallaista
tehtdvaa vastaavaa harjoitustehtavaa ei myoskaan ollut, joten opiskelijalle ei ollut
tarjolla mallia tehtdvdan tekemiseen. Toinen hankaluus tehtdvassd oli luultavasti
muuttujalle x annettu ehto ja sen soveltaminen. Erds sudenkuoppa tehtdvassa oli myos
se, ettd mikali nelidjuuri otetaan epayhtdalon molemmilta puolilta, tulee huomioida

itseisarvot. Tehtdvan ratkaisun olisi toisaalta voinut myos paatelld sijoittamalla valin
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arvoja ja vertaamalla tuloksia annettuihin vaihtoehtoihin, joten tehtavan ei olisi pitanyt

olla ylivoimaisen vaikea.

Olkoon funklio f(z) = (1:_3)2. Missa valin x € ]D,E] pisteissa
epayhtald

flzy<d

toteutuu?

Valitse yksi:
z €10,2]
z €[1,5]
7 €]1,2]
z €[2,5]

Kuva 23. Differentiaalilaskenta koe 1 tehtdvd 2.

Osion ensimmadisen kokeen neljassa tehtavassa (Kuva 24) helppo integroimistehtava
tehtiin hankalan nadkdiseksi lisaamalla lukiolaiselle entuudestaan tuntematon sana
primitiivi. Tehtavassa opiskelijan tuli osata tulkita derivaattafunktion merkinta: funktion
f(x) derivaattafunktio on f'(x), ja ymmartaa, mitd annetussa lauseessa sanotaan.
Tehtdvadssa oletettiin olevan hankaluutena ymmartaa, tuleeko annettua lauseketta

derivoida vai integroida.

Funktiota F'(x) sanotaan funktion f(z) primitiiviksi, mikali P/ () = f(z)
Kaikilla

Mika seuraavista on funktion g(r) = 2241 primitiivi?

Yalitse yksi:
h(r)=4z
() =234z

h(x) = %5:34—55—5
h(z)= %$3—|—$2—|—3j—|—1

Kuva 24. Differentiaalilaskenta koe 1 tehtdivd 4.
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Tehtdava meni ensimmaisen kokeen tehtavista toiseksi huonoiten, mutta kuitenkin 80 %
opiskelijoista ratkaisi tehtavan oikein. Taman osion koe oli mennyt Ajokortin osioiden
kokeista huonoiten: 68 % opiskelijoista padasi ensimmaiselld yrityksella lapi. Ero ei
kuitenkaan ole merkittava muiden osioiden kokeiden lapipaasyprosentteihin verrattuna

(Liite 1).

4.3.4. Analyyttinen geometria ja trigonometria

Analyyttisen geometrian osalta tarkoituksena oli kerrata ympyran ja paraabelin
yhtaloita padasiassa niiden algebrallisten ominaisuuksien takia. Ympyran yhtalo haluttiin
mukaan tahan osioon siksi, ettd sen avulla on hyva harjoitella nelidksi taydentamista, ja
paraabelin yhtalo siksi, ettd opiskelija saisi harjoitusta yhtdloryhmien ratkaisemiseen.
Trigonometrian osalta tavoitteena oli palauttaa opiskelijan mieleen radiaanien
kdayttaminen ja yksikkdympyran tulkitseminen. Mukana oli myds yksi tehtava sinin
kuvaajasta sen muodon mieleen palauttamiseksi. Tehtavatyypit olivat opiskelijoille
lukiosta tuttuja ja jopa noin 79 % opiskelijoista lapdisikin taman osion ensimmaisen

kokeen.

Osion ensimmaisessa harjoitustehtavassa (Kuva 25) piti muuttaa normaalimuodossa
annettu ympyran yhtalo sen keskipistemuotoon. Tehtdvassa annettiin tarvittavat tiedot
sen ratkaisemiseksi, mutta opiskelijan tuli ymmartaa lukemansa informaatio ja osata
soveltaa sitd. Nelioksi tdydentdaminen ei valttamatta ole lukiolaiselle kovinkaan tuttu
asia, joten tehtavan malliratkaisusta haluttiin tehda tarpeeksi yksityiskohtainen. Taman
osion ensimmaisen kokeen ensimmainen tehtava oli vastaavanlainen, mutta hieman eri

kertoimilla. Kokeessa opiskelijoista 90 % osasi ratkaista kyseisen tehtdvan oikein.

Kuva 26 esittdd ensimmadisen kokeen viidennen tehtdvan. Tehtdvan tarkoitus oli
palauttaa mieleen se, etta trigonometriaan liittyy oleellisesti monia eri muistikaavoja,
joista yksi oli otettu esiin tdhdn tehtdvdaan. Tehtdvd ohjaili opiskelijaa
yliopistomatematiikan pariin, silld yliopistomatematiikassa usein esitellddn ja
todistetaan jokin lause, jota opiskelijan tulee sitten osata soveltaa tehtdvissa. Tahan

tehtavaan laskukaavan perustelu oli lisatty kuvan muodossa.
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Ympyran yhtalé voidaan iimoittaa normaalimuodossa
z2+y2+ar+by+c=0
tai keskipistemuodossa
2 2_
(=) +(y—yy) =72
kun ympyran keskipiste on (:co,yo) jasadeon .

Eraan ympyran yhtalén normaalimuoto on
72 4y2 254243y =0.

Muuta ympyran yhtald keskipistemuotoon. Anna vastauksessa ympyran Keskipiste ja sade.

Valitse yksi:
Keskipiste on (1,—3)ja sade on 4
Keskipiste on (—1,3)ja sade on 2.
Keskipiste on (l,vﬁ) ja sade on 2.
Keskipiste on (1,—1/3) jasadeon 2.

Keskipiste on (1,3)ja sadeon 4 .

Vastauksesi on oikein.
RATKAISU:
Normaalimuoto tulee siis taydentad nelicksi molempien muuttujien x ja ¥ suhteen:
£24y2—22+2v3y = 0
52-25+y242/3y = 0
£2-2-1-z4y2+4+2-v3-y = 0 H(12++v32)
(,552—2-1-5:4—12)—|—(y2+2-1/3-y—|—1/32) = 12432 ||a,2+2ab—|—52:(a,+b)2
(z—1)*4+-(y+v3)% = 4
(z—1)*4-(y+v3)* = 22

Nyt ympyran yhtald on saatu keskipistemuotoon, josta nahdaan, etta keskipiste on (1,—’1:’3) jasade on 2.

Kuva 25. Analyyttinen geometria ja trigonometria harjoitustehtdvd 1.

Tama ensimmaisen kokeen viides tehtava osoittautui osion hankalimmaksi, mutta sen

oli silti osannut tdysin oikein 79 % opiskelijoista. Tehtavaa suunniteltaessa pelkona oli,

ettd opiskelijat eivat ymmarra tehtavan rakennetta, eivatka siksi osaa vastata tehtavaan.

Huoli kuitenkin osoittautui turhaksi, silla jokainen opiskelija oli osannut valita

vaihtoehdoista kaksi: yhden a)-kohdan kysymykseen ja toisen b)-kohdan kysymykseen,

tai pelkan viimeisen vaihtoehdon Ei mitkddn ndistd vaihtoehdoista.
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Milla katsoo yksikk@ympyrasta Pythagoraan lauseen avulla, etta kulman o
sinin ja kosinin arvoille patee

sin‘c4cos2a=1.

T = cosa
Yy = sina

Slevenna edellista lausetia Ha}ttaen lausekkest
Agindatsinacosia

b) (sinc—cosa)?

Valitse }"kSi tai Llseampi:
3 sin’a+sinacos?a =sina
Asin’a+sinacos?a =sina-+1%
Asin’a+sinacos?a =sina-+cosa X
bl'(sina—cosa)z:—QSina-cosa- X
b) (s:illaf—cc:-sa)2 = —sina-cosa+1 X

e 9 .
b) (sina—cosa)® = —2sina-cosa+1

Ei mitk&an naista vaihtoehdoista. X

Kuva 26. Analyyttinen geometria ja trigonometria koe 1 tehtdvd 5.

4.3.5. Todennakoisyyslaskenta

Taman osion tarkoituksena oli kerrata todenndkdisyyslaskennan perusasioita
helpohkoilla perustehtavilld. Osiossa kaytiin lapi riippumattomat ja erilliset tapahtumat,
vastatapahtuman todennakoisyys, odotusarvo sekd kombinaation ja permutaation
kasitteet. Harjoitustehtavissa annettiin tehtdvissa tarvittava teoria ja laskukaavat, joita

kokeiden tehtdvissa tuli kdyttda. Koe- ja harjoitustehtdvat olivat keskendan hyvin
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samankaltaisia ja samassa jarjestyksessd, joten opiskelijan oli helppo palata
harjoitustehtaviin lukemaan tarvittavaa teoriaa. Osion kaikki tehtadvat olivat sanallisia ja
niihin oli liitetty jokin tarina tai konsepti, jonka oli tarkoitus motivoida opiskelijaa

mielenkiintoisuudellaan seka tehda tehtavat helpommin lahestyttaviksi.

Osion ensimmaisen kokeen viimeisen tehtavan (Kuva 27) tavoitteena oli havainnollistaa
permutaation ja kombinaation eroa. Tehtdvdd suunniteltaessa hankaluudeksi
osoittautui tehtavan sanallinen muotoilu. Oli haastavaa koettaa lyhyesti ja ytimekkaasti
osoittaa, ettd jalkimmaisessa kohdassa ei ole valid, minkd pizzan kukin henkil6 tilaa
(toisin kuin ensimmaisessa kohdassa). Tehtava olikin selvasti kokeen hankalin, silld vain
seitseman 19 opiskelijasta (noin 37 %) oli osannut ratkaista tehtavan taysin oikein. Koko
kokeen lapipaadsyprosentti 72 % ei kuitenkaan ollut merkittavasti huonompi kuin
muidenkaan osioiden kokeissa. Tama johtunee siita, etta vaikka viidesta tehtavasta yksi
menisikin vaarin, oli koe silti mahdollista paasta lapi. Toisaalta moni opiskelija oli
osannut tehda tehtavan puoliksi, jolloin han oli saanut puolet pisteistd. Monet olivat
vastanneet taman tehtdvan ensimmaiseen kohtaan 10, joka oli toisen kysymyksen
vastaus. Opiskelijat siis luultavasti joko ymmarsivat tehtdavdanannon vaarin tai heilla meni

permutaation ja kombinaation maaritelmat sekaisin.

Milla, Kalle ja Henri menevat pizzeriaan ennen leffailtaa. Ravintolassa on
tarjolia viitta erilaista pizzaa.

Kuinka monella eri tavalla Milla, Kalle ja Henri voivat valita pizzat, kun
jokainen valitsee er pizzan? Esimerkiksi seuraavat tilanteet ajatellaan
erillisiksi tapauksiksi:

= Milla tilaa kinkkupizzan , Kalle jauhelihapizzan ja Henri kebabpizzan
« NMilla tilaa kinkkupizzan, Kalle kebabpizzan ja Henri jauhelihapizzan

Vasta us:[ 60 |

Milla, Kalle ja Henri tilaavat sittenkin pizzat kotiinkuljetuksella leffailtaan
Pizzawifin kautta. Ravintolassa on tarjolla viitta erilaista pizzaa.

Jos kukin heista ostaa erni pizzan, kuinka monta erilaista vaihtoehtoa
ravintolalle tehtavaksi tilaukseksi on olemassa?

‘afastaus:[ 10 |

Kuva 27. Todenndkdisyyslaskenta koe 1 tehtdvd 5.
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Kuvassa 28 on osion harjoitustehtdvien toinen tehtdva. Kuten muissakin osion
tehtavissa, tassakin annettiin aluksi tarvittava teoria, jota opiskelijan tuli osata soveltaa
tarinaan sidotussa esimerkissda. Tehtdavan mielekkyyden lisaamiseksi siihen myos
liitettiin kuva Monopoly-pelilaudasta. Tehtdavan malliratkaisussa (Kuva 29) ohjattiin
opiskelijaa tekemaan taulukko mahdollisista tapahtumista ja sitd kautta laskemaan
pyydetty todennakaoisyys. Malliratkaisun tavoitteena oli ohjata opiskelijaa ratkaisemaan

kokeiden vastaavanlaiset tehtavat samalla periaatteella.

C
Vastatapahtuman A todennakoisyys saadaan vahentamalla tapahtuman A
todennakoisyys luvusta 1 eli

P(A®)=1-P(A4).

Kalle pelaa kavereidensa kanssa Monopoly -lautapelia, josta havainnekuva alla

(Kuvan lahde on http://ww alamy.com/stock-photo/monopoly-board-game.html.)

vy

3 0.\"
| e

B} alamy stock photo

Kallen heittaa vuorollaan kahta noppaa. Kalle toivoo, etta noppien silmalukujen summa ei
ole 8, 9 tai 11. koska nailla lukemilla Kalle joutuu muiden pelaajien omistamaan hotelliin.
Mika on todennakoisyys sille, etta Kalle ei joudu muiden pelaajien hotellin?

valitse yksi:

21

bo COJ Calbd Co
-3 Sl dlco o

36

ei mikaan naista vaihtoehdoista

Kuva 28. Todenndikéisyys harjoitustehtdvd 2.
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Vastauksesi on oikein.

RATKAISU:

Merkitidin A = "silméilukujen summa on 8, 9 tai 11".

Kun kahta noppaa heitetiiiin, mahdollisia silmilukupareja eli alkeistapauksia on
yhteensé 6 - 6 = 36 kappaletta. Alla olevasta taulukosta nihdéin, ettd suotuisia
alkeistapauksia A (merkitty punaisella taulukkoon) on yhteensi 5+ 4 + 2 = 11
kappaletta.

| 1 2 3 4 5 6
1| 2 3 4 5 6 7
2|13 4 s 6 7 8
3|4 5 6 7 8 9
4| s 6 7 8 9 10
5|6 7 8 9 10 1
6| 7 8 9 10 11 12

o __ suotuisten alkeistapausten A lukumaiara __ 11
Nyt siis P(A) = *jgiiien alkeistapausten Iokumirs .~ = 36°

Tapahtuman A vastatapahtuman todennikoisyys P(A®) =1 -P(A)=1- 5 = 2.

Kuva 29. Todenndikdisyyslaskenta harjoitustehtévéd 2 malliratkaisu.



5. Ajokorttien 1b ja 2b palautteet ja kehittaminen

MathMarket-kurssin opiskelijoiden kokemuksia kartoitettiin palautekyselyilld, jotka
olivat pakollisia jokaisessa Ajokortissa. Tassa kappaleessa kasitelldaan Ajokorttien 1b ja
2b palautekyselyiden tuloksia ja peilataan niita kyseisten Ajokorttien tavoitteisiin seka

esitetaan kehitysideoita kurssille.

5.1. Opiskelijoiden palaute Ajokortista 1b

Palautekyselyyn vastasi 70 opiskelijaa, mutta kaikki eivat vastanneet jokaiseen
kysymykseen (kaikkiin monivalintakysymyksiin vastasi kuitenkin vahintaan 65
opiskelijaa). Kyselyyn vastanneista 29 aloitti opintonsa ammattikorkeakoulussa, 30
yliopistossa ja loput olivat joko lukion tai avoimen ammattikorkeakoulun opiskelijoita tai

eivat vastanneet kysymykseen ollenkaan.

Viisi kuudesta vastaajasta piti kurssia joko hyvin tarpeellisena tai melko tarpeellisena.
Kukaan ei ollut sita mieltd, ettd kurssi olisi ollut tdysin tarpeeton ja turha. Kaksi
kolmasosaa kyselyyn vastanneista koki materiaalikirjan olleen joko erittdin tai melko
hyodyllinen. Puolet vastanneista piti harjoitustehtdavien maaraa sopivana ja noin
kolmasosa olisi halunnut enemman harjoitustehtavia. Yli puolet koki harjoitustehtavien
vaikeustason sopivana ja neljasosa vastasi tehtdvien olleen melko helppoja, vaikka he
olivatkin joutuneet etsimaan lisdapua niiden ratkaisemiseen. Vastanneista vain kaksi piti
harjoitustehtavien malliratkaisuja turhina ja nelja vaikeaselkoisina, kun taas noin 60 %
vastanneista piti niitd hyodyllisind ja kolmasosa ymmarrettavind seka riittavan
yksityiskohtaisina. Avoimien kysymysten vastausten perusteella opiskelijoiden mielesta
kurssin tarpeellisimmiksi kerrattaviksi aiheiksi ja samalla my6s hankalimmiksi aiheiksi

osoittautuivat geometria ja differentiaalilaskenta.

Kurssin hyvid ja huonoja puolia sekd kehitysideoita kysyttiin avointen kysymysten
kautta. Moni opiskelija kirjoitti kurssin olleen erittdin hyoédyllinen ja mukava tehda. Moni
toivoi lisda harjoitustehtavia tai esimerkkeja materiaalikirjan puolelle. Erds opiskelija

antoi palautetta materiaalikirjan rakenteesta seuraavasti

“Materiaalikirjassa osiot olivat eri jérjestyksessd kuin kokeet mikd hieman

hdiritsi. Vililld videot kertasivat toisiaan ja ainakin yksi video oli kahdesti.
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Jotkut videoista menivit suoraan seuraavaan videoon ja Vviilillé jéi

epdselvdksi pitdcdko sitd videota katsoa.”

Loppukoe (etenkin jalkimmainen) oli koettu monen mielestd liilan haastavaksi. Osa
vastanneista olisi kaivannut malliratkaisuja myds koetehtaviin. Kaytannoén asioihin
liittyen useampi opiskelija toivoi, etta kurssin eri osa-alueet olisivat Moodlessa nakyvissa
etukateen, vaikka niita ei vield paasisikdan suorittamaan. He perustelivat tata silla, etta
tehtdvien sovittaminen omiin aikatauluihin olisi helpompaa. Joku mainitsi myds, etta
kunkin osion tehtdvien kokonaismaaran olisi hyva olla nakyvillda jo etukateen.
Ehdotuksena tuli myds varikoodaukset harjoitustehtavien ja kokeiden vilille, jotta ne
eivat menisi keskendan sekaisin. Moni koki itsendisesti tehtavan verkkokurssin hyvana

omien aikataulujen kannalta.

Kurssin tehtavia kommentoitiin erilaisiksi kuin lukiossa. Kahdesta tehtavasta oli [6ytynyt
virhe. Vastanneista kaksi koki jotkin kurssin tehtavat vaikeaselkoisiksi ja yhdella oli ollut

ongelmia joidenkin kuvien tulkitsemisessa.

“Tehtdvissd jokunen harhaan johtava kuva ja jos tehtdvid olisi tulkinnut

tdysin kirjaimellisesti, olisi jokunen jédnyt tekemdttd.”

Kaksi opiskelijaa olivat sitd mieltd, ettd monivalintatehtavia oli liikaa. Tehtavatyyppien

samankaltaisuudesta kommentoitiin, etta

“Tehtdvdtyyppejd voisi ehkd liséité véhdn enemmdin, osa tehtdvistd tuntui

toistavan itseddn”.

Sanalliset tehtavat oli koettu “ihan hauskoiksi” ja tietyt tehtavatyypit olivat olleet eraalle

opiskelijalle mieleen:

“Erityisesti ajokortin lopussa "Mikd seuraavista on derivoitu/integroitu
oikein?" -tehtdvdt olivat erinomaisia, sillé niissé huomio kiinnittyi
derivoinnin lisdksi mm. sulkujen kdyttéén sekd derivoimissddntéihin ja

-kaavoihin.”
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5.2. Opiskelijoiden palaute ajokortista 2b

Ajokorttiin 2b palautekyselyyn vastasi 18 yliopisto-opiskelijaa. Kaikki kyselyyn
vastanneet pitivat ajokorttia joko erittdin tarpeellisena tai melko tarpeellisena. Teknisen
toteutuksen osalta kaikki olivat sitd mielta, etta Ajokortissa oli selkeat ohjeistukset, ja
yhdellakaan vastaajalla ei ollut ongelmia liikkua kurssin eri osa-alueilla. Puolet
vastanneista koki kurssin kayttéymparistdon visuaalisen ilmeen selkedksi ja he tiesivat

koko suorituksen ajan, miten ovat suoriutumassa kurssista.

Kolme neljastd vastaajasta oli sitd mieltd, etta Ajokorttiin 2b ei tarvita erillista
materiaalikirjaa, vaan he joko osasivat asiat itse tai katsoivat Ajokortin 1b materiaaleista
tai joistakin muista lahteista. Vastanneista puolet koki harjoitustehtavien maaran
sopivaksi ja puolet taas olisi toivonut enemman tehtdvida Ajokorttiin. Puolet
opiskelijoista oli sita mieltd, etta harjoitustehtavien vaikeustaso oli melko helppo,
vaikkakin he joutuivat etsimaan lisdapua niiden ratkaisemiseen, kun taas puolet koki
vaikeustason sopivaksi, vaikka he joutuivatkin kertailemaan asioita. Harjoitustehtavien
malliratkaisut  koettiin suurimman osan mielestda hyddyllisiksi ja riittavan

yksityiskohtaisiksi.

Ajokortin haastavimpia asioita, yksittdisten tehtavien mieleenpainuvuutta, hyvia ja
huonoja puolia sekd kehitysideoita kysyttiin avointen kysymysten kautta. Ajokortin 2b
haastavimmaksi osioksi osoittautui suurimman osan mielesta Todennakoisyyslaskenta.
Erddn opiskelijan mielesta haastavinta Ajokortissa oli erilainen ajattelutapa Ajokorttiin
1b verrattuna. Vain yhdelle opiskelijalle oli jaanyt jokin yksittdinen tehtava erityisesti

mieleen:

“Todenndkdisyyslaskennassa erddssd tehtdvdssd mainittiin - Catanin
uudisasukkaat -lautapeli. Se jéi mieleeni, sillé olen itsekin joskus kauan

sitten pelannut sitd, ja se on erittdin hyvd peli!”

Erdas opiskelija kehui Ajokortin tehtdvien monipuolisuutta, ja niiden laatua

kommentoitiin myds muun muassa seuraavasti:

”Kysymysten asettelu oli joissain tehtdvissé hieman haastava, ja aiheutti
turhia "vddrid vastauksia", kun kysymyksen saattoi ymmdrtéd useammalla

tavalla. Yksiselitteisyys olisi kysymyksissé plussaa. Olisin kaivannut
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enemmdn tehtdvid per aihealue. Ehkd niin, ettd alkupddn tehtdvdt olisivat

helpompia ja vaikeutuisivat hiljalleen tenttid kohti.”

“Tehtdvidit olivat hyvid, sillé ne olivat keskendién erilaisia ja niissé kertautui

moni asia.”

Yksi opiskelija oli sitd mieltd, ettd kurssin tehtdvien maara ja taso ovat ”aivan
riittamattomia” fysiikan tai matematiikan ensimmaisilta kursseilta suoriutumiseen. Han
olisi myos kaivannut vektoreita mukaan kurssin oppisisdltéihin. Yleisesti ottaen
vastanneet kuvailivat kurssia katevaksi ja nopeaksi kertaukseksi seka onnistuneeksi ja
selkedksi kokonaisuudeksi. Erdadan mielesta kurssi sisalsi ”laajasti tietoa pienessa

paketissa”.

5.3. MathMarket-kurssin jatkokehittaminen

Ajokorttien 1b ja 2b tavoitteena oli tarjota opiskelijoille kevyt, mutta kattava kertaus
lukion pitkastd matematiikasta johdatteluna uusiin opintoihin. Lisdksi tavoitteena oli
my6s motivoida opiskelijoita matematiikkaan ja nayttaa korkeakoulumatematiikan
eroavaisuus lukiomatematiikkaan. Saadun palautteen perusteella opiskelijat padosin
pitivat Ajokorteista ja kokivat ne hyodylliseksi uusia matematiikan opintoja ajatellen.
Ajokorttien vaikeustaso oli opiskelijapalautteen perusteella sopiva. Siihen viittaa myo6s
Ajokorttien eri osioiden kokeiden lapipdasyprosentit, ainoana poikkeuksena Ajokortin
1b toinen loppukoe (Liite 1). Myds Ajokorteista la ja 2a saatu palaute on erittdin
kannustavaa ja positiivista. Ndiden seikkojen perusteella voidaan siis sanoa, etta koko

MathMarket-kurssin paaasiallinen tavoite tayttyi.

Eras Ajokorttien 1b ja 2b tavoite oli yliopiston ndkokulmasta ohjata opiskelijoita
valitsemaan ensimmaisen vuoden opinnoikseen joko Calculus- tai Johdatus
matemaattiseen analyysiin -kursseja. Koska Ajokortit eivat ole uusille opiskelijoille
pakollisia, jai tdma tavoite taka-alalle. Osa uusista yliopisto-opiskelijoista on kdaynyt vain
vilkaisemassa kurssia ja osa ei ole tehnyt sita ollenkaan. Ensimmaisen vuoden kursseja
valitessaan opiskelijoita on kehotettu pohtimaan, onko lukion matematiikka hyvin
hallussa. Jos ndin on, opiskelija voi siirtyd suoraan matemaattisen analyysin pariin.

Ajokortit eivat suoraan kerro, kumpaan opiskelijan kannattaa suuntautua, mutta niiden
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kautta lukion oppisisallot kuitenkin palautuvat mieleen. Talléin opiskelijalla on ehka
paremmat mahdollisuudet analysoida omaa taitotasoaan lukiomatematiikassa ja siten

paremmat valmiudet valita ensimmaisen vuoden opintonsa.

5.3.1. Kehitysideoita Ajokorttiin 1b

Ajokorttiin 1b voisi tehda enemman harjoitustehtavia tai esimerkkilaskuja ainakin
lisdmateriaaliksi, mikali pakollisten tehtdvien maaraa ei haluta kasvattaa. Myds
Ajokortin tehtdvien laatua voisi muuttaa hieman: monivalintatehtavien tilalle voisi
tehdd matemaattisesti monipuolisempia tehtdvia. Ajokorttiin voisi lisdtd enemman
Stack-tehtavia, jotka mahdollistavat opiskelijalle matemaattisen tekstin kirjoittamisen
tehtdvan vastaukseen. Moodleen olisi myés mahdollista upottaa GeoGebra-appletteja,
jotka edelleen monipuolistaisivat tehtdvatyyppeja. Stack- ja GeoGebra-tehtavilla
opiskelijan vastaus tehtavaan voisi olla esimerkiksi funktion lausekkeen kirjoittaminen

tai nollakohdan valitseminen kursorilla koordinaatistosta.

Vaikka materiaalikirja oli palautteen perusteella erittdin tai melko hyodyllinen, voisi
materiaalikirjaa yhtendistda osioiden jarjestyksen ja sisallon kanssa enemman. Kurssin
yleisia suoritusohjeita tulisi osan palautteen perusteella selkeyttdaa. Harjoitustehtavia
voisi my0s eriyttdad opiskelijoiden suorituksen mukaan. Esimerkiksi oikeilla vastauksilla
harjoitustehtdvista avautuisi osion koe suoritettavaksi, kun taas vaarilla vastauksilla
harjoitustehtaviin tarjottaisiin lisda harjoitustehtavia malliratkaisuineen. Lisahaastetta
tai lisatietoa kaipaaville opiskelijoille voisi tarjota lisdtehtavia esimerkiksi Ajokortin 2b

puolelta.

Palautteiden ja kurssin suoritusten perusteella toisen loppukokeen vaikeustasoa voisi
hieman laskea, ettei se vie opiskelijan motivaatiota tulevilta opinnoilta. Opiskelijalle
saattaa nimittdin kdyda niin, ettd han suorittaa ldhes koko kurssin ja viimeisen
loppukokeen kohdalla epdonnistuu, jolloin hdn ei saa kurssista merkintad. Kaytannon
kannalta olisi hyva, jos lukittujen osa-alueiden otsikot ja ehkd myds tehtdvien maarat
nakyisivat opiskelijalle jo etukdteen, jotta Ajokortin tekemisen aikatauluttaminen olisi

opiskelijalle helpompaa.
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5.3.2. Kehitysideoita Ajokorttiin 2b

Myos Ajokorttiin 2b voisi tehda lisaa harjoitustehtavia tai esimerkkilaskuja, joko
pakolliseksi osaksi kurssin suoritusta tai vain lisdimateriaaliksi. Erityisesti Ajokortissa 2b
voisi eriyttaa ylospain laatimalla haastavampiakin tehtavia. Kuten Ajokorttiin 1b, myds
Ajokorttiin  2b  voisi  lisdta  monipuolisempia  Stack-tehtavia  aukko- ja
monivalintatehtdvien rinnalle. Stack-tehtavatyypin avulla voitaisiin  toteuttaa
esimerkiksi kevyita vaiheittaisia todistuksia, jotka olisivat hyvda harjoitusta uusille
yliopisto-opiskelijoille. Kurssille voisi mahdollisesti myo6s lisdta jonkinlaista teoriaa
yliopistomatematiikasta tai vaikkapa tietoa yliopisto-opinnoista. Opiskelijoiden kannalta
saattaisi myos olla mielenkiintoista lukea, miten lukio- ja yliopistomatematiikka tai
Calculus- ja Johdatus matemaattiseen analyysiin -kurssit oikeasti eroavat toisistaan, ja

miksi Ajokorttiin 2b on tehty tietynlaisia tehtavia.

Erds opiskelija toivoi palautteessaan vektoreita mukaan kurssin aihealueisiin. Vektorit
jatettiin kurssilta pois sen takia, ettd yliopistossa kaytettavat vektorien merkinta- ja
ajattelutavat eroavat Iukiomatematiikasta paljon. Ehka kurssin jatkokehityksen
yhteydessa voisi kuitenkin pohtia, saisiko vektorien perusperiaatteita kerrattua ilman,
ettd kayttda niiden merkintdtapoja. Tama voisi onnistua esimerkiksi kehittamalla
tarkoitukseen sopivan GeoGebra-appletin. Tulevaisuudessa eri laitosten opiskelijoille
voisi myos rakentaa tdysin omat Ajokortit, joissa esimerkiksi fysiikan opiskelijat voisivat

kerrata lukiosta tuttuja vektoreita.

Vain puolet Ajokortin 2b suorittaneista oli sitd mieltd, etta kayttéymparistdn visuaalinen
ilme oli selked. Moodle-alusta ei tarjoa kovinkaan montaa eri vaihtoehtoa kurssin ilmeen
ja rakenteen muokkaamiseksi, mutta asiaan voisi kiinnittda viela enemman huomiota.
Mikali Ajokortteja tulee tulevaisuudessa vield lisda, voisi nykyisen Ajokorttirakenteen
purkaa siirtamalla Ajokortteja omille verkkokursseilleen. Tallin kurssi olisi visuaalisesti

ja rakenteellisesti selkeampi opiskelijoille.

58



6. Lopuksi

Kokonaisuudessaan kurssin tydstaminen on ollut antoisa ja opettava kokemus. On ollut
mukava tyoskennelld yhteistydssa opiskelutovereiden ja oppilaitosten opettajien
kanssa. Yhdessa tekemalld olemme saaneet aikaiseksi toimivan oppimiskokonaisuuden,

jota on helppo lahtea jatkokehittamaan.

“MathMarket-projektiin hakemisen ja ndiden sanojen kirjoittamiseen
vdlilld aikaa kului noin vuosi. Pitkédssd ja monivaiheisessa projektissa
kiteytyi omat yliopisto-opintoni: pedagogista nékékulmaa ja monipuolista
matemaattista osaamista vaadittiin  laajan tehtdvédkokonaisuuden
laatimisessa. Itselléni matematiikan yliopisto-opintojen aloitus oli
jokseenkin (kuten monella muullakin fuksilla vuonna 2012) turhauttava.
Matematiikka yliopistossa on todella erilaista mihin lukiossa on totuttu.
Olen erittdin kiitollinen saadessani tilaisuuden auttaa uusia opiskelijoita
kehittdmdlld  valmistavaa  kurssia.  Kiitoksen  haluan  sanoa
myés “tehtdvidkomitean” muille jdsenille, Millalle ja Kallelle, jotka

mahdollistivat opintojeni ainoan onnistuneen ryhmdtyén.”
- Henri

“Joka aamu oli ilo tulla paikalle tyéstimddn  tehtdvid  ja
gradua  "tehtdvdkomitean”  kanssa.  Erilaiset osaamisalueemme
tdydensivdt hienosti toisiaan. Erittdin suuret kiitokset Milla ja Henri teille
mahtavasta yhteistydstd. Oli mahtavaa tutustua teihin. Haluan kiittéd
koko MathMarket-tybéryhmdd hedelmadillisestd yhteistydstdi.
Kokonaisuudesta muodostui onnistunut erittéin lyhyen aikataulun
puitteissa, koska saimme tyéryhmdltd ohjausta ja palautetta projektin
edetessd. Tutustuminen ammattikorkeakoulun ja lukion matematiikkaan
sekd eri oppilaitosten opiskelijoiden virhekdsityksiin oli antoisaa. Siitd ja
erilaisten verkko-oppimisympdiristéjen, joihin projektin mydtd tuli

tutustuttua, tuntemisesta on varmasti hyétyd tyéeldmdissd.”

-Kalle
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“Tdmdn projektin myé6td urahaaveeni lukion matematiikan opettajana on
vahvistunut entisestddn, ja uskon projektin kautta saamamme
kokemuksen olevan erittdin arvokasta tyéeldmdssd. Mielenkiintoisinta
kurssin kehittdmisessd oli opiskelijoiden virhekdsityksiin pureutuminen,
josta on varmasti ollut hyétyd tulevaisuutta ajatellen. Parasta téssd
antoisassa, mutta  tydlddssd, projektissa oli  kuitenkin  oma
“tehtédvidkomiteamme”, jonka kanssa koimme monia ahaa-eldmyksid.
Erityisesti haluankin kiittdd Kallea syviillisistéi pohdinnoista ja Henrid

pirskahtelevasta huumorista ja mielikuvituksellisuudesta.”

- Milla
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Liite 1. Ajokorttien 1b ja 2b kokeiden lapipaasyprosentit

Taulukko 1. Ajokortin 1b kokeiden ldpipddsyprosentit. Sulkeissa kokeen tehneiden
opiskelijoiden mddrd.

Osiot

Peruslaskutoimitukset

Yhtalot

Funktiot

Geometria

Derivaatta ja integraali

Loppukoe

Koe 1

69 % (103)

71 % (89)

90 % (80)

87 % (77)

87 % (77)

62% (77)

Koe 2

47 % (30)

31 % (26)

75 % (8)

60 % (10)

50 % (10)

34 % (29)

Koe 3

56 % (16)

69 % (16)

0% (2)

25 % (4)

60 % (5)

Koe 4

Koetta 4 sai
yrittaa niin
monta
kertaa, ettd
paasi lapi.

Taulukko 2. Ajokortin 2b kokeiden ldpipddsyprosentit. Sulkeissa kokeen tehneiden
opiskelijoiden mddrd.

Osiot
Algebra
Alkeisfunktiot

Differentiaalilaskenta

Analyyttinen geometria ja trigonometria

Todenndkoisyys

Koe 1
73 % (22)
75 % (20)
68 % (19)
79 % (19)

72 % (18)

Koe 2
100 % (5)
80 % (5)
67 % (6)
67 % (3)

80 % (5)




Liite 2 Ajokortti 1b: Peruslaskutoimitukset

Liite 2. Ajokorttien 1b ja 2b

harjoitustehtavat ja ensimmaiset
kokeet

Ajokortti 1b: Peruslaskutoimitukset

Harjoitustehtavat

Harjoitustehtivd 1. Monivalintatehtavi (valitse yksi)
Laske lukujen % ja % summan ja luvun 5 tulo.

(a) 5
(b) 4

Wl

c) 4

(
(d) =

el mikdan naistad vaihtoehdoista

)
)
)
(e)
RATKAISU:

Muodostetaan ensin tarvittava lauseke. Koska summa on yhteenlasku ja tulo kerto-
lasku, saadaan lauseke

8 1
— + - -5.
(15 * 3)
Lasketaan lausekkeen arvo

8 91
(1—5 + g) -5 Lavennetaan murtoluvut samannimisiksi.

= (% + 15—5) -5 Lasketaan murtolukujen summa.
13

= T 5 Muutetaan luku 5 murtolukumuotoon.

13- 5
=151 Lasketaan murtolukujen tulo.
135
151
_ 65

15
1
— 4=
3

Sievennetaan.

Siis oikea vastaus on vaihtoehto (b).
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Harjoitustehtava 2. Yhdistdmistehtdivi
Sievenni lausekeet ja valitse oikea vaihtoehto.

(i) /(55 —56)% =
(ii) v/bh% — 56?2 =
Vaihtoehdot: 1, —1, ei maaritelty.

RATKAISU:

(i) Lasketaan lausekkeen arvo /(55 —56)2 = \/(—1)2 = /1 = 1.

(ii) Neliojuuren sisélld on kahden positiivisen luvun erotus. Koska 56 > 55, nelio-
juuren sisdlld oleva luku on negatiivinen. Téaten lausekkeen arvoa ei ole méaéri-
telty.

Harjoitustehtéivd 3. Monivalintatehtava (valitse yksi)

Sievenna lauseke \
6™ 4 m"

2570+ ()"

(a
(b

)
)
(c) 2s°m?* + 1s°
(d) Lauseketta ei voi sieventid.
)

(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.
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RATKAISU:
6 4 m0
—— Sievennetddn nimittdjin potenssin potenssi ja osoittajan nollapotenssi.
257°+ (35)
67 + 1 D o
= W Kirjoitetaan termi s” negatiivista eksponenttia kiyttden.
o Ed
67 + 1 o
=—5 Lasketaan nimittdjadn summa.
2576 4 576
6™ 41 L . . .
=55 Kirjoitetaan termi s~ ilman negatiivista eksponenttia
S
6™ 41
=s5. ST Jaetaan kolmella
4
m 1
=5 (2— + 5) Poistetaan sulkeet.
S
25°m* 1 . .
= + =5 Sievennetiin.
5 3
1

= 25°m* + =&,
3

Siis oikea vastaus on vaihtoehto (c).

Harjoitustehtdva 4. Monivalintatehtavd (valitse yksi)
Missé seuraavista vaihtoehdoista on oikeat kymmenpotenssiesitykset molemmille lu-
vuille 23 020 ja 0,0004067

(a) 23,02 10% ja 46-1074
(b) 2,302 - 10° ja 4,06 - 10~
(c) 2,302 - 10° ja 4,06 - 1073
(d) 23,0 - 10° ja 46-1073
(e) Ei missddn néistd vaihtoehdoista.

RATKAISU:

Muokataan luvut kymmenpotenssimuotoon:

23020 Pilkkua siirretddn ensimmaisen merkitsevin numeron perdan neljd askelta.
= 2,302 - 10000
= 2,302 - 10*
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ja

0,000406 Pilkkua siirretddn ensimmaéisen merkitsevin numeron perdén nelji askelta.
= 4,06 - 0,0001
=4,06- 107"

Siis oikea vastaus on vaihtoehto (b).

Harjoitustehtivd 5. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Kalle on saanut epéilyttivin sidhkopostin, jossa pyydetdin osallistumaan sdhkdposti-
ketjuun. Sdhkopostissa on lista viidestd nimesta tilinumeroineen ja seuraavat ohjeet:

(i) Laheté luettelon ensimmaéiselle henkil6lle 10 snt.

(ii) Ota ensimmaéinen nimi pois luettelosta.

(iii) Lisd& oma nimi listalle viimeiseksi (viidenneksi).

(iv) Léhetd siahkoposti tdmén jilkeen eteenpéin viidelle ystiville.
Kuinka paljon Kalle voisi tienata télla laittomalla pyramidihuijauksella?

a) 40 snt

(
(b) 50 snt

(
(d

)
)

¢) 62,40 €
) 312,40 €
)

(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.

RATKAISU:

Kun Kallen nimi kirjeessa on...
1. viimeisen4, kirje on ldhetetty viidelle henkil6lle

2. neljantend, kirje on l&hetetty 5 - 5 henkilolle (5 ystavid ovat ldhettéineet sen
edelleen 5 ystévilleen)

3. kolmantena, kirje on lihetetty 5-5 -5 = 5% henkilélle
4. toisena, kirje on lihetetty 5* henkilolle
5. ensimmaéisend, kirje on lihetetty 5° henkildlle.

Kallen nimen ollessa ensimmiisens 5° = 3125 ihmisté lihettivit Kallelle 10 snt. Kalle
saisi siis 312,50 €, mutta kun otetaan huomioon Kallen itse ldhettama 10 snt, Kallen
teoreettisesti saama rahamééra olisi 312,40 €. Oikea vastaus on siis vaihtoehto (d).
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Harjoitustehtdva 6. Monivalintatehtavd (valitse yksi)
Kalle napyttelee laskimeen seuraavan sydtteen

((sinz)?/In(1 — 2%))/z — 1.
Mité seuraavista lausekkeista sytte vastaa?

zsin?
(a) In(1—22) 1

(b) sinx 1

In(1—z2)z

sin? z
(c) n(1—2%)(z—1)

2

(d) sin® z(z—1)

In(1—z2)
(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.
RATKAISU:
Muokataan lauseketta

((sinz)?/In(1 — 2%))/z — 1 Muutetaan lausekkeen osamiiirit murtolausekkeiksi.

(sinx)?

n(l— 2 . . . .
= U= Muutetaan merkintitapaa: (sinz)? = sin® z.
T

sin?

In(1—z2 . veee R
= M -1 Sievennetddn osamaara.
T

sin? 1

B In(1—22) z

-1

sin?

ey
In(1 — 22)z

Oikea vastaus on siis vaihtoehto (b).

Harjoitustehtdva 7. Monivalintatehtavd (valitse yksi)

Henri pyrahtda ostosreissullaan Markkaisella ostamassa pyykinpesuainetta. Markkai-
sella on aina hyvié tarjouksia ja tallikin kerralla samasta tuotteesta on jopa kaksi
tarjousta. Ensimmaéisessé, tarjouksessa Black and other colours -pesuaine on 30 %:n
alennuksessa. Toisessa tarjouksessa samaa pesuainetta myydiddn alentamattomalla
hinnalla, mutta 30 % isommassa pakkauksessa. Kumpi tarjoustuote tulee Henrille
edullisemmaksi (kilohinnaltaan)?

(a) Alennettu tuote
(b) Isompi pakkaus

(c¢) Tuotteiden kilohinta on sama.
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RATKAISU:

Merkitddn tuotteen hintaa kirjaimella e ja pakkauksen painoa kirjaimella m, jolloin
tuotteen alkuperiinen kilohinta on <.
Ensimmaisessd tarjouksessa uusi hinta on 0,7 - e ja paino pysyy samana. Siis en-

simmaisen tarjouksen kilohinta h; on

20’7'62077.3_

m m

h
Toisessa tarjouksessa uusi paino on 1,3 - m, kun taas hinta pysyy samana. Kilohinta
ho on talloin

B e B 1
13-m

~ 0,77 2.

€
m m

ho

£ —0,7692307692 -
1,3 m
Kilohinnaltaan halvempi on siis tarjous, jossa alkuperdinen hinta putoaa 30 %, eli
oikea vastaus on vaihtoehto (a).

Koe 1

Tehtédva 1. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Laske lukujen % ja % osamadara.

21

a) 73

S
13

(
(b

98

)

)

(€) &

(@) 2
)

(e) ei mikddn néistd vaihtoehdoista

Tehtéava 2. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Henri, Kalle ja Milla ovat lomalla Fuengirolassa ja meneviat syoméaan yhdessi. Ruo-

kailun loppulasku on 55,38 euroa. Milla s6i kallista pihvid, joten hidn suostuu mak-
samaan loppulaskusta % Henri maksaa vain 15 euroa, silld hénelld ei ole enempaé
rahaa mukana. Kuinka paljon Kallelle jid maksettavaa?

a) noin 17 €

(

(b) noin 19 €
(
(d

)
)

¢) noin 20 €
) noin 22 €
)

(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.
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Tehtava 3. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Missé seuraavista vaihtoehdoista on oikeat kymmenpotenssiesitykset molemmille lu-
vuille 105 210 ja 0,0000127

(a) noin 1,05 - 10° ja 1,2-107°
(b) noin 1-10° ja 0,12-107°
(¢) noin 1-10° ja 1,2-107*
(d) noin 1,05 - 10° ja 1,210~

(e) Ei missddn néistd vaihtoehdoista.

Tehtéava 4. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Laske kohdat (i) ja (ii). Valitse vaihtoehto, jossa molemmat ovat oikein.

(i) luvun 3% ja luvun § tulo

(i) lukujen 3 ja § tulon kolmas potenssi

1 : 1

a) == ja

(2) 2 %
(b) 2% ja 3
(c) 3 ja 5
(d) 3 ja 3
(e) Ei mikdén néistd vaihtoehdoista.

Tehtédva 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi)

Milla heittdd koripallon puolesta kentastd upealla kaarella korille. Pallo jaa ensin
pyorimédan korirenkaan reunalle, mikd jilkeen se tippuu kolmen metrin korkeudella
olevan korin sisddn. Tamén jilkeen pallo tippuu lattialle ja jaa pomppimaan. Miké on
pallon kolmannen pompun korkeus, kun jokaisella pompulla pallon pomppukorkeus
on % edellisestd pompusta?

noin 110 cm
(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.

Tehtidva 6. Monivalintatehtava (valitse yksi)

Henri aloitti frisbeegolfin harrastamisen kesilla 2012, jolloin h&nen avausheittonsa
pituus oli 70 m. Vuodessa avausheiton pituus kasvaa parhaimmillaan 15 %. Laajavuo-
ressa viayldn numero 3 pituus on 120 m. Min& vuonna Henrin on teoriassa mahdollista
heittdd hole-in-one (yhdelld heitolla koriin)?
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(e) Aikaisintaan vuonna 2018.

Tehtava 7. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Mikéa seuraavista vastaa lauseketta

In 22 +e$7
(x+1)2°

(Inz)? +e”: z+ 12

(n(@?) +¢%) : (& + 1)
(Inz)*+e*): (v +1)2

In(z?) + e : x + 12

(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.

Tehtiva 8. Monivalintatehtavi (valitse yksi)

Sievenna lauseke ;
43% -3m

(275)?
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Ajokortti 1b: Yhtilot

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtava 1. Aukkotehtdivi

Ratkaise muuttuja t yhtilosta
t 2t 1
—+ —+6=2(=t+2).
2 * 5 * (2 +2)

Vastaus: t =
RATKAISU:

Ensimmadisen asteen yhtdlon ratkaiseminen
t 2t 1

3 + = +6 = 2(525 +2) Poistetaan sulkeet.
t 2t I
3 + 5 +6=t+4 Kerrotaan yhtélon molemmat puolet luvulla 10.
5t + 4t + 60 = 10t 4 40
—t=-20 Jaetaan muuttujan kertoimella.
t = 20.

Harjoitustehtévd 2. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Ratkaise gravitaatiovakio v gravitaatiovoiman F’ yhtalostd

F— lemg
=75
(@) 7= 2 F
7,,2
(b) v=F- 0
(¢) v = Frimymy
)

(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.
RATKAISU:

Ratkaistaan yhtalo siis gravitaatiovakion v suhteen.

mym —
F=x 12 2 Kerrotaan termilld r2.
r
Fr? = My Mme Jaetaan termin v kertoimella mym..
Fr? . A .
=7 Vaihdetaan vield v yhtélon vasemmalle puolelle.
myma
B
N mime
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Kun verrataan saatua lauseketta annettuihin vaihtoehtoihin, huomataan, etta

Fr? r?
")/ = = F . y
mims mims

joten vastaus on vaihtoehto (b).

Harjoitustehtéivd 3. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Ratkaise yhtilo
8(x? — 4z +4)(x — 1) = 0.

Valitse yhtélon kaikki ratkaisut.

(a) x

8
I

)
(b)
(c)
(d)
)
)
)

8
I

8
I

e

8
I

(
(

8
Il

3

2

1

0

—1

—2
(g) v=-3
RATKAISU:
Yhtilo voidaan ratkaista kiyttdmalld tulon nollasdédntod, jonka mukaan

2 —4r+4=0taiz—1=0.

Ensimmaéinen yhtilé voidaan ratkaista toisen asteen yhtédlén ratkaisukaavalla

_—(—4)1\/(—4)2—4-1~4_4i\/ﬁ_2
v 2.1 -2 7

Toisesta yhtilostd saadaan
r=1.

Talloin siis annetun yhtalon ratkaisut ovat © = 2 ja x = 1.

Harjoitustehtdva 4. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Ratkaise yhtalo
¢°+3¢" =0.

Mille vilille arvot q kuuluvat?
(a) g [T, — 4]

10
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(c) g €[14]
(d) q€[58

(e) Ei mikdén néista vaihtoehdoista.

RATKAISU:
¢ +3¢"=0 Erotetaan yhteinen tekija ¢”.
¢'(¢+3)=0
Tulon nollaséinnén nojalla ¢* = 0 tai ¢+3 = 0, jolloin ratkaisut ovat ¢ = 0 ja ¢ = —3.

Molemmat ratkaisut kuuluvat vélille | — 4,1], joten oikea vaihtoehto on (b).

Harjoitustehtdvd 5. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Ratkaise yhtilo

p(l—p)=1.
(a) z=—1
(b) =1
() z=0
(d) z=+2

(e) Yhtélolla ei ole reaalisia ratkaisuja.
RATKAISU:

Muokataan yhtaloa

p(l1—p)=1 Avataan sulkeet.
p—p=1 Siirretdan kaikki termit samalle puolelle.
—p’+p—1=0

Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavalla saadaan

—1+/12—4-(-1)-—1) —14++/-3
2-(—1) =2

p:

Koska nelijuuren sisélld on negatiivinen luku, yhtilolla ei ole reaalisia ratkaisuja.

Harjoitustehtdva 6. Aukkotehtdvi

Korkeakulttuurista tykkiaava Kalle on katsomassa ooppera esitystda ystdviansd Hen-
rin kanssa. He istuvat vierekkdin. Henri huomaa, ettd heiddn penkkiensd paikkanu-
meroiden nelididen summa on 11 101. Auta Kallea ratkaisemaan heiddn penkkiensi
paikkanumerot.

Vastaus: Paikkanumerot ovat ja

11
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RATKAISU:

Muodostetaan ensin paikkanumeroiden yhtélo. Merkitdédn pienempéé paikkanumeroa
kirjaimella z. Koska miehet istuvat vierekkiin, ovat heiddn paikkanumeronsa muotoa
x ja x + 1. Koska paikkanumeroiden nelididen summa on 11 101, on oltava

2* + (z+1)* = 11101.
Muokkaamalla yhtdlod saadaan

2+ (z+1)> = 11101 Poistetaan sulkeet kiyttimilld binomin nelion laskukaavaa.
? + 2 4+ 2z+1=11101
22% 4+ 20 — 11100 = 0

Ratkaistaan toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla

B —Qi\/22—4-2~(—11100) . —2+298 —1+149
v 2.2 T4 2

jolloin siis x = —75 tai x = 74. Koska paikkanumerot ovat jarjestyslukuja, on pie-

nemmaén paikkaluvun oltava x = 74. Kysytyt paikkanumerot ovat 74 ja 75.

Harjoitustehtava 7. Aukkotehtdivi
Ratkaise yhtalo

3+3%y 3y+6
y+2 16

Vastaus: Yhtélon ratkaisuja ovat ja . (Vastaa viiva (-), mikéli
ratkaisuja on viihemmén kuin vastauslaatikoita.)

RATKAISU:

Masrittelyehtojen mukaan tulee olla y # —2. Ratkaistaan yhtilo

343 2
29 _ y;z Kerrotaan ristiin.
y+2 5
16 3 .
(y+2)(y+2) = 3(3 + 53/) Poistetaan sulut.

y? + 4y +4 =16+ 8y
Y — 4y —12=0

Ratkaistaan toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla

—(—4) £/ (—4)2—4-1-(—12 4+ /64
y— (-9 + /(=9 (—12) 4+£V6 _oi4
2-1 2
jolloin y = 6 tai y = —2. Ratkaisu y = —2 on kuitenkin méaérittelyehdon vastainen,

joten annetun yhtalén ainoa ratkaisu on y = 6.

12
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Koe 1

Tehtiava 1. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Ratkaise loppunopeuden v yhtéldstd kiihtyvyys a, kun

v = vy + at.
(a) a=(v—wy)t
(b) a= % —w
(c) a =42
(@) a =
(e) Ei mikdan naista vaihtoehdoista.

Tehtavi 2. Stack-tehtdvd
Muodosta kuvassa ndakyvian suoran yhtalo.

Tarkista, ettd ohjelma ymmértad syotteesi (kertomerkki on téhti * )! Kéyta
vaakakoordinaatin merkitsemiseen kirjainta x.

Vastaus: y =

Tehtiava 3. Aukkotehtdvd

Uimisessa tykkaava Milla hyppad suorakulmaisen sarmion muotoiseen uima-altaaseen.
Vedenpinta nousee talloin 0,1 dm. Millan tilavuus on 60 litraa. Altaan pituus on kaksi
kertaa niin pitkd kuin sen leveys ja lisdksi altaan syvyys on 2 m. Mikd on altaan
pituus? Muista, etti 1 litra = 1 dm?.

Vastaus: Altaan pituus on y = metrii.

Tehtéva 4. Monivalintatehtavi (valitse yksi)
Mitka luvut b toteuttavat yhtalon

(b—1)(b+1) = —(—8+2b*)?

(a) b==%4/1

(b) b=42V3

(c) b=+V3

(d) b==£V6
)

13
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Ajokortti 1b: Yhtilst

Tehtdva 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)

Mitké luvut p toteuttavat yhtilon

PP+ p=0?
() p=—1,p=0jap=1
(b) p=0
() p=—ljap=
(d) p=0jap=
(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.
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Liite 2 Ajokortti 1b: Funktiot

Ajokortti 1b: Funktiot

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtéivd 1. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Mitkd seuraavista véittdmista patevit funktiolle g(x)?

a) Funktion g(x) ainoa nollakohta on 1.

Funktion arvo nollassa on 1.

(
(b
(

)
)
(¢) g(x) >0 kun z > 0.
d) g(z) > 2k z < —2.
)

(¢) Funktion g(z) arvot ovat aidosti negatiivisia valilld | — 2, — 1].

RATKAISU:

(a) Viite on véirin: funktiolla g on kuvan perusteella ainakin kolme nollakohtaa ja
ne on merkattu kuvaan kohtina x = Ay, x = Ay, x = As.

(b) Viite on totta: funktion arvo nollassa on funktion kuvaajalla kohdassa z = 0
olevan pisteen B = (0,1) y-koordinaatti.
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(c) Viite on véérin: funktion g kuvaaja leikkaa z-akselin pisteesséd As ja funktion
arvot ovat negatiivisia sen jélkeen. Toisin sanoen g(z) < 0 kun = > 1.

(d) Viite on totta: Funktion g arvot ovat suurempia kuin 2 kun z < —2.

(e) Viite on totta: vélilld | — 2, — 1] funktion kuvaaja on z-akselin alapuolella, eli
funktion arvot ovat aidosti negatiivisia.
Harjoitustehtivd 2. Monivalintatehtava (valitse yksi)

Miké seuraavista funktioista esittdd kuukausittaisen sihkolaskun suuruutta (€) ku-
lutuksen (kWh) funktiona?

YLEISSAHKD Mittarin etusulake  Alv 24%

Perusmaksu €/kk 1x25-35A 2,62
3x25 A-3x100 A

Energiamaksu snt/kWh 7,13

Kuvan lihde: http://www. jyvaskylanenergia.fi/filebank/992-sahkon_myynti |
ja_palveluhinnasto_2015.pdf

(a) E(z) = 2,620 + 0,0713

(b) E(z) = 0,0713z + 2,62

(¢) E(z)=0,0713z

(d) E(z) = 7,13z — 2,62
RATKAISU:

Riippumatta mittarin etusulakkeesta tai sidhkonkulutuksesta joka kuukausi perus-
maksu on 2,62 €. Jokaista kulutettua kilowattituntia kohti lisimaksua tulee 7,13 snt
eli 0,0713 €. Téten sihkolaskun suuruus kulutuksen funktiona téytyy olla

E(x) = 0,0713z + 2,62,
eli vaihtoehto (b) on oikein.

Harjoitustehtava 3. Yhdistimistehtdvai
Oheisessa taulukossa on esitettynd Jyviskylan Energian kaukolammoén perusmaksun
hinnasto yritysasiakkaille.

i Miké seuraavista kuvaajista esittda perusmaksua tilausvesivirran () funktiona?
Vastaus:
Vaihtoehdot: A, B, C, D.

ii Kuinka suuri kuukausittainen perusmaksu on, kun tilausvesivirta on 11 m?/h?
Vastaus: _
Vaihtoehdot: 480 euroa, 528 euroa, 717,50 euroa, 770 euroa.
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iii. Milla taulukon valeista tilausvesivirran () kasvattaminen olisi edullisinta?
Vastaus:
Vaihtoehdot: 0-0,5; 0,5-5,0; 5,0-15,0; 15,0-50,0; 50,0-.

NORMILAMPO
PERUSMAKSU

Yritysasiakkaiden kaukoldmmon kuukausittainen perusmaksu muodostuu oheisen
taulukon mukaisesti.

Tilausvesivirta Q m3/h Perusmaksu €/kk
0-0,5 (840x Q):12
0,5-5,0 (30 + 780 x Q):12
5,0-15,0 (2405 + 305x Q):12
15,0-50,0 (4580 + 160 x Q):12
50,0— (6830 + 115x Q):12

Q on Idmpdsopimuksessa sovittu tilausvesivirta m¥/h.

(Kuvan lihde: http://www. jyvaskylanenergia.fi/filebank/1969-_JE_Kaukolampo_
hinnasto_yritysasiakkaat_alviton.pdf)

€

1300
1200
1100
1000
900
800
700 [)
600
500
100
300
200

100

N Q
n 3 n 15 20 2% an a8 an a5 = S &n B3 7n

RATKAISU:

(i) Taulukossa kaikki lausekkeet ovat ensimmaista astetta, joten kysytyn kuvaajan
on oltava suora (taulukon jokainen rivi on suoran yhtilé muuttujan @) suhteen).
Koska lausekkeiden kulmakertoimet eivit ole samoja, suoran kaltevuus vaihte-
lee. Vaihtoehdoista ainoastaan kuvaaja B on murtoviiva, jonka kuvaaja on siis
suoran osa jokaisella osavililld. Oikea vastaus on siis kuvaaja B.
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(ii) Kun @ = 11, niin perusmaksu muodostuu taulukon perusteella lausekkeella:

2405 + 305 - Q
12 ‘

Sijoittamalla lausekkeeseen ) = 11 saadaan

2405+ 305 - 11

= 480.
B 80

Kuukausimaksu olisi siis 480 €.

(ili) Tilausvesivirran kasvattaminen on edullisinta sillé vilill4, jota vastaavan suoran

yhtalossd kulmakerroin on pienin. Taulukosta luettuna pienin kulmakerroin on
L2 vililla Q > 50.

Harjoitustehtava 4. Aukkotehtdvi

Oheisessa kuvassa on funktioiden f ja g kuvaajat. Méairitd kuvan perusteella funktion
g lauseke ja ratkaise sen avulla funktioiden f ja g leikkauspiste kahden desimaalin
tarkkuudella.

Vastaus: Leikkauspisteiden koordinaatit ovat x = jay =

RATKAISU:

- o -

18
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Funktion g kuvaaja on suora ja funktion lauseke muotoa g(x) = k -z + b. Suoran
kulmakerroin méiritetdin kuvaajasta x ja y koordinaattien muutosten avulla

— — (-1
oz 3-(1
Tr1 — X2 2—-0

Suoran kulkee pisteen (0,-1) kautta, joten vakiotermi b voidaan ratkaista
g(0)=2-0+b=—1
eli b = —1. Funktion lauseke on siis g(z) = 2z — 1.

Ratkaistaan suorien leikkauspisteen x-koordinaatti

f(z) = g(z)
027 +2=2z—1
3
T=15
z ~ 1,67,

jolloin y-koordinaatti on
fE) =gl =2 —1=2

Leikkauspiste kahden desimaalin tarkkudella on siis (1,67 ; 2,33).

~ 2,33.

wl=

Harjoitustehtava 5. Yhdistimistehtdvai
Madritd kuvaajan avulla funktion h(z) raja-arvo kohdassa a lim h(x), kun

r—a
(i) a=4
(i) a=0
(iii) a = —1?
4
3
h(z) M
'
1
0
5 4 3 2 r 0 1 2 3 4 5 6

Vaihtoehdot: 1, 2, 4, raja-arvoa ei ole olemassa.
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RATKAISU:

(i) Tutkitaan toispuoleisia raja-arvoja kohdassa 4:

lim h(z) =2
r—4—

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuria, funktiolla h ei ole raja-arvoa, kun
x — 4.

(ii) Tutkitaan toispuoleisia raja-arvoja nollassa:

) =2
lim h(x) = 2.
z—0+

Funktion h raja-arvo on 2, kun x — 0.
(iii) Tutkitaan toispuoleisia raja-arvoja kohdassa -1:

lirri h(z) = —oo funktion arvo laskee rajatta kun x lihestyy kohtaa -1 vasemmalta
z——1—

hnh h(z) = oo  funktion arvo kasvaa rajatta kun x ldhestyy kohtaa -1 oikealta
T——

Koska toispuoleisia raja-arvoja ei ole olemassa, funktiolla h ei ole raja-arvoa,
kun r — —1.

Koe 1

Tehtava 1. Aukkotehtivd
Maaritd funktion h(z) kuvaajan avulla seuraavat tiedot.

15

h(x) -

/\ o
0

-25

Funktion h(z) nollakohdat ovat x = jax =

Funktion h(z) arvo nollassa on
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Tehtédva 2. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Katso funktion f kuvaajaa. Mitkd seuraavista viittdmistd ovat totta?

(a)
(b)
(c)
(d) f(=2) = f(2)

)
)
(f) Funktion arvot ovat positiivisia valilla ]0,2].

)

(g) Funktiolla f on enintdén kaksi nollakohtaa.

(e) Funktion arvot ovat negatiivisia valilla ]0,2[.
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Tehtdva 3. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Maéritd kullekin funktiolle lauseke.

g(z) X = j(@)

(a) f(z) =2
(b) f(z)=(3)"
(c) g(x) =2
(d) g(z) =27
(e) h(z)=2"
(f) h(z)=2°
g) j(z) = a3
)

Tehtava 4. Aukkotehtdivi

Henri sai viikonlopuksi lainaan nopeustutkan.Tutkalla Henri mittaa frisbeegolfin avaus-
heiton lahténopeudeksi noin vy = 19 m/s. Mallintaessaan frisbeen lentomatkaa, Henri
muistaa matkan d aikariippuvaisen funktion:

1
d(t) = Ugt + §at2.

Muutaman koeheiton jélkeen Henri arvioi heittoliikkeelle kiithtyvyydeksi (sdéstd ja
kiekosta riippuen) a = —2,42 m/s?. Olettaen ettd malli toimii, kuinka pitkiin matkan
Henrin frisbee lentdd ajassa t = 10 s? Vastaa metrin tarkkuudella.

Vastaus: Fribee lentds noin metrié.
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Tehtiava 5. Numeerinen tehldvd
Miké on tuotosmairin arvo, kun panosmaéréi on 47 Vastaa pelkkd numeroarvo.
(Kuvan lihde: https://fi.m.wikipedia.org/wiki/Tiedosto:Tuotantofunktio.png)

80 i i

70 e m——

60 /

50 1 Kasvavat | VVahenevat Negatiiviset |
tuotot : tuotot tuotot

40

30 /
20

10 / :
0 | | Y | | | t T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Panosmaara

Tuotosmaara

Vastaus:
Tehtava 6. Aukkotehtivi
Laske funktioiden g(z) = 2? + z + 1 ja h(z) = x + 1 kuvaajien leikkauspiste.

Vastaus: Leikkauspiste on ( , ).
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Ajokortti 1b: Geometria

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtava 1. Aukkotehtdivi
Suorat g ja f ovat yhdensuuntaiset. Mikd on kulman ¢ suuruus, kun kulmat g = 120°
ja o =39°7

Vastaus: € =

RATKAISU:

Koska kulmat g ja 8’ ovat ristikulmia, ovat ne yhtasuuret. Suorat f ja g ovat
yhdensuuntaiset, jolloin samankohtaiset kulmat (5’ ja 57 seki § ja ¢’ ovat yhté
suuret. Talloin siis 8”7 = § = 120° ja ¢’ = § = 39°. Koska kolmion kulmien summa
on 180°, on ¢ = 180° — ¢’ — " = 180° — 39° — 120° = 21°. Edelleen ¢ ja ¢ ovat
vieruskulmia, joten € = 180° — ¢ = 180° — 21° = 159°.
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Harjoitustehtava 2. Aukkotehtivi
Henri on kéveleméssa koulusta kotiin ja pohdiskelee:

Hénen asuntonsa sijaitsee jarven vastarannalla. Kotiin pédistikseen hénen on ensin
ylitettava jarvi 300 m pitkda suoraa siltaa pitkin. Sillan padssd on T-risteys, josta
Henrin tulisi kdantya kotia kohti. Matka jatkuu suoraa kivelytietd pitkin 700 m Hen-
rin rantatontille asti.

Kuinka paljon lyhyempi matka on uida suoraan jiarven poikki kuin kévella sillan kaut-
ta? Anna vastaus pyoristettynd kymmenen metrin tarkkuuteen ilman yksikkoa.

Vastaus: metrii.
RATKAISU:
700 m Koti Pythagoraan lause
_l a’+b2=c?
300 m C
X b
Henri 4[:
a

Tilanne on esitettynd ylla olevassa kuvassa. Merkitddn uintimatkan pituutta
kirjaimella z. Uintimatka voidaan ratkaista Pythagoraan lauseella

2% = (300 m)? + (700 m)?

2% = 580 000 m? Otetaan nelijuuri puolittain.
x = V580 000 m? Negatiivinen juuri ei voi olla ratkaisu pituudeksi.
x &~ 761,6 m.

Sillan kautta kivelemélld matkan pituus on 300 m + 700 m = 1000 m. Uimalla
matka lyhenee 1000 m — x = 1000 m — 761,6 m ~ 238,4 m ~ 240 m.

Harjoitustehtava 3. Aukkotehtdivi

Milla ldhtee padstiméan hoyryja kovan tyopédivan paitteeksi ldheiseen puistoon. Kei-
nussa on 3,0 metrid pitkat narut. Milla keinuu enimmillaan 60° kulmassa tasapainoa-
seman eli pystysuoran suhteen. Kuinka korkealle istuinlauta korkeimmillaan nousee,
kun alimmillaan se on 60 cm korkeudella? Anna vastaus metreissd yhden desimaalin
tarkkuudella ilman yksikkoa.

Vastaus:
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RATKAISU:

60°
3m )

Y1la olevassa kuvassa on tilanne esitettynd. Merkitdan istuilaudan nousemaa
korkeutta x:114. Millan istuinlauta kidy korkeimmillaan pisteessd M, jonka korkeus
maasta on 0,6 m 4+ x. Ratkaistaan .

Ylempi kolmio on tasakylkinen, joten sen kantakulmat « ovat yhtd suuret. Kolmion
kulmien summa on 180 astetta, joten 2a + 60° = 180°. Tastd saadaan o = 60°.
Koska kolmion kaikki kulmat ovat yhtd suuria, kolmio on tasasivuinen, ja y = 3 m.
Liséksi havaitaan, ettd kulma 5 = 90° — a = 90° — 60° = 30°.

Sinid kdyttamailla saadaan

sin 3 = l
Y
i

r=sinf-y=sin30°-3 m=1,5m.

Korkeus maasta on siis 1,5 m + 0,6 m = 2,1 m.
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Harjoitustehtivd 4. Monivalitatehtivi (valitse yksi)
Milla lausekkeella saadaan sivun a pituus?

L] L]
a
8m
60°
35°
|_
6m
_ 8m
(a a= sin 25°
_ 6m
(b " cos 65°

a—6 m - cos 15°

_ 8m
a= cos 15°

(e) Ei milld&n néista lausekkeista.

RATKAISU:

60°

35°

G ]

Koska kulma a = 180° — 90° — 60° = 30°, kulma g = 90° — 30° — 35° = 25°.

Kosinia kiyttdmaélla saadaan

8
cos 25° = om

a
8 m

cos 25°°
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Harjoitustehtidvd 5. Monivalitatehtivi (valitse yksi)
Voidaanko kolmiosta i) ja ii) ratkaista sivu x ja kulma ¢ sinilausetta kiyttden?

i) i) &

o
S~—
73°
X
\53" 81°
/_
21l cm

a) Molemmat voidaan ratkaista.

(
(b) Sivu z voidaan ratkaista, mutta kulmaa J ei voida.

(c) Sivua z ei voida ratkaista, mutta kulma ¢ voidaan.

)
)
)
(d) Kumpaakaan ei voida ratkaista.

RATKAISU:

Koska kolmiosta i) tiedetdén kaksi kulmaa, voidaan myos kolmas kulma ratkaista.
Kun kulmien lisdksi yhden sivun pituus tiedetddn, voidaan muidenkin sivujen
pituudet selvittad sinilauseella.

Sinilauseen kayttod varten tulisi tietdd kaksi kulmaa ja yksi sivu tai yksi kulma ja
kaksi sivua. Kolmiossa ii) kulmaa § ei voida médrittdd, koska tiedetddn vain yksi
kulma ja yhden sivun pituus.

Oikea vastaus on siis vaihtoehto: sivu x voidaan ratkaista, mutta kulmaa ¢ ei voida.

Alla esitettynd, kuinka sivu z voitaisiin ratkaista kolmiosta i) sinilauseella.

73°

33 @ =54

2l cm
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Kulma a = 180° — 73° — 53° = 54°. Sinilauseella saadaan

r 21 cm
sinh4°  sin73°
21 ¢cm
= - sin 54°.
v sin 73° St

Harjoitustehtdava 6. Aukkotehtdvi

Holtiton tienkdyttdja on ajanut auton ojaan. Hanen onnekseen paikalle tulevat Kal-
le ja Milla. Auton perdkoukkuun on kiinnitetty koydet, joita Kalle ja Milla vetavit
2,9 kN ja 2,5 kN voimilla. Kéydet ovat 41° asteen etiiisyydelld toisistaan (kuva (a)).
Kuvassa (b) on esittyné tilanteen voimakuvio, joka on suunnikkaan muotoinen. Kuin-
ka suuri on autoon kohdistuva kokonaisvoima R? (Vinkki: kosinilause) Anna vastaus
yhden desimaalin tarkkuudella ilman yksikkoa.

(@)

2.5 kN

41°

29KN

Vastaus:

29



Liite 2 Ajokortti 1b: Geometria

RATKAISU:

2,9 kN

Koska kyseessd on suunnikas, ovat vastakkaiset sivut ja kulmat yhta suuret. Yll&a
olevassa kuvassa on piirrettynd suunnikkaan puolikkaasta muodostunut kolmio.

. . .o o__9, o
Koska suunnikkaan kulmien summa on 360°, niin kulma o = M = 139°.

Resultanttivoima R voidaan ratkaista kosinilauseella.

R? = (2,5 kN)? + (2,9 kN)? — 2 (2,5 kN) - (2,9 kN) - cos 139°
R= /(2,5 kN)2+4 (2,9 kN)2 —2- (2,5 kN) - (2,9 kN) - cos 139°
R = 5,05997 kN
R ~ 5,1 kN.

Harjoitustehtédvd 7. Monivalitatehtivi (valitse yksi)
Laita seuraavien tasokuvioiden pinta-alat suuruusjirjetykseen suurimmasta pienim-
paan.

- Ympyré, jonka side on 3

- Neli6, jonka sivun pituus on r

- Tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on r

(a) Ympyrd > Nelio > Tasasivuinen kolmio
(b) Ympyréd > Tasasivuinen kolmio > Nelio

c) Nelio6 > Ympyrd > Tasasivuinen kolmio

(
(d) Neli6 > Tasasivuinen kolmio > Ympyra

e) Tasasivuinen kolmio > Ympyra > Nelié

)
)
)
)
)
f)

(
(

Tasasivuinen kolmio > Nelié > Ympyré
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RATKAISU:

/ \

\/7 b

Ympyrén pinta-ala A, on

r 7r
Ay:ﬂ-(E)QZZ-r2%0,79-r2.

Nelion pinta-ala A,, on
A, =r%

Tasasivuisen kolmion pinta-ala A; on

A=t VG \/_7’~043 .

2 2 4

Oikea vastaus on siis A, > A, > Ay.

Harjoitustehtiava 8. Aukkotehtdvi

Saimaa on Suomen suurin ja Euroopan neljinneksi suurin jarvi. Sen pinta-ala on 4
400 km?. Miki olisi Saimaan pinta-ala kartalla, jonka mittakaava on 1:200 0007 Anna
vastaus nelidsenttimetreissd yhden neliosenttimetrin tarkkuudella ilman yksikkoa.

Vastaus: cm?.

RATKAISU:

Muodostetaan yhtilo, jolla ratkaistaan pinta-ala kartalla. Merkitd&n Saimaan
pinta-alaa kartalla kirjaimella z. Koska pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid,
niin saadaan seuraava yhtalo.

x B 1
4 400 km? 200 0002
4 400 km® 4 400 - 10'° ¢m?

T = = >— = 1100 cm?.
200 000 200 000
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Harjoitustehtava 9. Yhdistdmistehtdvi
Madritd kuvan avulla cosa ja sin «. Arvioi lisdksi, kuinka suuri kulma « on asteina
ja radiaaneina.

1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Vastaus: cosa = jasina = (vaihtoehdot: noin 0,5; noin 0,9;

noin -0,5; noin -0,9). Kulman « suuruus on asteina (vaihtoehdot: 60 °,
o o o\ 3 : : : 1 2 4 7

120 °, 210 °, 240 °) ja radiaaneina (vaihtoehdot: 3w, s, 37, ¢7).

RATKAISU:
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Kulman « kosini on kehépisteen z-koordinaatti, jolloin cosa ~ —0,5. Kulman « sini
on kehédpisteen y-koordinaatti, jolloin sin o =~ —0,9.

Taysi kulma on asteina 360 ja radiaaneina 27. Neljdnnes taydestd kulmasta on siis
90° ja radiaaneina 7. Kulman o« suuruus on puolet taydestd kulmasta ja noin %
yhdestd neljanneksestd. Kulma « on siis asteina a ~ 180° + % -90° = 240° ja

radiaaneina o ~ 7 + § + % 5= %W.

Koe 1

Tehtédva 1. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Ratkaise sivun y pituus.

L] B
(a) y:Sigﬁ
(b) y= co?;ﬁ
(c) y=3sinp
(d) y=3cosp

(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.

Tehtavi 2. Aukkotehtdivd

Henrin suorakulmaisen kolmion muotoisen kartanon ympérilla on nelion muotoiset
pellot A, B ja C kuvan osoittamalla tavalla. Henri omistaa pellot A ja C'. Naapurin
isinté Kalle on ilmoittanut olevansa valmis myyméan Henrille omistamansa pellon B.
Henri muistaa Pellon C pinta-alan olevan 10 000 m? ja kartanon sivun a olevan 80 m.
Mika on Kallen myymén pellon B pinta-ala? Anna vastaus neliometrin tarkkuudella.
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C
=0 B b == c
a
1 A 1
Vastaus: Pellon B pinta-ala on noin nelidmetria.

Tehtiava 3. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Milla lausekkeella saadaan sivun a pituus?

Ass

- L]

35°

a— 6 m

"~ sin25°

6 m

" cos 30°

)
)

¢) a=6 m - cos 25°
) a=6 m - sin 30°
)

Ei milldan naistd lausekkeista.
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Tehtéava 4. Monivalintatehtivd (valitse yksi)

Kalle suunnittelee yksitasoista taloa. Koska Kalle on mieltynyt symmetrisiin muotoi-
hin, hén haluaa rakentaa joko ympyréin, tasasivuisen kolmion tai nelién muotoisen
talon. Kalle haluaa talon pinta-alan olevan 200 m?. Minkii muotoisen talon Kalle
rakentaa, jos hin haluaa kiyttdd mahdollisimman vahéin seindmateriaalia?

(a) Ympyran muotoisen
(b) Tasasivuisen kolmion muotoisen
(c) Nelion muotoisen

Tehtéva 5. Monivalintatehtavi (valitse yksi)

Kalle on 14hdossé lenkille ja haluaa kiertdd Y1a-Tuomiojirven. Kartan mittakaava on
1:30 000. Kalle mittaa Kartasta jarven pituudeksi 17 cm. Arvioi, kuinka pitki lenkki
lyhyimmilldéan on.

(Kuvan l&hde: https://www.google.fi/maps/place/Y14-Tuomiojirvi/@62.2865317,25
.6123005,14z/data=!3m1!4b1!14m5!3m4!1s0x46859e2625d67d89:0xee059d59fb13¢3810
'8m?2!3d62.2870147!4d25.6289801, 18.5.2017)

it

S
g

2,

2%
2
E)
)
%

©
Suswiwe|ueRAN

a) noin 6 km

(
(b

noin 9 km
noin 12 km

(c

(d) noin 20 km

)
)
)
)
Tehtédva 6. Monivalintatehtivd (valitse yksi)

Madrité seuraavan kuvan avulla sin(«) ja cos(a).
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0.8
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Ajokortti 1b: Derivaatta ja integraali

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtava 1. Yhdistimistehtdvai
Onko funktion h derivaatan arvo positiivinen, negatiivinen vai 0 kohdissa x = —5,
r=—1jax=27

=N
o
@

RATKAISU:

— 4 T T 4 T 4 v T
-b = -4 ] —£ =1 U I z ) 4 =] 1]

Kuvaan on piirretty funktion i kuvaajan tangentit kohdissa x = =5,z = —1jax = 2.
Koska derivaatta on tangentin kulmakerroin, tutkitaan tangenttisuoria.

i Kohdassa x = —5 tangentti on nouseva suora, joten sen kulmakerroin on posi-
tiivinen, ja derivaatta h’'(—5) > 0.

ii Kohdassa x = —1 tangentti on laskeva suora, joten sen kulmakerroin on nega-
tiivinen, ja derivaatta h’'(—1) < 0.

iii Kohdassa x = 2 suora on x-akselin suuntainen, joten sen kulmakerroin on 0, ja
derivaatta h'(2) = 0.
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Harjoitustehtdva 2. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)

Kuvassa on funktion f(z) derivaattafunktion f'(x) kuvaaja valilla [—5,4]. M&érita de-
rivaattafunktion kuvaajan avulla ne kohdat, joissa funktio f(z) voi saada diriarvonsa
valilla [—5.,4].

kohdassa x = —5
kohdassa © = —4,2
kohdassa =z = —1,2
kohdassa x = 0
kohdassa = = 0,6
kohdassa = =1
kohdassa x = 2

kohdassa x = 4
RATKAISU:

Derivoituva funktio saavuttaa diriarvonsa suljetulla valilld derivaattafunktion nolla-
kohdissa tai vilin padtepisteissd. Mahdollisia ddriarvokohtia ovat valin padtepisteet
x = —) ja xr = 4 sekdl derivaattafunktion nollakohdat x =1 ja x = —4,2.

Harjoitustehtédva 3. Monivalintatehtivd (valitse yksi)

Derivoi funktio ( ) )
er(x*+6
g<$> - T

(a) ¢'(a) = 25~
(b) g'(x) = St ol

$261761 £E2
(c) ¢'(w) = 25 le )

38



Liite 2 Ajokortti 1b: Derivaatta ja integraali

RATKAISU:

Derivoidaan kiyttien osaméaran ja tulon derivointisdantdjé

i p(“15)

D(e*(2* +6)) - 2z — D(2x) - e"(2? + 6)

(22)?
_ (De*(2® +6) + e - D(z® +6)) - 2z — D(2x) - e (2* + 6)
N (22)?
_ (e"(a*+6)+e"-2x) - 20 —2- " (2* +6)
B 42
e (2x(2® +6) + 42* — 2(2° 4 6))
B 4x?
e”(x® + 22 + 6z — 6)

222
Oikea vastaus on siis vaihtoehto (b).

Harjoitustehtdva 4. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Mika seuraavassa derivoinnissa menee vairin?

D(cos(2x)) = D(2z) sin(2z) = 2sin(2z).

a) Ei mikdan, derivointi on tehty oikein.

(
(b) Useampi alla olevista vaihtoehdoista.

)
)
(¢) Derivoitua ulkofunktiota ei tulisi kertoa sisdfunktion derivaatalla.
(d) Kosinin derivaattafunktio ei ole sini.

)

(e) Sisafunktio on derivoitu védrin.
RATKAISU:

Kyseessi on yhdistetty funktio, jonka sisdfunktio S on S(x) = 2z ja ulkofunktio on
cos(S(x)). Derivoinnissa on kiytetty ketjusdéntod oikein, mutta D(cosx) = —sinz.
Oikea vastaus on siis vaihtoehto (d).

Harjoitustehtava 5. Numeerinen tehtivd
Arvioi kuvaajan avulla funktion h(z) integraali yli vélin [16,20]. Vastaa pelkkd lu-
kuarvo!
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h(z)

N

( 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

Vastaus:

RAT

KAISU:

Koska funktio on positiivinen, on sen integraali funktion kuvaajan ja x-akselin rajaa-
man alueen pinta-ala. Koordinaatiston akseleita tarkastellessa huomataan jokaisen
ruudun olevan 2 x 2 suuruinen. Pinta-alaa voi kuvan mukaisesti arvioida puolisuun-

nikkaalla.

12

10

8

!
N

-4

Integraali yli vélin [16,20] on siis noin 4 - % = 20.

Harjoitustehtdvd 6. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Mitké seuraavista ovat funktion f(z) = 62% + 2z integraalifunktioita?

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)
(e)
(f)

Ei mikdan annetuista vaihtoehdoista.
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RATKAISU:
Integroidaan funktio f

1 . .
/f(m)d:z::/(6x2+2a:)da::/63:2dx—|—/2xdx:6-§x‘5+x2+022x‘5+x2+0,

missd luku C on jokin vakio.
Kaikki funktiot, jotka ovat muotoa 2z3 + 2% + C, ovat alkuperiisen funktion f
integraalifunktiota. Siis integraalifunktioita ovat funktiot F ja Fj.

Koe 1

Tehtavi 1. Aukkotehtdvd
Derivoi funktio f(z) ja tdydennéd polynomin vakiokertoimet tyhjiin kohtiin

f(z) = 22% + 42* + 2.

Vastaus: f'(x) = x? + x +

Tehtéava 2. Monivalinta (valitse yksi tai useampi)
Ohessa on funktion k(z) kuvaaja. Missd seuraavista kohdista funktion k derivaatta
on aidosti positiivinen?

Tehtava 3. Monivalinta (valitse yksi)
Mika seuraavassa derivoinnissa menee vaarin?

D(cos(2z)) = D(2x) sin(2x) = 2sin(2z).
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Ei mikdén, derivointi on tehty oikein.
Useampi alla olevista vaihtoehdoista.
Derivoitua ulkofunktiota ei tulisi kertoa sisdfunktion derivaatalla.
Kosinin derivaattafunktio ei ole sini.

(e) Sisafunktio on derivoitu vérin.

Tehtéava 4. Monivalinta (valitse yksi)
Valitse vaihtoehto, joka kuvaa funktion f méardtyn integraalin arvoa yli vélin x €
[_475]'

a) Integraalin arvo on positiivinen.

(a)
(b) Integraalin arvo on negatiivinen.
(c) Integraalin arvo on 0.

(d) Integraalia ei ole méadritelty talla valilla.

Tehtava 5. Monivalinta (valitse yksi)
Valitse vaihtoehdoista se, jossa on integroitu oikein muuttujan ¢ suhteen. Vaihtoeh-
doissa esiintyva luku C on integrointivakio.

(a) [(6-t%)dt = [6dt- [t3dt =6t 3t*+C =185+ C
(b) [(6-t3)dt =06 [t3dt =6-4t*+C =24t" + C

(6-1%)
¢) [(6-t3)dt=6[t3dt=6-1t'+C =2t +C
(6-1°)

)
() J
(d) [(6-t3)dt =6 [t3dt =6-5t*+C =2*+ C.
(e) Kaikki integroinnit on tehty viérin.
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Ajokortti 1b: Loppukoe 1

Tehtava 1. Yhdistamistehtdva
Laske

(a) V3" +V1 =
(b) V32442 = .
Vaihtoehdot: 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Tehtéava 2. Monivalintatehtava (valitse yksi)

JYP:in maalivahteina kaudella 2016-2017 olivat Jussi Olkinuora ja Pekka Tuokkola.
Olkinuora pelasi runkosarjassa 26 pelid ja Tuokkola 32 pelid. Olkinuora torjui peleisséi
654 kertaa ja péadsti 55 maalia. Tuokkola taas torjui 700 kertaa ja padsti 60 maalia.
Kummalla maalivahdeista oli parempi torjuntaprosentti (torjuntojen suhde kaikkiin
laukauksiin)?

(L&hteet http://www.hockeydb.com/ihdb/stats/pdisplay.php?pid=130959 ja
http://www.hockeydb.com /ihdb /stats/pdisplay.php?pid=84366, 18.5.2017)

(a) Olkinuora
(b) Tuokkola
(¢) Torjuntaprosentti oli yhté suuri.

(d) Ei voi ratkaista annettujen tietojen perusteella.

Tehtdva 3. Numeerinen tehtavd

Milla ldhtee kavereidensa kanssa vanhalle ala-asteelleen pelaamaan koripalloa. Ala-
asteen koripallokentin viivat ovat hieman vanhentuneet, mutta pelaamista se ei hait-
taa. Ala-asteen koripallokentén vapaaheittoalue koostuu puoliympyristé ja tasakyl-
kisestd puolisuunnikkaasta. Kuinka pitkd matka vapaaheittoviivalta on kentdn péaa-
tyrajalle, kun puolisuunnikkaan mitat tiedetdan? Vastaa metreissa ilman yksikkoa
kahden desimaalin tarkkuudella.

w

6,00 m | pastyraja vapaaheittoviiva | 3,60 m

—

Vastaus:
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Tehtava 4. Yhdistamistehtdivd
Funktion f arvo kaikilla reaaliluvuilla x méaéritelldén seuraavalla sdannolla:
luvun x nelioon lisdtidn luku 4 ja summa jaetaan kahdella.

(i) Laske f(0) = .
(i) Milla positiivisella muuttujan z arvolla f(x) = 27 Vastaus:
Vaihtoehdot: 0, 1, 2, 3, 4.

Tehtavi 5. Aukkotehtdvd

Kallella on jadnyt edellisestd remontista 1000 ulkolaattaa, joiden koko on 10 cm X
10 ¢m. Héanen pihallaan on uima-allas, jonka koko on 3 m x4 m. Kalle haluaa laatoit-
taa uima-altaan reuna-alueen niin, etti laatoitus on yhté leved joka kohdassa. Kuinka
levedn laatoituksen Kalle voi korkeintaan tehdd? Saumoja ei tarvitse ottaa huomioon.
Vastaa, kuinka monta kokonaista laattaa reunan leveydeksi tulee.

laatoitus
4m
3m
uima-allas
Vastaus: Uima-altaan reunalle tulee kappaletta laattoja vieretysten.

Tehtidva 6. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Milla lausekkeella saadaan sivun a pituus?

120°
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Tehtavi 7. Aukkotehtdvd

Kalle leipoo Henrille syntymépaivikakkua. Kalle on innostunut syétavista tulosteista:
hén on tilannut netistd pyoredn kermakakun péaille ympyrin muotoisen syomikelpoi-
sen kuvan. Kuvan siide on 5 cm. Kalle harmittelee yrittdessédin peittad kakkua kuvalla,
silld kakusta jaia 80 cm? peittimitti. Kuinka paljon suurempi side pyoreilld kuvalla
olisi oltava, jotta se peittiisi koko kakun? Vastaa yhden desimaalin tarkkuudella.

Kakku

Vastaus: Kuvan sateen tulisi olla cm pidempi.

Tehtédva 8. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Mik4 seuraavassa derivoinnissa menee vaarin?

1 1 3
D(ng + 32> — 2cosx) = D(Zx3) + D(32%) — D(2cos ) = ZxQ — 62 — 2sinx
Valitse 1 tai useampi:

a) Ei mikdan, derivointi on tehty oikein.

(a)

(b) Termi 3z?

(¢) Termi $2* on derivoitu vilérin.
)

(d) Termi 2cosx on derivoitu véirin.
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Tehtava 9. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Minké funktion g derivaattafunktio on

1
f(z) =32 + 3% — 47

(a) g(z) =6z + 3
(b) g(z) =6z —4
(c) glz) =2+ 32> — 4z + 7
(A) glz) = 32% + 22 — 4z — 5
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Tehtédva 10. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Valitse vaihtoehdoista se, jossa on integroitu oikein muuttujan = suhteen. Vaihtoeh-
doissa esiintyva luku C on integrointivakio.

(a) [(—4 -2 )de=—-4[a%de=—-4-La '+ C=2+C

(b) [(—4-2Hde=—4[a%de =—4 - —327 34+ C=3234C

(¢) [(=4-22)de = [(-4)dz - [27%dx = -4z - (-323)+ C=122"2+C

d) [(—4-2Hde = [(—4)dz- [27%de=—4-(-la )+ C =42+ C=2+C
(e) Kaikki integroinnit on tehty viirin.
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Ajokortti 2b: Algebra

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtéivd 1. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Milld muuttujan x arvolla epayhtélo

1<x+3<3

toteutuu?

a

[

(a) z € [1,
o of
0]
,0

[

) 1,3
) z€]-2,
(c) ze[-2
(d) z € [-2
RATKAISU:

Ratkaistaan epéayhtalo:

1<x+3<3
—2<z<0

Ratkaisu on siis vili, johon kuuluu luku —2, mutta luku 0 ei. Oikea vastaus on siis
x € [ — 2,0[, eli vaihtoehto d).

Harjoitustehtivd 2. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Valitse vaihtoehdoista se, joka on totta kaikilla aidosti positiivisilla muuttujien x, y
ja z arvoilla.

(a) Vo T =a>

~—~
=
~—
N
[NIES

=

(d) y= == (y5)

(e) Kaikki vaihtoehdot ovat epétosia.

RATKAISU:
(a) VZvavz = (VT)? = (z2)3 = 23, siis vilite on tosi.
(b) Koska 272 = L = % ja = = z- —2 = 2172 = \/z, yhtild ei ole totta

z z
z2
muuttujan arvolla z = 4, silla \/LZ = % +# /4 = 2. Viite on niin ollen epitosi.
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3 . )
(¢) Koska (v/z)2 = (22)° = z2 - $ = x1, viite ei ole totta esimerkiksi muuttujan

3
2
arvolla z = 4, silli 42 = 16 # /8 = (v/4)2. Viite on siis epiitosi.

(d) Koska (y=)~! = y~=, viite ei ole totta esimerkiksi muuttujien arvoilla y = 4,
=1+ 471 = L. Siis viite on epétosi.

N|=

r=1jaz=2 silld 4~

Harjoitustehtivd 3. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Binomin nelién muistikaavaa voi kiiyttda myos ns. toiseen suuntaan:

a® + 2ab + b* = (a + b)*.
Miké vaihtoehdoista on yhtdsuurta polynomin
3¢ + 43¢+ 4

kanssa?

RATKAISU:
Muokataan lauseketta

3¢ +4v3c+4
= (V3c)? +2-2V3c+ 2% Kiytetidn laskukaavaa a? + 2ab + b* = (a + b)>.
= (V3c+2)%

Harjoitustehtévd 4. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Mika vaihtoehdoista on yhtasuurta lausekkeen

N
2p  p?
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(d) (% +2)

p p

(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.
RATKAISU:

Tehtévin voi ratkaista sieventdmailld vaihtoehtojen (a)-(d) lausekkeet ja vertaamal-
la niitd annettuun lausekkeeseen. Toinen vaihtoehto on erottaa summasta yhteinen
tekiji *2, jolloin
ﬂ+g:ﬂ@+ﬂ)
2p p* p\2 p
ja oikea vastaus on vaihtoehto (d).

Harjoitustehtdva 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Kalle on keksinyt viitteita, joiden avulla hin testailee ystaviensd matemaattista osaa-
mista. Mitkd Kallen viittdmista ovat tosia?

(a) "Kahden murtoluvun yhteenlaskussa lasketaan osoittajat yhteen ja nimittajét
yhteen."

(b) "Kahden murtoluvun tulossa kerrotaan osoittajat keskendin ja nimittajit kes-
ken&din."

(c) "Murtoluvun ¢ kddnteisluku on —¢."

(d) "Murtoluvun arvo pysyy samana, vaikka sekd osoittaja ettd nimittdja kerrot-
taisiin jollakin luvulla a # 0."

RATKAISU:
(a) Koska 1+ % =1, mutta é—i; = 1, ensimmiinen viite ei ole totta kaikilla murto-
luvuilla.

b) Kaikille murtoluvuille pétee ¢ - < = % joten viite on tosi.
b d edd

(¢) Murtoluvun ¢ kiiéinteisluku on 2, missi a # 0 (luku —¢ on alkuperiisen luvun
vastaluku). Viite on siis epétosi.

(d) Koska ¥ = &% (laventaminen), vdite on tosi.

Koe 1

Tehtédva 1. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Valitse vaihtoehdoista se lauseke, jonka arvo on sama kuin lausekkeen

=

ys - (1+y")

arvo kaikilla positiivisilla muuttujan y arvoilla.
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(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.

Tehtéava 2. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Binomin nelién muistikaavaa voi kiiyttda myos ns. toiseen suuntaan:

a® 4 2ab + b* = (a + b)2.
Miké vaihtoehdoista on yhtdsuurta polynomin
222 + 2\/§xy + 42

kanssa?

Tehtéava 3. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Mika vaihtoehdoista on yhtasuurta polynomin

ac + ad + be + bd

kanssa?
(a) (a+0b)(c+d)
(b) (a+c)(b+d)
(¢) (a+d)(b+c)
(d) Ei mikdén néista vaihtoehdoista.

Tehtédva 4. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Henri pommittaa Millaa erikoisilla "faktoillaan". Auta Millaa valitsemalla viittdmista
ne, jotka ovat totta kaikilla aidosti positiivisilla reaaliluvuilla a ja b.
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(a) "Lukujen a ja b erotuksen neliGjuuri on yhtdsuurta kuin lukujen a ja b nelio-
juurien erotus."

(b) "Lukujen a ja b tulon neligjuuri on yhtidsuurta kuin lukujen a ja b neliéjuurien
tulo."

(¢) "Lukujen a ja b summan neligjuuri on yhtdsuurta kuin lukujen a ja b neligjuu-
rien summa."

(d) "Luvun a kuutiojuuren kuutio on yhtasuurta kuin luvun a kuution kuutiojuuri."

Tehtédva 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Millan ja Henrin debatista jai jaljelle kaksi vaittdmé&a, joista he olivat seuraavana
paivandkin eri mieltd. Ovatko Millan ja Henrin viittdmat totta?

(i) Milla: Luvun a neligjuuren nelié on yhtasuurta kuin luvun a nelion neliéjuuri,
jopa negatiivisilla luvuilla a.

(ii) Henri: Yht#ls al®) = (a®)® on totta kaikilla positiivisilla luvuilla a.

a) Sekd Milla ettd Henri ovat oikeassa.

()
(b)
(c)

)

(d) Sekd Milla ettd Henri ovat vddrissa.

Vain Milla on oikeassa.

Vain Henri on oikeassa.

Tehtava 6. Monivalintatehtivd (valitse yksi)

Kalle on ostanut uuden jadkaapin, jonka energiatehokkuus on vertaansa vailla. Kalle
paéttad vertailla uuden ja vanhan jidkaappinsa ideaalisia hyotysuhteita 7,5 ja Nvanha
taulukkokirjasta l0ytdménsé kaavan avulla. Onko Kallen sievennys tehty oikein? Jos
ei, misséd vilivaiheessa 1), 2) vai 3) virhe tulee?

Nvanha _ (Tl _T2> . <T3 _T4)
T ' T3

(25 (727)
B T 13 =1,
2(-7)(-7)
Z2(1-22).(1=-23
T Ty

Nuusi

a) Kalle on sieventdnyt oikein.

(2)

(b) Virhe yhtasuuruudessa (1)

(c) Virhe yhtidsuuruudessa (2)
)

(d) Virhe yhtidsuuruudessa (3)
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Ajokortti 2b: Alkeisfunktiot

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtéivd 1. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Eksponenttifunktio F(z) = k¥ on aidosti vihenevi tdsmélleen silloin, kun kantaluku
k on vililla 0 < £ < 1. Milla vakion a arvoilla funktio h,

hz) = (1+a)”
on aidosti viheneva?

a =

(a
(

b) —1<a<0

)

)

(c) a<0
(d) Kaikilla vakion a arvoilla
(e) Ei milldén vakion a arvoilla

RATKAISU:

Eksponenttifunktio on aidosti vihenevé tdsmilleen silloin, kun kantaluvulle (1 + a)
pitee 0 <a+1<1eli —1 < a < 0. Vaihtoehto b) on siis oikein.

Harjoitustehtdva 2. Monivalintatehtavd (valitse yksi)
Luvun a > 0 k-kantainen logaritmi on eksponenttiyhtdlon k* = a ratkaisu. Toisin
sanoen

k" = a & x = log a.

Logaritmi, jonka kantaluku on e (Neperin luku) sanotaan luonnolliseksi logaritmiksi
ja sitd usein merkitddn kirjaimilla In:

e =a4z=1a.

Mika vaihtoehdoista on yhtapitava yhtalon

()=}

[NGIEN

—~
o

S—

a

[ 1N

Il
[STIS RSN N

Il
NS
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(e)

Ei mikdan néistd vaihtoehdoista.

RATKAISU:

Tarkastelemalla maaritelmaa

e =a<xz=Ina

nihdaan, ettd yhtalossa

o3-S

kantaluku on e, eksponentti  on % ja luku a, josta logaritmi otetaan, on % Eli

2 b b 2
ln(—):—<:>e2:—.
z 2 z

Harjoitustehtévd 3. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Eraélle funktiolle g pétee ehto H

H: gly+2) =gy +g(z), kaikilla y,z € R.

Pateeko ehto H funktiolle

fl@)=(z+1)*7

Valitse oikea perustelu.

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Pétee, silld ehto toteutuu sijoittamalla y = 0 = 2.
Pitee, silld f(z + 1) = (z + 1)
Ei pédde, silla ehto ei toteudu sijoittamalla y =1 ja z = 0.

Ei péde, silla funktion f kuvaaja on paraabeli.

RATKAISU:

(a)

(b)

Perustelu on wvddrin: ehto ei toteudu, kun y = 0 = z, ja vaikka toteutuisikin, se
ei riittaisi. Se, ettd 16ydetdan jotkin luvut, jotka toteuttavat yhtilon, ei takaa,
ettd ehto olisi totta kaikilla reaaliluvuilla y ja z.

Perustelu on wvddrin ja holynpolyi: f(x+1) # (x+2)?, eikél tdma liity annettuun
ehtoon milldan tavalla.

Perustelu on oikein: ehto H ei toteudu kaikilla reaaliluvuilla, jos l0ydetdan
yksikin vastaesimerkki, jolla ehto ei toteudu. Siis koska

fO+1)=475=f(0)+ (1),

ehto ei pade funktiolle f.
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(d) Perustelu on wvddrin: funktion f kuvaaja on todella paraabeli, mutta annettuun
ehtoon perustelu ei ota kantaa.

Harjoitustehtivd 4. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Funktiosta h tiedetéén, etti se on jatkuva ja derivoituva koko reaaliakselilla ja liséksi

i. h(0) =0,
ii. h(§)=1,
iii. Funktion pienin arvo on -1.

Paattele, mitkd seuraavista viitteistd ovat varmuudella totta.

(a
(

(d) h(2) > -2
(©) 1(3) =0
RATKAISU:
Kuvassa funtkion ominaisuudet koordinaatistossa:
2 4
ey iy
B h’( _)
2 2
1 @
(0,h(0))
e
-1 0 1 2
_______ S

Funktiosta tiedetdan myo0s, ettd ainakin jollain xy saavutetaan pienin arvo, eli

(a) Pitdd paikkansa: Funktiolla on nollakohta x = 0.
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(b) Ei pidd paikkaansa: Sinifunktiolla on samat ominaisuudet, mutta niin on mo-
nella muullakin funktiolla, esimerkiksi oheisen kuvan paraabelilla.

(c) Ei pidd paikkaansa: Funktio voi saada arvon 0 muissakin pisteissi kuin x = 0.

(d) Pitad paikkansa: Koska funktion pienin arvo on -1, niin funktion kaikkien arvo-
jen on oltava sitd suurempia tai sen kanssa yhtdsuuria. Niinpd h(2) > —1 josta
seuraa h(2) > —2.

(e) Ei pidd paikkaansa: funktion derivaatan arvo voi olla mitd tahansa, silld funk-
tion ominaisuuksista ei voi paitella, etta silla olisi terassikohta tai lokaali 4a-
riarvokohta, kun x = 7.

Koe 1

Tehtavi 1. Aukkotehtdvd
Luvun a > 0 k-kantainen logaritmi on eksponenttiyhtdlon £ = a ratkaisu. Toisin
sanoen

k" = a < log,a = x.

Laske
(1) 10g2 8 -_ 5
(ii) logs3 =

Tehtiava 2. Monivalintatehtavi (valitse yksi)
Mika vaihtoehdoista on yhtapitava yhtalon

In(2z) =a
kanssa?
(a) a® = e
(b) e” =a?
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(e) Ei mikd&n naista vaihtoehdoista.

Tehtidva 3. Monivalintatehtavi (valitse yksi tai useampi)
Tiedetddn, ettd funktio f on jatkuva ja derivoituva koko reaaliakselilla ja lisdksi

ii. f(1)=2ja
iii. Funktion f suurin arvo on 2.

Paittele, mitkd seuraavista viitteistd ovat varmuudella totta.

a) Funktiolla f on nollakohta.

Jos

(x0) = 2, niin zy = 1.
f(0) <0.
f2) <
(e) f'(1) =

Tehtéva 4. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Eksponenttifunktio F(z) = k* on aidosti kasvava tésmaélleen silloin, kun & > 1.
Milla vakion a arvoilla funktio A,

(c

(
(b
(d

)
)
)
)
) f

h(z) = (3 — a)‘T,
on kasvava?

a) a =

(
(b) a <2

S
A

)

)
(c)2<a<3
(d) a=
Tehtava 5. Numeerinen kysymys

Henri on ottanut 3000 € opintolainaa opintojensa alussa. Henrin onneksi lainan vuo-
sikorko on vain 0,5 %. Korko lisitdan pddomaan vuosittain.Henri maksoi koko lainan
kerralla; maksuhetkelld pankin kassaan kilahti 3110 €. Kuinka monta vuotta Henrin
laina oli kasvanut korkoa? (Tdmé& tehtévd on suunniteltu tehtéviksi laskimen avulla.)
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Anna vastauksesi vuoden tarkkuudella ilman yksikkoa.
Vastaus:

Tehtdva 6. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Milla miettii logaritmin ominaisuuksia ja kysyy Henriltd, pateeko logaritmille

In(z+1)=lnz+Inl.
Valitse Henrin perusteluista oikea(t).

(a) "Pitee, silld sijoittaessa z = 0 yhtdlo sievenee muotoon In1 = In1, joka on
totta."

(b) "Pétee, silld In1 = 0 aina."

(c) "Ei péde, silld sijoittaessa x = 1 yhtélo sievenee muotoon In2 = 21In 1, joka ei
ole totta."

(d) "Ei péde, silla logaritmifunktio on aidosti kasvava, eli In(z + 1) > Inz."
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Ajokortti 2b: Differentiaalilaskenta

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtava 1. Yhdistimistehtdvai
Mité derivointisdantdja laskussa

on kiytetty vaiheissa A), B) ja C)?7

Vaihtoehdot: summan derivointisdfintod, tulon derivointisddntod, osaméaidran
derivointisdintod, ketjusdantod.

RATKAISU:
Vaiheessa A) on kiytetty summan derivointisdédntoa

D(f(z) + g(x)) = Df(x) + Dg(x).

Vaiheessa B) on kiytetty ketjusdéntoa

Dg(f(x)) = g'(f(x))f'(z).

Vaiheessa C) on kiytetty osamééran derivointisaantoa

Harjoitustehtivd 2. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Derivoinnin ketjusdantd on

Maarita
D sin((2x + 1.

(a) 22sin ((2z + 1)) - (22 + 1)*
(

(c) 20sin

) ( )

b) 22cos (22 + 1)) - (22 + 1
) ((2z+1)™) - (22 + 1)
) ( )

(d) 11cos ((2z +1)'7)
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(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.
RATKAISU:
Derivoinnissa on kiytettiva ketjusddntod kahdesti:
D sin((2z + 1)) = cos((2z + 1)) - D (2z + 1)*
=cos((2z + 1)) - 112z + 1)'°. 2
= 22cos((2z + 1)) - (22 + 1)"°
Vaihtoehdoista mikéén ei ole derivoitu oikein, eli oikea vastaus on vaihtoehto (e).

Harjoitustehtava 3. Yhdistimistehtdvai
Oheisessa kuvassa on kolmannen asteen polynomifunktio f(z), sekd funktiot

g(x) = f(x) =3, ga(x) = 3f (), gs(x) = f(3x).

y = f(x)

Yhdista kuvaajat A,B,C funktiohin g(x)1, g(x)s, g(x)s.
Vaihtoehdot: A, B, C.
RATKAISU:

i) Kun z = 0, niin f(z) = ¢2(x) = g3(z) = 0. Eli funktion g¢;(z) kuvaajan on
oltava C.

ii) Koska f(1) = 0, niin my6s g2(1) = 3 - f(1) = 0. Eli funktion go(z) kuvaajan on

oltava A.
iii) Koska funktiolla f on nollakohdat x = —1 ja x = 1, niin funktiolla g3 vastaavat
nollakohdat ovat = —% ja « = 3. Funktion g3(z) kuvaajan on oltava B.
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Koe 1

Tehtava 1. Yhdistimistehtdva
Oheisessa kuvassa on toisen asteen polynomifunktion kuvaaja f, sekd funktioiden

g(x) = fx) =3, g2(7) = f(32), gs(x) = f(3x)

kuvaajat.
\ ¥
I
A
W

Yhdista funktiot g(x)1, g(x)s, g(z)3 kuvaajiin A, B ja C.

Vaihtoehdot: A, B, C.

Tehtéava 2. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Olkoon funktio f(x) = (z — 3)2. Missi viilin ]0,2] pisteissi epiyhtilo

flz) <4

toteutuu?
(a) 0,2]
(b) = € [1,5]
(¢) = €]1,2]
(d) =z €[2,5]

Tehtava 3. Aukkotehtdvi
Tutki kuvaajan perusteella,

(i) kuinka monta kertaa funktion u(z) arvojen etumerkki vaihtuu.
Vastaus: kertaa.

(ii) kuinka monta kertaa funktion u(x) derivaatan arvojen etumerkki vaihtuu.
Vastaus: kertaa.
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10

y = u(x)

-4 -2 2 4 8 1 12 14 16 18

Tehtédva 4. Monivalintatehtava (valitse yksi)
Funktiota F'(x) sanotaan funktion f(x) primitiiviksi mikali

kaikilla z. Miki seuraavista on funktion
g(x) =22+ 1

primitiivi?

Tehtdva 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Osamaarin derivointisddnto on

flx) _ ['(@)g(x) — f(x)g'(x)
g(x) (9(x))?

Funktio A(x) > 0 on derivoituva. M&arita

D , missi g(x) # 0.

SETIES

1-z
(a) 2h(x)

K (x)—z-h(z)
() g

h(z)—z-h'(x)
() TS5t
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() —zm

(e) Ei mikdan naista vaihtoehdoista.

Tehtava 6. Yhdistamistehtdiva
Mita saantoa laskussa

DI—Q 4) D(ZE2)€Z— z%e®
er e
B) 2xe” — x’e”
o2z
o) (2 —x)
==

on kiytetty vaiheissa A), B) ja C)?

Vaihtoehdot: osamédran derivointisddntoa, polynomi- ja eksponenttifunktion
derivointisdintod, sievennyssiddntojd, summan derivointisdantoa.
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Ajokortti 2b: Analyyttinen geometria ja trigonomet-
ria
Harjoitustehtavat

Harjoitustehtdva 1. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Ympyran yhtilé voidaan ilmoittaa normaalimuodossa

2+ +ar+by+c=0

tai keskipistemuodossa

(x —20)* + (y — yo)* =17,

kun ympyrén keskipiste on (z9,yo) ja side on r.

Erdén ympyrian yhtdlén normaalimuoto on
J;2—2x+y2+2\/§y:0.
Muuta ympyrin yhtilo keskipistemuotoon. Mitkd ovat ympyran keskipiste ja sidde?

a) Keskipiste on (1, — 3) ja siide on 4.

(
(b

Keskipiste on (—1,3) ja siide on 2.

(
(d

) (
) (=

¢) Keskipiste on (1,v/3) ja side on 2.
) Keskipiste on (1, — /3) ja side on 2.
) (

(e) Keskipiste on (1,3) ja side on 4.
RATKAISU:
Normaalimuoto tulee siis tdydentda nelioksi molempien muuttujien x ja y suhteen
m2—2x+y2+2\/§y20
-2 1 x+y?+2-V3-y=0 |+ (12 + V3%
@2 =21 24+1)+ (P +2-V3-y+vV3) =124V3 |[a®+ 2ab+ b* = (a+ b)?

(r =1+ (y+V3)?2=4
(r— 1)+ (y+V3)2 =2%

Nyt ympyrian yhtdlo on saatu keskipistemuotoon, josta ndhdéin, ettd keskipiste on
(1,—+/3) ja side on 2.
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Harjoitustehtava 2. Aukkotehtivi
Paraabelin yhtédlon normaalimuoto on

y = ax® + bz +c.
Madrité sen paraabelin yhtélo, joka kulkee pisteiden (0,—1), (1,—2) ja (2,1) kautta.

Vastaus: Paraabelin yhtilé on muotoa y = az? + bx + ¢, missi a = , b=
jac=

RATKAISU:

Sijoitetaan annetut lukuparit yhtiloon y = ax? + bx + ¢, jolloin saadaan yhtiloryhmé

-1 =c

-2 =a+b+c

1 =4a+2b+ec.
Yhtéaloryhmésta saadaan suoraan, ettd ¢ = —1. Ratkaistaan sitten toisesta yhtdlosta
b = —a — 1 ja sijoitetaan ndmé viimeiseen yhtiloon, jolloin saadaan a = 2. Lopuksi

saadaan vield b = —3. Kysytty paraabelin yhtilo on siis y = 222 — 32 — 1.

Harjoitustehtéivd 3. Monivalintatehtava (valitse yksi)

Asteiden lisdksi minka tahansa kulman suuruus voidaan ilmaista radiaaneina. Positii-
visen kulman suuruus radiaaneina on kulmaa vastaavan yksikkoympyran kaaren pi-
tuus ja negatiivisen kulman suuruus taas vastaavan yksikkOympyrén kaaren pituuden
vastaluku. YksikkGympyrén kehén pituus on 27, joten 27 (rad) = 360°.

(a) Kuinka paljon on
(i) 45° radiaaneina?
.o 37-r .
(ii) 75 rad asteina?
(b) Paljonko kolmion kulmien summa on radiaaneina?

45° =% ja ?{—g = 30°. Kolmion kulmien summa on 7.

45° =7 ja % = 54°. Kolmion kulmien summa on 7.

10

45° = T ja 3™ = 54°. Kolmion kulmien summa on 27.

)

)

(c) 45° = T ja 3T = 60°. Kolmion kulmien summa on 2.

) 10
)

45° =7 ja % = 108°. Kolmion kulmien summa on 7.
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RATKAISU:
(a) Koska 2 = 360°, on 1° = 2= ja toisaalta 1 (rad) = 39° | T#llsin siis
2w
45° =45 — = —
360 4
ja
3T _dn 3000
10 10 27

(b) Kolmion kulmien summa on 180°, joka on 7 radiaania.

Harjoitustehtava 4. Yhdistimistehtdvai
Kuvaan on piirretty funktioiden f, p, h ja p. Niiden lausekkeet ovat 4sinz, sin4x,
sinz — 4 ja sinx. Yhdista lausekkeet oikeisiin kuvaajiin.

f

\ AW N
n\/ o\/ m
h

p -4 /\/

RATKAISU:

—

Sinifunktion arvojoukko on suljettu véli [1,—1]. Funktio, jonka lauseke on sinz — 4
saa arvoja vililla [—5,—3], joten p(z) = sinx — 4. Funktio, jonka lauseke on 4sinz
saa arvoja vililtd [—4,4], joten f(x) = 4sinzx.

Jaljelle jaa vield funktiot g(z) ja h(x). Koska sinin jakso on 27, on oltava
g(x) = sinz, jolloin h(x) = sin4z.

Harjoitustehtédvd 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Etsi kuvan avulla yhtélon
V3

cosSa = ———
2

ratkaisu(t), jotka kuuluvat vilille [0,27].
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-14 -12

(a) a= %r

(b) =3

(c) a=2

(d) a=-F

() a= %”
RATKAISU:
Kuvasta ndhdéan, ettda kulman %’r kehédpisteen vaakakoordinaatti on —\/75, joten yh-
talon cosa = —‘/73 eréis ratkaisu on o = 7. Toinen ratkaisu vililté [0,27[ 1oydetééin

etsimalld kehépiste, jolla on sama vaakakoordinaatti. Tama l6ytyy, kun peilataan en-

simméinen ratkaisu @ = =& = 1 + %w vaaka-akselin suhteen. Toinen ratkaisu on siis

6
-7 _ 1l _ 57
Q=T— T = .

Harjoitustehtivd 6. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)
Etsi kuvan avulla yhtalon

sinoe = ——
2

ratkaisu(t), jotka kuuluvat vilille [0,27].
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-14 -12

(a) a=7F
(b) a= 1%”
(c) a=2
@ a--1
() a= IT
RATKAISU:

Kuvasta nahdaan ettd kulman & o kehépisteen pystykoordinaatti on — 2 , joten yhtalon

sina = —5 erds ratkaisu on oo = 7” . Toinen ratkaisu véliltd [0,27[ 16ydetdan etsimélla

kehépiste, jolla on sama pystykoordinaatti, eli peilaamalla ensimmainen ratkaisu a =
T _ 1ln

7 + % pystyakselin suhteen. Toinen ratkaisu on siis a = 27 — & = .

Koe 1

Tehtava 1. Monivalintatehtavd (valitse yksi)

Erdén ympyrian yhtalén normaalimuoto on
224y —2V2x + 2y — 6 =0.
Muuta ympyran yhtilo keskipistemuotoon. Mitkd ovat ympyran keskipiste ja sédde?
(a) Keskipiste on (v/2, — 1) ja siide on 3.
(b) Keskipiste on (—2,1) ja sdde on 3.
(¢) Keskipiste on (2, — 1) ja siide on v/6.
) (=

(d) Keskipiste on (—v/2,1) ja side on 3.
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(e) Keskipiste on (v/2,1) ja side on v/6.

Tehtavi 2. Aukkotehtdvd
Paraabelin yhtdlon normaalimuoto on

y = az® + bx + c.
Madrita paraabelin yht&lo, kun se kulkee pisteiden (0,—1), (1,—2) ja (—1,—4) kautta.

Vastaus: Paraabelin yhtilé on muotoa y = az? + bx + ¢, missi a = , b=
jac=

Tehtava 3. Aukkotehtivi
Kalle muistaa, ettd 180° = 7 (rad). Auta Kallea selvittdméén, onko 60 asteen kulma
suurempi, pienempi vai yhtd suuri kuin

™

(a) kulma, jonka suuruus on Z radiaania

|

T

(b) kulma, jonka suuruus on Z radiaania

ol

(¢) kulma, jonka suuruus on 2= radiaania.
Merkitse vastaukseen joko <, > tai =.

Vastaus: 60° 5,60° Z Ja 60° %”

Tehtava 4. Yhdistimistehtdva
Kuvaan on piirretty kolmen funktion (g, f ja h) kuvaajat. Niiden lausekkeet ovat
2sin x, sin 2z ja sinz. Yhdistd lausekkeet oikeisiin kuvaajiin.

g

2

-3m\2 - 0 /
-1
h

Tehtdva 5. Monivalintatehtivd (valitse yksi tai useampi)
Milla katsoo yksikkoympyrastd Pythagoraan lauseen avulla, ettd kulman « sinin ja
kosinin arvoille pitee

sin?a + cos? a = 1.
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Sievenni edellista lausetta kiyttiden lausekkeet
(a) sin®a + sina cos? a
(b) (sina — cos ).

Vastaus:

2 =sina

(a) sin® a + sin a cos
(a) sin® a + sinacos? a = sina + 1
(a) sin® @ + sina cos? a = sin & + cos a
(b) (sina — cosa)? = —2sina - cos a

(b) (sina — cosa)? = —sina - cosa + 1
(b) (sina — cosa)? = —2sina - cosa + 1

Ei mitkdédn niista vaihtoehdoista.

Tehtédva 6. Monivalintatehtavi (valitse yksi tai useampi)
Etsi kuvan avulla yhtélon sinz = Y2 ratkaisu(t), jotka kuuluvat vilille [0,27].
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(_

o | =

08 -06 -04 -02
021

-041

-0.61

@) o=
) r=-%
© =3
@ 2=-3
(© v =3
023

71



Liite 2 Ajokortti 2b: Todennékoisyyslaskenta

Ajokortti 2b: Todennakoisyyslaskenta

Harjoitustehtavit

Harjoitustehtéivd 1. Monivalintatehtava (valitse yksi)

Jos tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomat, niin sen todennikdisyys,
ettd molemmat tapahtuvat, on tapahtumien A ja B todennikéisyyksien tulo

P(A ja B) = P(A) - P(B).

Milla, Kalle ja Henri pelaavat Kimbled, missd on tirkeimpéna pelivilineené
tavallinen kuusitahkoinen noppa. Kalle iloitsee, kun huomaa Henrin nappulan
olevan "syontietdisyydelld". Syodakseen Henrin Kallen on heitettdva ensin nopalla
kuutonen ja sen jilkeen kakkonen. Milld todennékdisyydelld Kalle saa syotyd Henrin
nappulan?

a)

(
(b

= D= Wi
Sl=

(c
(d

gl

)
)
)
(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.
RATKAISU:

Merkitadn tapahtumia seuraavasti:
A = "Henri heittda 1. heitolla kuutosen"ja
B = "Henri heittda 2. heitolla kakkosen".

Molempien tapahtumien A ja B todennédkdisyys on %. Tapahtumat A ja B ovat
toisistaan riippumattomia, joten

P(Aja B)=P(A)-P(B) =

Harjoitustehtdva 2. Monivalintatehtivd (valitse yksi)
Vastatapahtuman A® todennikoisyys saadaan viihentimilli tapahtuman A todenni-

kéisyys luvusta 1 eli
P(A%) =1—P(A).

Kalle pelaa kavereidensa kanssa Monopoly-lautapelid, josta havainnekuva alla.
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B alamy stock photo

(Kuvan ldhde: http://www.alamy.com /stock-photo /monopoly-board-game.html, 8.6.2017)

Kalle heittdd vuorollaan kahta noppa. Kalle toivoo, ettd noppien silméalukujen
summa ei ole 8, 9 tai 11, koska niilld lukemilla Kalle joutuu muiden pelaajien
omistamaan hotelliin. Miki on todennékéisyys sille, ettd Kalle ei joudu muiden
pelaajien hotelliin?

21

(a) 55
OF
() 3
@ %

(e) Ei mikdén naista vaihtoehdoista.
RATKAISU:

Merkitdsin A = "silmélukujen summa on 8, 9 tai 11". Kun kahta noppaa heitetdin,
mahdollisia silméalukupareja eli alkeistapauksia on yhteensi 6 - 6 = 36 kappaletta.
Alla olevasta taulukosta ndhdéén, ettd suotuisia alkeistapauksia A (merkitty
punaisella taulukkoon) on yhteensd 5+ 4 + 2 = 11 kappaletta.

aOulh WNKH

NoOuUhWwN|e
oNOOU A WN
RN T N [
o © N o U~

= =
=R IN e Y [0
[

oI o)}
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Nyt siis
P(A) = suotuisten alkeistapausten A lukumadrd 11
~ kaikkien alkeistapausten lukum#ird 36
Tapahtuman A vastatapahtuman todennikdéisyys on tallgin
11 25
PA9Y=1-PA) =1-— =,
36 36

Harjoitustehtdava 3. Aukkotehtdvi

Téassd tehtdvissd tarvitset seuraavaa tietoa. Satunnaismuuttujan odotusarvo E(X)
lasketaan siten, ettd satunnaismuuttujan mahdolliset arvot z,xs,... ,x, kerrotaan
todennékéisyyksillaan pq, po, ... , p, ja tulot lasketaan yhteen, eli

E(X) = pizy + paxa + ... + prn.

Henri haluaa tienata vahén, ja ehdottaa Kallelle pelid. Kalle heittda kahta noppaa.
Jos silméluvut ovat erisuuret, Henri maksaa Kallelle silmdlukujen summan osoitta-
man rahamaérin. Jos taas silméluvut ovat yhtd suuret, niin Kalle maksaa Henrille
ennalta sovitun rahaméirian. Kuinka suuri ennalta sovittu rahamééra tulisi olla, jotta
Henri voisi pidemman péaélle olettaa jadvansa voitolle.Vastaa kokonaislukuna ilman
yksikkoa.

Vastaus: Rahasumma on suurempi kuin
RATKAISU:

Alla olevassa taulukossa on esitettynid yhden heiton kaikki mahdolliset alkeistapauk-
set. Taulukkoon on merkitty punaisella ne kuusi alkeistapausta, jolloin Kalle maksaa
Henrille ennalta sovitun summan.

NO b WwNE
NI WU, PR [N
©oNOU AW
50N UL~
= o I AN Y [0
—
S}

auTh WN =

Ennalta sovittua summaa merkitdan kirjaimella . Muodostetaan yhtalo tilanteel-
le, jossa Henrin saaman rahasumman odotusarvo on 0

T W O L R O 00 WL ) M gy
—_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ — — — ——T =
36736 ° 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

210 6
=0
36 36

Jotta Henri voisi tienata pitkalld aikavalilla, tulisi ennalta sovitun summan olla suu-
rempi kuin 35.
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Harjoitustehtava 4. Aukkotehtivi
Jos tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomat, niin todennékoéisyys, sille
ettd molemmat tapahtuvat, on todennikoisyyksien A ja B tulo

P(Aja B) =P(A)-P(B).
Todennékoisyys sille, ettd tapahtuma A tai tapahtuma B tapahtuu on
P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B).

Yliopistolle ajava Henri kohtaa matkallaan kahdet liikennevalot, joiden toiminta on
toisistaan riippumatonta. Ensimméinen valo niyttda punaista 40 % ajasta ja toinen
70 % ajasta. Millid todennékoisyydelld Henri

(a) joutuu pysahtymadn mopempiin liikkennevaloihin?
Vastaus:

(b) ei joudu pysdhtyméin kummankaan liikkennevalon kohdalla?
Vastaus:

(c) joutuu pysdhtymééin vain jomman kumman liikennevalon kohdalla?
Vastaus:

Anna vastaukset kahden desimaalin tarkkuudella.
RATKAISU:

Merkitadn tapahtumia seuraavasti:

A = "Ensimmaéinen valo ndyttad punaista'ja
B = "Toinen valo ndyttid punaista'.

Nyt siis P(A)= 0,4 ja P(B)=0,7.

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, joten
(a) P(A ja B)=P(A)-P(B)=04-0,7=0,28.
(b) P(AY ja BY)=P(A°)-P(BY)=(1-0,4)-(1—-0,7) =0,18.

(c¢) Koska tapaukset A ja B ovat erillisid, niin
P((A ja BY) tai (A ja B))

= P(A ja BY)+P(AY ja B)
= P(A)-P(B®)+P(A%)-P(B)

=04-(1-0,7)+(1—04)-0,7=0,54.
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Harjoitustehtava 5. Aukkotehtdivi

Jos joukossa on n alkiota, joukon alkiot voidaan jarjestdd jonoon
nl=n-(n—1)-..-2-1 eri tavalla. Joukon jirjestyksid kutsutaan joukon
permutaatioiksi.

n alkion joukon k-alkioisten osajoukkojen lukuméairi on

(4)

Joukosta poimittuja k alkion osajoukkoja kutsutaan joukon k-kombinaatioiks:.

Milla, Kalle ja Henri osallistuvat Jyvaskyldn yliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitoksen suunnistusjoukkueeseen Jukolan viestissd. Joukkueeseen
kuuluu heidén lisdkseen nelja muuta jasenta.

(a) Kuinka monta erilaista juoksujarjestystd joukkueelle voidaan laatia?
Vastaus: Joukkueen jirjestys voidaan muodostaa eri tavalla.

(b) Milld todennékoisyydelld Milla, Kalle ja Henri juoksevat joukkueen kolme
ensimmaistd osuutta, jos jirjestys arvotaan? Anna vastaus kahden desimaalin
tarkkuudella.

Vastaus:

(c) Kisojen jilkeen matematiikan ja tilastotieteen laitos palkitsee kolme
joukkueen jasentd. Palkitut valitaan arvalla. Kuinka monta erilaista
vaihtoehtoa palkituiksi on olemassa?

Vastaus: kappaletta.

RATKAISU:

(a) Joukkueen jirjestys voidaan muodostaa 7! =5 040 eri tavalla.

(b) Todennikdisyys sille, etté joku heistd on joukkueen ensimméinen jésen, on 2.
Edelleen todennakoisyyksilla % ja % joku heistéd on joukkueen toinen ja kolmas
jisen. Todennékdisyys sille, ettd Milla, Kalle ja Henri ovat joukkueen kolme en-

. . 3.2 1 _ 1
simmadistéd jasentd on = - £ - = = = ~ 0,03.

Tama voidaan myos laskea kombinaatioiden avulla. Se, ettd he ovat kolme en-
simmaistd joukkueen jdsentd, on yksi alkeistapaus kaikista 3-kombinaatioista.
3-kombinaatioiden lukumééri lasketaan kohdassa c).

(c) Vaihtoehtojen mééré on 3-kombinaatioiden lukumééra seitsemén alkion joukos-

ta eli (g): —3!(7713)! = 35.
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Koe 1

Tehtiva 1. Monivalintatehtava (valitse yksi tai useampi)

Milla on ostanut kolme pussia karamelleja. Milla tarjoaa Henrille satunnaisen makei-
sen taman haluamasta pussista. Koska Henri inhoaa salmiakkia, kysyy han, montako
salmiakkia missékin karamellipussissa on. Milla vastaa:

e Sokerimitto -pussissa on 10 salmiakkia ja yhteensd 28 karamellia.
e Kirpedt Kaverit -pussissa on 3 salmiakkia ja yhteensd 11 karamellia.
e Makeat Madot- pussissa on 7 salmiakkia ja yhteenséd 25 karamellia.
Misté pussista Henrin kannattaa ottaa maistiainen?
(a) Sokerimétto
(b) Kirpeét kaverit
(c) Makeat madot

Tehtéava 2. Monivalintatehtavi (valitse yksi)
Milla, Henri ja Kalle pelaavat tehtdvien tekemisen lomassa Catanin vudisasukkaat
-lautapelid. Kunkin pelaajan vuorolla heitetdin kahta noppaa, joiden silmaluvut

lasketaan yhteen. Alla havainnekuva pelista.

(Kuvan léhde:
http://www.instructables.com/id /Game-board-for-Settlers-of-Catan/, 8.6.2017)

Henrin talo sijaitsee kolmen kuusikulmion reunalla. Henri talo tuottaa
resurssikortin, jos noppien silmilukujen summa on 4, 6 tai 11. Milla
todennikdisyydelld Henrin talo ei tuota resurssikorttia seuraavalla heittovuorolla?

(a) 3
OF
() 5
(d) 3
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(e) Ei mikddn néista vaihtoehdoista.
Tehtava 3. Aukkolehidvi

Milla, Henri ja Kalle pelaavat erin Suuri Dalmuti -korttipelia. Pelin korteilla on
numeroarvot yhdestd kahteentoista. Pakassa kortteja on sen numeroarvon osoittama
méadra, siis esimerkiksi kortteja 1 on yksi kappale, kortteja 2 on kaksi kappaletta ja
kortteja 12 on kaksitoista kappaletta. Yhteensid numeroituja kortteja on siis 78
kappaletta.Jos pakasta nostetaan yksi kortti, miké kortti nousee todennédkoisimmin?
Vastaus: Todenndkdisimmin nousee kortti numero

Jos pakasta nostetaan yksi kortti, mikd on kortin numeroarvon odotusarvo
pyoristettyna lihimpéain kokonaislukuun?
Vastaus:

Tehtava 4. Aukkotehtdvai

Kalle on kiiymaéssa viikonloppulomallaan Kouvolassa. Millan suosittelemassa lounas-
ravintolassa on tarjolla pekonihampurilaista lauantaina todenndkdéisyydelld 0,25 ja
sunnuntaina todennikéisyydelld 0,40. Eri pdivien lounastarjonta on toisistaan riippu-
matonta. Anna vastauksesi seuraaviin kysymyksiin desimaalilukuna kahden desimaa-
lin tarkkuudella.

Milla todennédkdisyydelld

(a) Kalle saa syodd molempina péivind pekonihampurilaisia?
Vastaus:

(b) Kalle ei saa kumpanakaan paivand pekonihampurilaisia?
Vastaus:

(c) Kalle saa sydikseen pekonihampurilaisen vain jompana kumpana paivana?
Vastaus:

Tehtavd 5. Aukkotehtdvd

Milla, Kalle ja Henri menevit pizzeriaan ennen leffailtaa. Ravintolassa on tarjolla
viitté erilaista pizzaa.

Kuinka monella eri tavalla Milla, Kalle ja Henri voivat valita pizzat, kun jokainen
valitsee eri pizzan? Esimerkiksi seuraavat tilanteet ajatellaan erillisiksi tapauksiksi:

e Milla tilaa kinkkupizzan , Kalle jauhelihapizzan ja Henri kebabpizzan

e Milla tilaa kinkkupizzan, Kalle kebabpizzan ja Henri jauhelihapizzan.

Vastaus:

Milla, Kalle ja Henri tilaavat sittenkin pizzat kotiinkuljetuksella leffailtaan
Pizzawifin kautta. Ravintolassa on tarjolla viitta erilaista pizzaa. Jos kukin heista
ostaa eri pizzan, kuinka monta erilaista vaihtoehtoa ravintolalle tehtiviksi
tilaukseksi on olemassa?

Vastaus:
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